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Vorwort. 
Auf zwei Ar ten wird versucht, fachwissenschaftl iche Kenntnisse einem 

brei teren Leserkreis bekanntzumachen. Die einen Popular isa toren behandeln 

inmi t ten von Schi lderungen der Probleme und der äußeren Umstände , d ie 

zu ihrer Stel lung und Lösung geführt haben , die e igent l ichen Schwier ig­

keiten des Gegenstandes möglichst kurz und lassen den Leser höchstens 

durch geistreiche Vergleiche das Wesen derselben ahnen. Die anderen ver­

schmähen es, die wesentl ichen Schwierigkeiten in i rgendeiner F o r m zu 

umgehen, und bemühen sich, gerade sie dem Leser näherzubr ingen, wozu 

es nur einen W e g g ib t : eine restlose Klarhe i t , wie sie sich vielfach n ich t 

e inmal in den für einen engen Leserkreis best immten Or ig ina la rbe i ten 

f indet . 

Diesen zweiten Weg zu beschreiten und ans Ende zu gehen, stell t hohe 

Anforderungen an den Autor. Selbst die geistreichsten Vergleiche und die 

b lendendsten Bemerkungen in gemeinverständl ichen Dars te l lungen der 

ersten Art können dem Fachmann , dem sie in die H a n d fallen, nur zu oft 

nicht über den Zweifel h inweghelfen, ob der Autor selbst den Gegenstand 

völl ig erfaßt. Restlose Klarhe i t hingegen ist nur einem wissenschaftl ichen 

Schrif tstel ler möglich, der den behandel ten Stoff wirkl ich durchdrungen hat . 

Fre i l ich — gemeinvers tändl iche Bücher der zweiten Art stellen auch 

etwas höhere Anforderungen an den Leser. Er muß manche ihm unge­

wohnte und daher vielleicht zunächst ein wenig mühsame Gedankenfolge 

unter der Anle i tung des Autors durchdenken. Dafür kann er dann aber 

sicher sein, daß er nicht einem oberf lächl ichen Halbvers tändnis , sondern 

wirkl icher Einsicht zugeführt wi rd . 

E s scheint mi r sehr begrüßenswert , daß hinsicht l ich der modernsten 

Mathemat ik der Verfasser des vorl iegenden Buches sein pädagogisches Ge­

schick zur Abfassung einer gemeinvers tändl ichen Dars te l lung verwendet , d ie 

den Leser in die wirkl iche Denkweise e inführ t , d ie in wich t igen Tei len 

dieser Wissenschaft den Forscher lenkt . W e r dieses Buch liest, er fähr t 

keine Anekdoten, d ie mit den Äußerl ichkei ten mathemat ischer Gelehr ten-



arbei t verknüpf t s ind, er e r langt auch n ich t e ine f lücht ige Übers ich t über 

tausend mehr oder weniger wicht ige Prob leme , die den Mathemat ike r be­

schäf t igen, aber er gewinnt eine gründl iche Eins ich t in die Ar t , in welcher 

e in ige sehr fundamenta le F ragen behande l t werden . U n d wenn er das Buch 

gelesen und durchdach t ha t , so ha t er — viel le icht anfänglich 1 mi t e in iger 

M ü h e , aber infolge der K la rhe i t der Dars te l lung jedenfa l l s mi t e inem Min­

des tmaß von Mühe — einen E inb l i ck in einige recht schwierige F r a g e n und 

Ergebnisse der Mathemat ik gewonnen, vor al lem in solche, d ie . für den 

Phi losophen von Interesse s ind. 

Darüber h inaus werden im vor l iegenden Buche auch Fragen der mathe­

mat ischen Phi losophie behandel t und damit Gebie te gestreift , auf denen 

d ie Meinungen der he rvor ragends ten Forscher seit j eher und bis auf den 

heut igen T a g stark ause inandergehen. 

S ind die mathemat i schen Sätze empir ischen Ursprungs , wie M i l l und 

und M a c h mein ten ? Sollen wir K a n t glauben, der die ar i thmet ischen und 

d ie geometr ischen Sätze als synthet ische Ur t e i l e a p r io r i e rk lä r t e? H a t 

P o i n c a r é recht , wenn er sagte, daß zwar die ar i thmet ischen Grundsätze 

synthet ische Ur te i l e a p r io r i , d ie geometr ischen Sätze h ingegen analytisch 

wären, — oder F r e g e , der die a r i thmet i schen Grundsätze für analytisch 

und d ie geometr ischen Wahrhe i t en für synthet isch h ie l t ? Oder können wir 

schließlich denjenigen folgen, welche mit R u s s e l l d ie sämtl ichen mathe­

mat ischen Sätze als analyt isch bezeichnen? W e r d e n die mathemat ischen 

Sätze durch d ie E r f ah rung verbürg t? Beruhen sie letzt l ich auf In tu i t ion und 

Evidenzer lebnissen? Sind sie dadurch begründe t , daß die Mathemat ik ein 

Te i l der Logik und diese , wie man heute öfters sagt , ein System von 

Tauto log ien is t? O d e r besteht d ie Begründung der Mathemat ik im Be­

weis ih re r Widerspruchs f re ihe i t ? 

Ich , für meinen Te i l , glaube, daß keine einzige von all diesen Fragen 

zu bejahen ist , daß das , was der Ma thema t ike r tu t , n i ch t s anderes ist , als 

d ie H e r l e i t u n g von Aussagen mi t H i l f e gewisser aufzuzählender (in ver­

schiedener Weise wählbaren) M e t h o d e n aus gewissen aufzuzählenden (in 

verschiedener Weise wählbare r ) Aussagen — und daß al les , was Mathemat ik 

und Log ik über d iese , e ine r „ B e g r ü n d u n g " weder fäh ige noch bedürf t ige 

T ä t i g k e i t des Ma thema t ike r s aussagen können , in dieser s implen Ta tsachen-
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fests tel lung besteht. Ähnl ich ist die Grundeins te l lung des vor l iegenden 

Buches, das über einige F ragen der mathemat ischen Phi losophie auch neue 

Gedanken vor t rägt . Daß es kaum möglich sein dürf te , auf diesem Gebiete 

ungete i l te Zust immung zu f inden, ist angesichts der geschi lder ten Divergenz 

der Ansichten wohl klar . Aber auch in Punkten , in denen man dem Buche 

viel leicht n icht ganz zustimmt, dürfte man vieles anregend f inden.*) 

* 

In der theoret ischen Physik und in manchen Zweigen der technischen 

Wissenschaften, neuerdings auch in Te i len der Biologie und der Wi r t ­

schafts theorie , wird Mathemat ik verwendet, d. h . Aussagen werden vielfach 

in so al lgemeiner und konziser Form vorgetragen, daß es unumgängl ich not­

wendig ist, d ie Praxis des mathematischen Her le i t ens von Aussagen aus 

Aussagen zu beherrschen, wenn man die Formul ie rung der einzelnen und 

die Verknüpfung der verschiedenen Aussagen durchbl icken, insbesondere 

von den Ausgangssätzen zu den Folgerungen weiterschrei ten wi l l . 

Aber auch in Wissenschaften, wo die Sachlage eine andere ist, wie 

z. B. in der Jur isprudenz , in der Soziologie, in den ohne Mathemat ik 

*) Kenner der Philosophie der Mathematik werden beachten, wie in dem Ab­
schnitt über die vollständige Induktion auseinandergesetzt wird, daß —• um es ganz 
schlicht auszudrücken — ihre Hinzunahme zu den Ausgangssätzen oder Herleitungs­
regeln die Herleitung eines umfassenden Bereiches von Aussagen gestattet, die ohne 
ihre Hinzunahme nicht hergeleitet werden können, und zwar von Aussagen über ,,alle" 
natürlichen Zahlen, da die vollständige Induktion als eine Festsetzung über den Gebrauch 
des Wortes „alle" für die natürlichen Zahlen aufgefaßt wird. —• Was die auf C a n t o r 
und F r e g e zurückgehende Definition der Gleichzahligkeit betrifft, so wird man wohl 
zugeben, daß sie nur eine von vielen möglichen Präzisierungen des vagen und mehr­
deutigen Gebrauches darstellt, der von diesem Wort in der Umgangssprache gemacht 
wird — eine Einseitigkeit, die sie freilich wohl mit jeder definitorischen Präzisierung 
eines Wortes der Umgangssprache teilt; auch wird man vielleicht zustimmen, daß die 
von ihr für die Anwendung auf die Erfahrung angegebenen Kriterien, verglichen mit 
denen der üblichen Definitionen grundlegender physikalischer Begriffe, wie Längen­
gleichheit, Gleichzeitigkeit u. a., nicht präziser sind — allerdings, wie mir scheint, auch 
nicht weniger präzise. Die große mathematische Bedeutung dieser Definition beruht 
denn auch vorwiegend auf ihrer Fruchtbarkeit, d. h. auf dem Umstand, daß so viele 
Folgerungen aus ihr hergeleitet werden konnten. Aber gerade weil diese Definition 
sich als so besonders fruchtbar erwiesen hat, daß neben ihr bisher überhaupt keine andere 
Definition aufzukommen vermochte, ist es gewiß von Nutzen (speziell auch, um der 
irrtümlichen Auffassung vorzubeugen, als sei sie die einzig denkbare Definition), daß 
auf sonstige diesbezügliche Möglichkeiten hingewiesen wird. 
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arbe i t enden Teilen, und Dars te l lungen der Wir t schaf t s theor ie , wo also e ine 

Praxis in den verschiedenen speziellen Methoden mathemat ischen H e r ­

lei tens en tbehr l ich ist, würde doch die Kenn tn i s der mathemat ischen 

Me thode , wie ich glaube, oft von großem Nutzen sein, ja , in fast j ede r 

Diskussion über i rgendeinen Gegenstand gäbe es Gelegenhei t , diesbezüg­

liche Eins ich ten zu verwerten. Nich t etwa, daß bei größerer Verbre i tung des 

Einbl ickes in die Me thode der Mathemat ik notwendigerweise viel mehr 

Kluges gesagt würde als heu te , aber es würde sicher viel weniger U n -

kluges gesagt. 

Welchen Te i l der Mathemat ik man zum Zwecke dieser theore t i schen 

Propädeut ik s tudier t , ob es die Ar i thmet ik oder die Algebra , ob es ana­

lytische Geometr ie oder Axiomatik der E lementa rgeomet r i e , ob es Mengen­

lehre oder moderne Logik ist, — das ist ziemlich belanglos . Es kommt 

darauf an, daß es eine Schrif t oder eine Vorlesung ist , d ie das allgemein. 

Methodische nicht ganz vernachlässigt . D ie Lehrbücher der Logik , völ l ig 

unberühr t von der modernen Entwick lung dieser Wissenschaft , wie sie heute 

zur phi losophischen Propädeut ik verwendet werden , sind a l lerdings zu e iner 

solchen E in führung in d ie mathemat ischen und logischen Methoden unge­

eignet . Ja , die Spezial is ierung des mathemat ischen Unte r r i ch tes br ingt 

mi t sich, daß selbst in vielen höheren mathemat i schen Lehrbüchern und 

Vorlesungen der pr inz ip ie l le Gesichtspunkt , aus dem auch der N ich tma the -

mat iker so vielen Nutzen ziehen könnte , vernachlässigt wird . 

H i n g e g e n ist dieser methodische Gesichtspunkt gerade das . was z. B . 

in der vor l iegenden Schr i f t in den Vordergrund gerückt wird. U n d darum 

würde eine wei te Verbre i tung des Buches sicher in vieler H ins i ch t 

Nutzen st if ten. 

Karl Menger. 



E s ist das Ziel der folgenden Be t rach tungen , einen Einbl ick in das Wesen 
der ma thema t i schen Begriffsbildung zu geben, also von dem, was der Ma thema­
t iker t re ib t , e twa das herauszuheben, was einen philosophischen B e t r a c h t e r 
da ran interessieren könnte . Dami t ist schon der Unterschied gegenüber 
den Lehrbüchern der Mathemat ik gegeben: der Leser findet hier n icht 
ein Sys tem von Lehrsä tzen mi t vollständig ausgeführten Beweisen, er findet 
n ich t Rechnungen u n d Beispiele, auch nicht Anwendungen der M a t h e m a t i k — 
alles das soll zu rück t re t en zugunsten einer Dars te l lung der ma thema t i schen 
I d e e n . 

An erster Stelle soll hier nun ausführlicher vom Aufbau des Zahlen­
reiches gehandel t werden. Die Wah l dieses T h e m a s bedarf einer kurzen 
Rechtfer t igung. Von intui t iven Gesichtspunkten ausgehend, h a t t e n Leibniz 
u n d Newton die Differential- u n d In tegra l rechnung geschaffen. Das 18. J a h r ­
hunder t br ingt einen außerordent l ichen Aufschwung dieser Forschungen, 
eine glänzende E n t d e c k u n g reiht sich an die andere , sowohl im Bezirk der 
reinen Analysis wie im Gebiet ihrer Anwendungen. Nicht mi t Unrech t ha t 
m a n diese Per iode der Mathemat ik mit dem Zei ta l ter der großen E n t d e c k e r 
und Seehelden verglichen. Die Mathemat iker jener Zeit h a t t e n das Gefühl, 
in eine neue geistige Wel t einzudringen, begierig, die Umrisse des K o n t i n e n t s 
zu erforschen, der sich da vor ihnen aus dem Nebel e rhob. Mit jener Reihe 
wunderba re r E n t d e c k u n g e n kont ras t ie r t sel tsam das Dunkel , das über die 
Grundlagen dieser ganzen Gedankenschöpfung gebrei te t lag. Man k a n n nicht 
behaup ten , d a ß sich Leibniz u n d Newton über die Bedeu tung eines Differential­
quo t ien ten sehr k lar gewesen wären. Ih re Ausführungen schwanken, aber 
in der H a u p t s a c h e schwebte ihnen wohl e twas wie ein Rechnen mi t un­
endlich kleinen Größen vor. W a s das heißen soll, ist schwer zu sagen; und 
so haftet der „ Inf in i tes imal rechnung" seit ihrer Gebur t eine gewisse Dunkel­
hei t an . Kla r denkende Geister, wie der Phi losoph Berkeley, haben mi t 
ihrer Kr i t i k n icht zurückgeha l ten ; in der Schrift „ T h e A n a l y s t " (1737) 
findet der Leser eine recht eingehende E r ö r t e r u n g der neuen Wissenschaft , 
die ziemlich ve rn ich tend ausfäll t . D a ß n ich t n u r Phi losophen so gedacht 
haben , d a ß auch den Mathemat ike rn selbst bei ih rem T u n nicht ganz wohl 
war, bezeugt ein Ausspruch von Lagrange , der dem Ausgang des 18. J a h r ­
h u n d e r t s angehör t ; er mein te , der Zus t and der M a t h e m a t i k sei wahrhaf t 
beklagenswer t : sie wimmle von Widersprüchen u n d wenn sie t ro tzdem 
zu so großen Erfolgen geführt habe , so läge d a s n u r d a r a n , d a ß G o t t i n seiner 
Al lgüte es so gefügt habe , d a ß sich die Feh le r gegenseit ig aufheben. 



K e i n W u n d e r , wenn dieser K a l k ü l als e twas Unbegreifl iches, fast als 
e t w a s Myst isches erschien, eine K u n s t m e h r als eine Wissenschaft , ein­
gegeben v o n der Insp i ra t ion , aber -nicht zugängl ich d e m logischen D e n k e n . 
Diese Auffassung g ing d a n n sogar in die Leh rbüche r über . So ist z. B . bei 
L ü b s e n , e inem i m vor igen J a h r h u n d e r t sehr b e k a n n t e n Autor , zu lesen, 
d a ß die Different ia l rechnung ein myst i sches Operieren mi t unendl ich kleinen 
Größen i s t ; das Differential is t ein H a u c h , ein N i c h t s ; u n d d a n n folgt 
e in englisches Z i t a t : Das Differential is t der Geist e iner abgeschiedenen 
G r ö ß e . 

I m bre i ten P u b l i k u m lebt diese Auffassung bis auf den heut igen T a g 
fort u n d h a t d a m a n c h e n se l t samen Gedanken gezei t igt . E i n Beispiel dafür 
i s t d a s b e k a n n t e B u c h Vaihingers „Die Phi losophie des Als -Ob" , in welchem 
die Meinung ve r t r e t en wird, unser theore t i sches D e n k e n würde vielfach 
von F ik t ionen geführ t , d. h . von b e w u ß t falschen A n n a h m e n , die sich aber 
d u r c h den Erfolg bewähren . E i n e H a u p t s t ü t z e dieser Ansicht e rb l ickte 
Vaihinger in de r , Differential- u n d In tegra l rechnung , deren Grundbegriffe , 
wie er me in te , d u r c h a u s f ikt iver N a t u r sind. E s ist bezeichnend, d a ß die 
Zeugen, die Vaihinger für seine Ansicht aufruft, durchwegs Ma thema t ike r 
des 17. u n d 18. J a h r h u n d e r t s s ind, also Männer , welche die modernen Ideen 
noch g a r n i ch t k a n n t e n . 

I n Wirk l ichke i t h a t schon die ers te Häl f te des 19. J a h r h u n d e r t s in 
dieses D u n k e l einiges Licht g e b r a c h t ; wir nennen hier n u r Gauß , Cauchy 
und Bo lzano ; diese Forscher bahnen die neue kr i t ische Per iode der M a t h e m a t i k 
an , in welcher viel m e h r als früher auf k lare Defini t ion der Begriffe u n d 
logische St renge der Beweise gedrungen wird. I h r W e r k wird fortgesetzt 
u n d in gewissem Sinn abgeschlossen von W e i e r s t r a ß , Can tor u n d Dedek ind . 
Bei den Forschungen dieser Gelehr ten ha t sich nun herausgeste l l t , d a ß die 
eigentl iche Wurze l der Schwierigkei ten in einer k la ren Fas sung des Begriffes 
des K o n t i n u u m s l ag ; dieser Begriff h ä n g t n u n sehr eng mi t d e m Begriff 
der i r ra t iona len Zahl z u s a m m e n ; u n d so vers tehen wir es, d a ß jene Forscher 
schließlich auf die U n t e r s u c h u n g des Zahlbegriffes geführt wurden . Seit 
den Vor lesungen von W e i e r s t r a ß is t es übl ich, eine s t renge Dars te l lung der 
Differential- u n d In t eg ra l r echnung mi t einer E r ö r t e r u n g des Zahlbegriffes 
zu beg innen . 

A u c h wir wollen diesen W e g einschlagen, u m u n s mi t den wicht igs ten 
Begriffen der heut igen M a t h e m a t i k b e k a n n t zu m a c h e n . 
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1. Die verschiedenen Zahlarten. 
Die Zahlen, die sich uns a m frühesten darb ie ten , sind die na tür l i chen 

Zahlen oder die Kard ina lzah len 1, 2, 3 , 4, . . . ., die wir zum Zählen von 
Dingen benützen . U m den folgenden Be t r ach tungen e twas mehr Anschaul ich­
keit zu geben, wollen wir uns einer Methode bedienen, von der wir noch 
oft Gebrauch machen werden, nämlich der geometr ischen Versinnl ichung 
der Zahlen du rch P u n k t e auf einer Geraden . Zu dem Zweck wähl t m a n 
auf einer Geraden einen beliebigen P u n k t , den Anfangspunkt , ferner eine 
beliebige Strecke, die Längeneinhei t , u n d t r äg t n u n diese Strecke wieder­
hol t nach einer R ich tung ab . Den so en t s t andenen P u n k t e n ordne t m a n 
die Zahlen 0, 1, 2, 3, zu. 

O 1 2 3 4 5 

Figur 1. 

Diese P u n k t e sind n u n die „B i lde r " der Zahlen u n d es ist für viele Zwecke 
vortei lhaft , unsere Vorstel lungen an diese Skala von P u n k t e n anzuknüpfen. 
S t a t t von der Zahlenreihe werden wir for tan auch von einer P u n k t r e i h e 
sprechen . 

Welche Eigenschaften kommen n u n dem Sys tem der na tür l ichen 
Zah len zu? 

1. E s ist ein g e o r d n e t e s S y s t e m , d. h . von zwei verschiedenen Zahlen 
s teh t immer fest, welche der andern v o r a n g e h t ; m i t andern W o r t e n : die 
Beziehungen a > b , a = b , a < b (a größer als b , a gleich b , a kleiner 
als b) bilden e in t vollständige Disjunkt ion. 

2. Desha lb ha t es Sinn, den Begriff „zwischen" auf Zahlen anzuwenden 
u n d e twa zu sagen : die Zahl c liegt zwischen a u n d b . D a m i t ist gemeint 
a > c > b oder a < c < b . Untersucht m a n n u n die Zahlen auf die Be­
ziehung „zwischen" 'h in , so s töß t m a n auf eine gaiiz charakter is t i sche Eigen­
schaf t : jede Zahl liegt zwischen zwei anderen, ih rem unmi t t e lba ren Vor­
gänger u n d ih rem unmi t t e lba ren Nachfolger. Z w i s c h e n z w e i u n m i t t e l b a r 
a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n Z a h l e n l ä ß t s i c h k e i n e w e i t e r e e i n f ü g e n . 

3 . N u r eine einzige Zahl m a c h t eine A u s n a h m e : die Zahl 0, d ie k e i n e n 
V o r g ä n g e r bes i tz t . Dagegen gibt es ke ine Zahl , d ie nachfolgerlos wäre . 
W i r wollen diese Ta t sache in der F o r m ausd rücken : die Zahlenreihe besi tzt 
ein ers tes , aber ke in le tztes E l e m e n t ; ode r : sie ist e i n s e i t i g u n e n d l i c h . 
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Über leg t m a n nun , worauf die Möglichkeit der Abbi ldung der Zahlen 
auf P u n k t e einer Geraden be ruh t , so e rkenn t m a n unschwer , d a ß es die 
eben e r w ä h n t e n Eigenschaf ten sind, die genau so der P u n k t r e i h e z u k o m m e n : 
auch sie i s t geordnet , sobald m a n e t w a die P u n k t e von l inks nach r e c h t s 
durchläuf t u n d denjenigen P u n k t als früher ans ieht , der weiter l inks l iegt ; 
u n d ebenso s teh t es m i t den andern angeführ ten Eigenschaf ten : die S t r u k t u r 
des Zah lensys tems l ä ß t sich auf die des P u n k t s y s t e m s über t ragen . 

Auf zwei weitere Eigenschaf ten des Zahlensys tems k o m m e n wir, sobald 
wir die a r i thmet i schen Opera t ionen in den Kreis unserer B e t r a c h t u n g ziehen. 
Welche v o n den vier Grundspezies der Ar i thme t ik (Addit ion, Sub t r ak t ion , 
Mul t ip l ika t ion , Division) lassen sich im Bereich der na tür l i chen Zahlen un­
umsch ränk t ausführen, sodaß d a s Ergebn i s a l lemal wieder eine na tü r l i che 
Zahl ist ? Offenbar n u r zwei : die Addi t ion u n d die Mul t ip l ikat ion. Die Aus­
führung der S u b t r a k t i o n a—b ist dagegen an die Bed ingung gebunden , d a ß 
der Minuend a größer is t als der S u b t r a h e n d b ; u n d die Division geht nu r 
d a n n auf, wenn der Div idend ein Vielfaches des Divisors is t . 

Verknüpf t m a n die Zahlen des Bereiches beliebig du rch Addi t ion u n d 
Mul t ip l ika t ion mi te inander , so t r i t t m a n aus dem Bereich nie h inaus . Die 
na tü r l i chen Zahlen erweisen sich in dieser Hins ich t als eine charakter i s t i sche 
Ganzhe i t , als ein abgeschlossenes Sys tem. W i r wollen diese Ta t sache so 
ausdrücken , d a ß wir sagen : der Bereich der na tü r l i chen Zahlen ist a b ­
g e s c h l o s s e n gegenüber der Addi t ion u n d Mul t ip l ika t ion , n icht abgeschlossen 
gegenüber den beiden anderen Rechenopera t ionen . Gerade dieser l e tz te ie 
U m s t a n d war n u n der Anlaß , das Sys tem der na tü r l i chen Zahlen nach zwei 
R ich tungen zu e rwei te rn : m a n ha t ers tens die nega t iven u n d d a n n zwei tens 
die gebrochenen Zahlen eingeführt , u m so die Unabgeschlossenhei t des 
Zahlenbereiches zu beseit igen. Werfen wir n u n einen näheren Blick auf 
diese Zahlschöpfungen! 

Die nega t iven Zahlen k a n n m a n sich, so e n t s t a n d e n denken , d a ß m a n den 
Aufbauprozeß der Zahlenreihe, nämlich die wiederhol te Hinzufügung der 
Zahl 1, n a c h der entgegengesetz ten Seite h in aus füh r t ; so steigt m a n von 
4er Zahl 3 zur Zahl 2 h inab , von 2 zu 1, von 1 zu 0 u n d schließlich von d a 
zu Zahlen , die m a n der Reihe n a c h mi t — 1 , — 2 , —3 usw. bezeichnet u n d 
in der u n t e n angedeu te ten Weise du rch P u n k t e da r s t e l l t : 

- 3 - 3 -1 O l 2 3 4 

Figur 2. 

Pos i t ive u n d negat ive Zahlen faßt m a n zusammen un te r d e m N a m e n „ g a n z e 
Z a h l e n " . 
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Vergleichen wir nun die ganzen Zahlen mi t den na tür l ichen Zahlen! 

Welche Eigenschaften sind bei dieser Erwei te rung i n t a k t gebl ieben? Sie 

sind noch immer ein geordnetes Sys tem; daher h a t der Begriff „zwischen" 

S inn ; aber es g ib t je tz t keine Zahl mehr , die allen andern vorangeh t ; das 

Sys tem ha t weder ein erstes noch ein le tz tes E lemen t , es ist b e i d e r s e i t i g 

u n e n d l i c h . Unbeschränk t ausführbar sind je tz t drei Operationen.: neben 

der Addi t ion u n d Mult ipl ikat ion auch noch die Sub t r ak t ion . Dagegen ist 

der Quot ient zweier ganzer Zahlen im allgemeinen keine ganze Zahl . 

U m auch diese letztere Operat ion unbeschränk t ausführbar zu machen , 

ha t m a n eine weitere Art von Zahlen eingeführt , die g e b r o c h e n e n Z a h l e n . 

Ganze und gebrochene Zahlen zusammen nenn t m a n „ r a t i o n a l e Z a h l e n " . 

Das Sys tem der ra t ionalen Zahlen ist abgeschlossen gegenüber allen vier 

Rechenopera t ionen . Man k o m m t also aus dem Sys tem nicht h inaus , wie 

immer m a n die einzelnen Ind iv iduen durch die vier Operat ionen verknüpft . 

E i n Sys tem von dieser Eigenschaft n e n n t m a n auch einen „ K ö r p e r " (das 

W o r t ist hier in einem technischen Sinn gebrauch t , e twa wie in dem Ausdruck 

„Körperschaf t " , „corpus ju r i s" ) . Das Sys tem der ra t iona len Zahlen ist 

geordnet ; denn von zwei verschiedenen Brüchen s teh t e indeut ig fest, welcher 

der kleinere und welcher der größere ist ; dabei k a n n m a n sich auch die 

ganzen Zahlen formal als Brüche geschrieben denken . Versucht m a n da­

gegen die ra t ionalen Zahlen nach dem früheren Muster als P u n k t e auf einer 

Geraden darzustel len, so t r i t t uns eine eigentümliche Schwierigkeit entgegen: 

die Brüche liegen offenbar zwischen den ganzen Zahlen, u n d dementsprechend 

m ü ß t e n wir den R a u m zwischen den äqu id i s t an ten P u n k t e n der Fig. 2 durch 

weitere P u n k t e ausfüllen. Aber wie sind diese P u n k t e gelagert? W e n n wir 

e twa die Zahl ^ herausgreifen — gibt es d a auch noch e twas wie einen un­

mi t t e lba ren Vorgänger oder einen unmi t t e lba ren Nachfolger? Ganz und 

gar n ich t ! D e n n wenn ich irgend einen Bruch nehme, der *~ so nahe liegt 

wie m a n will, so ist es doch ein Leichtes, einen weiteren Bruch anzugeben, 

der noch näher liegt. (Der Leser beweise z. B. , d a ß zwischen den beiden 

a c a -)- c 
ra t ionalen Zahlen -g und immer die Zahl " b

_ ^ f ¿ gelegen ist.) 

Der Gesamthei t der ra t ionalen Zahlen k o m m t daher eine S t r u k t u r zu, 

die von der der na tür l ichen u n d der ganzen Zahlen völlig verschieden ist : 

zwischen zwei ra t ionalen Zahlen läß t sich immer wieder eine ra t ionale Zahl 

einschal ten. Zur Charakter is ierung dieser e igentümlichen S t r u k t u r ha t 

m a n den Begriff „ d i c h t " gepräg t . W i r definieren: E i n geordnetes Sys tem 

von Dingen heißt d icht , wenn zwischen je zwei Dingen des Sys tems allemal 

wieder ein Ding des Sys tems liegt. I n den ra t iona len Zahlen lernen wir ein 
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erstes. Beispiel e ines d ich ten Sys tems kennen . Die na tü r l i chen u n d die ganzen 
Zah len h a b e n diese Eigenschaf t n i ch t . 

Die T a t s a c h e der Dich the i t erschwert es n u n außerordent l ich , e in an­
schaul iches Bi ld von der Ver te i lung der r a t iona len Zahlen zu gewinnen. 
W i r k ö n n e n zwar zwischen den P u n k t e n , welche die ganzen Zahlen mark ie ren 
sollen, wei tere P u n k t e e inscha l ten ; aber wir müssen u n s n u n den P rozeß 
des Einfügens zwischen diesen P u n k t e n unbegrenz t fortgesetzt denken , sodaß 
in jedes noch so schmale In t e rva l l der Zahlenlinie unendl ich viele ra t iona le 
P u n k t e zu liegen kommen . Versucht m a n sich dieses Sys tem als fertiges 
Ganzes vorzustel len, so k o m m t m a n unvermeid l ich zu Se l t samkei ten . E i n 
Beispiel dafür g ib t schon die Gesamthe i t der ech ten B r ü c h e , mi t Aussch luß 
v o n 0 u n d 1, ab . Die Klasse dieser P u n k t e h a t offenbar P l a t z auf dem I n t e r v a l l 
der Zahlenlinie zwischen 0 u n d 1, wir werden also ve r such t sein, sie uns als 
eine P u n k t m e n g e vorzustel len, welche diese S t recke wie ein unendlich-feiner 
mikroskopischer S t a u b bedeck t . Diese Vors te l lung d r ä n g t u n s den Gedanken 
auf: W e n n ich die Gerade durchlaufe , sagen wir von l inks nach rech ts u n d 
dabei von e inem P u n k t l inks von 0 beginne, d a n n m u ß ich doch i rgendein-
m a l auf ein erstes E l emen t der P u n k t m e n g e s toßen und , wenn ich d a s 
ganze In t e rva l l du rchwander t habe , schließlich auf ein le tz tes ; die Menge 
m u ß einen P u n k t besi tzen, der a m weitesten l inks u n d einen andern , der 
a m wei tes ten rech ts gelegen ist . U n d doch lehr t eine einfache Bes innung , 
d a ß d a s ganz unmöglich ist : es g ib t eben zufolge der S t r u k t u r der ra t iona len 
Zahlen keinen kle ins ten echten B r u c h (und ebensowenig einen größ ten) . 
Begrifflich bes teh t hier n icht die mindes te Schwier igkei t ; die Menge der 
ech ten Brüche ist k l a r u n d scharf definier t ; aber der Versuch, diesen Begriff 
in ein anschaul iches Bi ld umzuse tzen , führt zu P a r a d o x i e n — ein Beleg 
dafür, wie wenig uns die Anschauung über solche Verhäl tn isse lehren kann , 
s o d a ß m a n verführ t wird , w e n n m a n sich ihr allein a n v e r t r a u t . 

W a s wir bisher geschildert h a b e n war die schri t tweise E rwe i t e rung 
des Zahlenbereiches , die mi t den ra t iona len Zahlen zu einer Ar t Absch luß 
k o m m t . U n d manche r wi rd geneigt sein, zu meinen , dieser Absch luß sei 
ein definitiver, d a die ra t iona len P u n k t e die Zahlenl inie vol ls tändig, lücken­
los ausfüllen. D a ß d a s ein I r r t u m ist , d a ß die r a t iona len Zahlen, obwohl 
unendl ich dicht gesä t , noch n ich t die ganze Zahlenl inien bedecken, is t die 
g roße E n t d e c k u n g des P y t h a g o r a s . E r zuers t h a t e r k a n n t , d a ß es Zahlen 
g ib t , die, von den ra t iona len Zahlen vol ls tändig verschieden, doch m i t i hnen 
vergle ichbar s ind. W i r wollen u n s diese außerordent l i che E n t d e c k u n g ver­
deut l ichen , i n d e m wir uns übe r einer S t recke von der L ä n g e 1 ein Q u a d r a t 
kons t ru ie r t denken u n d in diesem Q u a d r a t eine Diagona le ziehen. Die An­
schauung sagt u n s , d a ß diese Diagona le e ine ganz b e s t i m m t e Länge h a b e n 
m u ß . Versuchen wir sie zu be rechnen! N a c h d e m Lehr sa t z des P y t h a g o r a s 



ist d a s Quadra t der Diagonale gleich der S u m m e der Q u a d r a t e der beiden 

K a t h e t e n , also 2 ; folglich k o m m t der Diagonale die Länge ]¡2 z u ; ]/2 is t 

diejenige Zahl , deren Quadra t 2 ist . K a n n m a n sie in Bruchform dars te l len? 

Zunächs t ist klar , d a ß sie zwischen 1 u n d 2 liegt ; versuchen wir es dahe r m i t 
1 9 

ITJ-; das Quadra t hievon ist also zu groß . Die gesuchte Zahl m u ß dem-

1 4 
nach größer sein als 1 und doch kleiner als \ - ^ \ eine solche Zahl wäre 3 , die 

aber, wie die P robe zeigt, wieder zu klein ist . I n dieser Weise k ö n n t e n wir 

fortfahren, weitere Brüche zwischen die bisher un t e r such ten e inzuschal ten 

u n d nachzusehen, ob wir einen da run te r finden, dessen Q u a d r a t genau 2 

g ib t . W e n n wir das t u n , werden wir zunächs t Zahlen finden, die zu g roß 

u n d andere , die zu klein sind u n d die wir in F o r m von zwei Re ihen an­

o rdnen können : 

N u n k ö n n t e j emand denken : wenn wir in dieser Beschäf t igung immer weiter 

for t fahren u n d u n s n u r genug Zeit u n d Mühe nehmen , d a n n müssen wi r 

doch schließlich e inmal auf eine Zahl s toßen, deren Q u a d r a t genau 2 ist . 

U m uns Klarhei t hierüber zu verschaffen, wollen wir überlegen, woran es 

denn eigentlich gelegen ha t , d a ß die bisherigen Versuche fehlgesclilagen 

haben , ob das sozusagen nu r Zufall war oder ob ein t ieferer G r u n d d a h i n t e r 

s teck t . W e n n es eine ra t ionale Zahl gäbe , die genau ^¡2 ist, so hieße das , 

P P 2 

d a ß es einen Bruch — gibt , sodaß g = 2 ist . N u n k a n n ein Bruch n u r d a n n 

eine ganze Zahl ergeben, wenn der Nenner im Zähler ohne Res t e n t h a l t e n ist , 

wenn also p 2 durch q 2 te i lbar i s t ; aber das is t nu r d a n n möglich, wenn auch 

p du rch q te i lbar is t . Denn wenn p u n d q zwei teilerfremde Zahlen s ind 

(d. h . zwei Zahlen, die keinen gemeinsamen P r imfak to r besitzen), d a n n s ind 

gewiß auch p 2 u n d q 2 tei lerfremd; durch das Quadr ie ren können unmög­

lich Pr imfak toren ents tehen, die nicht schon vo rhanden waren . Soll also 

P 2 P 
-^ = 2 u n d mi th in eine ganze Zahl sein, so m u ß auch — ganz sein. D a s aber 

i s t unmöglich, d a ~ zwischen 1 u n d 2 liegen soll, zwischen welchen es keine 

ganze Zahl g ib t . 

So zeigt schon die einfachste Bes innung auf die Teilbarkeitseigen­

schaf ten der Zahlen, d a ß es hoffnungslos is t , eine ra t iona le Zahl finden 

zu wollen, deren Q u a d r a t genau 2 i s t . Anderersei ts k a n n , n i e m a n d zweifeln, 

zu klein 

1 

zu g r o ß : 

2 



d a ß die Diagona le des Q u a d r a t e s m i t der Sei tenlänge 1 eine ganz b e s t i m m t e 

Länge h a t . Denken wir uns diese Länge auf der Zahlenl inie von 0 aus auf­

ge t ragen , so e rha l t en wir e inen P u n k t , der der geometr ische R e p r ä s e n t a n t 

von ]¡2 i s t ; dor t wo \R2 l iegt, k a n n kein ra t iona le r P u n k t der Zahlenlinie 

gelegen sein. D a s Ergebn i s ist a lso: obwohl die ra t iona len P u n k t e die 

\ v 2 

0 1 2 3 4 5 

Figur 3. 

Zahlenl in ie wie ein unendl ich feiner S t a u b bedecken, füllen sie sie doch 

n ich t vol ls tändig aus . Sie bi lden gleichsam ein poröses System, in dessen 

R i t zen u n d Spal ten noch P l a t z b le ib t für eine andere Ar t von Zahlen, die 

i r r a t i o n a l e n . 

W a s sollen wir von der Ver te i lung der i r ra t ionalen Zahlen ha l t en? 

Sind sie Ausnahmen , n u r hie u n d da hineingeschnei t zwischen die ra t ionalen 

Zah len? Die An twor t auf diese F rage k ö n n e n wir du rch eine sehr einfache 

Über legung finden. Denken wir uns näml ich die ganze Zahlenlinie mi t 

den ra t ionalen P u n k t e n auf ihr im Verhä l tn i s 1 : J 2 ausgedehnt , also so, 

d a ß als E inhe i t s s t recke \2 verwendet wird, so wird jede ra t ionale in eine 

Zahl übergeführt , von der sich ähnl ich wie von ]¡2 zeigen l äß t , d a ß sie 

i r r a t iona l ist , z. B . 1 in } ' 2 , 1 Q in YQ \'2 usw. W i r e rha l ten so ein zweites, 

ebenfalls dichtes Sys tem, das n u n aus lau ter i r ra t ionalen Zahlen 

bes teht , die sich i rgendwie zwischen die ra t iona len Zahlen hinein­

zwängen. B e d e n k t m a n aber , d a ß sich i r ra t iona le Zahlen auf mancherle i 

Weise herstel len lassen, außer du rch Quadra twurze ln auch du rch Kub ik -

wuizeln, 4 . Wurze ln usw., d a ß m a n also auf eine einzige ra t ionale Zahl un-, 

endlich viele Opera t ionen „loslassen" kann , die i r ra t ionale Ergebnisse liefern, 

so beginnt m a n zu ahnen , d a ß die i r ra t iona len Zahlen, weit ent fernt davon , 

die A u s n a h m e zu sein, v ie lmehr den H a u p t t e i l an d e m Aufbau der Zahlen­

linie ausmachen . Ta t säch l ich wird in der Mengenlehre gezeigt , d a ß das 

Gros der P u n k t e auf der Zahlenl inie i r ra t iona len Charak te r s ist u n d die 

r a t iona len Zahlen die ve r schwindenden A u s n a h m e n bi lden. 

Ra t iona le u n d i r ra t ionale Zahlen wollen wir zusammenfassen unter ' 

der Beze ichnung „ r e e l l e Z a h l e n " . 

W i r können diese Verhäl tn isse auch von einer ande rn Seite her über­

blicken, w e n n wi r von der Dar s t e l lung der Zahlen du rch Dez imalbrüche 

ausgehen. E i n Dez ima lb ruch k a n n abb rechen oder ins Unendl iche weiter­

gehen . W i r wollen n u n v o r a b bemerken , d a ß wir u n s jede abbrechende 
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Dezimalzahl in eine nicht abbrechende umgeformt denken können, indem 
wir die le tz te Ziffer u m eine E inhe i t erniedrigen u n d hierauf lau ter Neunen 

folgen lassen. So ist z. B . j = 0 5 = 0 4 9 9 9 . . . 

Machen wir von dieser Möglichkeit Gebrauch , so können wir uns die 
Gesamthe i t der reellen Zahlen durch endlose Dezimalbrüche dargestel l t 
denken . Diese zerfallen dann in zwei Ka tegor ien : in periodische u n d in 
aperiodische Dezimalbrüche, von denen die ersteren den rat ionalen Zahlen, 
die le tz teren den irrat ionalen entsprechen. (Der einfache Beweis sei über­
gangen.) Hier zeigt sich neuerdings, daß* zwischen zwei rat ionalen Zahlen 
immer i rrat ionale liegen müssen : denn zwischen zwei periodische Dezimal­
brüche lassen sich beliebig viele aperiodische einfügen. 

I n eine neue R ich tung der Erwei te rung des Zahlbegriffes begeben wir 
uns mit den imaginären Zahlen. Der Ant ike waren sie noch u n b e k a n n t . 
Z u m ers tenmal sollen sie auf t re ten in einer Schrift des Cardano (15lo), 
dessen N a m e mit der Auflösung der kubischen Gleichungen verknüpft ist. 
Doch fehlte es den Mathemat ikern jener Tage noch durchaus an der klaren 
Eins icht in die N a t u r dieser Größen. Es war vielmehr so, d a ß sich die imagi­
nä ren Zahlen wider Willen und Absicht der Mathemat ike r von selbst in die 
Rechnungen e indrängten, und zwar aus algori thmischen Bedürfnissen: 
die Cardanische Formel stellt die Lösung einer kubischen Gleichung, obwohl 
sie reell ist, manchma l in einer F o r m dar , in der Quadra twurze ln aus negat iven 
Zahlen zu ziehen s ind; nun gibt es keine reelle Zahl , deren Quadra t nega t iv 
wäre ; diese Wurze ln sind also „unmögl ich" . Man versuchte aber t ro tzdem, 
mi t diesen neuar t igen Ausdrücken wei terzurechnen wie mi t gewöhnlichen 
Wurze ln ; und der Erfolg gab diesem Best reben recht . W i r s toßen hier auf 
ein Moment , das übe rhaup t in der Geschichte der Mathemat ik eine große 
Rolle spiel t : es scheint , daß dem Arbei ten mi t der Formel , dem Algor i thmus, 
eine selbständige, vorwär ts t re ibende Kraf t innewohnt u n d d a ß sie in unserem 
Fall die Mathemat iker zum Hant ie ren mi t den imaginären Zahlen b rach te ; 
z u m großen Vorteil der Ma thema t ik ; denn die pedant i sche Forde rung nach 
Strenge h ä t t e wahrscheinlich die Wei te ren twick lung ge lähmt . Zum Glück 
se tz ten sich die Mathemat ike r jener Tage über subt i le logische Bedenken 
h inweg; aber nicht so ganz, d a ß nicht in ihnen beim Operieren mi t diesen 
merkwürdigen Gebilden ein gewisses Unbehagen zurückgeblieben wäre , ein 
schlechtes Gewissen, das sich in N a m e n wie „unmögl i che" oder „eingebildete 
Z a h l e n " ver rä t . E i n Beleg dafür ist eine Äuße rung von Leibniz aus dem 
J a h r e 1702, welche l a u t e t : „ D i e imaginären Zahlen s ind eine feine u n d 
wunderbare Zuflucht des göt t l ichen Geistes, beinahe ein Amph ib ium zwischen 
Sein u n d Nichtse in ." Man merk t hier den Reflex des sonderbaren E ind rucks , 
den diese Zahlen auf die Mathemat ike r gemach t h a b e n müssen . Noch bei 

2 Waimunn: Einführung. 
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Eule r f inden wir ein unverhohlenes E r s t a u n e n über die merkwürd ige T a t ­
sache, d a ß eine Zahl wie }f-—l weder kleiner noch größer als 5, weder pos i t iv 
noch nega t iv ist , d a ß sie sich mi t den gewöhnlichen Zahlen gar n i ch t ver ­
gleichen l äß t . U n d jeder Schüler, der z u m ers tenmal e twas von den imag inä ren 
Zahlen hör t , empfindet dabei wieder den E i n d r u c k des Geheimnisvol len, 
der sich spä te r in d e m Maße verf lücht igt , als m a n diese Zahlen anzuwenden 
le rn t . Aber aufgeklärt wird die N a t u r dieser Zahlen d a d u r c h n i ch t . M a n 
h a t sich einfach an sie gewöhnt u n d fragt n ich t weiter . U n t e r diesen U m ­
s t ä n d e n bedeu te te es einen außerordent l ichen For t sch r i t t , als G a u ß 
eine geometr ische Dars te l lung der imaginären Zahlen lehr te . Sie findet 
sich z u m ers tenmal in einer Selbstanzeige einer zahlentheore t i schen 
Arbei t aus dem J a h r e 1831 u n d h a t e inen außerorden t l i ch tiefen E i n d r u c k 
gemach t . Doch wissen wir aus d e m T a g e b u c h n a c h l a ß von G a u ß , d a ß er 
sich schon 1797 im Besi tz dieser I n t e r p r e t a t i o n befunden h a t . D u r c h diese 
Dars te l lung wollte G a u ß die „ w a h r e Metaphys ik der imaginären Z a h l e n " 
aufklären u n d ihnen volles Bürger rech t in der M a t h e m a t i k verleihen. W o r i n 
bes teh t n u n diese Dars te l lung? W i r wissen bere i t s , d a ß die ra t iona len u n d 
i r ra t iona len Zahlen die Zahlenlinie so erfüllen, d a ß n i rgends auch n u r die 
geringste Lücke b le ib t . Wil l m a n n u n auch die imag inä ren Zahlen geometr isch 
deu ten , so m u ß m a n sich einer zwei ten Geraden bedienen. Die Gaußsche 
I n t e r p r e t a t i o n ist n u n die, d a ß die reellen Zahlen als die P u n k t e der x-Achse, 
die imag inä ren als die P u n k t e der y-Achse eines rechtwinkel igen, Cartesischen 
Koord ina t ensys t ems gedeute t werden, dessen S c h n i t t p u n k t die Zahl 0 dar­
stel l t , sodaß die posi t ive reelle Zahlenachse du rch eine Drehung u m 9 0 & 

in die posi t ive imaginäre Zahlenachse übe rgeh t ; einen Grund für diese Dar ­
stel lung h a t G a u ß n ich t gegeben, wohl aber aus ihr die Berech t igung z u m 
Rechnen mi t den imaginären Zahlen abgelei te t . 

An H a n d dieser D e u t u n g können wir uns aber auch gleich ein geometr isches 
Bi ld von denjenigen Zahlen machen , die sich d u r c h Addi t ion einer imag inä ren 
u n d einer reellen Zahl ergeben, wie 2 + 3 i, den sog. „ k o m p l e x e n Z a h l e n " . 

3 i 

Zi 

i • 

^ i , , , 

- —f 2 3 i 

> 3+21 

- f -3 - 2 -1 

- i • 

- 2 i • 

- 3 i 

1 2 3 4 

Figur 4. 



E i n e solche Zahl k a n n als P u n k t (x = 2, y = 3) des Koordinatenfeldes gedeu t e t 
werden. W i r sehen daraus , d a ß sich die Bilder der komplexen Zahlen über die 
E b e n e vertei len. Zur Darste l lung der komplexen Zahlen reicht die Linie n ich t 
mehr aus . Man m u ß die F l ä c h e heranziehen: die Zahlenwelt h a t sich zu einer 
zweidimensionalen Mannigfalt igkeit ausgeweitet . Der Leser mache sich 
deutl ich, ein wie folgenreicher Schri t t d a m i t ge tan i s t : h a t t e m a n bisher 
un t e r den Zahlen e twas vers tanden , das sich nach „ g r ö ß e r " u n d „k le iner" 
in eine Reihe br ingen läßt , so hör t das im Bereich der komplexen Zahlen 
auf; welche von den beiden Zahlen 2 + 3 i u n d 3 + 2 i soll z. B . als d ie 
größere gelten? Die (lineare) Ordnung hör t auf u n d dami t der Begriff des 
„zwischen" . W i r sehen hieraus, d a ß beim Übergang zu den komplexen Zahlen 
e twas zu gelten aufhört , was m a n bisher als ganz wesentl ich für den Zahl­
begriff angesehen ha t , die Vergleichbarkeit der Zahlen ihrer Größe nach . 
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2. Kritik an der Zahienerweiterung. 
D a m i t h a b e n wir einen ers ten or ient ierenden Blick auf die Erwei te rungen 

des Zahlenreiches geworfen, u m uns so zunächs t e inmal mi t dem Material 
b e k a n n t zu machen , mi t dem wir es weiter zu t u n haben werden. W i r haben 
insbesondere e rkann t , d a ß die Forde rung , die Sub t rak t ion , die Division 
u n d das Wurzelz iehen zu einer in allen Fä l len ausführbaren Opera t ion zu 
machen der Anlaß war, neue Zahlen einzuführen. 

So stell t m a n die Sache gewöhnlich dar , so lernt m a n es heu t e auf der 
Schule u n d so haben sich die Dinge im großen und ganzen auch historisch 
entwickel t . U n d doch fällt es leicht, F r agen aufzuwerfen, die uns auf diesem 
S t a n d p u n k t in Verlegenheit setzen. K a n n m a n e twa den Prozeß der Ausdehnung 
des Zahlenreiches noch weiter ausführen? K a n n m a n Zahlen ers innen, 
die sich n ich t mehr in der E b e n e dars te l len lassen, sondern die eine Anordnung 
i m dreidimensionalen R a u m ver langen? Oder ist das unmögl ich? U n d 
wovon h ä n g t das eigentlich ab? Mehr Gewicht als diesen Fragen müssen 
wir aber einer anderen beimessen. W rir haben es bisher so dargestel l t , d a ß 
es die Nich tausführbarke i t gewisser Opera t ionen war, welche zu einer Er ­
wei terung des Zahlenreiches gedrängt ha t . So war es die Nichtausführ­
barkei t der Sub t rak t ion , welche zur E in führung der negat iven , die Nicht­
ausführbarkei t des Radizierens , die zur E in führung der i r ra t ionalen und 
dann spä te r der imaginären Zahlen führte . Man sagte sich e twa : Die Auf­
gabe 7 von 5 abzuziehen ist unlösbar , aber nur solange m a n sich auf die bis­
her b e k a n n t e n Zahlen beschränkt ; das beweist n icht , d a ß sie im absoluten 
Sinn unlösbar is t , sondern nur , d a ß unser bisheriger Zahlenvor ra t zu a rm 
ist, u m die Aufgabe lösen zu können . Woh lan , erwei tern wir diesen Zahlen­
vor ra t , fügen wir die negat iven Zahlen hinzu u n d nun ist die Lösung möglich. 
Aber geh t das i m m e r ? K ö n n t e m a n jede unlösbare Aufgabe d a d u r c h lös­
bar machen , d a ß m a n neue Zahlen einführt u n d n u n die Lösung in F o r m 

einer neuen Zahl h inschre ib t? Die Opera t ion ~ ist z. B . in der gewöhnlichen 
A r i t h m e t i k unaus führba r ; denn es g ib t keine Zahl , d ie , m i t 0 mul t ip l iz ier t , 1 
liefert. K ö n n t e m a n auch hier a rgumen t i e ren : das he iß t nur , d a ß die bis­
herigen Zahlen n ich t hinreichen, u m diese Aufgabe zu lösen. W o h l a n , er­
wei tern wir diesen Bereich du rch die Fo rde rung , d a ß auch diese Opera t ion 

eine Lösung habe , setzen wir e twa J = co u n d rechnen wir n u n mi t co wie 

früher m i t i ! Man versuche es e inmal , auf dieser Grund lage eine neue Ar i th-
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met ik aufzubauen! Ginge das wohl? — Die Gleichung 1* = 2 h a t weder 

im Bereiche der reellen noch der komplexen Zahlen eine Lösung ; k ö n n t e 

m a n die Lösbarkei t nicht dadurch erzwingen, d a ß m a n e rk l ä r t : es s o l l 

eben eine Zahl geben, welche diese Gleichung befriedigt? — B e t r a c h t e n 

wir zwei Gleichungen,, wie e twa 

x + y = 10, 2 X + 2 y = 30. 

J e d e r m a n n wird sagen, d a ß diese Gleichungen unlösbar s ind ; denn die zweite 

widerspr icht der ers ten. Sollen wir darauf e rwidern: J a , aber nu r dann , 

wenn wir uns auf die bisher b e k a n n t e n Zahlen beschränken ; an u n d für 

sich h inder t n ich ts , uns eine neue Art von Zahlen zu denken, mi t welchen 

ein solches Gleichungssystem gelöst werden kann? Sieht man genau zu, 

worin die Einführung der neuen Zahlen bes tanden ha t , so war es doch nichts 

anderes , als d a ß m a n die Exis tenz von Zahlen p o s t u l i e r t e , welche eine 

gestell te Aufgabe lösen sollen. Aber ist das eigentlich ein rechtmäßiges 

Vorgehen? Man verwechsle doch nicht den W u n s c h mi t der Erfül lung des 

Wunsches ! Dami t , d a ß ich mir wünsche, d a ß eine Zahl exist ieren soll, deren 

Q u a d r a t 2 oder deren Quadra t —1 ist , ist noch gar n icht gesagt , d a ß es 

wirklich eine solche Zahl gibt . „ W a r u m fordert m a n n ich t auch, d a ß durch 

drei beliebige P u n k t e eine Gerade gezogen werde? Wei l diese Fo rde rung 

einen Widerspruch en thä l t . E i , so beweise m a n denn ers t , d a ß jene anderen 

Forderungen keinen Widerspruch en tha l t en ! E h e m a n das ge tan ha t , ist 

alle vielerstrebte Strenge nichts als eitel Schein und D u n s t . " (Frege.) U n d 

Russell bemerkt , „die Methode, das zu .postulieren' , was m a n b rauch t , ha t 

viele Vorteile. E s sind dieselben, wie die Vorteile des Diebs tahls gegenüber 

der ehrlichen Arbe i t " . Nein, dem Postul ieren wohnt keine geheime Zauber ­

kraft inne . E s ist ein allzu billiges Auskunf tsmi t te l , als d a ß es r icht ig sein 

k ö n n t e . 

So müssen wir uns denn gestehen, d a ß der ganze bisherige Aufbau der 

Zahlenwelt in der Luft schwebt ; wir wissen gar nicht , ob die negat iven, die 

gebrochenen, die i r ra t ionalen Zahlen „exis t ieren" 1 ) ; wir wissen gar nicht , 

mi t welchem Rech t wir den Zahlbereich erweitert haben . Wi r müssen von 

neuem beginnen. 

Vielleicht aber geht unsere Kr i t ik zu weit . E i n Verteidiger der her­

gebrachten Auffassung könnte uns en tgegenha l ten : Die verschiedenen 

Anwendungen der Ar i thmet ik zeigen doch sehr klar, d a ß es so e twas wie 

negat ive , gebrochene, i r ra t ionale Zahlen g ib t . D a ß e t w a ]¡2 exist iert , d. h., 

d a ß die Gleichung x 2 — 2 = 0 lösbar ist , geht doch zwingend aus der Über ­

legung des P y t h a g o r a s hervor, nach welcher die Diagonale des E inhe i t s ­

q u a d r a t e s die Länge ^ 2 besi tzt . Genau so s teht es m i t den gebrochenen 

') Über den Sinn des Existierens vgl. das letzte Kap. 
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Zah len , deren Ex i s t enz j a auch rein geometr isch, du rch die Tei lung der 
E inhe i t s s t r ecke in eine Zahl gleich g ioßer Teile eingesehen werden k a n n . 
U n d w a s die nega t iven Zahlen betrifft , so zeigt u n s j a , selbst wenn m a n 
von der Dars te l lung auf der Zahlenlinie abs ieht , die Anwendung auf W ä r m e -
u n d Kä l t eg rade , auf Vermögen u n d Schulden, auf E r h e b u n g über den Meeres­
spiegel u n d Senkung u n t e r denselben u n d dgl. m. , d a ß das R e c h n e n mi t 
nega t iven Zahlen einen k la ren Sinn h a t . U n d so s ind j a auch wirkl ich die 
M a t h e m a t i k e r zur Konzep t ion der neuen Ideen gelangt — w a r u m sollen 
w i r also diesen W e g ve r schmähen? 

Zweier le i m u ß hier gesagt werden, u m den W e r t solcher Gedanken 
r icht iger e inzuschätzen . 

E r s t e n s ist es eine billige Fo rde rung , d a ß zwischen der Ar i thme t ik u n d 
ihrer A n w e n d u n g unterschieden werde. Gewiß wohn t Gedankengängen , 
wie den eben angeführ ten , eine hohe anregende Kra f t inne , wie sie denn 
auch zweifellos die Ma thema t ike r bei ihrer Konzep t ion geführt h a b e n . Aber 
d a r u m hande l t es sich n icht , sondern u m die B e r e c h t i g u n g des Operierens 
m i t den neuen Zahlen, u n d d a müssen wir sagen, d a ß uns die angeführ ten 
Beispiele n icht überzeugen. Will m a n im E r n s t behaup ten , d a ß die Ex i s t enz 
der nega t iven Zahlen du rch die T a t s a c h e , d a ß es W ä r m e u n d K ä l t e , Ver­
mögen u n d Schulden auf der W e l t g ibt , ga ran t i e r t ist ? Sollen wir uns beim 
Aufbau der Ar i thme t ik auf diese Dinge berufen? W e r sieht n icht , d a ß dadu rch 
e in ganz fremdes E l emen t in die Ar i thmet ik h ine inkommt , welches die Rein­
hei t u n d Kla rhe i t ihrer Begriffe gefährdet ? Auch wenn es in der empir ischen 
Wel t den Unte rsch ied von W ä r m e u n d K ä l t e , von Vermögen u n d Schulden 
ga r n ich t gäbe , so würde das das R e c h t zur E in führung von pos i t iven u n d 
nega t iven Zahlen n ich t berühren . W e n n wir die Ex i s t enz dieser Zahlen 
auf solche Ta t sachen g ründen woll ten, so h ieße das , die Ar i thmet ik allzusehr 
m i t den zufälligen Zügen der empir ischen W e l t verknüpfen . U n d schließlich 
fühlen wir uns selbst von einer solchen Dars te l lung n ich t befriedigt, denn 
sie re icht keineswegs zur B e g r ü n d u n g des Rechnens mi t ganzen Zahlen aus . Ein 
Zeichen dafür ist es, d a ß bei den Versuchen, die nega t iven Zahlen auf an­
schaul ichem Wege einzuführen, die Vorzeichenregel Minus mal Minus = Plus 
den Stein des Ans toßes b i lde t : sie l äß t sich in keiner Weise aus jenen Ver­
anschaul ichungen ablesen, sodaß u n s solche Versuche mehr verwir ren als 
aufklären. U n d was sollen wir ers t von gewissen höheren komplexen Zahlen, 
von gewissen t ransf in i ten Zahlen , wie sie Georg Can tor eingeführt h a t u n d 
anderen sagen, die keiner solchen Veranschaul iehung• fähig s ind? Exis t i e ren 
sie desha lb n i c h t ? Oder m u ß m a n erst w a r t e n , b is m a n eine A n w e n d u n g 
dieser Zah len auf Dinge oder Vorgänge der Wirk l i chke i t gefunden h a t ? 

Demgegenüber is t die F o r d e r u n g gewiß a m P la tz , die Ar i thme t ik so auf­
z u b a u e n , d a ß sie ihre Vorausse tzungen in sich selbst f indet u n d d a ß sie kein 
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einzigesmal auf e twas Außerar i thmet isches — die Er fahrung , die Anschauung 
oder sonst e twas — Bezug nehmen m u ß . Mit k la ren W o r t e n h a t schon 
H . Hanke l jedes derar t ige Un te rnehmen abgewiesen: „Die Bedingung zur 
Aufstellung einer allgemeinen Ar i thmet ik ist daher eine von allen An­
schauungen losgelöste, rein intellektuelle Mathemat ik , eine reine Formen­
lehre, in welcher n ich t Q u a n t a oder ihre Bilder , die Zahlen verknüpf t werden, 
sondern intellektuelle Objekte , Gedankendinge, denen aktuel le Objek te 
oder Rela t ionen solcher entsprechen k ö n n e n , aber n ich t m ü s s e n . " („Theorie 
de r komplexen Zah lensys teme" , S. 10.) 

Das ZWeite aber , das gesagt werden m u ß , ist d ieses: Selbst wenn m a n 
sich bei der E inführung der i r ra t ionalen Zahlen auf die Geometr ie berufen 
wollte, so könn te m a n auf diesem Wege doch nu r die Exis tenz derjenigen 
Zahlen erkennen, die sich k o n s t r u i e r e n lassen; wobei der Begriff „ k o n ­
s t r u i e r b a r " noch verschieden gefaßt werden k a n n : kons t ru ie rbar mi t 
Lineal , mi t Zirkel, mi t Lineal u n d Zirkel oder m i t Hilfe irgendwelcher anderen 
Mechanismen. D a s he iß t , der Begriff „kons t ru i e rba r " ist immer re la t iv zu 
e inem Kreis zugelassener Kons t ruk t ionsmi t t e l zu vers tehen. Wie immer 
m a n aber diese Mit te ln abgrenzt , so zeigt es sich, d a ß die so kons t ru ie rbaren 
P u n k t e nu r eine verschwindend kleine Minderheit bi lden. Z. B . m i t Zirkel 
u n d Lineal lassen sich alle P u n k t e auf der Zahlenlinie, welche Bilder sog. 
t r anszenden te r Zahlen sind (das sind Zahlen, die keiner algebraischen 
Gleichung genügen, wie e twa n, log 2, n icht konstruieren, j a selbst die 

Mehrzahl der i r ra t ionalen Zahlen nicht , die einer algebraischen Gleichung ge­
nügen , der sog. algebraischen Zah len : Alle diese P u n k t e würden u n s also 
entgehen, wenn wir nus auf solche geometrische Kons t ruk t ionen berufen 
woll ten. 

Die R a u m a n s c h a u u n g zur Begründung der Ar i thmet ik heranzuziehen, 
ist aber auch schon prinzipiell nicht angängig. W i r wollen versuchen, die 
Gründe zu schildern, welche dem Mathemat iker diese H a l t u n g dikt ieren 
u n d müssen zu dem Zweck ganz allgemein das Verhäl tn is von Ar i thmet ik 
u n d Geometr ie ins Auge fassen. Wir beginnen mi t einer kurzen Schilderung 
v o n Aufbau u n d E n t w i c k l u n g der Geometr ie . 
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3. Arithmetik und Geometrie. 

D a s W e r k , in welchem die Geometr ie z u m e r s t enmal nach s t reng wissen­
schaft l ichen Pr inzipien behandel t wird, s ind die axoi%tla Euk l ids , das die 
längs te Zeit als mus te rgü l t ig ane rkann t war . Der Aufbau dieses W e r k e s 
is t der : E s wi rd von einigen u n m i t t e l b a r in der Anschauung gegebenen 
Sätzen ausgegangen, deren Rich t igke i t n ich t wei ter d iskut ier t wi rd ; auf 
diesen Sä tzen wird das Gebäude der Geometr ie so zu er r ich ten gesucht , d a ß 
alle Sä tze desselben s t reng logisch v o n j enen ers ten Sä tzen abgelei tet werden, 
ohne d a ß m a n dabei auch n u r ein einzigesmal auf die Anschauung zurück­
greifen müß te . 1 ) Diese ers ten Sätze , deren Richt igkei t der Anschauung ent­
n o m m e n wird, he ißen A x i o m e . U n t e r den Axiomen Euk l id s lassen sich n u n 
zwei G r u p p e n un te r sche iden : 

1. Allgemeine Größenaxiome (Koivai ëvvotai), wie: „Zwei Größen, e iner 
d r i t t e n gleich, sind un te re inander gleich", „Gleiches zu Gleichem hinzu­
gefügt g ib t Gleiches", „ D e r Teil ist kleiner als das G a n z e " . 

2. Die eigentl ichen geometrischen Axiome (ahrjfiara). Als solche führt 
E u k l i d fünf Sätze a n : 

1. J e d e r P u n k t k a n n mi t j edem P u n k t du rch eine Gerade ve rbunden 
werden . 

2. J e d e Gerade läß t sich über jeden ihrer E n d p u n k t e h inaus ver­
längern. 

3 . U m jeden P u n k t l äß t sich m i t j edem beliebigen R a d i u s ein Kre i s 
beschreiben. 

4. Alle rech ten Winke l sind e inander gleich. 

U n d n u n k o m m t ein sehr me rkwürd ige r S a t z : 

ö. W e n n zwei Gerade von einer d r i t t e n so geschni t t en werden , d a ß 
die Winke l auf der Innense i t e der be iden Geraden zu einer Sei te de r 
d r i t t e n eine S u m m e ergeben, die kleiner ist als zwei Rech t e , d a n n 

•) Völlig erreicht wurde dieses Ziel von Euklid nicht; erst in der modernen 
Zeit ist dank den Arbeiten von Pasch, Veronese, Hilbert u. a. der Aufbau der Geo­
metrie so streng gestaltet worden, daß man wirklich alle Beweise rein logisch, ohne 
Zuhilfenahme der Anschauung führen kann. 
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schneiden sich die beiden Geraden, genügend ver länger t , auf der 
e rwähn ten Seite. 

a 
Figur 5. 

Die historische E n t w i c k l u n g ha t vor allem an d a s ^letztgenannte, d a s 
„Para l le lenaxiom" angeknüpf t . Angesichts eines so komplizier ten Satzes 
e rhob sich n a t u r g e m ä ß die F r a g e : Woher s t a m m t seine Gewißhei t? 
Denn er ist zu verwickelt , als d a ß er eine unmi t t e lba re Ta t ­
sache der Anschauung aussprechen könnte . So alt die euklidische 
Geometr ie ist, so alt s ind die Zweifel an der Gel tung dieses Axioms. Die 
Mathemat iker der Folgezeit b e m ü h t e n sich daher , das Para l le lenaxiom aus 
den andern Axiomen herzuleiten u n d so die Geometr ie von diesem „Make l " 
zu reinigen; allein ohne Erfolg. Dies führte sie zu dem Versuch, einen in-, 
d i rekten Beweis für das Paral le lenaxiom anzu t re ten , indem sie annahmen , 
das betreffende Axiom sei falsch u n d da raus die Folgerungen herlei teten, 
in der geheimen Hoffnung, endlich auf einen Wide r sp ruch zu s toßen, der 
die Unzulässigkeit der Annahme, mi th in die Richt igkei t des Gegenteiles 
d a r t u n sollte. Dabei st ießen sie in der T a t auf se l tsame R e s u l t a t e ; z. B . 
d a ß ähnliche Figuren unmöglich wären, wenn das Para l le lenaxiom nicht 
zuträfe (Wallis) ; oder daß es d a n n in der E b e n e ein Dreieck von max imale r 
Größe geben m ü ß t e . Lamber t fand: W e n n das Para l le lenaxiom nicht gäl te, 
dann gäbe es eine von N a t u r ausgezeichnete Längeneinhei t — es wären also 
nicht mehr alle Strecken gleichberechtigt . So merkwürd ig , ja absurd diese 
Resu l t a t e klingen — einen logischen Widerspruch bedeu ten sie n icht . J o h a n n 
Bolyai u n d Lobatschefsky haben d a n n der Frage eine ganz neue W e n d u n g 
gegeben, indem sie konsequent die Folgerungen aus dem Fallenlassen des 
5. Axioms entwickel ten in der Überzeugung, diese würden niemals zu 
einem Widerspruch führen. Hier t u e sich vielmehr eine ganz neue 
„ant ieukl id ische" Geometrie auf, die ebenso in sich konsequent u n d 
denkmögl ich ist wie die euklidische. 

Aber n u n t a u c h t ein neues Prob lem auf: die Konsequenzen aus diesen 
A n n a h m e n haben zwar , so weit m a n sie verfolgt ha t , zu keinem Widerspruch 
geführt . Aber woher wissen wir, d a ß sie auch künf t ig zu keinem Wide r -

17 



Spruch führen werden? D a s is t die en t sche idende F r a g e ; wie, wenn die 
S c h l u ß k e t t e n eines Tages doch einen W i d e r s p r u c h e rgäben? D a n n würde 
d a s ganze bis d a h i n aufgeführte Gebäude der n ichteukl id ischen Geometr ie 
z u s a m m e n s t ü r z e n . So bl ieb zunächs t , gleich einer d rohenden W o l k e ein Zweifel 
über der Gedankenschöpfung von Bolya i u n d Lobatschefsky schweben. 
D a m i t t r a t z u m e r s t enmal das P r o b l e m der Widerspruchsfre ihei t in den 
Gesichtskre is des M a t h e m a t i k e r s . 

D e r W e g , den die Ma thema t ike r in der Folgezeit beschr i t ten h a t t e n , 
i s t v o n großem prinzipiel lem In teresse . E i n d i rek te r Nachweis der Wider ­
spruchsfreihei t k o m m t offenbar n ich t in B e t r a c h t . D e n n ein solcher würde j a 
genau genommen ver langen, d a ß die ganze unübersehbare K e t t e der Schluß­
folgerungen vorliege u n d wie ein fertiges Ganzes überbl ickt werden könne . S t a t t 
dessen beschr i t t en sie einen ind i r ek ten W e g : F . Klein fand näml ich 1870, d a ß 
sich d a s ganze Gedankensys tem der n ichteukl id ischen Geometr ie auf das 
Gedankensys t em der eukl idischen Geometr ie „ a b b i l d e n " l äß t , sodaß 
j eder W i d e r s p r u c h des einen Sys tems einen Wide r sp ruch des andern Sys tems 
n a c h sich zöge. Präziser gesprochen: J e d e m Begriff der n ichteukl id ischen 
Geometr ie wi rd nach einer b e s t i m m t e n Vorschrift ein Begriff der euklidischen 
Geometr ie als sein Abbi ld zugeordnet , ebenso j edem Satz der einen Theor ie 
ein Sa t z der ande rn u n d zwar so, d a ß en tsprechende Sätze dieselbe logische 
F o r m haben . E r s e t z t m a n n u n in der n ichteukl id ischen Geometr ie die 
Grundbegriffe du rch die en t sprechenden Begriffe der euklidischen, so gehen 
sämt l iche Axiome der nichteukl idischen Geometr ie in Sätze der euklidischen 
über . Man h a t inne rha lb der euklidischen Geometr ie ein „Model l" für die 
nichteukl idische hergestel l t . Bei der geschi lderten Er se t zung bleiben alle 
logischen Beziehungen zwischen den Sä tzen e rha l t en : I s t i n der einen Theorie T 
der Sa tz p eine logische Folge der Sätze q u n d r, so gilt das Näml iche für die 
i hnen in der Theor ie T ' en t sprechenden Sätze p ' , q' , r ' . Alle Schlüsse inne rha lb 
der einen Theorie übe r t r agen sich ungeände r t auf die andere . W ü r d e n n u n 
die Axiome der Theor ie T je auf e inen Wide r sp ruch führen (d. h. l ießen sich 
zwei Sch lußke t t en angeben, die, von den Axiomen ausgehend, e inmal zu 
e inem gewissen Satz p , das anderemal zur Verneinung eben dieses Satzes 
führen) , so m ü ß t e dasselbe gel ten von den analogen Aussagen der Theor ie T ' . 

W i e das im Einzelnen gemein t ist , k a n n hier n ich t ausgeführt we rden ; 
doch wollen wir wenigstens die ers ten Schr i t t e dieses Verfahrens a n d e u t e n : 
Z u d e m Zweck denken wir uns in der eukl idischen E b e n e einen festen Kreis k. 
W i r stellen n u n ein Lexikon auf, d a s den Grundbegriffen der nichteukl idischen 
Geomet r ie gewisse Begriffe der eukl idischen z u o r d n e t : 

U n t e r e inem „ P u n k t " vers tehen wir einen P u n k t im I n n e r n von k. 
U n t e r einer „ G e r a d e n " vers tehen wir das S tück einer Geraden, d a s 

i n n e r h a l b von k ver läuf t . 
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F ü r die Winkel - u n d die St reckenmessung werden besondere Vorschrif ten 
gegeben, deren E r ö r t e r u n g uns hier zu weit führen würde . N u r soviel sei 
gesagt , d a ß diese Bes t immungen so gewählt sind, d a ß m a n eine beliebige 
Strecke auf einer Geraden unendl ich oft h in te re inander ab t ragen kann , 
ohne d a ß m a n das Kreis innere ver läß t . Diese Strecke wird, nach euklidischem 
M a ß s t a b gemessen, na tür l ich immer kleiner. Anschaul ich gesprochen: E in 
Wesen , das sich von dem Mi t te lpunkt des Kreises gegen die Per ipher ie bewegt , 
schrumpft immer mehr zusammen, mach t immer kürzere Schr i t te , so d a ß 
es den Kre i s rand nie erreichen k a n n : dieser erscheint i hm ins Unendl iche 
en t rück t . (Doch wollen wir s t reng be tonen, d a ß diese anschaul iche E in­
kleidung mi t der Beweiskraft der ganzen Über legung n ichts zu t u n h a t ; 
die Einkle idung k a n n m a n fallen lassen u n d die Über legung rein a b s t r a k t 
führen, so daß jede etwaige Polemik gegen diese E ink le idung ihr Ziel verfehlt.) 

E s zeigt sich dann , daß für die so definierten Gebilde sämtl iche Axiome 
der euklidischen Geometrie zutreffen mi t Ausnahme des Paral le lenaxioms. 
D e n n be t r ach te t m a n die von einem festen P u n k t P ausgehenden Geraden, 
so sieht m a n , d a ß sie bezüglich ihrer Lage zu einer festen Geraden g (die 
n ich t durch P geht) in zwei Klassen zerfallen : in solche, welche die Gerade g 

sehen Geometrie so deuten , d a ß sie von Figuren innerha lb eines festen 
Kreises k sprechen; und dabei kann gewiß kein Wide r sp ruch auf­
t re ten , vorausgesetzt , d a ß die euklidische Geometr ie widerspruchsfrei 
is t . Dami t ist n u n freilich kein absoluter Widerspruchsfreihei tsbeweis er­
b rach t . Dennoch ist der For t schr i t t ziemlich g r o ß : die Frage der Wider ­
spruchsfreiheit ist aus einem unbekann t en und schwerer überschaubaren 
Gebiet auf ein bekann tes , leichter zugängliches verlegt . 

Die Mathemat ike r blieben aber dabei nicht s tehen, sondern warfen 
a lsbald die F rage auf, was denn die Widerspruchsfreihei t der euklidischen 
Geometr ie gewährleis te . (Denn gerade das Aufkommen der nichteukl idischen 
Geometr ie u n d gewisse andere E n t d e c k u n g e n , von denen wir noch sprechen 
werden, h a t t e n d a s na ive Ver t rauen in die Anschauung erschüt te r t . ) Hier 
bo t sich den Mathema t ike rn ein W e g dar , der uns heu t e nu r als das Z u - E n d e -

k 

Figur 6. 

schneiden u n d in solche, die g nicht schneiden. 
Diese zwei Klassen werden ge t rennt du rch die 
zwei Geraden p u n d p ' , die wir „Para l le le" nennen 
wollen, weil sie die Gerade g, nichteuklidisch 
gedacht , erst im Unendl ich-Fernen schneiden. 
Man sieht, d a ß sich d a n n durch einen P u n k t 
außerha lb einer Geraden g s te ts zwei Gerade 
ziehen lassen, die zu g parallel s ind : das 5. 
euklidische Axiom ha t seine Gel tung verloren. 
Man k a n n also sämtl iche Sätze der nichteukl idi-

19 



D e n k e n der I dee der ana ly t i schen Geomet r ie erscheint . Mit den N a m e n 
Descar tes u n d F e r m â t ist j a die Schöpfung der Koord ina tengeomet r i e ver­
knüpf t , d u r c h welche alle geometr ischen (räumlichen) Beziehungen in 
eine W e l t re in a b s t r a k t e r Zahlbeziehungen ü b e r t r a g e n werden. Man 
o rdne t in b e k a n n t e r Weise j edem P u n k t der E b e n e zwei reelle Zahlen zu, 
seine Abszisse x u n d seine Ord ina t e y . J e d e Gerade ist d a n n gegeben als 
d ie Gesamthe i t aller P u n k t e x , y , für welche eine l ineare Gleichung 
a x + b y = c bes teh t . I n analoger Weise wird j edem P u n k t des R a u m e s 
ein reelles Zahlent r ipe l zugeordnet . Neben den axiomat ischen Aufbau 
E u k l i d s t r i t t so seit d e m 17. J a h r h u n d e r t ein analy t i scher Neuaufbau, 
in dem die P u n k t e , Geraden, E b e n e n t d u r c h reelle Zahlentr ipel , l ineare 
Gleichungen u n d Gleichungssysteme dargeste l l t u n d die Beziehungen 
zwischen ihnen durch Beziehungen zwischen diesen a r i thmet i schen Ge­
bilden nachgezeichnet werden. Diese Ar i thmet i s ie rung wurde im Einzelnen 
von S t u d y durchgeführ t , der P u n k t e der E b e n e geradezu als P a a r e reeller 
Zahlen, Gerade als l ineare Gleichungen d e f i n i e r t usw. u n d analyt i sche 
Geometr ie als re in rechnerische B e h a n d l u n g derar t iger a r i thmet i sche r 
Modelle auffaßt , ohne dabei auf die Anschauung zu rekurr ieren. 

Diesen schon vorhandenen A p p a r a t h a t n u n Hi lber t benu tz t , u m die 
F rage der Widerspruchsfreihei t der euklidischen Geometr ie auf die analoge 
F rage für das Gebiet der Analysis (der Lehre von den reellen Zahlen) 
zurückzuführen : er bemerk te , d a ß die ganze euklidische Geometr ie in der 
Analysis realisiert ist , d. h. d a ß m a n aus den reellen Zahlen ein Sys tem 
von Dingen aufbauen kann , für welches bei passender N a m e n g e b u n g sämt­
liche Axiome der euklidischen Geometr ie erfüllt s ind. 

D a r a u s können wir folgenden wicht igen Schluß ziehen: W ü r d e in der 
euklidischen Geometr ie ein verborgener W i d e r s p r u c h s tecken, so m ü ß t e 
dieser auch schon in der Lehre von den reellen Zahlen anzutreffen sein. I m 
Sys tem der reellen Zahlen haben wir danach das logische F u n d a m e n t für die 
anderen ma thema t i s chen Gedankensys teme, insbesondere für die verschiedenen 
Geometr ien zu erblicken.^ 

Bei dieser Sachlage erscheint es n u n uner t rägl ich , — u n d d a m i t 
k o m m e n wir auf die Bemerkungen a m Schluß des vorigen Abschn i t t e s 
zu rück — d a ß m a n sich beim Aufbau der reellen Zahlen doch wieder auf 
die R a u m a n s c h a u u n g berufen soll — auf eben die Anschauung , die a ls * 
ve rdäch t ig aus dem s t rengen Aufbau der Geometr ie ausgeschlossen worden 
war . W e n n die Lehre von den reellen Zahlen der Geometr ie als S tü t ze 
d ien t — wie k a n n m a n d a die Ex i s t enz der i r ra t iona len Zahlen der Geometr ie 
e n t n e h m e n ? W a s t r ä g t eigentlich den B a u u n d was wi rd ge t ragen ? Sich bei der 
B e g r ü n d u n g der A r i t h m e t i k auf die Geometr ie zu berufen, würde einen Zirkel 
bedeu ten , u n d d a r u m m u ß der M a t h e m a t i k e r diesen W e g ablehnen . 
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4. Strenger Aufbau der Lehre von den ganzen Zahlen. 
W i r stehen also vor dem Prob lem: Wie soll m a n die verschiedenen 

Zahlenar ten einführen, ohne zu geometrischen E r w ä g u n g e n Zuflucht zu 
nehmen? Wie kann m a n die Ar i thmet ik rein a r i thmet isch begründen? 

Den Weg, den die Mathemat iker in dieser S i tua t ion beschr i t ten haben , 
wollen wir uns zunächs t an einem Beispiel deutl ich machen , an dem Begriff 
de r Po tenz . U n t e r einer Po tenz vers teht m a n ein P r o d u k t , gebildet aus 
lau ter gleichen F a k t o r e n . 

E s ist z. B . : 
a . a = a 2 

a . a . a = a 3 

usw. 

u n d für diese Po tenzen beweist m a n leicht die Sätze 
a m . a n = a m + n 

a m : a" = a m - n 

( a m ) n = a m n . 

W a s sollen wir n u n un te r einem Ausdruck wie a° vers tehen? Die bisherige 
Definition versagt , denn es heißt n ich ts , die Zahl a nul lmal als F a k t o r zu 
setzen. I n Lehrbüchern finden sich m a n c h m a l „Beweise" dafür, d a ß a° = 1 
ist . E i n solcher Beweis sieht e twa so a u s : 

D a a m . a n = a m + n ist, so m u ß das auch gelten, wenn man n = 0 se tz t ; 
d a n n ergibt sich a m . a ° = a m + 0 , d. h . a m . a° = a m ; folglich ist a° = 1. 
Dagegen ist zu sagen, daß die allgemeine Gleichung, auf die sich der 
Beweis beruft, j a nur für den Fall bewiesen worden ist , in welchem 
m und n ganze, von 0 verschiedene Zahlen s ind; wir haben daher kein Rech t , 
die Gel tung dieser Gleichung auf den Fall n = 0 auszudehnen . E s ist zunächs t 
gar n icht definiert, was a° ist, denn die Definition der Potenz a 1 1 bezieht 
sich nu r auf Zahlen n, die größer als 0 sind. Wir können aber die Definit ion 
willkürlich für den Fal l n = 0 ergänzen u n d zwar setzen wir nun per defini-
t ionem a" = 1. Von einem Beweis dieser Gleichung k a n n dann aber na tü r ­
lich keine Rede sein; jeder Versuch, einen solchen Beweis zu erbr ingen, 
verfällt in einen Zirkel . 

Gegen unsere B e h a u p t u n g , d a ß hier eine Fes t se tzung vorliege, s t r ä u b t 
sich n u n der Vers t and und s a g t : Aber das ist doch gewiß nicht wi l lkür l ich; 
es m u ß vielmehr e inen Grund haben , d a ß wir a° gerade = 1 setzen u n d nicht 
g le ich e iner andern Zahl . W i r wollen dahe r einen Augenblick über legen, 
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was geschähe, wenn wir eine andere Fes t se tzung treffen w ü r d e n . N e h m e n 
wir an , i ch woll te a° = 5 setzen. Ginge d a s wohl ? Gewiß ; denn diese Gleichung 
bedeu te t j a nu r die Vorschrif t , das Zeichen , , a ° " überal l durch das Zeichen ,,5" 
zu e r se t zen ; u n d w a r u m sollte ich das n i ch t t u n dür fen? W e n n ich den 
E n t s c h l u ß fasse, s t a t t a° künf t ig 5 zu schreiben, so k a n n mich n i e m a n d wider­
legen; oder besser gesag t : es is t hier n ich t s zu widerlegen, u n d insofern 
liegt hier wirkl ich eine neue Konven t ion vor . Aber eine ganz andere F rage 
ist es, o b diese Konven t ion zweckmäßig wäre . D a s Gesetz a m . a n = a m + n 

w ü r d e für n = 0 seine Gel tung verlieren. F ü r diesen Fa l l m ü ß t e ein neues 
Gesetz aufgestell t werden, das m i t dem früheren n ich t den ger ings ten Zu­
s a m m e n h a n g h ä t t e . N u n t r a c h t e t aber der M a t h e m a t i k e r seine Begriffe so 
zu bi lden, d a ß die Gesetze so wei t wie möglich in Ge l tung bleiben. Diese 
Absicht würde verei te l t , w e n n ich a° = 5 se tzen woll te . D a s einfache u n d 
klare Sys t em von Gese tzmäßigke i ten würde d a d u r c h zers tör t . Setze ich 
dagegen a° = 1, so bleiben die Potenzgesetze , die ursprüngl ich doch nu r 
für m, n > 0 bewiesen worden sind, auch für den neuen Fal l in Kra f t ; diese 
K o n v e n t i o n h a t also vor den ande rn möglichen eine bedeu tende Über legen­
hei t . U n d n u n e rkennen wir, was der innere G r u n d für diese Fes t se tzung 
w a r : U n t e r all den unendl ich vielen Konven t ionen , die ich treffen kann , 
ist eine d a d u r c h ausgezeichnet , d a ß bei ihrer W a h l die Rechengesetze un-
geände r t bleiben. D i e A u f r e c h t e r h a l t u n g d e r R e c h e n g e s e t z e r e ­
g u l i e r t a l s o d i e B e g r i f f s b i l d u n g . W i r lernen hier ein ers tes Beispiel 
für d a s kennen, was H . H a n k e l das „ P r i n z i p d e r P e r m a n e n z d e r R e c h e n ­
r e g e l n " g e n a n n t h a t u n d das m a n so formulieren k a n n : W e n n m a n einen 
Begriff in der M a t h e m a t i k über seine ursprüngl iche Defini t ion h i n a u s er­
we i t e rn will, so ist u n t e r all den mögl ichen R ich tungen dieser E rwe i t e rung 
diejenige zu wählen , bei welcher d ie Rechengesetze so weit wie möglich auf­
rech t e rha l ten bleiben. Dieses Pe rmanenzp r inz ip ist n ich t eine B e h a u p t u n g , 
über deren Richt igkei t d i skut ie r t werden k ö n n t e , sondern , wie gesagt , ein 
Le i tp r inz ip der Begriffsbi ldung. 

Dieses Pr inz ips wollen wir u n s j e t z t bedienen, u m in s t renger Weise 
d a s Sys t em der ganzen Zahlen e inzuführen. So wie wir eben den Begriff 
der P o t e n z erwei ter t haben , wollen wir j e t z t den Begriff der Differenz aus ­
dehnen . Zu d e m Zweck stel len wir uns die Rege ln für das R e c h n e n m i t 
Differenzen im Bereich der na tü r l i chen Zah len z u s a m m e n . 

Z u n ä c h s t ist k lar , d a ß sich die S u m m e , die Differenz u n d d a s P r o d u k t 
zweier Differenzen wieder in F o r m einer Differenz dars te l len l ä ß t . E s is t 
n ä m l i c h 

0 ) 
(2) 
(3) 

(a — b) + (c — d) = (a + c) — (b + d) 
(a _ b) — (c — d) = (a + d) — (b + c) 
(a — b ) . ( c — d) = ( a c + b d ) — ( a d + b c ) 
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Diese drei Formeln lassen sich inne rha lb der Ar i t hme t ik der na tü r l i chen 
Zahlen beweisen, wie wir spä te r e rkennen werden . I h n e n stellen wir drei 
weitere Re la t ionen an die Seite, welche die Ordnungsfähigkei t der Differenzen 
aussprechen : 

Auch diese Sätze sind innerha lb der Ar i thmet ik der na tür l ichen Zahlen 
beweisbar. I h r Zweck ist der, uns Kr i te r ien für die Größenbeziehungen 
zweier Differenzen zu liefern, in denen n ich t wieder Differenzen auf t re ten . 

Man sieht h ieraus , daß m a n mit Differenzen na tür l icher Zahlen einen 
Ka lkü l aufbauen k a n n ; aber dieser Ka lkü l ist an die Vorausse tzung ge­
bunden , d a ß die Differenzen natür l iche Zahlen sind, was per definit ionem 
(vgl. S. 69) nur d a n n der Fal l ist, wenn der Minuend größer ist als der Sub­
t r ahend . N u r un te r dieser Bed ingung sind unsere sechs Formeln beweisbar . 

W i r werden je tz t diese Beschränkung abstreifen u n d einen allgemeinen 
K a l k ü l mi t Differenzen aufbauen, wobei uns das Pe rmanenzpr inz ip leiten 
soll. D e m g e m ä ß werden wir diese sechs Formeln als F e s t s e t z u n g e n ansehen , 
die erst den Begriff der „Differenz" im wei teren Sinne des W o r t e s d e f i n i e r e n ; 
es wird sich zeigen, d a ß die Differenzen in diesem neuen Sinn genau d a s 
sind, was m a n gewöhnlich posi t ive u n d negat ive Zahlen nenn t . 

D a m i t ist eine ganz entscheidende W e n d u n g vollzogen: wir postul ieren 
nicht mehr , d a ß die Sub t r ak t ion immer aus führbar sei, wir verzichten auf 
die Hypothese , d a ß es negat ive Zahlen gebe, wir bauen vielmehr ein Sys tem 
von Gedankendingen auf, das wir kraft willkürlicher Fes tse tzungen mit 
solchen Eigenschaf ten auss ta t t en , d a ß sie genau das leisten, was wir von 
den posi t iven u n d negat iven Zahlen wünschen . W i r werden d a n n diese 
Gedankendinge als ganze Zahlen bezeichnen. 

Die Gedankendinge , von denen wir sprechen, s ind die Differenzen 
zweier natür l icher Zahlen. U m aber selbst den Anschein zu vermeiden, als 
ob dabei die unbeschränk te Ausführbarkei t der S u b t r a k t i o n schon voraus ­
gesetzt wäre , wollen wir den ganzen K a l k ü l so anlegen, d a ß dabei über­
h a u p t n icht von- Differenzen die Rede is t . 

S t a t t von Differenzen hande ln wir von Z a h l e n p a a r e n (a, b ) ; d a ß wir 
zwei beliebige na tür l i che Zahlen a u n d b zu einem P a a r zusammenste l len 
kennen-,-wird-jeder-zugehen ; da r in liegt keinerlei Pos tu l a t ; u n d mehr b rauchen 
wir n ich t , u m den folgenden Ka lkü l aufzubauen. 

Als einzige Grundlage , auf welcher wir diesen B a u e r r ich ten , soll 
u n s d a s Sys tem der na tür l ichen Zahlen dienen u n d die Rechengese tze , 
d ie i n diesem Bereich gel ten. 

(4) 
(5) 
(6) 

es ist a — b = a' — b ' , wenn a + b ' = a' -|- b ist 
es ist a — b > a' — b ' , wenn a + b ' > a' -(- b ist 
es ist a — b < a' — b ' , wenn a + b ' < a' + b ist . 
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Objek t unserer B e t r a c h t u n g sind P a a r e na tü r l i cher Zah len ; dabei soll 
d a s P a a r (a, b) von d e m P a a r (b, a) un te rsch ieden werden . W i r wissen 
vor läuf ig gar n icht , was ein solches Z a h l e n p a a r „ b e d e u t e t " u n d verb inden 
m i t i h m keinen anschaul ichen Sinn, sondern wir bauen erst die B e d e u t u n g 
auf, i n d e m wir Regeln für die Ve rwendung dieser Symbole geben. 

(1) D e f i n i t i o n d e r G l e i c h h e i t . 

W i r e rk lären zunächs t , wann zwei Zah lenpaare „gle ich" heißen sollen. 
U n s e r e Fes t se t zung l a u t e t : 

(a, b) = (a', b ' ) , wenn a - I - b ' = a' + b . 

Kra f t dieser Definit ion können wir prüfen, o b zwei Zahlenpaare gleich 
s ind oder nicht , i ndem wir nachsehen, ob die rech tss tehenden Zah lenausdrücke 
gleich s ind oder n i ch t : die Gleichheit zwischen Zah lenpaaren ist dami t 
zurückgeführ t auf die Gleichheit zwischen na tü r l i chen Zahlen. U n d das gilt 
ganz al lgemein: wir werden jede Aussage über Zahlenpaare so umformen, 
d a ß sie nur von Beziehungen zwischen na tür l i chen Zahlen spr icht . Die ganze 
Ar i t hme t ik der Zahlenpaare stellt sich somit nu r als eine neue Sprechweise 
dar , die in die Sprache der gewöhnlichen Ar i thmet ik überse tz t werden kann . 
W e n n e twa j e m a n d f ragt : „S ind denn diese Zah lenpaare auch wirklich g le ich?" 
so m ü ß t e n wir e rwidern: das „wi rk l ich" ist hier unberecht ig t . W i r wissen 
j a noch gar nicht , was hier „g le ich" he iß t , sondern wir geben diesem Ausdruck 
erst einen Sinn, indem wir ein K r i t e r i u m für die Gleichheit aufstel len; u n d 
wie wir es "wählen, s teh t in unserem Belieben. 

Allein hier fragt es sich : S ind wir in der W a h l des Kr i t e r iums wirkl ich frei ? 
H ä t t e jede andere Fes t se tzung , die u n s eingefallen wäre , denselben Dienst 
g e t a n ? Darauf ist folgendes zu e rwide rn : D e m Begriff „g le ich" k o m m t in 
der Ar i thmet ik der na tü r l i chen Zahlen schon ein ganz bes t immte r Sinn zu. 
W e n n wir nun j e t z t eine B e s t i m m u n g über die Gleichheit zweier Zah lenpaa re 
treffen, so wird unser Vorgehen nu r d a n n berecht ig t 1 ) sein, wenn die Gleichheit 
im Sys tem der Zahlenpaare eine ganz analoge Rolle spielt wie die Gleichheit 
im Sys tem der na tür l ichen Zahlen ; oder deut l icher gesagt : wenn der Gleich­
heitsbegriff im neuen Denkbere ich dieselben formalen Züge aufweist wie der 
Gleichheitsbegriff im al ten. Welches s ind n u n diese Züge? 

Die Gleichheit ist eine Bez iehung zwischen na tür l i chen Zahlen, die 

1. reflexiv is t , d. h. es ist a = a, 
2. s y m m e t r i s c h : aus a = b folgt b = a, 
3. t r a n s i t i v : aus a = b u n d b — c folgt a --• c. 

, ) Vgl. dazu die Bemerkung S. 51. 
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W e n n wir n u n im Bereich der Zahlenpaare oder sonst auf i rgend e inem 
Gebie t der Ma thema t ik eine Definit ion der Gleichheit aufstellen, so s ind wir 
verpflichtet zu beweisen 1 ) , d a ß sie diese drei formalen Eigenschaften h a t ; 
d e n n wäre dem nicht so, so h ä t t e n wir zwar eine gewisse Beziehung definiert ; 
abe r w a r u m sollte diese Beziehung gerade G l e i c h h e i t genannt werden? 
Sie h ä t t e mi t dem, was wir sonst gleich nennen, n icht das geringste zu t u n , 
u n d es wäre irreführend, denselben Ausdruck zu gebrauchen . Die Fre ihei t 
in der Definit ion findet also in diesen drei Forderungen eine Schranke . Sind 
n u n diese Forderungen erfüllt? 

ad 1. D a ß jedes Zah lenpaar sich selbst gleich ist , ist leicht zu sehen: 
denn (a, b) = (a, b) bedeute t j a l au t Definit ion a + b = a + b , und das ist 
richtig, was immer m a n für a u n d b setzen mag . 

ad 2. Zu zeigen i s t : aus der Gleichung (a, b) = (a', b ') folgt die Gleichung 
(a ' , b ') =- (a, b) . 

Die erste Gleichung bedeu te t : a + b ' = a' + b ; 
die zweite Gleichung bedeu te t : a ' -\- b = a + b ' . 
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Ver tauschung der Seiten, 
ad 3. Aus (a, b) = (a', b ') 

u n d (a', b') = (a" , b" ) 
folgt (a, b) = (a", b " ) . 

Zwecks Beweises ersetzen wir die Gleichungen zwischen den Zahlen­
paaren durch Gleichungen zwischen Zahlen. E s ist d a n n zu zeigen, d a ß aus 

a + b ' = a' + b 
und a' J - b " == a" + b ' folgt a + b " = a" + b . 

Addier t m a n die ers ten beiden Gleichungen, so ergibt sich 

a + b ' + a' + b " = a' + b + a" + b ' 

u n d nach W e g h e b u n g der Glieder a' und b ' 

a + b " = a" + b , 

das ist aber gerade die zu beweisende Gleichung. 
D a m i t ist e rkann t , daß der Gleichheitsbegriff t a t säch l ich die ver langten 

Eigenschaften ha t u n d d a ß unsere Definition r ech tmäß ig war. 
Mancher Leser wi rd denken, d a ß diese ganze Able i tung recht überflüssig 

w a r ; denn liegt es n ich t schon im Sinn der Gleichheit , d a ß jedes Ding sich 
selbst gleich i s t? J a , im Sinn der Gleichheit liegt das al lerdings; aber wer 
s ag t uns , d a ß die Beziehung, die wir in Definit ion (1) eingeführt haben , wirkl ich 
die Eigenschaf ten der Gleichheit ha t ? Das bedarf erst eines Beweises. W e n n 
ich z. B . definiert h ä t t e : 

(a, b) = (a', b ' ) , wenn a - f b ' = 2 a ' + b , 

') Vgl. indes die Bemerkung S. 51. 

3 Watemann: Einführung. 
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so wäre auch das eine Defini t ion für das Zeichen „ = " . Aber n u n wäre im 
al lgemeinen kein Zah lenpaar sich selbst gleich — ein Beleg dafür, wie wenig 
d a s Erfül l tsein dieser F o r d e r u n g sich v o n selbst ve r s t eh t . 

Bevor wir weiter gehen, ziehen wir aus der Defini t ion der Gleichheit 
e inen wicht igen Sch luß : E s is t 

(a, b) = (a + c, b + c), 

wie m a n sofort aus Definit ion (1) e r k e n n t ; d. h. ein Zah lenpaa r bleibt un-
geänder t , wenn m a n Vorderglied u n d Hin te rg l ied u m dieselbe Zahl ve rmehr t . 
Liest m a n die Gleichung von rech ts nach l inks, so sagt sie uns , d a ß ein Zahlen­
p a a r auch ungeänder t bleibt , wenn m a n von beiden Gliedern dieselbe Zahl 
wegn immt . D a r a u s ergibt sich, d a ß ein Zah lenpaa r in unendl ich vielen 
F o r m e n dargestel l t werden k a n n . So ist z. B . 

(5, 3) = (6, 4) = (3, 1) = (2, 0) = (9, 7) = . . . 

U n t e r all diesen F o r m e n ist eine von besonderem Interesse , nämlich (2, 0). 
E s g ib t nun offenbar drei Möglichkeiten für ein Zah lenpaa r : 

1. D a s Vorderglied ist größer als das Hin terg l ied ; dann ist 

(a, b) = (a — b , 0) . 

2 . Das Vorderglied ist kleiner als das Hinterg l ied; d a n n ist 

(a, b) = (0, b — a ) . 

3 . Vorder- und Hintergl ied sind gleich; dann ist 

(a, a) - (0, 0) . 

I m ersten Fall nennen wir das Zah lenpaar „ p o s i t i v " , im zwei ten 
Fal l „ n e g a t i v " , im dr i t t en Fal l ein „ N u l l p a a r " . J edes Zah lenpaar 
gehör t einer u n d nur einer dieser drei Kategor ien an . 

2. D e f i n i t i o n v o n „ g r ö ß e r " . 

W i r sagen, ein Zah lenpaar sei größer als ein anderes , in Zeichen (a, b) > 
> (a', b ' ) , wenn a + b ' > a' + b . 

Wieder haben wir zu prüfen, ob diese Definit ion berecht ig t is t , d. h . 
ob der so gebildete Begriff „g rößer" die formalen Eigenschaf ten h a t , welche 

m in der gewöhnlichen Ar i thmet ik zukommen . D o r t ist dieser Begriff 
1. irreflexiv, d. h. a ist n iemals größer als a, 
2. a symmet r i sch , d. h. wenn a > b ist , so ist n iemals b > a, 
3 . t r ans i t iv , d. h. aus a > b u n d b > c folgt a > c. 

D e r Leser überzeuge sich nach dem vorher durchgerechne ten Muster , 
d a ß diese drei Eigenschaf ten erfüllt s ind. W i r müssen u n s aber noch ver­
gewissern, o b die Beziehung „ g r ö ß e r " unabhäng ig is t von der besonderen 
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F o r m der Zah lenpaare . Das he iß t , wenn ein Zah lenpaa r größer ist als ein 
zweites, so soll diese Beziehung auch gelten, wenn m a n die beiden Zahlen­
paare du rch irgendwelche andere , ihnen gleiche ersetz t . 

Vorausse tzung: (a, b) > (c, d) 
(a, b) = (a', b ' ) , (c, d) = (c', d') 

B e h a u p t u n g : (a', b ') > (c', d') 

Beweis : Die Voraussetzung besag t : 

a + d > b - I - c 
a + b ' = a' -j~ b 
c + d ' = c' + d 

Diese drei Gleichungen addieren wir, nachdem wir in der mi t t le ren Gleichung 
die beiden Seiten ver tauscht haben . D a n n ergibt sich 

a - t - b + c + d + a ' + d ' > a + b - ! - c - f d - } - b ' + c' 

oder a' -4- d' > b ' + c', 

das ist aber gerade der Inha l t unserer Behaup tung . D a s Ergebnis ist somit : 
Die Beziehung „größer" ha t die drei formalen Eigenschaf ten des gewöhn­
lichen „größer"-Begriffes u n d sie is t weiters unabhäng ig von der besonderen 
Form, in welcher die Zahlenpaare dargestel l t werden. 

3 . D e f i n i t i o n v o n „ k l e i n e r " . 

W i r sagen, ein Zahlenpaar sei kleiner als ein anderes, in Zeichen (a, b) < 
< (a', b ' ) , wenn a + b ' < a' + b . 

Hier sind genau dieselben Über legungen anzustel len, wie in 2. — Wir 
sehen n u n : Auf G r u n d der Definit ion von , , = " , , , ] > " , „ < " b i l d e n d i e 
Z a h l e n p a a r e e i n g e o r d n e t e s S y s t e m ; d. h. zwischen zwei Zah lenpaaren 
bes teht immer eine u n d nur eine von den drei Beziehungen „größer" , „gle ich" , 
„k le iner" . Denn greifen wir i rgend zwei Zahlenpaare (a, b) u n d (a', b ') her­
aus , so haben wir, u m ihre Ordnung festzustellen, n u r die beiden Ausdrücke 
a + b ' u n d a' + b zu vergleichen ; diese s ind na tür l iche Zahlen u n d für 
die gilt berei ts , d a ß sie nur in einer der drei Beziehungen zueinander s tehen ; 
u n d von d a übe r t r äg t sich das auf die Zahlenpaare . 

Fe rne r ist leicht zu beweisen: J edes posi t ive Zah lenpaa r ist g rößer als 
das Nu l lpaa r ; das Nul lpaar is t größer als jedes nega t ive Zah lenpaa r ; jedes 
posit ive Zahlenpaar is t größer als jedes nega t ive Zah lenpaar . 

W i r wollen n u n zeigen, d a ß m a n mi t Zah lenpaa ren in ganz ana loger 
Weise rechnen k a n n wie mi t na tür l ichen Zahlen. Zu d e m Zweck m ü s s e n 
wir definieren, was u n t e r der S u m m e , der Differenz u n d d e m P r o d u k t zweier 
Zah lenpaa re zu vers tehen i s t . 

3 * 
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4. D e f i n i t i o n d e r S u m m e , 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b - f d ) . 

Bevor m a n diese Defini t ion a n n i m m t , wi rd m a n prüfen müssen , o b die 
S u m m e diejenigen Eigenschaf ten ha t , die d e m Begriff der S u m m e in der 
gewöhnlichen Ar i thme t ik zukommen . Diese Eigenschaf ten s ind : 

1. Die S u m m e exist ier t s t e t s ; d. h . zwei Zahlen a u n d b bes t immen 
s t e t s eine d r i t t e Zahl , ihre S u m m e . 

2 . Die S u m m e ist e indeut ig b e s t i m m t . 
3. E s gilt das k o m m u t a t i v e Gese tz : a -\- b = b - j - a. 
4 . E s gilt das assoziat ive Gesetz : a -f- (b -f- c) = (a -f- b) 4 - c. 
5. E s gilt das Gesetz der Monotonie : aus b > c lolgt a -\- b > a -\- c. 

E r s t wenn sich zeigt, d a ß diese Eigenschaf ten sämt l ich erfüllt s ind, s ind 
wir berecht ig t 1 ) , die hier eingeführte Verknüpfung „ A d d i t i o n " zu nennen. 

a d 1. W a s bedeu te t die Aussage, d a ß die S u m m e exis t ie r t? Sie bedeute t 
ers tens , d a ß die S u m m e wiedei die F o r m eines Zah lenpaares ha t , d a ß m a n 
also, wenn m a n zwei Zahlenpaare add i t iv verknüpf t , im Bereich der Zahlen­
paa re b le ib t ; u n d zweitens, d a ß dieses Zah lenpaa r exis t ier t , d. h . d a ß seine 
Bes tandte i le wieder na tür l iche Zahlen s ind. D a ß beide Forderungen erfüllt 
sind, liest m a n unmi t t e lba r aus der Defini t ion a b ; d a a, b , c, d na tür l i che 
Zahlen sind, so sind auch a + c, b + d na tü r l i che Zahlen. 

ad 2. Diese F o r d e r u n g bedeu te t folgendes: Die S u m m e soll unabhäng ig 
sein von der besonderen F o r m der S u m m a n d e n ; erse tz t m a n die Zah lenpaare , 
die zu addieren sind, durch irgendwelche andere , ihnen gleiche, so soll sich 
die S u m m e nicht ände rn . 

Vorausse tzung: (a, b) = (a', b ' ) , (c, d) = (c', d') 

B e h a u p t u n g : (a, b) 4- (c, d) = (a', b ') + (c ' , d') 

Beweis : F ü h r e n wir die angegebene Addi t ion aus , so h a b e n wir zu zeigen, d a ß 

(a + c, b + d) = (a' + c ' , b ' + d ' ) ; 
das he iß t 

a + c + b ' -f d ' =- a' + f 4 - b - f d. 

Diese Gleichung ist aber eine unmi t t e lba re Folge der Vorausse tzungen, wenn 
m a n diese als Beziehungen zwischen na tü r l i chen Zahlen schre ibt . 

W i r brechen hier ab , u m nicht zu e r m ü d e n ; d e m Leser wi rd es nach 
d e m Gesagten keine Schwierigkeit mehr bere i ten , auch das Erfül l tse in der 
Fo rde rungen 3—5 nachzuweisen. 

Bevor wir zur S u b t r a k t i o n übergehen , wollen wir auf zwei Konsequenzen 
unserer Definit ion au fmerksam machen . E r s t e n s geht aus ihr hervor , d a ß 

') Vgl. s. 51. 



(a, b) + (b, a) = (0, 0) ist . Solche Zahlenpaare wollen wir -, . inverse" oder 
„en tgegengese tz te" Zahlenpaare nennen. 

Zweitens ist 
(a, b) + (a, b) = (2 a, 2 b) 
(a, b) + (a, b) + (a, b) = (3 a, 3 b) 

u n d allgemein 
(a, b) - f (a, b) + 4 - (a, b) = (na, nb) 

n mal 
S t a t t zu sagen, das Zahlenpaar (a, b) ist n mal als S u m m a n d gesetzt , sagen 
wir auch „wir ver-n-fachen (a, b ) " u n d führen für diese S u m m e die kurze 
Bezeichnung n . (a, b) ein. D a n n können wir das Ergebn i s auch ausdrücken 
in der F o r m : 

n . (a, b) = (na, nb ) . 
I n W o r t e n : ein Zahlenpaar wird mi t einer na tür l ichen Zahl mult ipl iziert , 
indem m a n jedes Glied des Zahlenpaares mi t dieser na tür l ichen Zahl mul­
t ip l iz ier t . 

Aus diesen beiden Konsequenzen ergibt sich nun , d a ß sich j e d e s Z a h l e n ­
p a a r (a, b) i n e i n e r b e s t i m m t e n N o r m a l f o r m d a r s t e l l e n l ä ß t , nämlich 
in der F o r m 

a (1, 0) 4 - b (0, 1). 

D e n n führt m a n die angezeigten Opera t ionen aus , so ergibt s ich: 
a (1, 0) 4 - b (0, 1) = (a. 0) 4 - (0. b) = (a, b) . 

Die Zahlenpaare (1 , 0) und (0, 1) sind das , was wir im gewöhnlichen Sprach­
gebrauch die p o s i t i v e , resp. n e g a t i v e E i n h e i t nennen und für die wir 
die Bezeichnungen einführen: 

(1 ,0) = + 1 
(0, 1) = - 1 ; 

setzen wir ferner: a . (1, 0) =-- a . ( 4 - 1) = 4 - a 
b . (0, 1) = b . (—1) = — b , 

so können wir jedes Zahlenpaar in der Normalform dars te l len: 
(a, b) = ( 4 - a ) + ( _ b ) . 

5. D e f i n i t i o n d e r D i f f e r e n z . 

W a s soll un te r der Differenz von zwei Zahlenpaaren vers tanden werden ? 
E s heg t nahe , nach Analogie mi t der S u m m e folgende Definit ion aufzustellen : 

( a , b ) — ( c , d ) = ( a — c , b — d ) . 

Diese Defini t ion h a t aber e inen H a k e n : W e n n nämlich c größer als a oder d 
größer a ls b ist , d a n n exist ieren die Differenzen a—e, resp . b — d n ich t . Die 
Sub t r ak t ion im Bereich der Zah lenpaare wäre also n u r u n t e r bes t immten 
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Bed ingungen ausführbar — w ä h r e n d doch die E in füh rung der Zah lenpaa re 
ge rade den Zweck h a t , die S u b t r a k t i o n u n b e s c h r ä n k t ausführbar zu machen . 

U m diese Schwierigkeit zu vermeiden , er innern wir d a r a n , d a ß zwei 
inverse Zah lenpaa re , zue inander add ie r t , das Nu l lpaa r e rgeben; d a n u n das 
Nul lpaa r , wie wir sehen werden , u n t e r den Zah lenpaa ren eine ganz ähnl iche 
Ste l lung e inn immt wie die Nul l u n t e r den na tü r l i chen Zahlen , so k a n n m a n das 
Sub t r ah i e r en eines Zah lenpaares zurückführen auf das Addieren des inversen. 

D e m g e m ä ß e rk lä ren wi r : 

(5) (a, b) — (c, d) = (a, b) + (d, c) = (a + d, b + c) 

Diese Defini t ion ist von dem Mangel frei, de r u n s an der f rüheren ges tör t 
h a t t e . D a s rech tss tehende Zah lenpaa r exis t ier t i m m e r , d. h . die Sub t r ak t i on 
ist u n b e s c h r ä n k t ausführbar . 

D a ß die so definierte Verknüpfung wirkl ich die Eigenschaf ten der Sub­
t r a k t i o n h a t , geh t a u s d e m oben Gesag ten hervor . Zunächs t ist sie die U m ­
k e h r u n g der Addi t ion . Sie is t e indeut ig b e s t i m m t u n d für sie gilt weder 
das k o m m u t a t i v e noch das assoziat ive Gesetz. 

Bevor wir die B e t r a c h t u n g der S u b t r a k t i o n abschließen, wollen wir 
noch auf eine A n w e n d u n g der Defini t ion (5) eingehen. Aus ihr folgt, d a ß 
speziell 

(a, 0) — (b, 0) = (a, b) 

ist , ein R e s u l t a t , das wir auch in der F o r m ausdrücken können 

(a, b) = ( + a) - ( + b ) . 

J e d e s Z a h l e n p a a r k a n n s o m i t a l s D i f f e r e n z z w e i e r p o s i t i v e r 
Z a h l e n d a r g e s t e l l t w e r d e n . 

N i m m t m a n die auf S. 29 abgelei te te Dars t e l lung hinzu, so sieht m a n , 
d a ß 

( + a ) — ( + b ) = ( + a ) + (—b) 

is t . Man k ö n n t e daher sagen : Schreiben wir kurzweg (a, b) = a — b , 
woraus hervorgeh t , d a ß ein Zah lenpaa r einfach eine Differenz zweier gewöhn­
l icher Zah len is t . W i r widers tehen indes dieser Versuchung u n d haben 
b e s t i m m t e Gründe , an der kompliz ier teren Schreibweise (a, b) = ( + a ) — ( + b ) 
fes tzuha l ten . 

Machen wir u n s schließlich noch k l a r , d a ß die in d e m le tz ten Ausdruck 
auf t re tenden P lus - u n d Minuszeichen eine ganz verschiedene F u n k t i o n haben . 
Die Pluszeichen s ind V o i zeichen, w ä h r e n d das Minuszeichen ein O p e r a t i o n s ­
zeichen is t . D a s Pluszeichen in -f-a s teh t j a n u r zur A b k ü r z u n g für (a, 0) 
u n d k a n n e n t b e h r t werden , wenn m a n sich der Schreibweise der Zah lenpaa re 
bed i en t . Von d e m Minuszeichen, d a s die be iden Zah lenausdrücke verb inde t , 
gi l t d a s keineswegs. 
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6. M u l t i p l i k a t i o n . 

Aus der E rk l ä rung der Summe folgt, d a ß n (a, b) = (na , nb) ist . Wi r 
wissen also schon, wie ein Zahlenpaar vervielfacht wird. Aber da raus können 
wir noch nicht schließen, wie ein Zahlenpaar mi t e inem anderen zu mul t i ­
plizieren ist . Unsere bisherigen Bes t immungen geben dafür keinen Anhal t s ­
p u n k t . Wi r müssen vielmehr eine neue Definition aufstellen u n d e rk lä ren : 

(6) (a, b) . (c, d) = (ac + bd, ad + bc). 

Dies ist eine willkürliche Festsetzung, u n d gerechtfert igt wird sie nu r durch 
den U m s t a n d , d a ß diese Operat ion ta tsächl ich einige besonders wichtige 
formale Eigenschaf ten der Mult ipl ikat ion ha t . W i r haben zu dem Zweck 
die Gel tung folgender Sätze nachzuweisen: 

1. D a s P r o d u k t zweier Zahlenpaare ist s te ts wieder ein Zahlenpaar . 
2. D a s P r o d u k t ist e i n d e u t i g bes t immt , unabhäng ig von der beson­

deren F o r m der Zahlenpaare . 
3 . E s gilt das kommuta t i ve und 
4. es gilt das assoziative Gesetz. 
U m den Leser nicht zu ermüden, un te rdrücken wir hier die ausführ­

lichen Beweise. Nehmen wir an, d a ß der Nachweis e rbrach t ist ; dann s t i m m t 
das P r o d u k t zweier Zahlenpaare in den e rwähnten Eigenschaf ten überein 
mi t dem P r o d u k t der gewöhnlichen Ar i thmet ik , u n d das gibt uns das Rech t , 
diese Verknüpfung mi t dem N a m e n „Mul t ip l ika t ion" zu belegen. D a ß sich 
übrigens nicht alle Eigenschaften der gewöhnlichen Mult ipl ikat ion auf die 
neue Opera t ion über t ragen lassen, zeigt das Aufhören der Gel tung des 
„Monotoniegesetzes" . Der Sat? , aus B > C folgt A B > A C, gilt hier 
n ich t allgemein, sondern nur un te r der E insch ränkung , d a ß der F a k t o r A 
posi t iv ist . 

Aus unserer Definition (6) ergaben sich insbesonders die folgenden 
Beziehungen : 

(1, 0) . ( 1 , 0) = (1 , 0) 
(1, 0) . ( 0 , 1) = (0, 1) 
(0, 1) . ( 1 , 0) = (0, 1) 
(0, 1) . (0, 1) = (1 , 0) 

Diese besagen aber gar nichts anderes als die Vorzeichenregeln: 

( + 1) . ( + 1) = + 1 

<—1) . (—1) = — 1 
( _ 1 ) . ( _ 1 ) = + 1 

Man sieht , d a ß sie aus der E r k l ä r u n g der Mult ipl ikat ion der Zahlenpaare 
fließen, die an sich willkürlich ist u n d nu r deshalb gerade in der angegebenen 
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Weise getroffen wurde , d a m i t sie die wicht igs ten Eigenschaf ten der Mult i­
p l ika t ion der na tür l ichen Zahlen wiedergebe. 

Diese Ta t sache war schon G a u ß b e k a n n t ; im J a h r e 1811 schr ieb er 
an Besse l : „ M a n sollte nie vergessen, d a ß die F u n k t i o n e n , wie alle m a t h e m a ­
t ischen Begri f fszusammensetzungen, nur unsere eigenen Geschöpfe s ind 
u n d d a ß , wo die Definit ion, von der m a n ausging, aufhör t , e inen Sinn zu 
haben , m a n eigentlich n ich t fragen soll, w a s i s t , sondern w a s k o n v e n i e r t 
a n z u n e h m e n ? dami t ich immer konsequen t bleiben k a n n . So .z. B . d a s 
P r o d u k t aus Minus m a l Minus . " U n d H a n k e l sagt in seinem berei ts er­
w ä h n t e n W e r k über die Vorzeichenregel: „ E s k a n n gegenüber einer sehr s t a r k 
verbrei te ten , allgemeinen Ansicht n ich t scharf genug hervorgehoben werden, 
d a ß diese Gleichungen in der formalen A r i t h m e t i k n i m m e r bewiesen werden 
k ö n n e n ; es sind a r b i t r ä r e K o n v e n t i o n e n , zuguns ten der E r h a l t u n g 
des Formal i smus im K a l k ü l . " 

7. D i v i s i o n . 

E i n e B e m e r k u n g sei schließlich noch über die Divis ion gemach t . D a ß 
diese Opera t ion aus dem Bere ich der ganzen Zahlen h inausführ t , wissen 
wir berei ts . W i e äuße r t s ich diese T a t s a c h e in dem von uns aufgestel l ten 
K a l k ü l ? 

Setzen wir vorläufig das Ergebn is der Divis ion in u n b e s t i m m t e r F o r m an : 

(a, b) : (c, d) = (x, y ) . 

W e n n diese Division die U m k e h r u n g der Mul t ip l ika t ion sein soll, so m u ß 

(a, b) = (c, d) . (x, y) 
das he iß t (a, b) = (c x + d y , d x + c y) 

se in; diese Gleichung kann aber nach Definit ion (1) nu r d a n n bes tehen, wenn 

a - f d x + c y = b - f - c x - T - d y . 

Die Divis ion ist demnach nu r ausführbar , wenn sich zwei na tür l iche Zahlen 
x, y f inden lassen, welche dieser le tz ten Gleichung Genüge le is ten; es ist 
dies eine sog. „Diophan t i sche Gle ichung" , u n d zahlentheore t i sche U n t e r ­
suchungen (auf die wir hier n icht eingehen wollen) lehren, d a ß eine solche 
Gle ichung nu r u n t e r ganz be s t immten Bed ingungen lösbar i s t ; (so sieht 
m a n e twa , d a ß die Gleichung 3 x = 2 y + 4 gewiß keine Lösung in na tü r l i chen 
Zahlen h a t , denn die rechte Seite der Gle ichung ist d u r c h 2 te i lbar , die l inke 
n ich t ) . D a s he iß t aber, d a ß die Division im Bereich der ganzen Zah len n ich t 
unbesch ränk t aus führbar is t . — 

Bl icken wir n u n auf den von uns durchmessenen W e g z u r ü c k ! D a s 
P r o b l e m w a r : W i e k a n n m a n , u n t e r alleinigei Zugrunde legung des S y s t e m s 
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der na tür l i chen Zahlen, die ganzen Zahlen so einführen, d a ß dabei weder 
von einer Hypo these noch von einem P o s t u l a t Gebrauch gemach t wi rd? 
Der vorliegende Aufbau gibt die Antwor t auf diese F rage . W i r haben aus 
dem Mater ia l der natür l ichen Zahlen neue Gebilde aufgebaut u n d sie kraf t 
willkürlicher, aber zweckentsprechender Fes tse tzungen mi t solchen Eigen­
schaften ausges ta t te t , daß sie alles das leisten, was die ganzen Zahlen leisten 
sollen. W i r brauchen also nu r den le tz ten Schri t t zu t u n und die von uns 
geschaffenen Gebilde geradezu als Zahlen ansprechen. 

N u r ein P u n k t bleibt dabei p roblemat i sch : K ö n n e n unsere Fes tse tzungen 
nicht in Konfl ikt mi te inander gera ten? Solange m a n in der Ar i thmet ik 
der ganzen Zahlen Wahrhe i t en erblickte, die e twa auf einer inneren Ev idenz 
beruhen, war diese Frage bedeutungslos ; in einem System jedoch, dessen 
Grundsä tze den Charakter willkürlicher Verabredungen haben, bes teht 
keine Gewähr dafür, daß diese nicht zu einem Wider sp ruch führen. E ine 
formale Theorie erfordert den Nachweis der Widerspruchsfreihei t , und dieser 
Nachweis erst wi rd den Schlußstein des ganzen Aufbaues bilden. 

Be im Aufstellen der Rechengesetze für Zahlenpaare h a t t e uns der Ka lkü l 
mi t Differenzen als Muster gedient ; unsere sechs Definit ionen sind den 
sechs Formeln auf S.22f. genau nachgebi ldet . W ä r e es möglich, aus unseren 
Fes tse tzungen jemals durch logisches Schließen einen Widerspruch herzu­
leiten, so m ü ß t e sich genau dieselbe Schlußket te im Gebiet der Kardina lzahlen 
herstellen lassen, nur d a ß sie dort von den entsprechenden Formeln des 
Differenzenkalküls ausgeht ; denn die S t r u k t u r der Formeln ist j a genau die 
gleiche, und nur auf diese S t r u k t u r k o m m t es bei den Schlußprozessen an. 
D e m n a c h m ü ß t e n auch diese Formeln einen Widerspruch in sich bergen; 
dami t e rkennen wir aber : Die Ar i thmet ik der Zahlenpaare ist gewiß dann 
widerspruchsfrei , wenn es die Ar i thmet ik der na tür l ichen Zahlen ist . 

Z u m Abschluß wollen wir noch auf eine wichtige Frage eingehen: Wie 
verha l ten sich die ganzen zu den na tür l ichen Zahlen? Sind sie eine Er ­
wei te rung derselben? Das war lange die Ansicht der Mathemat iker . Man 
setzte in dieser Auffassung die natür l ichen Zahlen den posit iven gleich und 
mein te , d a ß sie nur dort „posi t ive Zah len" genann t werden, wo m a n sie von 
den negat iven Zahlen unterscheiden will. Aber schon der Sprachgebrauch 
en thä l t Hinweise, d a ß zwischen Anzahlen und posi t iven Zahlen wohl zu 
unterscheiden ist . W e n n ich sage, d a ß ich drei Gäs te eingeladen habe , so 
k a n n ich hierin das Zahlwort „ d r e i " durch jedes andere ersetzen; aber nicht 
du rch das Zeichen „-+- 3 " , weil es sonst auch Sinn haben m ü ß t e , von der 
E i n l a d u n g von — 3 Gästen zu reden. „ 3 " u n d „ + 3 " haben sozusagen eine 
verschiedene logische G r a m m a t i k ; der sorgfältige Aufbau der Ar i thmet ik 
bes tä t ig t das . Die negat iven Zahlen s ind keine nachträgl iche E r g ä n z u n g 
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der na tü r l i chen Zahlen. I n Wirk l ichke i t s ind es zwei ganz ge t r enn t e Zahlen­
sys t eme . Gerade bei unserem Aufbau t r i t t d a s sehr k la r he rvo r : E b e n weil 
die pos i t iven Zahlen Z a h l e n p a a r e sind, s ind sie von den na tü r l i chen Zahlen 
scharf geschieden; deshalb haben wir sie auch n ich t als Differenzen zweier 
gewöhnl icher Zahlen gedeute t . 

Na tü r l i che Zahlen u n d ganze Zahlen bi lden also zwei gesonder te Sys t eme ; 
sie gehören sozusagen zwei verschiedenen E b e n e n an. N u r bes tehen gewisse. 
Beziehungen zwischen ihnen, die bei oberflächlicher B e t r a c h t u n g den Ein­
d ruck erwecken, als ob das ers te Sys tem ein Teil des zwei ten sei. W i r wollen 
nachsehen , worin diese Beziehungen bes tehen. J ede r na tü r l i chen Zahl 
en t spr ich t eine posi t ive Zahl 

1 2 3 4 
! 

Y i 
Y 

1 
Y 

1 
Y 

1 + 2 + 3 + 4 

u n d zwar so, d a ß die O r d n u n g u n d Verknüpfung der na tü r l i chen Zahlen 
genau dieselbe ist wie die O r d n u n g u n d Verknüpfung der en tsprechenden 
pos i t iven Zahlen. Genauer gesag t : die Zuordnung zwischen den beiden 
Re ihen h a t folgende drei E igenscha f t en : 

1. Sie ist e in-e indeut ig : jeder na tür l i chen Zahl ist eine posi t ive zugeordnet 
u n d umgekehr t . 

2. Die innere Ordnung der Zahl indiv iduen bleibt bei dieser E n t s p r e c h u n g 
e rha l t en : ist a größer (kleiner) als b , so ist auch die en tsprechende posi t ive 
Zahl + a größer (kleiner) als die en tsprechende posi t ive Zahl + b . 

3 . Den Verknüpfungen der Zahlen durch die vier Grundspezies in der 
e inen Re ihe en tspr ich t genau die Verknüpfung der Zahlen in der ande rn 
R e i h e ; ist z. B . a + b = c, so ist auch ( + a) + ( + b) = - j - c ; u n d analog 
i m Fal le der anderen Opera t ionen . 

St a t t dessen wollen wir kürzer sagen : die Zuo r dnung ist e i n - e i n d e u t i g , 
ä h n l i c h u n d i s o m o r p h . Darauf be ruh t es, d a ß alle Bez iehungen zwischen 
na tü r l i chen Zahlen bei den pos i t iven wiederkehren, sodaß das eine Sys tem 
als t r eue Kop ie des andern erscheint . 

Liegen allgemein zwei Zahlensys teme vor , S mi t den E l e m e n t e n a, b , c, . . . 
u n d S' m i t den E l e m e n t e n a, ß, y, . . . , d a n n he iß t eine Abb i ldung von S 
u n d S' i somorph , wenn das Ergebn i s der Verknüpfungen a + ß, a — ß, a . ß, 
a : ß auch s te t s d e m Ergebn i s der Verknüpfungen a 4 - b," a — b , a . b , 
a : b zugeordne t is t . 

Man darf n ich t g lauben, d a ß der I somorph i smus schon aus der Eine in-
deut igke i t u n d Ähnl ichkei t der Bez iehungen folgt. E i n einfaches Gegen-
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beispiel ist dieses: Ordnet m a n die Reihe der na tür l ichen Zahlen der 
Re ihe der geraden Zahlen in der Weise zu, wie es die Pfeile a n d e u t e n : 

1 2 3 4 5 6 . . . 
1 I I I I I 

Y Y Y Y Y V 

2 4 6 8 10 12 . . . 

so is t die so bewirkte Zuordnung eindeutig u n d ähnlich, aber nicht i somorph ; 
das P r o d u k t der Zahlen 2 u n d 3 in der ersten Zeile ergib t z.B. 6, das P r o d u k t 
der en t sprechenden Zahlen in der zweiten Reihe 24 ; 6 u n d 24 sind aber ein­
a n d e r n ich t zugeordnet . 

Zusammenfassend können wir somit sagen : Die na tür l ichen Zahlen 
bi lden keine Provinz der ganzen Zahlen; wohl aber en tha l t en die le tz teren 
ein echtes Teilsystem — die posit iven Zahlen — das dem System der n a t ü r ­
lichen Zahlen eineindeutig, ähnl ich und isomorph zugeordnet ist . 

W a s leistet nun das neue System? Werden mit seiner Hilfe Aufgaben 
lösbar , welche mi t Hilfe des a l ten Systems nicht gelöst werden konn t en? 
A u c h d a werden wir zu einer e twas anderen Auffassung kommen . 

S t reng genommen wird j a die Aufgabe, von der Zahl 4 die Zahl 7 ab ­
zuziehen, durch die E inführung negativer Zahlen nicht gelöst ; sondern eine 
andere Aufgabe, nämlich die, von der Zahl + 4 die Zahl -{-1 abzuziehen. Diese 
neue Aufgabe ist das Analogon zu der ursprünglichen im Bereich dei ganzen 
Zah len . E i n unlösbares Problem geht also niemals du rch Er f indung neuer 
Zahlen in ein lösbares über — das wäre eine e twas oberflächliche u n d falsche 
Auffassung — sondern es ist so, daß sich die Aufgabe sozusagen in eine 
andere Zahlebene projizieren l äß t und daß die ihr dor t e n t s p r e c h e n d e 
Aufgabe eine Lösung besitzen kann . 

His tor i sch haben sich die Dinge natürlich nicht so entwickel t . Die nega­
t iven Zahlen sind nicht mit einem Schlag in die M a t h e m a t i k eingeführt worden, 
sondern haben sich in der Praxis des Rechnens gleichsam von selbst aufgedrängt . 
Wahrsche in l ich sind sie eine Er f indung der Inde r , denen wir j a auch unser 
Ziffernsystem verdanken . I m Abendland t r e t en sie erst auf zur Zeit der 
Renaissance , als sich die Buchs tabenrechnung e ingebüiger t ha t t e . Vor allem 
s ind es Gleichungsaufgaben, die mi t einem gewissen inneren Zwang zu den 
nega t iven Zahlen h inführ ten . So gelangt z. B . Chuque t in seinem W e r k 
,,Le Tr ipa r t y en la Science des N o m b r e s " (1484) bei der Aufgabe, eine Zahl 
n a c h einer bes t immten Vorschrift zu zerlegen, zu negat iven Lösungen. D a ß 
m a n diese neuen Zahlen zuerst mi t einigem Miß t rauen ansah, bezeugen 
B e n e n n u n g e n der damaligen Zeit , wie „absurde Z a h l e n " (M. Stifel), „numer i 
f i c t i " (G. Cardano) u n d dgl. E i n so hervorragender Algebraiker wie Vie ta 
(1540—1603) wollte sie noch grundsätzl ich aus der M a t h e m a t i k ausschließen — 
eine Eins te l lung , in der ihm m a n c h e englische Ma thema t ike r bis zum E n d e 
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des 18. J a h r h u n d e r t s gefolgt s ind , die haup t säch l i ch an der unk la ren B e ­

g r ü n d u n g der Vorzeichenregel Ans toß n a h m e n . Wie wenig selbst bedeu tende 

M a t h e m a t i k e r die Verhäl tn isse überb l ick ten , zeigt das Beispiel von Wal l i s 

(1616—1703), der in den negat iven Zahlen „übe runend l i che" Größen erbl icken 

woll te . 

E r a rgumen t i e r t e wie folgt : die Zahlen 

1 Ì i 1 
3 ' 2 ' 1 ' 0 

bi lden eine wachsende R e i h e ; allgemein ist 

m m—1 

für m = 0 ergib t sich h ie raus 

d. h. o c < — 1. Die nega t iven Zahlen s ind daher größer als ex:, „p lus 

q u a m in f in i t i " . 

I n Wirk l ichke i t ist na tü r l i ch die Sache die, d a ß ^ kein Symbol is t , für 

welches eine Größenvergle ichung definiert i s t , sodaß m a n die Fo rme l 

± < _ L _ 
m m—1 

nicht auf den Fa l l m = 0 ausdehnen darf, Kla rhe i t b rachte erst das 

19. J a h r h u n d e r t ; in M. O h m s „Versuch eines vol ls tändig konsequen ten 

Sys tems der M a t h e m a t i k " (1822) wi rd z u m ers tenmal das Pr inz ip der E r ­

wei te rung des Zahlbereiches deut l ich ausgesprochen. Die führende Stellung 

des Pe rmanenzpr inz ips h a t d a n n H . H a n k e l e r k a n n t . 

W i r k ö n n t e n übr igens der Idee von Wal l i s einen k laren Sinn geben, 

wenn wir unsere Vorstel lung von der Zahlenl inie ein wenig abände rn . W i r 

wollen uns zu dem Zweck ein anderes geometr isches Modell der reellen Zahlen, 

den „Zah lenkre i s " kons t ru ie ren . W e n n wii die P u n k t e der Zahlenlinie durch 

„Zen t r a lp ro j ek t i on" auf die P u n k t e eines Kreises abbi lden, wie es die un t en -

N 

- 5 - 4 - 3 -2 -1 0 +1 *2 +3 *S> 
Figur 7. 
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s tehende F igur zeigt, so ist klar, daß jeder posi t iven oder negat iven Zahl 
ein ganz bes t immter P u n k t auf dem Zahlenkreis zugeordnet ist u n d um­
gekehr t . Nur ein einziger P u n k t mach t eine A u s n a h m e : das Pro jek t ions­
zen t rum N, dem offenbar kein P u n k t auf der Zahlengeraden, somit keine 
reelle Zahl entspr icht . Wi r h ä t t e n also zu sagen, d a ß zwischen den P u n k t e n 
des Kreises und den reellen Zahlen eine ein-eindeutige E n t s p r e c h u n g bes teht , 
mi t alleiniger Ausnahme des P u n k t e s N. N u n t r ach te t der Mathemat iker , so 
oft ei auf Ausnahmen s töß t , eine solche Formul ie rung zu finden, d a ß er 
sich von der Ausnahme befreit. So kann der Satz ,, J e d e quadra t i sche Gleichung 
ha t zwe iWurze ln" nur aufrecht erhal ten werden, wenn m a n sich en t sch l i eß t , i n 
Fällen, wo keine zwei verschiedenen Wurze ln exist ieren, die eine Wurze l 
doppel t zu zählen. So werden wir j e tz t eine reelle Zahl einführen, welche 
dem P u n k t N entspr icht . W a n d e r t ein P u n k t auf der Zahlengeraden immer 
weiter h inaus (gleichviel ob nach l inks oder nach rechts) , so rück t sein Bild 
immer weiter an N heran. Wi r wollen nun sagen, die Gerade besi tzt einen 
e i n z i g e n u n e n d l i c h f e r n e n P u n k t , das Bild der Zahl o o . 

Der Leser wird sich gegen diese Annahme s t räuben . Die P u n k t e einer 
Geraden, so wird er sagen, sind objekt iv gegeben u n d ich kann nicht durch 
meinen Willen einen neuen P u n k t hinzuschaffen. Übe r die P u n k t e einer 
Geraden darf ich freilich nicht verfügen, wohl aber über meine Sprechweise; 
und die hier vorgeschlagene ha t jedenfalls den Vorzug, d a ß sie die E n t ­
sprechung zwischen den P u n k t e n auf dem Kreis u n d den reellen Zahlen zu 
einer lückenlosen mach t . D u r c h die H inzunahme des „uneigent l ichen 
P u n k t e s " . i s t die Gerade zur Trägerin einer „zyklischen O r d n u n g " geworden 
und wir können je tz t Wal l is ' Idee folgenden Sinn un te r legen: Gewöhnlich 
gelangen wir von den posit iven zu den negat iven Zahlen, indem wir durch 
0 h indurchgehen; wir könnten aber auch den W e g über oc nehmen, und 
in diesem Sinn ha t Wallis ganz recht , wenn er die negat iven Zahlen als über­

vorangeht . Man k a n n z. B . ebensogut von A nach B gelangen, wie von B 

Figur 8. 

B 

unendlich bezeichnet. „Wie verhäl t es sich 
aber in Wirkl ichkei t? Sind die negat iven 
Zahlen größer oder kleiner als die posit i­
v e n ? " Der Leser wi rd bemerken, d a ß die 
beiden Auffassungen auf zwei verschiedene 
Anordnungen der reellen Zahlen hinauslau­
fen. Sagen wir es s o : W e n n m a n zu den 
P u n k t e n der Zahlenlinie noch die uneigent­
liche Zahl o o h inzun immt , d a n n ist die 
Zahlenlinie geschlossen, gerade so wie der 
Kre i s . Von den P u n k t e n eines Kre ises k a n n 
m a n z. B . n icht sagen, welcher dem andern 
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n a c h A u n d zwar d u r c h Fo r tbewegung im s e l b e n Sinn. U n d greift m a n dre i 
bel iebige P u n k t e auf der Kreisl inie he raus , so k a n n m a n von j edem mi t glei­
c h e m R e c h t behaup t en , d a ß er zwischen den beiden andern liegt. Der Begriff 
des „ z w i s c h e n " verl ier t hier seinen Sinn. Kurz , hier liegt eine ganz andere 
O r d n u n g vor als auf einer Geraden . 

N u n k a n n m a n aber den P u n k t e n eines Kreises auch eine l ineare O r d n u n g 
au fp rägen ; zu diesem Zweck b rauchen wir nu r einen P u n k t zu t i lgen, also 
den Z u s a m m e n h a n g der Linie zu un te rbrechen u n d von d a aus die P u n k t e 
wil lkürl ich in e inem bes t immten Sinn zu durchlaufen. Tilgen wir den P u n k t o o , 
so k o m m e n wir auf die gewöhnliche A n o r d n u n g der reellen Zahlen (Fig. a) ; 
t i lgen wir aber 0, so k o m m e n wir zu der A n o r d n u n g von Wal l i s (Fig. b) . 

W i r lernen hier ein Beispiel dafür kennen, d a ß die E rwe i t e rung des 
Zahlenbereiches nicht immer auf eine Weise möglich ist . Ta t säch l ich liegen 
hier zwei ganz verschiedene Zah lensys teme vor . F r a g t m a n nach dem inneren 
G r u n d für diese Ersche inung , so ist zu sagen, d a ß das P e r m a n e n z p r i n z i p , 
das u n s doch bei der E rwe i t e rung des Zahlenbereiches lei ten soll, in diesem 
Fal l versagt , oder richtiger, d a ß dieses P r inz ip die Begriffsbildung nicht 
mehr e indeut ig regulier t . E s fordert nur , d a ß die E rwe i t e rung des Begriff­
sys tems s o vorgenommen werde, d a ß die formalen Gesetze s o w e i t w i e 
m ö g l i c h aufrecht e rha l ten werden, d. h. d a ß gewisse uns besonders wich­
t ige Gesetze in Gel tung bleiben u n d n ich t , d a ß sie a l l e e rha l ten bleiben. 
Ta tsächl ich müssen wir uns d a m i t abf inden, d a ß beim Aufst ieg zu e inem 
wei teren Zahlbereich die Gel tung gewisser Rechengesetze des a l ten ver­
loren geh t . So gelang' der Schr i t t von den na tü r l i chen zu den ganzen 
Zahlen nu r u m den Pre is , d a ß m a n auf die Gel tung des Monotoniegesetzes 
der Mul t ip l ika t ion verz ichte te . E s wi rd also im allgemeinen n u r ein T e i l 
der a l t en Rechengese tze im neuen , wei teren Gebiet for tbes tehen . E s kann 
n u n geschehen, d a ß sich für die E r w e i t e r u n g des Zahlenbereiches verschiedene 
W e g e b ie t en u n d d a ß m a n dabei j edesmal auf ein anderes Rechengese tz 

a b 
Fig. 9 . 
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verzichten m u ß . E b e n dieser Fal l t r i t t hier ein. E n t w e d e r hä l t m a n näml ich 
an der Gel tung der Formel 

m > m — 1 

í ü r m = O lest , dann m u ß m a n die Formel 

J - < _ L _ 
m m—1 

opfern. Oder m a n k a n n die Erwei te rung so vornehmen, d a ß die zweite 
Formel i n t ak t bleibt , dann m u ß m a n die erste aufgeben. Zusammenfassend 
ist zu sagen, d a ß das Permanenzpr inz ip kein zuverlässiger Führe r is t , d a ß 
es uns die W a h l l äß t zwischen zwei Wegen, die zu verschiedenen Anordnungen 
der reellen Zahlen, also zu zwei verschiedenen Zahlensys temen führen. 
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5. Die rationalen Zahlen. 

Viel ä l ter als die nega t iven s ind die ra t iona len Zahlen . W ä h r e n d jene erst 
auf t re ten , sobald eine b e s t i m m t e Stufe der M a t h e m a t i k e rk lommen ist , 
die Stufe der Algebra, d r äng t e schon 'das Bedürfnis des tägl ichen Lebens , 
e t w a die Ausb i ldung eines Münz- u n d Gewichtssys tems zur E in füh rung 
der gebrochenen Zahlen. D a s l äß t auch der Sprachgebrauch e rkennen : 
W ä h r e n d die Beze ichnungen für die pos i t iven u n d nega t iven Zahlen erst 
i m 17. J a h r h u n d e r t auf t re ten , weisen schon die Umgangssp rachen der 
Ku l tu rvö lke r Ausdrücke für Bruch te i l e auf. Dennoch ha t sich der Begriff 
der ra t iona len Zahl , wie wir i h n heu te haben , erst ve rhä l tn i smäß ig spä t 
herauskris ta l l is ier t . „ F ü r unser heut iges E m p f i n d e n s ind die verschiedenen 
Bruchbegriffe n ich t mehr wesent l ich vone inander unterschieden . 1 / 2 , 1 / i a , 
17lîs erscheinen uns grundsä tz l ich gleichwert ig u n d auch unsere einheit­
liche Bezeichnungsweise du rch Zähler u n d Nenner un te r s t re ich t diesen 
Sachverha l t . D a ß dies aber keineswegs immer der Fal l gewesen ist , zeigt 
schon z. B . der U m s t a n d , d a ß im Ägypt ischen für B r ü c h e wie 1 7 ü b e r h a u p t 
keine Beze ichnung exis t ier t , für 1 / 2 0 n u r eine ohne Kennze i chnung des 
Zählers 1 u n d für 1 / 2 ein ganz anderes Symbol ve rwende t wird wie für die 
anderen B r ü c h e . " (O. Neugebauer , Vorlesungen über Geschichte der an t iken 
m a t h e m a t i s c h e n Wissenschaf ten , B d . 1, S. 86.) E s scheint , d a ß in f rüheren 
Zei ten gewisse B r ü c h e , wie 1 / 2 , %, 2

/ 3 als se lbs tändige u n d individuel le 
Zahlen angesehen wurden , die n ich t als s ekundä re Bi ldung von den ent ­
sprechenden ganzen Zahlen abgelei tet s ind. Diese „na tü r l i chen B r ü c h e " , 
die vielleicht mehr eine ges ta l thaf te , qua l i t a t i ve B e d e u t u n g haben moch ten , 
w u r d e n erst spä te r , bei der Ausb i ldung des Rechnens , in ein Sys t em einge­
gliedert , und d a m i t e n t s t a n d erst das , was wir heu te das Sys tem der Ra t iona l ­
zah len nennen . 

Geschicht l ich gesehen liegen hier jedenfal ls kompliz ier te Prozesse vor, 
die al lem Anschein nach zunächs t an die vo rhandenen sprachl ichen Aus­
d rucksmi t t e l ansetzen. Die Her rschaf t eines be s t immten Zeichensystems 
ist nie gleichgült ig. D a s vo rhandene Schr i f t sys tem bes t immt i n wei tem 
Sinn die Entwick lungsmögl ichke i ten der M a t h e m a t i k . W i e die B e s c h r ä n k u n g 
auf ein bes t immtes B a u m a t e r i a l (Quade rn , Ziegel, Holz) die A r c h i t e k t u r 
zu gewissen F o r m e n h ind räng t , s t i lb i ldend wi rk t , so br ing t auch die Ver­
w e n d u n g einer b e s t i m m t e n No ta t i on , d ie n u r gewisse Ausd rücke kenn t , 
ande re n ich t , e t w a s wie e inen Sti l m a t h e m a t i s c h e n D e n k e n s hervor . Die 
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Ägypter ha t t en z. B . eine Bezeichnungsweise, mi t der sie nur die reziproken 
W e r t e der ganzen Zahlen u n d deren Komplemente (d. h. die B r ä c h e •/ 
u n d 1 — 1 / n ) ausdrücken konnten . Dadurch wurde die ägypt ische Mathe­
m a t i k in ganz bes t immte Fragestel lungen hineingedrängt ( S t a m m b r u c h ­
zerlegungen), während der Zugang zu anderen Problemen so gu t wie a b ­
geschn i t t en war . 

So e n t s t a n d in den Fragestel lungen u n d Lösungen e twas , wie ein be­
s t immte r Stil. Die Griechen, für welche das einzige Ausdrucksmi t te l des 
ma thema t i schen Gedankens die geometrische Figur war, wurden d a d u r c h 
wieder an gewissen Möglichkeiten der modernen Mathemat ik vorbeigeführt , 
vor allem an der Er fassung des allgemeinen Zahlbegriffes. D a ß anderersei ts 
die Babylonier eine Algebra von erstaunlicher Höhe hervorbrachten , scheint 
tief mi t der S t r u k t u r ihrer Sprache und Schrift zusammenzuhängen . 

W i r wollen einen Augenblick versuchen, die Fragen , die sich hier auf­
drängen , e twas deutl icher zu formulieren. W i r verwenden heute zwei Ar t en 
von Schrif ten: en tweder stellt ein Zeichen einen Laut dar , wie , , r" oder , , o " ; 
oder einen Begriff, wie , , 3 " oder , , + " . Demgemäß unterscheidet m a n zwischen 
Lautschr i f t und Begriffsschrift (Ideographie). J e d e Begriffsschrift ist, wie 
wir heu te wissen, ursprünglich aus einer Bilderschrift hervorgegangen, die 
nu r konkre te sinnliche Dinge oder Vorgänge wiedergab. Die Frage ist n u n 
die : Wie konnte sich aus . einer anschaulichen Bilderschrift ein a b s t r a k t e r 
mathemat i scher Formal ismus loslösen mi t konventionellen Einzelsymbolen 
für Größen u n d für Opera t ionen? Oder wie konnten aus einer B u c h s t a b e n ­
schrift, die dem Lau tb i ld des Wor t e s folgt, die Begriffszeichen der Ma thema t ik 
hervorwachsen? Beides erscheint schwer verständlich, da die mathemat i schen 
Symbole sozusagen nicht in der R ich tung der natür l ichen En twick lung der 
Sprachsys teme liegen. U n d doch ist das Auftreten einer Begriffsschrift 
grundlegend für die En t f a l t ung mathemat i schen Denkens . In Ägyp ten mi t 
seiner historischen Kon t inu i t ä t ist dieser Schri t t nicht geschehen. I n 
Baby lon , wo sich zwei ganz verschiedene Kul tu ren , das Sumerische u n d das 
Akkadische (mit Sprachen mit grundverschiedenem grammat i schen Typus) 
übereinanderschichten, ist der W e g für eine solche formale E n t w i c k l u n g frei 
geworden. Durch die Berührung dieser beiden verschiedenen Sprachen 
e n t s t a n d nämlich die Möglichkeit, ein W o r t entweder syllabisch zu schreiben 
oder mi t te l s eines Ideogramms. In den akkadischen Tex ten wechseln beide 
Schreibweisen willkürlich mi te inander ab , und das bot nun die Möglichkeit, 
die ma thema t i schen Begriffe (Größen und Operat ionen) ideographisch zu 
schreiben u n d so zu einer Formelsprache zu gelangen, während der übrige 
Tex t syllabisch geschrieben ist . E s waren also nicht, ra t ionale Überlegungen, 
sondern eher historische Zufälle — das Zusammentreffen verschiedener 
K u l t u r e n — die zur Ausbi ldung einer mathemat i schen Zeichensprache führ ten . 
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Vielleicht ist es so, „ d a ß i m R a h m e n einer kont inuier l ichen geschichtl ichen 
E n t w i c k l u n g , die j a auf der d i r ek ten Trad i t i on von Genera t ion zu Genera t ion 
be ruh t , das Bewuß t se in der Wil lkür l ichkei t u n d des fein konvent ionel len 
Charak te r s aller Ausdrucksmi t t e l gar n icht en t s t eh t , d a alle diese Dinge zu 
abso lu ten u n d gegebenen F o r m e n werden, die aus freien S tücken wesent l ich 
a b z u ä n d e r n d a s analy t i sche Vermögen der Menschen weit übers te ig t . E r s t 
Menschen, die selbst einer ganz anderen geschicht l ichen T rad i t i on ent ­
s t a m m e n , s ind ims tande , die f remden Ausdrucksmi t t e l frei zu gebrauchen 
u n d ih re Schranken wie ihre Möglichkeiten zu e rkennen" . (Neugebauer , 
S. 78.) 

I n d e m wir in allen diesen Dingen auf die Vor lesungen von Neugebauer 
verweisen, die dem Z u s a m m e n h a n g zwischen M a t h e m a t i k u n d Sprache nach­
gehen, wollen wir j e t z t u n s e r e F rage nach einer anderen R i c h t u n g präzis ieren. 
W i r forschen nicht danach , wie sich das Bruch rechnen entwickel t h a t u n d 
welche Momente den Ans toß dazu gegeben h a b e n ; u n s interess ier t n u r die 
Frage , m i t w e l c h e m R e c h t die gebrochenen Zahlen in die A r i t h m e t i k 
eingeführt werden. Genau so, wie wir die ganzen Zahlen aus d e m Mater ia l 
der na tür l i chen Zahlen aufgebaut haben , werden wir j e t z t die ra t iona len Zahlen 
mi t Hilfe der ganzen kons t ru ieren . D a die Grundsä t ze dieser Methode berei ts 
im vorigen K a p i t e l e rör te r t worden sind, werden wir uns diesmal wesentlich 
kürzer fassen können . 

Als Vorbere i tung für den weiteren Aufbau wollen wir folgende Frage 
behande ln : Gesetzt , wir be t r ach ten Divis ionen, die aufgehen; k a n n m a n 
mit d e n Ergebnissen solcher Divis ionen operieren, ohne sie wirkl ich ausführen 
zu müssen ? Dieser Gedanke ist ziemlich nahel iegend ; die Divis ionen 4 8 : 3 
u n d 8 0 : 5 liefern z. B . dasselbe Ergebn i s , u n d das m u ß sich doch i rgendwie 
an den in der R e c h n u n g auf t re tenden Zahlen selbst zu e rkennen geben. U n d 
könn te m a n n ich t auch zwei Divis ionen ansehen, welche von ihnen das größere 
Ergebn i s liefern wi rd? Mit e inem W o r t , könn te m a n n ich t eine Art K a l k ü l 
mi t Quo t i en ten aufstel len, in dem m a n ta t säch l ich nu r mi t D iv idend u n d 
Divisor rechnet ? D a ß das möglich ist , werden wii sofort e rkennen . Dabei 
werden wir du rchaus auf dem Boden der ganzen Zahlen bleiben, d. h. jeder 
Satz , den wir aussprechen werden, wi rd inne rha lb der Ar i thmet ik der ganzen 
Zahlen beweisbar sein. U m d a n n die B r ü c h e zu e rha l ten , werden wir u n s von 
der A n n a h m e , d a ß die Division aufgehen soll, befreien u n d die Sä tze , die 
in der A r i t h m e t i k der ganzen Zahlen b e w e i s b a r waren , als R e c h e n r e g e l n 
f ü r b e l i e b i g e Z a h l e n p a a r e aussprechen. Der K a l k ü l m i t Zah l enpaa ren 
wird sich so ganz na tü r l i ch an den K a l k ü l mi t Quo t i en ten anschl ießen. Unse rem 
V o r h a b e n g e m ä ß fragen wi r : 

1. W a n n s ind zwei Quot i en ten gleich? 
2. W a n n is t ein Quot ien t größer resp . kleiner als ein anderer ? 
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3. Wie k a n n m a n Quot ienten addieren, sub t rah ie ren usw. ? 

ad 1. Welche Beziehung m u ß zwischen vier Zahlen a, b , c, d bes tehen, 
wenn die Divisionen a : b und c : d das gleiche Ergebnis liefern sollen ? 

Man wird sagen, in diesem Fal l müssen die Zahlen a, b , c; d eine P ro ­
por t ion bilden u n d die ist bekannt l ich nur dann r ichtig, wenn a d = b c 
ist . Allein, die Lehre von den Propor t ionen, wie sie gewöhnlich dargestel l t 
wird, se tz t schon das System der ra t ionalen Zahlen voraus , das wir doch 
erst aufbauen wollen; wir müssen vorsichtiger zu W e r k e gehen. 

Zuerst beweisen wir, daß das Resu l ta t einer Division ungeänder t bleibt, 
wenn m a n Dividend und Divisor mi t derselben Zahl mul t ip l iz ier t ; wenn also 

a : b = q 
ist, so soll auch 

n a : n b = q 
sein. 

D a zufolge der ersten Gleichung 

a = b . q 
ist, so m u ß auch 

n a = n b . q 

sein und das ist in der Ta t der Sinn der zweiten Gleichung. (Der Leser 
beachte , daß wir mi t dieser Ablei tung nirgends den Bereich der ganzen 
Zahlen überschr i t ten haben!) Auf ganz dieselbe Art e rkennt man , d a ß zwei 
Quot ienten mit gleichen Divisoren nur dann gleich sind, wenn sie auch gleiche 
Div idenden haben . 

Sollen wir n u n entscheiden, ob irgend zwei Divisionen 

a : b und c : d 

das gleiche Ergebnis liefern, so werden wir von dem eben bewiesenen Satz 
Gebrauch machen und ihnen eine solche Form geben, d a ß sie in den Divisoren 
übere ins t immen. D a n n werden sie nur dann dasselbe Resu l t a t haben können, 
wenn auch ihre Dividenden gleich sind. W i r erweitern zu diesem Zweck 
den ersten Quot ien ten mit d, den zweiten mit b u n d lesen aus den so er­
ha l tenen Quot ienten 

a d : b d u n d b c : b d 

ab , d a ß sie d a n n gleich sind, wenn 

a d = b c is t . 

ad 2. Zugleich haben wir d a m i t die Antwor t auf die zweite Frage gefunden : 
Die Division a : b h a t ein größeres, resp. kleineres Ergebnis als die Division c : d, 
je nachdem o b a d größer resp. kleiner ist als b c. 
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Zusammenfas send können wir s agen : es is t 

a : b ^ c : d , j e nachdem a d = b c ist . 

a d 3. W i e k a n n m a n eine Divis ion bi lden, deren Ergebn i s gerade so groß 
is t wie die Ergebnisse zweier anderer Divis ionen z u s a m m e n g e n o m m e n ? 
Die Divis ion 

(a d + b c) : b d 

h a t die ve r l ang te Eigenschaf t . Zunächs t ist 

(a d + b c) : b d = (a d : b d) + (b c : b d) 

auf G r u n d eines Satzes , den m a n in der A r i t h m e t i k der ganzen Zahlen be­
weisen k a n n ; jede der be iden Divis ionen l ä ß t s ich weiter d u r c h einen gemein­
s a m e n F a k t o r kürzen , sodaß wir schließlich e rha l t en : 

(a d + b c) : b d = (a : b) + (c : d) . 

I n ganz analoger Weise l äß t sich offenbar die Differenz der Quot ien ten 
b i lden. 

W ü n s c h t m a n die Quot i en ten zu mult ipl izieren, so b rauch t m a n die 
Mul t ip l ika t ion n u r in den Div idenden u n d Divisoren auszuführen. I s t näml ich 

a : b = q u n d c : d = r, 
so i s t 

a = b q u n d c = d r 

u n d d u r c h Mult ip l ikat ion ergibt sich h ie raus 

a c = b d • q r, das heißt a c : b d = q r. 

Man sieht h ie raus , d a ß die le tz te Divis ion ein E rgebn i s liefert, das gerade 
so groß ist wie das P r o d u k t der Ergebnisse der be iden ursprüngl ichen 
Divis ionen. — Der Leser versuche sich an d e m Beweise, d a ß 

(a : b) : (c : d) = a d : b c is t . 

W a s h a b e n wir n u n mi t diesen Sä tzen gewonnen? Die E ins ich t , d a ß sich 
mi t Quo t i en ten ebenso rechnen l ä ß t wie mi t Zahlen. W i r k o m m e n nun 
zu d e m en tsche idenden Sch r i t t : W i r werden diesen K a l k ü l auf beliebige 
Zah lenpaa re ausdehnen u n d die eben bewiesenen Forme ln als Def ini t ionen 
der Begriffe „gle ich" , „g röße r" , „k le iner" , „ S u m m e " , „Differenz" usw. 
ansehen . 

1. D e f i n i t i o n d e r G l e i c h h e i t . 

W i r b e t r a c h t e n Zah lenpaare , m i t denen wir vorläufig noch ga r keinen 
wei teren Sinn verb inden . W i r def inieren: 

(a , b) = (c , d) , wenn a d — b c = 0. 
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Wir wissen aus dem vorigen Kapi te l , welche Forderungen an eine will­
kürl iche Definit ion des Gleichheitsbegriffes zu stellen s ind : Die so definierte 
Bez iehung m u ß reflexiv, symmetr isch, t r ans i t iv sein. D a ß die beiden ers ten 
Eigenschaf ten erfüllt sind, sieht m a n ohne jede Rechnung . 

E i n e kleine Überlegung erfordert hingegen der Nachweis der Trans i t iv i t ä t ; 
diese besteht in folgendem: 

Ist (a, b) = (a', b') 

und (a', b') = (a", b" ) 
so ist auch s te ts 

(a, b) = a", b " ) . 

Die beiden ersten Gleichungen besagen nach (1) 

a b ' - a ' b = 0 

a ' b " — a" b ' = 0 , 

und die B e h a u p t u n g ist , daß d a n n auch 

a b " — a" b = 0. 

Multipliziert m a n die erste Gleichung mit b " , die zweite mi t b und addier t 
beide, so erhäl t m a n 

a b ' b " — a " b b ' = 0, 

das heißt b ' (a b " — a " b) = 0. 

Folgt nun hieraus, d a ß a b " — a" b = 0 ist ? Nur dann , wenn b ' von 0 
verschieden ist. W ä r e b ' = 0, so könn te sehr wohl das erste Zah lenpaar 
gleich dem zweiten, das zweite gleich dem dr i t t en sein, ohne daß das ers te 
gleich dem dr i t t en ist . Die Trans i t iv i tä t ist also nur dann verbürgt , wenn 
der Fall b ' = 0 nicht e in t re ten kann . Demgemäß verlangen wir, daß Zahlen­
paare mi t dem Hintergl ied 0 ausgeschlossen werden sollen ; (in der gewöhnlichen 
Ausdrucksweise heißt d a s : wir schließen die Division durch 0 aus). 

E ine einfache Folge dieser Definit ion ist es, daß m a n jedes Zahlenpaar 
in unendl ich viele Fo rmen setzen kann . So ist 

(a, b) = (2 a, 2 b) = (3 a, 3 b) = . . . 

(Das besagt , daß m a n einen B r u c h mit einer beliebigen Zahl erweitern darf.) 

2. G r ö ß e r u n d k l e i n e r . 
W i r definieren: 

(a, b) < (c, d) , wenn a d — bc < 0 

(a, b) > (c, d) , wenn a d — bc > 0 

Der Beweis, d a ß die so definierte Beziehung irreflexiv, a symmet r i sch , 
t r ans i t i v ist , berei tet keine Mühe. W i r übergehen ihn. 
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Aus den Defini t ionen (!) und (2) l äß t sich n u n der wichtige Schluß ziehen, 
d a ß die Zahlenpaare ' e in g e o r d n e t e s S y s t e m bi lden, d. h. , d a ß zwei Zahlen­
p a a r e s t e t s in einer der drei Beziehungen „g röße r" , „gle ich" , „k le ine r" zu­
e inander s tehen. D a s ergib t sich unmi t t e lba r , sobald wir bedenken, d a ß der 
A u s d r u c k a d ^ b c eine ganze Zahl is t , daher gewiß en tweder posi t iv , Nul l 
oder nega t iv sein m u ß ; u n d von da übe r t r äg t sich diese Dis junk t ion auf die 
Z a h l e n p a a r e . 

3 . A d d i t i o n . 

Als S u m m e der beiden Zah lenpaa re (a, b) u n d (c, d) e rk lären wir das 
Zah lenpaa r (ad + bc, bd) . Bevor wir diese Dsf ini t ion annehmen , müssen 
wir nachsehen , ob sie den formalen Anforderungen genügt , die wir an den 
Summenbegriff stellen müssen 1 ) . Die S u m m e soll 

a) e x i s t i e r e n ; dar in liegt zweierlei: sie soll die F o r m eines Zah lenpaares 
h a b e n u n d Vorder- u n d Hin te rg l ied sollen ganze Zahlen sein. Nich t jede 
Defini t ion würde diesen Anforderungen genügen ; wollte ich e twa definieren 

(a, b) 4- (c, d) = (a, b , c, d) , 

so w ü r d e die S u m m e n ich t m e h r dem Bereich der Zah lenpaare angehören. 
Ferner s ind Defini t ionen denkbar , bei welchen das Vorder- oder d a s Hin te r ­
glied gebrochene Zahlen werden. Unsere Defini t ion vermeide t beide Kl ippen . 

b) Die S u m m e soll e i n d e u t i g durch die S u m m a n d e n bes t immt se in; 
der Grund , w a r u m wir dieser Forderving einiges Gewicht beizumessen haben , 
i s t der, d a ß ein Zah lenpaar unendl ich vieler verschiedener Dars te l lungen 
fähig ist und wir n icht von vornherein darauf bauen dürfen, d a ß die S u m m e 
von der F o r m der Zah lenpaare u n a b h ä n g i g ist . Mit ande ien W o r t e n : Bi lde t 
m a n die S u m m e 

(a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd) 

u n d ersetzt m a n hier in (a, b) u n d (c, d) d u r c h die ihnen gleichen Zahlen­
paa re (a ' , b') u n d (c', d ' ) , so soll auch 

(a, b) + (c, d) = ( a \ b ') + ( c \ d') 

sein. Man rechnet leicht nach , d a ß diese F o r d e r u n g erfüllt ist. 
c) Die Addi t ion ist ferner k o m m u t a t i v u n d a s s o z i a t i v u n d schließlich 

gil t 
d) das M o n o t o n i e g e s e t z , das besagt , d a ß A > B s te t s A -f- C > B + C 

n a c h sich zieht . 
Aus der Defini t ion der S u m m e folgt insbesondere , d a ß 

(a, b) + (a, b) = (2 a, b ) , 

!) Der mehr philosophisch interessierte Leser kann die weitere Entwicklung bis 
S. 48 überschlagen. 
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ein Ergebnis , das wir auch kürzer schreiben können in der Form 

2 (a, b) = (2 a, b) ; 

so fortschließend erkennt man , d a ß allgemein 

n (a, b) = (na, b) 

is t u n d sieht daraus , wie ein Zahlenpaar mit einer ganzen Zahl vervielfacht wird. 

4. M u l t i p l i k a t i o n . 
W i r definieren : 

' (a, b) . (c, d) = (ac, bd) . 

A n diese Definition sind ganz analoge Forderungen zu stellen wie an die 
E r k l ä r u n g der S u m m e ; wir übergehen den Nachweis, d a ß die Forderungen 
(a) bis (d) erfüllt s ind u n d bemerken nur, d a ß sich die Forderung (d), das 
Monotoniegesetz der Multipl ikation nicht mehr aufrechterhal ten läßt . 

Addi t ion und Multipl ikation genügen ferner dem dis t r ibut iven Gesetz 

A (B + C) = AB + AC. 

5. Wie s teh t es nun mit der Subt rak t ion und der Division? Müssen 
diese von neuem definiert werden ? Das ist nicht nöt ig ; sie sind berei ts 
vol lkommen bes t immt , wenn m a n sie als die inversen Operat ionen der 
Addi t ion und Multipl ikation auffaßt. Setzt m a n nämlich 

( a , ' b ) - ( c , d) = (x, y), 

so soll im Sinn dieser E rk l ä rung 

(a, b) = (c, d) + (x, y) 

se in; nach Definition (3) bedeutet das aber 

(a, b) = (cy -f dx, dy) 

u n d diese Gleichung kann nach (1) nur bestehen, wenn 

ady — b (cy + dx) = 0 
is t , d. h. wenn 

(ad — bc) y — bdx = 0 

ist. E ine Lösung dieser Gleichung wird jedenfalls durch 

x = ad — bc 
y = bd 

dargestel l t , und jede andere ergibt sich, wenn wir diese Lösung mit irgend­
einer ganzen Zahl mult ipl iz ieren; da aber das Zahlenpaar (nx, ny) auf Grund 
der B e m e r k u n g von S. 45 dasselbe bedeute t , wie das Zahlenpaar (x, y), so 
können wir das Resu l t a t einer Sub t r ak t ion immer darstel len in der F o r m 

(a, b ) .— (c, d) = (ad — bc, bd) . 
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I n ganz ähnl icher Weise kann m a n bei der Division verfahren. Setzt m a n 

(a, b) : (c, d) = (X, y ) , 
so bedeu t e t das , d a ß 

(a, b) = (c, d) . (x, y) 

is t , u n d d a r a u s ergibt sich, d a ß 

(a, b) = (cx, dy) 

oder ady — bcx = 0. 

Die Lösung dieser Gleichung lau te t (wenn wir wieder von den ganzzahl igen 
Vielfachen absehen) 

x = ad, y = be. 

W i r e rha l ten somit 
(a, b) : (c, d) = (ad, bc). 

N e n n t m a n (d, c) den reziproken W e r t von (c, d) , so l äß t sich das E r g e b n i s 
aussprechen in der F o r m : ein Zahlenpaar wi rd durch ein anderes d iv id ier t , 
i ndem m a n es mi t dem reziproken W e i t desselben mult ipl izier t . — 

Die von uns kons t ru ie r ten Gedankendinge s ind also geordnet u n d m a n 
k a n n mi t ihnen in" ganz ähnlicher Weise rechnen wie mi t den na tü r l i chen 
Zahlen. Diese beiden Ta tsachen veranlassen uns , die neuen Gebilde ebenfalls 
als Zahlen, u n d zwar als „ r a t i o n a l e Z a h l e n " zu bezeichnen. I m Sys tem 
der ra t iona len Zahlen haben wir uns ein I n s t r u m e n t geschaffen, mi t welchem 
sich die vier Grundspezies der Ar i thmet ik unbeschränk t ausführen lassen, 
mi t A u s n a h m e der Division durch die Null . 

Auch die Widerspruchsfreihei t des neuen Sys tems wird m a n auf d iesem 
S t a n d p u n k t dar in begründet sehen, d a ß die Defini t ion für die Begriffe „ g r ö ß e r " , 
„gle ich" , „k le iner" sowie die Rechenregeln genau den Sätzen im Quo t i en ten ­
ka lkül nachgebi ldet s ind, so d a ß jeder Wide r sp ruch im Sys tem der . ra t ionalen 
Zahlen zugleich im Sys tem der ganzen Zahlen offenbar werden m ü ß t e . 

U n t e r den ganzen Zahlen spielen die Ind iv iduen 0 u n d 1 eine besondere 
Ro l l e : für jede Zahl a gilt 

a + 0 = a a • 1 = a. 

Die Zahl 0 änder t also nichts , wenn m a n sie als S u m m a n d e n zu einer anderen 
Zahl h inzufüg t ; und die Zahl 1 änder t n ich ts , wenn sie als F a k t o r zugesetz t 
wird. Man s ag t : 0 ist der Modul der Addi t ion , 1 der Modul der Mul t ip l ika t ion . 

U n t e r den Zah lenpaaren spielen n u n die P a a r e (0, 1) u n d (1 ,1 ) eine 
ganz analoge Rol le ; d. h. es ist 

(a, b) + (0, 1) = (a, b) 

(a, b) . (1,1) = (a. b) 
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W i r werden diese Zahlenpaare deshalb die „ra t ionale Zahl 0 " u n d die „ ra t iona le 
Zahl 1 " nennen. W a s wir für die Zahlen 0 u n d 1 da rge tan ha t t en , gilt abe r 
ganz al lgemein: jeder (positiven u n d negativen) ganzen Zahl a en t spr ich t 
eine ra t ionale Zahl (a, 1). So ist z. B . 

(a, 1) + (b, 1) = (a + b , 1) 

(a, 1) . (b, l ) = ( a . b , 1). 

D a s Sys tem der ganzen Zahlen läß t sich mi th in auf einen Teil der ra t iona len 
Zahlen so abbi lden, d a ß dabei sowohl die Ordnung der Zahlen wie die Ver­
knüpfungen durch die vier Rechenoperat ionen erha l ten bleiben. Deut l icher 
gesag t : die ra t ionalen Zahlen en tha l ten ein Teilsystem, d a s dem der ganzen 
Zahlen ein-eindeutig, ähnlich u n d isomorph entspr icht . Man meinte daher , 
d a ß die ra t ionalen Zahlen eine Erwei te rung der ganzen Zahlen seien, d a ß 
sie außer diesen auch die Brüche umfassen. Das war ein I r r t u m . Tatsächl ich 
bildet jedes der drei Sys teme: die natür l ichen Zahlen, die ganzen Zahlen, 
die ra t ionalen Zahlen eine abgeschlossene Wel t für sich, und es ist ganz 
unmöglich, von einem dieser Bereiche durch Hinzufügen neuer E l emen te zu 
e inem anderen zu gelangen. 

W i r müssen also genau unterscheiden zwischen der na tür l ichen Zahl 5, 

der ganzen Zahl -f- 5 u n d der ra t ionalen Zahl j ; diese drei Zahlen s ind nicht 

identisch, insofern sie Gegenstand verschiedener Kalküle sind. Sie entsprechen 

e inander nur , d. h. sie spielen in ihren Kalkülen eine analoge Rolle. 

Diese Überlegung regt uns zu folgender Frage a n : Ha l n eigentlich die 
Rechenopera t ionen in jedem dieser Kalkü le dieselbe Bedeu tung? Is t e twa 
die Sub t rak t ion im Bereich der ganzen Zahlen dieselbe Operat ion wie im 
Bereich der natür l ichen Zahlen ? Aber was heißt hier „dieselbe" ? Doch wohl, 
d a ß für die Opera t ion dieselben Festsetzungen gel ten; so vers tanden, ist die 
Frage zu verneinen. Denn während der Ausdruck a — b im Bereich der 
na tür l i chen Zahlen nu r unter der Bedingung s ta t tha f t ist , d a ß a > b , fällt 
im Bereich der ganzen Zahlen diese Beschränkung fort, u n d d a s ist ein wichtiger 
Unterschied . Man sieht hieraus, daß m a n s t reng genommen nicht von e i n e r 
Sub t r ak t ion sprechen dar t , sondern von so viel verschiedenen Operat ionen 
dieses Namens , als es Zahlbereiche gibt . Man darf sich über diesen U m s t a n d 
nicht dadurch täuschen lassen, daß m a n auf den verschiedenen Ebenen die­
selben Zeichen -f, — , : usw. verwendet . W e n n m a n die Bes t immungen dieser 
Begriffe nebeneinander stellt, wird klar, wie weit die Analogie zwischen 
ihnen reicht u n d wo sie aufhört . 

Man könn te diese Be t r ach tungen noch fortsetzen. W e n n eine Operat ion 
auf e inem neuen Gebiet nicht alle Forderungen erfüllt, die wir in dem al ten 
an sie zu stellen pflegen, dann fragt es sich, ob wir sie noch dieselbe Opera t ion 
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nennen sollen. E i n Beispiel dafür ist die S u m m e von zwei Kuge ld rehungen . 
J e d e r m a n n vers teh t , d a ß d a m i t d a s Ergebn is der Hin te re inanderaus führung 
zweier D r e h u n g e n gemein t ist , u n d insofern erscheint dieser Sprachgebrauch 
na tü r l i ch . Er fü l l t aber dieser Begriff der S u m m e unsere fünf formalen 
F o r d e r u n g e n ? 

a) Die S u m m e ex is t ie r t ; d. h. zwei Drehungen h in te re inander ausgeführt , 
e rgeben al lemal wieder eine D r e h u n g ; 

b) die S u m m e ist durch die beiden Drehungen e indeut ig b e s t i m m t ; 
c) befolgt die S u m m e das k o m m u t a t i v e Gesetz? D . h. ist das E rgebn i s 

zweier D r e h u n g e n unabhäng ig von der Reihenfolge, in der diese D r e h u n g e n 
vo rgenommen werden ? W i r wollen sehen ! W i r d rehen den Globus e inmal u m 

d) Dagegen läß t sich beweisen, d a ß die Zusammense t zung assoziativ ist . 
e) Die fünfte Fo rde rung , die Gel tung des Monotoniegesetzes fällt weg, 

weil m a n nicht definiert ha t , w a n n m a n eine K u g e l d r e h u n g größer resp. 
kleiner n e n n t als eine andere . 

V o n den fünf oben aufgezähl ten Fo rde rungen s ind in unserem Beispiel 
n u r drei erfüllt , u n d es ist n u n in unser Bel ieben gestel l t , ob wir hier noch 
von einer S u m m e sprechen wollen. 

Auch die Resul t ie rende zweier K r ä f t e pflegt m a n ihre S u m m e zu nennen . 
Hie r gel ten die Fo rde rungen a) bis d) , e) aber n icht , weil die K r ä f t e n ich t 
l inear geordne t sind. 

M a n könn te als weitere Beispiele anführen die Addi t ion zweier Wel len 
oder die S u m m e zweier F a r b e n (die „ S u m m e " zweier F a r b e n wäre e t w a die 
aus der Mischung der be iden F a r b e n en t s t andene Fa rbe ) . Man sieht, d a ß m a n 
die Analogie mi t dem Summenbegriff auf den verschiedensten Gebie ten 
Verfolgen k a n n ; n u r wird m a n d a n n zu sagen haben , d a ß sich d a s W o r t 
„ S u m m e " jedesmal m i t e inem neuen I n h a l t erfüll t . 

Diese B e m e r k u n g e n werfen ein Lich t auf m a n c h e bei Phi losophen bel iebten 
Aussprüche wie „ d a s , G a n z e ' i s t m e h r als die S u m m e seiner Te i l e " ; „DieMelodie 
is t m e h r als die S u m m e ihrer T ö n e " usw. H i e r m i t ist n i ch t s gesagt , weil es 

PI 

S 
Figur 10. 

N 
die E r d a c h s e N S u m 90°, so d a ß P in Q über­
geht ; ein anderesmal u m die horizontale Achse 
P P ' , so d a ß N nach Q fällt . W a s ergibt sich, 
wenn m a n die beiden Drehungen h in te re inander 
aus führ t? D r e h t m a n zuerst u m die ver t ika le , 
d a n n u m die horizontale Achse, so gelangt N 
nach Q ; n i m m t m a n die Drehungen in u m g e ­
kehr te r Reihenfolge vor, d a n n geht N in P ' . übe r . 
Beide Lagen der Kugel s ind völlig verschieden, 
die Z u s a m m e n s e t z u n g zweier Drehungen ist 
also nicht mehr k o m m u t a t i v . 

50 



zunächs t unk la r ist , was m a n denn un te r der Summe von Tönen vers tehen will ; 
dieser Ausdruck ist noch niemals definiert worden. Man k a n n diesen W o r t e n 
na tü r l i ch einen Sinn geben u n d dann kann prit jener Äuße rung vielleicht 
e twas Richt iges gemeint sein; nu r m u ß man , dami t über die Richt igkei t 
oder Unricht igkei t der betreffenden Äußerung überhaup t d iskut ie i t werden 
kann , vorerst angeben, w a s m a n un te r einer „ S u m m e von T ö n e n " ver­
s t e h t 1 ) . 

G a n z ähnliche Be t rach tungen lassen sich auch für den Begriff der 
Gleichheit anstellen. Wi r haben gesagt , d a ß wir eine Re la t ion nur d a n n als 
Gleichheit anerkennen können, wenn sie reflexiv, symmet r i sch und t r ans i t iv 
ist . Aber ist das Fes tha l ten an diesen Forderungen wirklich so uner läßl ich? 
Bei einiger Bes innung wird m a n zu einer anderen Ansicht kommen. E s ist 
z. B . n icht unbedingt notwendig, d a ß der Begriff der Gleichheit t r ans i t iv ist . 
Be im Vergleich anschaulich gegebener Strecken im Gesichtsfeld k o m m t es 
n ich t selten vor, d a ß m a n die Strecken a und b gleich lang sieht, ebenso b 
u n d c, während einem a und c verschieden lang erscheinen. Analoges k o m m t 
beim Vergleich von Farben , Tonhöhen usw. vor. W i r werden dieser Sachlage 
a m besten gerecht , wenn wir sagen: Der Begriff der Gleichheit , angewendet 
auf solche Erscheinungen, ist zwar symmetr isch , aber nicht unbedingt 
t r ans i t iv . 

Diese Be t rach tungen lockern das Vorurteil auf, der Begriff der Gleichheit 
m ü s s e gewisse Eigenschaften haben. S t a t t dessen werden wir sagen: W i r 
können Begriffe bilden, die dem Begriff der Gleichheit zwischen na tür l ichen 
Zahlen mehr oder weniger v e r w a n d t sind, und es wäre nur unzweckmäßig, 
einen Begriff von ganz anderen Eigenschaf ten mit demselben N a m e n zu 
belegen. Demnach werden wir das auf S. 24 Gesagte verbessern, indem wir 
das dor t geschilderte Vorgehen nicht mehr „berech t ig t " , sondern nur „zweck­
m ä ß i g " nennen. Genauer gesagt werden sich die Forderungen, die wir an 
den Begriff der Gleichheit von Zahlenpaaren stellen, in zwei Teile zerlegen: 

a) Z w e c k m ä ß i g k e i t der Gleichheitsdefinition für Zahlenpaare , indem 
m a n eine Art Pe rmanenz der Eigenschaften der Gleichheitsrelation fordert . 

b) „ B e r e c h t i g u n g " in dem Sinn, daß für diejenigen Paare , welche 
h in te rher den Einzslzahlen entsprechen sollen, dieselbe Relat ion bestehen 
soll, wie für Einzelzahlen. 

Z u m Abschluß wollen wir noch einigen Bemerkungen R a u m geben. 
1. F r a g t j emand , was eine ra t ionale Zahl sei, so k a n n man ihm nicht 

besser an twor ten , als indem m a n ihm den Ka lkü l mi t diesen Zahlen be­
schreibt , ihm also die Regeln nenn t , nach denen mit solchen Zahlen gerechnet 
wird. Man stellt sich manchma l vor, d a ß die ra t ionalen Zahlen schon irgendwie 

!) Vgl. dazu Schlick, Über den Begriff der Ganzheit, Erkenntnis, Bd. 5. 
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„ d a s i n d " , u n a b h ä n g i g v o m K a l k ü l u n d d a ß die Rechengesetze aus der 
N a t u r oder aus dem W e s e n dieser Zahlen f o l g e n . Aber so ist es n icht , u n d 
unsere Über legungen zeigen, d a ß der B e g r i f f der ra t iona len Zahl du rch den 
K a l k ü l der ra t iona len Zahlen bes t immt ist . 

Die E r f ah rung , d a ß wir Strecken, Gewichte usw. zu teilen vermögen , 
beg ründe t das R e c h n e n mi t ra t iona len Zahlen n icht , d. h. sie k a n n die Gesetze 
des R e c h n e n s n ich t als W a h r h e i t e n erweisen; wohl aber konn ten solche 
E r f a h r u n g e n den Ma thema t ike r dazu a n r e g e n , einen K a l k ü l zu schaffen, 
der sich auf dieses S u b s t r a t anwenden läß t . W i r werden auf diesen P u n k t 
noch öfter zu rückkommen . 

2. W i e k o m m e n wir aber gerade auf Zah lenpaa re u n d nicht z. B . auf 
Zah len t r ipe l? Die An twor t i s t : Wei l unser Ka lkü l dem Rechnen mi t Quo­
t i e n t e n nachgebi lde t ist u n d ein Quot ien t durch Angabe von zwei Zahlen 
völlig b e s t i m m t ist . (Und dasselbe trifft für die ganzen Zahlen zu, deren 
K a l k ü l dem R e c h n e n mi t Differenzen nachgebi ldet ist.) D a ß die inversen 
Opera t ionen immer an z w e i Zahlen ansetzen, das ist der tiefere G r u n d dafür , 
d a ß wir gerade Zah lenpaa re benöt igen. 

E i n Zah lenpaa r ist an sich n ichts , ein leerer R a h m e n , den m a n mi t d e m 
verschiedens ten I n h a l t erfüllen k a n n : Dasselbe Zah lenpaa r wird, je nach den 
Regeln , die m a n festsetzt , eine ganze Zahl oder eine ra t iona le Zahl oder eine 
komplexe Zahl dars te l len können ; wollte m a n von der B e d e u t u n g eines 
Zah lenpaa res reden, so würde m a n a m besten tun , zu sagen : Die B e d e u t u n g 
ist die Ar t der Verwendung . 

3 . Be i dem Aufbau, den wir bisher geschildert haben , wurden zuerst 
die ganzen u n d d a n n erst die ra t iona len Zahlen kons t ru ie r t . Liegt eine innere 
Notwendigke i t für diese Reihenfolge vor? H ä t t e m a n nicht zuerst die vor­
zeichenlosen ra t iona len Zahlen u n d dann erst den Unte rsch ied von posi t iv 
u n d nega t iv e inführen können? Gewiß. Dabe i würden wir aber n ich t e twa 
auf ein anderes ra t ionales Zahlensys tem kommen , sondern d a s so kons t ru ie r t e 
Sys tem würde sich mi t dem vorher be t r ach te t en als i somorph erweisen, indem 
jeder Bez iehung des einen Sys tems eine gleichgebaute des anderen en t spr ich t 
u n d u m g e k e h r t . . 



6. Die Grundlagen des Redinens mit natürlichen Zahlen. 

Die Basis unserer ganzen Entwick lung ist das System der natür l ichen 
Zahlen. W i r haben dasselbe bisher als bekann t oder gegeben hingenommen, 
müssen aber je tzt zu einer tieferen Ansicht vordr ingen, indem wir dem 
U r s p r u n g der Rechengesetze selbst nachgehen. D a m i t bet re ten wir ein 
Gebie t , über das die Meinungen heu te noch n ich t geklär t sind. W i r werden 
hier zunächs t über den gegenwärtigen S tand dieser Forschungen berichten 
u n d d a n n einigen Gedanken R a u m geben, die vielleicht auf den einen oder 
anderen P u n k t ein helleres Licht werfen. D a s Rechnen mit na tür l ichen 
Zahlen läß t sich auf einige wenige Gesetze gründen, die wir zunächst über­
sicht l ich zusammenste l len wollen: 

I . G e s e t z e f ü r d i e A d d i t i o n . 

1. a 4- b ist s te ts wieder eine Zahl, d. h. die Addi t ion ist unbeschränkt 
aus führbar . 

2. a 4" b ist e indeut ig bes t immt ; d. h. es gibt nu r eine Zahl, die S u m m e 
v o n a u n d b ist . 

3. a 4- b = b 4- a (kommuta t ives Gesetz). 

4 . a 4 (b 4 c) = (a 4 b) 4 c (assoziatives Gesetz). 

5. Aus a > b folgt a + c > b - ) - c (Gesetz der Monotonie). 

I I . G e s e t z e f ü r d i e M u l t i p l i k a t i o n . 

6. a . b ist s te ts wieder eine Zahl . 

7. a . b ist eindeutig bes t immt . 

8. a . b = b . a (kommuta t ives Gesetz). 

9. a . (b . c) = (a . b) . c (assoziatives Gesetz). 

10. Aus a > b folgt a . c > b . c (Gesetz der Monotonie) . 

I I I . G e s e t z e f ü r d i e V e r b i n d u n g v o n A d d i t i o n u n d M u l t i p l i k a t i o n . 

11 . a . (b 4- c) = ab 4- ac (1. dis tr ibut ives Gesetz). 

12. (a 4- b) • c = ac 4- bc (2. dis t r ibut ives Gesetz). 

(Wie die Rechengesetze für die inversen Opera t ionen lauten , werden wir 
s p ä t e r besprechen.) 
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Sehen wir zunächs t nach , wie diese Gesetze beim e lementaren R e c h n e n 
zu r G e l t u n g k o m m e n ! W e n n m a n e t w a die Mul t ip l ika t ion von 7 u n d 24 
aus füh ren soll, so zerlegt m a n 24 in 20 u n d 4 u n d rechnet 

7 . 2 4 = 7 . (20 + 4) = 7 . 20 + 7 . 4 ; 

dabei is t das d i s t r ibu t ive Gesetz b e n u t z t ; das assoziat ive Gesetz der Multi­
p l ika t ion wird angewendet , wenn m a n wei ter rechnet 

7 . 20 = 7 . (2 .10) = (7 .2 ) . 10 = 14 . 1 0 = 140; 

n u n ble ib t noch 28 zu add ie ren ; zerlegt m a n 28 in 20 4- 8, so ergibt sich mi t 
Hilfe des assoziat iven Gesetzes der Addi t ion 

140 + 28 = 140 + (20 + 8) = (140 + 20) + 8 = 168. 

W i r e rkennen so in den einzelnen Schr i t t en des Ziffernrechnens genau unsere 
al lgemeinen Gesetze wieder . W o k o m m e n die Monotoniegesetze zur Gel tung ? 
Bei d e m gewöhnl ichen R e c h n e n n ich t , wohl aber bei der abgekürz ten Mul­
t ip l ika t ion , wo es sich d a r u m hande l t , das R e s u l t a t zwischen zwei bes t immten 
Grenzen einzuschl ießen. Zusammenfassend k a n n m a n sagen, d a ß das p r ak ­
t ische R e c h n e n mi t Zahlen in der fo r twährenden Anwendung jener zwölf 
Grundgese tze bes teh t , wobei die R e s u l t a t e für die E ine r einem gedächtn is ­
m ä ß i g e ingelernten Vor ra t von Bez iehungen (dem E insunde ins u n d E i n m a l ­
eins) e n t n o m m e n werden. 

N a t ü r l i c h h a t m a n lange gerechnet , ohne diese Gesetze explizit zu 
k e n n e n ; sie m u ß t e n erst aus den Rechenprozessen hörausgeschäl t u n d als 
ihre logische Grund lage e rkann t werden. D a s geschah im ers ten Dr i t t e l des 
vor igen J a h r h u n d e r t s , haup t säch l i ch du rch englische u n d französische 
M a t h e m a t i k e r (wie Servois u n d Hami l ton) ; in D e u t s c h l a n d dr ingen diese Ideen 
erst 1867 du rch H a n k e l ein u n d d a n n spä t e r du rch Stolz. 

D ie F rage , m i t der wir uns sogleich m i t t e n in die heut ige Diskussion 
begeben, ist n u n d ie : Wie recht fer t ig t m a n diese zwölf Gesetze? K a n n m a n 
sie beweisen oder müssen sie als unbeweisbare Grundwahrhe i t en h ingenommen 
w e i d e n ? Hie r gehen die Meinungen ause inander . W i r können d a zwischen 
vier Auffassungen un te r sche iden : 

I . Die Grundgese tze s ind W a h r h e i t e n , die j edem denkenden Geist 
e in leuchten m ü s s e n : Von dem anschaul ichen Sinn der Addi t ion als einer 
Z u s a m m e n f ü g u n g zweier Mengen liest m a n einfach a b , d a ß es n u r e i n e 
Zah l geben k a n n , welche die S u m m e ist u n d d a ß dieses Ergebn i s u n a b h ä n g i g 
is t v o n der Reihenfolge, in der m a n die beiden Mengen zusammenfüg t . Als 
Quell a l ler m a t h e m a t i s c h e n E r k e n n t n i s gilt hier die Anschauung , wobei m a n 
weniger an die s innliche A n s c h a u u n g der empir ischen Dinge als an die 
innere A n s c h a u u n g der Zahlenre ihe d e n k t . Als Ver t re te r dieser Auffassung 



ist u n t e r den Phi losophen K a n t , un ter den Mathemat ike rn Hami l ton zu 
nennen . , 

I I . M a n kann versuchen, die Zahl der Grundgesetze zu reduzieren, 
i n d e m m a n sie aus wenigen, tiefer liegenden Sätzen herlei tet . Diese Auf­
fassung stellt eine Modifikation des ersten S t andpunk te s ' d a r : N u r die Ur-
gesetze, welche die Unte r suchung bloßlegt, sollen der Anschauung en tnommen 
werden, während alles weitere Sache der Logik ist. Angebahn t wurde diese 
R i c h t u n g von H , Grassmann. E r ha t in seinem „Lehrbuch der A r i t h m e t i k " 
1861 gezeigt, wie sich das kommuta t i ve Gesetz aus dem assoziativen mi t 
Hilfe des Pr inzips der vollständigen Indukt ion ableiten l äß t . Den Abschluß 
dieser En twick lung bezeichnet Peano . Nach ihm läß t sich das gesamte 
Gebäude der Ar i thmet ik auf fünf Grundsätzen errichten. W i r d die W a h r h e i t 
dieser Sätze zugestanden, so ergibt sich alles Weitere durch rein logisches 
Schließen, ohne d a ß es notwendig wäre, an die inhalt l iche B e d e u t u n g der 
Rechenopera t ionen zu denken. Diese Untersuchungen sind außerordent l ich 
m ü h s a m . Die Hauptschwier igkei t besteht darin, die zahllosen Ideen­
assoziat ionen fernzuhal ten, die der Gebrauch der geläufigen Sprache mit 
sich bringt u n d die unbemerk t in die Überlegung hineinzufließen drohen, 
wodurch den Schlüssen, die j a bloß aus den explizit angegebenen Prämissen 
gezogen werden sollen, ihre Strenge geraub t würde . Peano ha t zur Erleich­
te rung der Kontrol le eine Begriffsschrift e rdacht , welche das logische Schließen 
formalisiert , so d a ß m a n sicher ist , keine unbemerk ten Voraussetzungen in die 
Sch lußke t ten aufzunehmen. So sind die Anfänge der modernen Logik aus 
den Forderungen der mathemat i schen Beweistechnik hervorgewachsen. Die 
e rwähn ten Grundsä tze lau ten n u n : 

1. Nul l ist eine Zahl . 
2. Der Nachfolger irgend einer Zahl ist eine Zahl . 
3. E s gibt n ich t zwei Zahlen mi t demselben Nachfolger. 
4. Null ist n icht der Nachfolger irgend einer Zahl. 
5. J e d e Eigenschaft der Null , die auch der Nachfolger jeder Zahl mit 

dieser Eigenschaft besi tz t , kommt allen Zahlen zu. 
W i r werden spä te r auf den genauen Sinn d ie s« Sätze zurückkommen 

u n d bemerken hier n u r folgendes : Die F rage nach dem letzten Ankerg rund 
der ma thema t i schen E r k e n n t n i s war durch diese Forschungen nicht gelöst, 
sondern n u r weiter zurückgeschoben. E s se tz ten daher Bemühungen ein, die 
Grundsä tze Peanos aus noch tiefer liegenden Wahrhe i t en herzuleiten. E ine 
B e g r ü n d u n g derselben mi t Hilfe der Ar i thmet ik k o m m t nicht in F r a g e ; 
wir haben j a in den Peanoschen Axiomen schon die le tz ten Ausgangspunkte 
der a r i thmet i schen Deduk t ion erreicht . W o h l aber scheint sich eine solche 
Möglichkeit aufzutun, sobald m a n über die Grenzen der Ar i thmet ik h inaus -
bl ickt . Dies führt u n s auf den d r i t t en S t a n d p u n k t : 

55 



I I I . auf welchem m a n versucht , die Ar i thme t ik auf die Logik zu g ründen , 
wobei m a n von sehr al lgemeinen Begriffsbi ldungen der Mengenlehre resp. 
des Klassenka lkü l s Gebrauch m a c h t . D e r B e g r ü n d e r dieser Denkweise war 
F r e g e ; bezeichnet P e a n o den E n d p u n k t der Ar i thmet i s ie rung , so beginnt 
m i t F rege die Logîs ierung der M a t h e m a t i k . Die B e h a u p t u n g , d a ß die Mathe­
m a t i k n u r ein Zweig der Logik sei, schl ießt zwei verschiedene Thesen in sich, 
die n ich t immer deut l ich ause inandergeha l ten werden : 

a) Die Grundbegriffe der Ar i t hme t ik lassen sich d u r c h Defini t ion zurück­
führen auf re in logische Begriffe. 

b) Die Grundsä tze der A r i t h m e t i k lassen sich du rch Beweis herlei ten 
aus rein logischen Sä tzen . 

W e n n Freges B e h a u p t u n g zu R e c h t bes teh t , so würde das bedeuten , 
d a ß die gesamte reine M a t h e m a t i k — soweit sie sich auf d e m F u n d a m e n t der 
na tü r l i chen Zahlen e rheb t — denselben Charak te r h a t wie die Logik. U n d 
hier ist viel leicht eine A n m e r k u n g über die N a t u r der logischen Sätze a m 
P la t z . Die von den Phi losophen oft e rör te r te F rage , worauf denn die Ge l tung 
der Logik beruhe , o b auf der inneren W a h r h e i t ihrer Sätze , die sich j edem 
denkenden Geist aufzwingen oder auf der empir ischen Beschaffenheit unseres 
Bewuß t se in s usw. , ist heu te dah in entschieden, d a ß die Sätze der Logik 
Tau to log ien s ind. 

W a s eine Tautologie is t , können wir uns ungefähr an folgendem Beispiel 
k la r m a c h e n : Stellen wir uns vor, d a ß j e m a n d n ich t recht weiß, welchen 
W o c h e n t a g wir gerade schreiben. E r sagt vielleicht auf unsere F r a g e : H e u t e 
ist Mon tag oder Diens tag . D a s wäre keine sehr be s t immte An twor t . Noch 
u n b e s t i m m t e r wi rd sie, wenn er zwischen drei Tagen schwank t . Die A n t w o r t e n 
lassen s ich n u n nach der U n b e s t i m m t h e i t in eine Ska la o rdnen — heu te 
ist Montag , heu te ist Mon tag oder Diens tag , h e u t e is t Montag oder D iens t ag 
oder Mi t twoch usw. — von welchen jede folgende weniger Aussagegehal t ha t 
als die vorhergehende . Sagt einer n u n : „ H e u t e ist Montag oder Diens tag . . . . 
oder S o n n t a g " , so ist das die u n b e s t i m m t e s t e Aussage dieser A r t ; sie läßt 
der Wirk l i chke i t den g röß ten denkba ren Spie l raum. Aber dieser Sa tz ha t 
eine sehr merkwürd ige Eigenschaf t , die i h n von allen vorangegangenen g rund­
legend unte rsche ide t : er k a n n n ich t falsch sein. Welchen W o c h e n t a g immer 
wir haben , es wi rd en tweder Montag oder D iens t ag usw. sein. E i n solcher 
Sa tz is t auf G r u n d seiner b loßen F o r m wahr u n d sag t n ich ts über die W i r k ­
l ichkeit aus . E i n Gebi lde dieser Ar t n e n n t m a n eine Tauto logie . E i n anderes 
Beispiel wäre der S a t z : „ I c h gehe h e u t e en tweder aus oder ich gehe n i ch t a u s " ; 
denn was i m m e r ich t u e , die W a h r h e i t des Gesagten ist unums töß l i ch . (Man 
m e r k t le icht , d a ß dieses Beispiel die F o r m des Satzes v o m ausgeschlossenen 
D r i t t e n h a t , de r auch eine Tauto logie i s t ; u n d dasselbe gil t von allen übr igen 



S ä t z e n der Logik.) Tautologien s ind also Sätze, die auf G r u n d ihrer bloßen 
F o r m wahr sind, deren Wahrhe i t aber u m den Preis völliger Inhal ts losigkei t 
erkauft is t . 

W e n n Freges Meinung zutrifft, dann würde das bedeuten , d a ß die 
M a t h e m a t i k ein ungeheures System von Tautologien darstel l t , also vol lkommen 
nichtssagend ist . D a ß d i e s die Konsequenz seiner Theorie ist , war Frege 
seltsamerweise entgangen, denn i hm fehlte noch ganz die Eins icht in das 
Wesen des Logischen. Seiner Meinung nach sollte die Logik eine be­
schreibende Wissenschaft sein, e twa wie die Mechanik, u n d auf die Frage , 
was sie denn beschreibe, meinte er : Beziehungen zwischen idealen Gegen­
s t änden wie „ u n d " , „oder" , „ w e n n " usw. Nach dieser Vorstellung gibt 
e s ein Reich logischer Gebilde, unerschaffen vom Menschengeist, im Zeit­
losen th ronend wie die Ideen Pia tons , zwischen denen mannigfache 
Beziehungen bestehen, welche die Logik erforscht. Als Frege sein System 
der Logik aufbaute , d a g laubte er jedenfalls zu neuen u n d immer tieferen 
Wa hr he i t en vorzudringen. Die En tdeckung , d a ß die Sätze der Logik n ich ts 
weiter s ind als Tautologien, ha t diese Meinung ber icht igt . Jedenfalls h a t sie 
der Logisierung der Mathemat ik eine Deu tung gegeben, mi t der ihr Urhebe r 
schwerl ich e invers tanden gewesen wäre. 

Diese Gedankengänge gehören indes schon einer spä te ren Zeit a n 1 ) . 
D a s Unheil brach von einer anderen Seite herein. Als Frege nach zehn­
jähr iger Arbeit den zweiten B a n d seiner „Grundgese tze" beendet ha t t e , 
erhiejt er einen Brief, der die Mittei lung enthiel t , daß eine der von ihm ver­
wendeten Schlußweisen auf eine Antinomie führt . Der Schreiber dieses Briefes 
war B e r t r a n d Russell . Frege m u ß t e gerade in dem Augenblick, als er sein 
W e r k vollendet g laubte , erkennen, d a ß er auf Sand gebaut ha t t e oder zu­
mindes t , daß die F u n d a m e n t e erneuert werden müssen. I n einem Epi log teil t 
er dem Leser diese Ta tsache mit u n d ha t dann ta tsächl ich die weitere Arbeit 
eingestell t . 

Mit der E n t d e c k u n g der Ant inomien t r i t t die En twick lung der Logik in 
e ine neue Phase . Die Bemühungen der folgenden Zeit gal ten der Aufklärung 
dieses merkwürdigen Phänomens . Man e rkannte , daß die Ant inomien durch 
eine zu weite und unvorsichtige H a n d h a b u n g des Begriffes der Menge ent­
s tehen. W i r wollen uns die Sachlage an einem Beispiel vor Augen führen. E i n e 
Menge en thä l t entweder sich selbst als E lement oder sie en thä l t sich nicht 
selbst . Die Menge aller Menschen ist kein Mensch, die Menge aller P u n k t e 
is t kein P u n k t , aber die Menge aller abs t rak ten Begriffe ist selbst ein abs t r ak t e r 
Begriff. W i r wollen eine Menge normal nennen, wenn sie sich nicht selbst 
als E l emen t en thä l t . (Hierher gehören die beiden ersten Beispiele.) Denken 

>) Der Begriff der'Tautologie wurde von Wittgenstein eingeführt im Jahre 1921. 

5 Wauanann: Einführung. 
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wir u n s n u n alle normalen Mengen zu einer neuen Menge N zusammengefaß t 
u n d f ragen wir, o b N no rma l is t , d. h. o b N sich selbst als E l e m e n t e n t h ä l t 
oder n ich t ! Nehmen wir zunächs t an, N en tha l t e sich als E l emen t ; d a n n k o m m t 
die Menge N un te r ihren eigenen E l e m e n t e n vor. Folglich en thä l t N eine n ich t ­
no rma le Menge, eben N — während sie doch nach Defini t ion n u r n o r m a l e 
Mengen e n t h a l t e n soll. Dieser W i d e r s p r u c h zeigt, d a ß unsere A n n a h m e 
falsch war . Folglich, so wi rd m a n sagen, k a n n nu r d a s Gegentei l r i ch t ig sein. 
Aber d a s Über raschende ist , d a ß auch diese gegenteil ige A n n a h m e auf einen 
W i d e r s p r u c h führ t . E n t h ä l t N sich n ich t selbst als E l e m e n t , so is t N eine 
no rma le Menge; d a aber N a l l e normalen Mengen en tha l t en soll, so m u ß 
sie a u c h die normale Menge N , d. h. sich selbst e n t h a l t e n — abermals ein 
Wide r sp ruch . D a s Bedenkl iche an dem Ganzen is t , d a ß die Ant inomie , 
wenn wir sie zurückverfolgen, d i rek t auf den Begriff der Menge zurückgeh t , 
so d a ß in dieser Begriffsbi ldung der U r s p r u n g des Widerspruches liegen m u ß . 
Russel l ve rsuch te dahe r den Begriff der Menge e inzuengen, u n d zwar du rch 
Aufste l lung gewisser Verbote . D a n a c h darf m a n z. B . n ich t mehr unterschieds­
los D inge , Mengen von Dingen, Mengen von Mengen usw. zusammenfassen , 
sondern m u ß s t reng darauf ach ten , d a ß die Glieder einer Menge eine gewisse 
H o m o g e n i t ä t haben . D a s ist der G r u n d g e d a n k e der sog. Typen theor ie , m i t 
dessen A n d e u t u n g wir uns hier begnügen. Diese Theorie ha t t a t säch l ich den 
bisher b e k a n n t e n Ant inomien den W e g versperr t . Aber eine vol ls tändige 
Garan t i e g a b sie n ich t . Denn wer bü rg t dafür , d a ß n ich t eines Tages neue 
An t inomien auf tauchen werden? U m mi t Po incaré zu sprechen: H a b e n wir 
m i t der H ü r d e , die wir u m die Schafe der Mengenlehre gezogen haben , n icht 
vielleicht u n b e m e i k t auch den Wolf eingeschlossen? 

IV . Die Zurückführung der M a t h e m a t i k auf die Logik verlor dahe r 
in den Augen der Ma thema t ike r viel von ih r em W e r t . E h e r schien es nöt ig, 
die Widerspruchs los igke i t der neuen Logik durch m a t h e m a t i s c h e U n t e r ­
suchungen sicherzustel len. D a aber in der M a t h e m a t i k selbst wieder logische 
Schlußweisen angewendet werden, so gewann die V e r m u t u n g i m m e r mehr 
R a u m , d a ß das Ziel in einer anderen R i c h t u n g gesucht werden müsse , näml ich 
in e inem gemeinsamen Aufbau von M a t h e m a t i k u n d Logik. B e d e n k e n wir 
wohl, was das heißt ! Man t rag t n icht mehr , wie die Widerspruchsfre ihei t einer 
einzelnen Theor ie zu erweisen ist , z. B . der nichteukl idischen Geometr ie , 
sondern das viel gewalt igere P rob lem eröffnet sich : die Widerspruchslos igkei t 
von A r i t h m e t i k und Logik zugleich zu erweisen. 

Die Methode , deren m a n sich bei dieser U n t e r s u c h u n g bedient , ist die 
ax iomat i sche . Sie ist zuers t in der Geometr ie angewendet worden u n d von d a 
a l lmähl ich in andere Gebie te e ingedrungen. I h r W e s e n l äß t sich a m bes ten 
d u r c h folgende Gegenübers te l lung charak te r i s i e ren : 

N a c h der ä l t e ren Auffassung beschreiben die Axiome Ta t sachen , die 



m a n unmi t t e lba r in der Anschauung vorfindet . Sie handeln von den 

„ idea len" P u n k t e n , Geraden, Ebenen und deren Beziehungen, die durch die 

W o r t e „l iegen", „kongruen t " , „zwischen", „para l le l" gekennzeichnet werden. 

D e m g e m ä ß beginnt Euk l id mit der Definition der Grundbegriffe: so heißt es 

bei i h m : ar¡/ielov, ov fiéçoç ovôév, P u n k t ist, was keine Teile ha t . Diese 

Definit ionen bildeten schon von al tersher einen Stein des Anstoßes, denn ihr 

Sinn ist außerordent l ich dunkel . E in Schmerz z. B . ha t keine Teile; ist nun 

ein Schmerz ein P u n k t ? Vor allem aber ist folgendes zu sagen: eine solche 

Definition, selbst wenn sie verständl ich wäre, h ä t t e für Euk l ids System eigent­

lich keinen W e r t . Ke in einziger Beweis hängt von dieser E r k l ä r u n g a b , 

sie wird niemals benu tz t , sie s teh t ganz außerha lb des übrigen Sa tz ­

sys tems. N u n ha t die Definition den Zweck, Begriffe zu schaffen, die 

Ansa t zpunk te scharf er Dedukt ionen sind, und dieser Zweck wird hier verfehlt . 1 ) 

D a z u t r i t t ein weiterer U m s t a n d . In der neueren Geometr ie kamen die 

Mathemat iker zu der Einsicht , d a ß sich geometrische Sätze aus einem Gebiet 

auf ein ganz anderes „übe r t r agen" lassen. So können z. B . alle Sätze, die 

von den Geraden unseres dreidimensionalen R a u m e s gelten, so gedeutet werden, 

d a ß sie von den P u n k t e n eines vierdimensionalen Raumes hande ln . Die beiden 

Gedankensys teme s ind vol lkommen isomorph (gleichgebaut): H a t m a n 

einen Satz in der Geometi ie der einen Mannigfaltigkeit bewiesen, so kann 

m a n ihn sofort, ohne weiteren Beweis, durch mechanische Über t r agung als 

Satz der Geometrie der anderen Mannigfaltigkeit aussprechen 2 ) . D a s s i n n ­

l i c h e A u s s e h e n d e r G r u n d g e b i l d e s p i e l t a l s o f ü r d i e G e l t u n g d e r 

S ä t z e n i c h t d i e g e r i n g s t e R o l l e . E in anderes Beispiel einer Über t r agung 

ha t der Leser in dem euklidischen Modell für die nichteuklidische Geometr ie 

Bolyais kennen gelernt . Dieser U m s t a n d ha t die Mathemat iker dazu geführt , 

das logische Gerippe einer Theorie loszulösen von ihrem anschaul ichen oder 

erfahrungsmäßigen Inha l t . Man verzichtet nun bewußt darauf zu sagen, 

was ein P u n k t , eine Gerade, eine E b e n e ist oder den Sinn der Grundbeziehungen 

zu erklären, sondern beginnt dami t , Axiome aufzustellen, welche in ihrer 

Gesamthei t jene e lementaren Begriffe charakter is ieren: U n t e r P u n k t , Gerade, 

E b e n e vers teht m a n irgendwelche Dinge, für welche die aufgestellten Axiome 

') Erst kürzlich wurde ein geometrisches Axiomensystem angegeben, in welchem 
der Begriff des Teils streng definiert ist. In diesem System werden Punkte als die­
jenigen Dinge definiert, die außer sich selbst und dem „leeren Ding" keine Teile haben, 
und aus dieser Definition lassen sich eine Menge von Folgerungen herleiten. Gerade 
dieses Beispiel zeigt besonders klar, an welchen Mängeln Euklids Definition krankt. 
Das erwähnte Axiomensystem findet sich in Menger, New Foundations of Projective 
and Affine Geometry. Annals of Mathematics, 1936. 

2 ) Ein anderes schönes Beispiel für eine solche Übertragung findet der Leser in 

Schlick, Allgemeine Erkenntnislehre, § 7. 
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zu t re f fen . E i n e solche Theor ie m u ß , nach d e m Ausd ruck Pieris , als ein 
h y p o t h e t i s c h - d e d u k t i v e s Sys t em ve r s t anden werden : W e n n die Voraus­
se t zungen auf i rgendeinem Gebiet zutreffen, d. h. wenn m a n Gegens tände 
angeben k a n n , welche in den d u r c h die Axiome geforder ten Beziehungen 
s t e h e n , d a n n s ind auch alle d a r a u s abgele i te ten Lehrsä tze wahr . J e d e solche 
A n g a b e von Gegens tänden führ t zu einer be s t immten D e u t u n g oder Real i ­
s i e r u n g des Ax iomensys tems . 

Selbst die B e s c h r ä n k u n g auf räuml iche Beziehungen ist unnöt ig . E i n 
d ras t i s ches Beispiel hierfür h a t Hi lber t gegeben: „Drosophi la ist eine kleine 
Fliege, aber g roß ist unser In te resse für s ie ; sie is t der Gegens tand der aus­
gedehn te s t en , der sorgfäl t igsten u n d erfolgreichsten Zuch tungsversuche 
gewesen. Diese Fliege is t gewöhnl ich grau , ro täugig , fleckenlos, rundflügelig, 
langflügelig. E s k o m m e n aber auch Fliegen mi t abweichenden Sonder­
m e r k m a l e n vor : s t a t t g rau s ind sie gelb, s t a t t ro t äug ig s ind sie weißäugig usw. 
Gewöhnl ich s ind diese fünf Sondermerkmale gekoppel t , d. h. , wenn eine 
Fl iege gelb ist , d a n n ist sie auch weißäugig u n d fleckig, spaltf lügelig und 
klumpflügel ig . U n d wenn sie klumpflügel ig is t , d a n n ist sie auch gelb u n d weiß­
äugig usw. Von dieser gewöhnlich s t a t t h a b e n d e n Koppe l u n g k o m m e n nun 
abe r bei geeigneten K r e u z u n g e n u n t e r den N a c h k o m m e n a n Zahl geringere 
Abweichungen vor , u n d zwar prozentuel l in be s t immte r , k o n s t a n t e r Weise. 
Auf die Zahlen, die m a n d a d u r c h exper imente l l f indet , s t i m m e n die l inearen 
Euk l id i schen Axiome der Kongruenz u n d die Axiome über den geometr ischen 
Begriff „zwischen" , u n d so k o m m e n als A n w e n d u n g der l inearen Kongruenz­
axiome, d. h. der e lementaren geometr ischen Sätze über das Ab t r agen von 
S t recken die Gesetze der Vere rbung h e r a u s ; so einfach u n d genau — u n d 
zugleich so wunderbar , wie wohl keine noch so kühne P h a n t a s i e sie sich er­
sonnen h ä t t e 1 ) . " 

Wie m a n sieht , läuft die ax iomat i sche Denkweise in der Geometr ie auf eine 
vol l s tändige T r e n n u n g des Logisch-Formalen von demRäuml ich -Anschau l i chen 
h inaus . Diese E ins te l lung kann m a n auf andere Gebie te ausdehnen , z. B . auf 
die Ar i thme t ik . D a s Bi ld eines solchen formalen Aufbaues sähe so aus : W i r 
müssen zunächs t die Begriffe u n d Sätze der Ar i t hm e th ik ordnen , i n d e m wir 
diejenigen aufsuchen, deren m a n z u m folgerichtigen Au ibau der Theor ie 
bedarf. Die Sätze , die sich dafür eignen, nennen wir Axiome. W a s die Axiome 
bedeu t en , b rauchen wir n ich t zu wissen, sondern unsere Aufgabe beschränk t 
s ich .darauf, aus diesen Axiomen andere Sä tze abzule i ten . I n den Sätzen 
u n d Schlußprozessen t r e t e n Begriffe auf, die in unsere r Sprache d u r c h die 
W o r t e „ u n d " , „ o d e r " , „ w e n n " , „ n i c h t " , „ a l l e " , „es g i b t " u . a. wiedergegeben 
werden ; wir se tzen gewöhnl ich vo raus , d a ß wir die B e d e u t u n g dieser W ö r t e r 

') Naturerkennen und Logik, Naturwissenschaften 1930. 



genau kennen u n d sie nach den Gesetzen der Logik zu h a n d h a b e n wissen . 
N u n sollte es aber gerade das Ziel des formalen Aufbaues sein, die W i d e r ­
spruchsfreiheit der Ar i thmet ik u n d Logik zu erweisen, wir dürfen daher , 
wenn wir nicht in einen Zirkel fallen wollen, bei der Ablei tung der a r i thmet i schen 
Formeln nicht von d e m logischen Schließen Gebrauch machen . Hi lber t schlug 
desha lb folgenden W e g ein: Die Ar i thmet ik besteht aus Sätzen, die mi t te l s 
der Formelsprache , u n d aus Überlegungen, die mi t te ls der Wor t sp rache aus­
gedrück t sind. (Man denke nur an ein mathemat i sches Lehrbuch, in dem 
Formeln u n d Texts te l len mi te inander abwechseln.) Diese Auffassung er­
weitern wir nun, i ndem wir die Überlegungen in das Gebäude der formalen 
Ar i thmet ik einbeziehen, die wir demnach ebenfalls in Formeln bringen müssen . 
D a ß das „inhal t l iche Schließen" durch einen Formal ismus nachgebildet 
werden kann , war durch die vorangegangene En twick lung des Logikkalküls 
(Peano, Frege, Russell) sichergestellt . U n d n u n t u n wir den letzten Schr i t t , 
i n d e m wir die inhal t l iche Bedeu tung auch der logischen Begriffe fahren 
lassen: die Zeichen des Logikkalküls sind uns je tz t , genau so wie vordem die 
W o r t e „ P u n k t " , „ G e r a d e " , „ E b e n e " , „ k o n g r u e n t " usw. inhaltslose Symbole , 
von denen wir nu r voraussetzen, d a ß für sie gewisse Verknüpfungen, die 
Axiome der Logik bestehen, die wir uns zu den Axiomen der Ar i thmet ik 
hinzugefügt denken. 

Man könnte die so formalisierte Mathemat ik mi t einem Spiel vergleichen : 
Den Zeichen entsprechen e twa die Schachfiguren, einer Formel eine gewisse 
Stel lung der Steine auf dem B r e t t , dem System der Axiome die Anfangs­
stel lung der Schachfiguren, den Schlußanweisungen die Zugregeln und einem 
Beweis eine Reihe von Zügen, die von der Ausgangsstel lung zu einer be s t immten 
Konfigurat ion der Steine führt . D a m i t is t na tür l i ch n ich t gesagt, d a ß die 
Mathefnat ik „nu r ein Spiel i s t " (daß „ m a n sich n ichts dabei d e n k t " ) , sondern 
die Meinung ist bloß die, d a ß m a n zum Zweck einer ganz bes t immten U n t e r ­
suchung — des Nachweises dei Widerspruchsfreihei t — von der inhal t l ichen 
B e d e u t u n g a b s e h e n k a n n . J e d e m Gedanken der sinnerfüllten Mathemat ik 
en tspr ich t eine Formelfigur in unserem Beweisspiel und jeder sinnvollen 
Über legung eine Aufeinanderfolge solcher F iguren von bes t immter , genau 
angebbarer Beschaffenheit . So können wir uns ein Abbi ld der Mathemat ik 
in der E b e n e des Fo rma len hergestellt denken . Man k a n n n u n dieses Formel ­
sys tem selber s tudieren und fragen, ob es widerspruchsfrei ist . D a unsere 
Formeln keine Gedanken ausdrücken, so ha t unsere F rage noch keinen deu t ­
lichen Sinn. W i r müssen die Eigenschaft „widerspruchsfre i" erst definieren, 
z. B . durch die Fes t se t zung : Diese Eigenschaft k o m m t einem Formelsys tem 
d a n n zu, wenn niemals 1 1 als Endformel einer Beweisfigur auf t r i t t . 

N e b e n die formalisierte Ma thema t ik t r i t t eine inhal t l iche, die Meta-
m a t h e m a t i k , welche die S t r u k t u r der formalisierten M a t h e m a t i k er forscht ; 
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u n d zwar is t es eben die E ins i ch t in die Widerspruchs los igkei t , welche das 
H a u p t z i e l der M e t a m a t h e m a t i k bi ldet . W ä h r e n d m a n auf dem geschi lderten 
S t a n d p u n k t ü b e r h a u p t n ich t nach der „ W a h r h e i t " dei Axiome fragen kann , 
soll die M e t a m a t h e m a t i k wirkl iche inhal t l iche E r k e n n t n i s s e zu tage fördern : 
„ D i e Axiome u n d beweisbaren S ä t z e " e rk lä r t Hi lber t , „ s ind die Abbi lder der 
Gedanken , die d a s übl iche Verfahren der bisherigen M a t h e m a t i k ausmachen , 
aber sie s ind n ich t selbst die W a h r h e i t e n im abso lu ten Sinn. Als die absoluten 
W a h r h e i t e n sind v ie lmehr die E ins ich ten anzusehen , die du rch meine Beweis­
theor ie hinsicht l ich der Beweisbarke i t u n d der Widerspruchsfre ihei t j ener 
Fo rme l sys t eme geliefert w e r d e n " 1 ) . 

Die Über legungen dieser M e t a m a t h e m a t i k sollen sich du rchaus auf 
f ini tem u n d anschaul ichem B o d e n bewegen. Der Gegens tand dieser 
Theorie s ind j a die Zeichen selbst , die „sich vo l lkommen in allen Teilen über­
blicken lassen" u n d deren Aufweisung, Unte r sche idung , Aufeinanderfolge 
„ m i t den Ob jek t en zugleich u n m i t t e l b a r anschaul ich für uns d a ist , als e twas , 
das sich n ich t noch auf e twas anderes reduzieren l ä ß t 2 ) " . Welcher Art die 
dabei au f t re tenden Über legungen s ind, mögen zwei Beispiele d a r t u n : 

1. K o m m t in einer beweisbaren Formel ein bes t immtes Zeichen m e h r 
als zweimal vor, d a n n müssen wir, wenn wir den Beweis durchgehen, auf 
eine Formel treffen, die zum ers tenmal diese Eigenschaft bes i tz t . 

2 . W e n n in einer endl ichen Reihe von Forme ln die erste eine be­
s t i m m t e Eigenschaft ha t u n d diese sich von ihr immer auf die folgende 
ü b e r t r ä g t , so haben a l l e Formeln diese Eigenschaf t . ( I nduk t ion im 
Endl ichen. ) 

Wie m a n s ieht , we iden hier gewisse Ta t s achen der Anschauung for­
mul ie r t — einfache Eigenschaf ten der A n o r d n u n g , zu deren Beschre ibung 
eine Ar t r u d i m e n t ä r e r Zahlbegriff genügt — die so unprob lema t i sch und 
selbstgewiß sind, d a ß sie jeder Anwendung logischen Schließens vorangehen . 
E s scheint , d a ß wir hier auf eine Ar t U r s y s t e m s toßen , das den ganzen B a u 
der Logik u n d Ar i t hme t ik t r äg t ; diese T a t s a c h e n m u ß m a n eben zugeben 
oder ü b e r h a u p t aufhören zu denken u n d sich zu ve rs tänd igen . Ähnl iche 
Ziele h a t t e schon früher König in seinem B u c h „ N e u e Grund lagen der Logik, 
A r i t h m e t i k u n d Mengenlehre" verfolgt . Übe r den Erfolg dieser Versuche 
werden wir spä t e r ber ich ten . 

*) Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. 88. 
! ) Neubegründung der Mathematik, Abh. a. d. Math. Sem. d. Hamburger Uni­

versität, 1922. 



7. Strenger Aufbau der elementaren Arithmetik. 
Nachdem wir so mi t einem Blick die verschiedenen S t a n d p u n k t e umfaß t 

haben , wenden wir uns der genaueren E rö r t e rung dei einzelnen Ansichten zu 
u n d fragen zunächs t : 

Wie sieht ein strenger Aufbau der e lementaren Ar i thmet ik aus? In 
einem solchen System darf natür l ich nicht von stillschweigenden Voraus­
se tzungen oder von Undefinierten Begriffen — außer den Grundbegriffen — 
Gebrauch gemacht werden. Wir wollen dem Leser die Grundl inien eines solchen 
Aufbaues vorführen u n d schließen uns dabei an die Dars te l lung von Skolem 1 ) 
an . Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundformeln der Ar i thmet ik 
(unsere Grundgesetze 1 bis 12) aus bloßen Definitionen herzuleiten mit 
alleiniger Verwendung des Pr inzips der vollständigen Induk t ion . 

Unsere 12 Grundgesetze beschreiben gewisse Eigenschaften der Addit ion 
u n d der Mult ipl ikat ion. Nun haben wir noch gar nicht definiert, was wir 
un te r Addi t ion u n d Mult ipl ikat ion zu verstehen haben , sondern angenommen, 
d a ß wir dies von der Schule her wissen. Bei einem strengen Vorgehen ist das 
nicht e r laubt , und unsere erste Aufgabe besteht daher dar in , die vier Grund­
opera t ionen klar zu definieren. J e d e Definition setzt andere Begriffe voraus , 
auf die sie den zu erklärenden zurückführ t . W i r müssen demnach angeben, 
von welchen Begriffen wir bei unserer Untersuchung ausgehen wollen. Als 
Undefinierte Grundbegriffe sehen wir folgende a n : 

1. Den Begriff „na tür l iche Z a h l " ; 
2. denBegriff , .Nachfolger" oder , , die auf die Zahl n folgendeZahl n + 1 " ; 
3 . den Begriff der Gleichheit : ,,a = b " soll bedeuten, d a ß m a n a durch b 

ersetzen darf und umgekehr t . 
Wei t e r wird in den Beweisen das Pr inz ip der vollständigen Induk t ion 

benü tz t . (Worin dies Pr inzip bes teht , wird bald zur Sprache kommen.) 
W a s sollen wir nun un te r der Summe zweier Zahlen a + b verstehen ? 

D e m Leser wird ungefähr eine E r k l ä r u n g vorschweben wie d ie : Das ist die 
Zahl , die m a n erhäl t , wenn m a n zu a so oft 1 hinzufügt als b anzeigt. Man 
k a n n in der Ta t die Addi t ion auf die wiederholte Ausführung der Operat ion + 1 
zurückführen . W a s uns da vage vorschwebt , wird in eine präzise F o r m 
gebrach t du rch die 

Df. 1 a + (b + 1) = (a + b) + 1. 

') Begründung der elementaren Arithmetik. Skrifter Videnskapsselskapet i 
Kristiania, 1923. 
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W i e ist diese Defini t ion zu ve r s t ehen ? Man k a n n ih r W e s e n a m bes ten he rvor ­
heben , w e n n m a n e t w a sagt , d a ß sie eine Anweisung zur B i ldung von Def i ­
n i t ionen is t : sie is t die al lgemeine Regel , nach der die einzelnen Defini t ionen 

a + 2 = (a + 1) + 1 
a + 3 = (a + 2) + 1 

a + 4 = (a + 3) + 1 
usw. 

gebi ldet s ind. W e i ß ich also nu r , was a 4 - 1 bedeu t e t (d. h . was u n t e r d e m 
Nachfolger von a zu vers tehen is t ) , so erfahre ich d u r c h die ers te Def ini t ion, 
was a 4 " 2 bedeu t e t ; weiß ich, was a 4 - 2 bedeu te t , so lerne ich aus der zwei ten 
Defini t ion den Sinn von a 4 - 3 kennen usw. , u n d die allgemeine E r k l ä r u n g 
ist d a s Schema, n a c h welchem alle diese einzelnen Defini t ionen angelegt s ind. 
E i n e solche E r k l ä r u n g he iß t eine r e k u r r i e r e n d e D e f i n i t i o n ; sie ist d a s 
al lgemeine Glied einer Reihe von Regeln . 

Vielleicht m e i n t der Leser, d a ß wir u n s in e inem Kre i s bewegen: d e n n 
wenn ich in meiner E r k l ä r u n g d a s Plus-Zeichen verwende , setze ich d a n ich t 
schon den Begriff der S u m m e vo raus? Keineswegs! W i r kennen bisher d a s 
Zeichen „ 4 - " n u r i n der Ve rb indung a 4 - 1 u n d wollen es n u n a l lgemein 
e rk l ä r en ; wir geben zu dem Zweck eine Anweisung, n a c h der die Ausdrücke 
a 4 - 2 , a 4 - 3 , a 4 - b , a 4 - (b 4 " 1 ) z u b i lden sind, i ndem wir sagen : 

a + ( b + l ) = (a + b) + l . 

H i e r d u r c h wird also die S u m m e von a u n d b 4 - 1 gleich der auf a 4 - b 
folgenden Zahl gesetz t . I s t die Addi t ion schon definiert für beliebige W e r t e 
von a u n d für eine gewisse Zahl b , so is t sie d u r c h diese Defini t ion für beliebige a 
u n d für b 4 1 e rk lä r t u n d somit al lgemein definiert . 

W i r werden im folgenden eine Anzahl von Sä tzen beweisen, die der 
Leser alle k e n n t u n d die i hm vielleicht als ganz se lbs tvers tändl ich erscheinen. 
U n d m a n c h e r wi rd denken, es sei doch eigentl ich recht überflüssig, e twas 
l a n g u n d brei t zu beweisen, was doch ohnehin kein Mensch bezweifelt. Sollte 
d e r Leser diese Ansicht tei len, so geben wir i h m folgendes zu b e d e n k e n : 
Die k o m m e n d e n Beweise haben n ich t die Aufgabe, in u n s ein Gefühl der Über­
zeugung hervorzurufen , sondern die, einen E inb l i ck in die Abhängigke i t 
der Sä tze zu gewinnen. Die Forde rung , alles zu beweisen, was sich beweisen 
l äß t , e n t s t a m m t n ich t einer zweifelsüchtigen G e m ü t s a r t , sondern ist nu r der 
A u s d r u c k des Ver langens , k la r die S t r u k t u r des Satzgefüges zu sehen, zu 
e rkennen , welche Verb indung die einzelnen W a h r h e i t e n der Ar i thme t ik un te r ­
e inande r h a b e n . I n diesem Sinne möge der Leser die folgenden Beweise 
a u f n e h m e n . 

Sa t z 1. a 4 - ( b 4 - c ) = (a 4 - b ) 4 - c Assoziat ives Gesetz . 
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Beweis : Nach Df. 1 gilt der Sa tz für c = 1. Nehmen wir an, d a ß er t ü r 
e in gewisses c für jeden Wer t von a und b gül t ig i s t ; d a n n haben wir zu 
zeigen, d a ß er auch für c -f 1 für jeden W e r t von a u n d b gül t ig ist, d. h . 
d a ß die Formel bes teh t 

a + (b + [c + 1]) = (a + b) + (c + 1). 

Dieser Beweis wird nun so geführt , d a ß wir den l inks vom Gleichheits­
zeichen s tehenden Ausdruck so lange umformen, bis er die Gestal t des rechts ­
s tehenden Ausdrucks ann immt ; dabei werden wir die einzelnen Umformungs-
sch i i t t e deutl ich hervorheben. 

Nach Df. 1 ist b + (c + 1) = (b + c) + 1 ; folglich is t 

(«) a + ( b + [ c + l ] ) = a + ( [ b + c] + l ) ; 

n a c h Df. 1 ist die rechte Seite weiter gleich 

(ß) a + ([b + c] + 1) = (a + [ b + c]) + 1 ; 

der A n n a h m e nach soll nun a -(- (b + c) = (a -f- b) + c sein, woraus folgt 

(7) ( a + [ b + c]) + l = ( [ a - f - b ] + c) + l. 

Nach Df. 1 ist schließlich 

l i ) ([a + b ] + c) + 1 = (a + b) + (c + 1). 

Aus diesen vier Umformungen folgt nun , d a ß das erste und das le tz te 
Glied der K e t t e gleich sein m u ß ; wir erhal ten daher 

a + ( b + [ c + l ] ) = (a + b) + ( c + l ) 

u n d das ist unsere Behaup tung . Die S t r u k t u r des Beweises ist also, im 
großen gesehen, d ie : Zuerst wird gezeigt, d a ß der Sa tz für c = 1 r icht ig i s t ; 
d a n n wird bewiesen, d a ß er, falls er für c gil t , auch für c -f- 1 gelten m u ß ; 
u n d da raus wird geschlossen, d a ß er allgemein gilt. Schlüsse dieser Art werden 
Schlüsse durch v o l l s t ä n d i g e I n d u k t i o n genann t . Auf Grund dieses 
Schlusses ist das assoziative Gesetz eine unmi t t e lba re Folge der Definit ion 
der Summe. Wir bemerken dabei , d a ß das Pr inz ip der vollständigen I n d u k ­
t ion n ich t eine P iämisse ist, a u s der geschlossen wird, sondern eine An­
weisung, n a c h der m a n schließt. 

E i n e Konsequenz des bewiesenen Satzes ist , d a ß m a n in einem Ausdruck 
wie a + (b + c) die K l a m m e r n weglassen darf: auf dem assoziativen Gesetz 
b e r u h t es, d a ß m a n den Begriff der Summe von zwei Zahlen auf drei oder 
beliebig viele Zahlen ausdehnen k a n n 1 ) . 

*) Der nicht mathematisch interessierte Leser kann den Rest dieses Kapitels 
überschlagen. 
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D e m Beweis des k p m m u t a t i v e n Gesetzes der Addi t ion schicken wir 
folgenden 

H i l f s s a t z v o r a u s : a 4 - l = l + a -

B e w e i s : Der Sa tz gilt für a = 1 (denn 1 + 1 = 1 -|- 1). W i r n e h m e n 
n u n an , der Sa tz gel te für a u n d zeigen dann , d a ß er auch für a -f- 1 gel ten 
m u ß . K r a f t unserer A n n a h m e ist a -f 1 = 1 + a u n d daher 

(«) ( a + 1 ) + 1 = d + a ) + l ; 

nach Df. 1 ist weiter 

(ß) (1 + a) + 1 = 1 + (a + 1), 

aus (a) u n d (ß) ergibt sich aber 

( a + l ) + l = 1 + (a + l ) , 

d. h. der Sa tz gilt für a + 1-

Sa tz 2. a + b = b + a K o m m u t a t i v e s Gesetz. 

B e w e i s : D e m Hilfssatz zufolge gilt der Sa tz für b = 1; wir nehmen 
an , er gel te für b , d a n n ist zu zeigen, d a ß er auch für b 1 gil t , d. h . d a ß 

a + (b + 1 = (b + 1) + a 

is t . W i r werden den Beweis wieder in eine Re ihe einzelner Schr i t te zerlegen: 

(«) a + (b + 1) = (a + b) + 1 (Df. 1) 
(ß) (a + b) + 1 = (b + a) + 1 (nach Annahme) 

(Y) (b + a) + l = b + (a + l ) (Df. 1) 
(ô) b + (a + 1) = b + (1 + a) (Hilfssatz) 
(e) b + (1 + a) = (b + 1) + a (Satz 1) 

Aus dieser K e t t e von fünf Gle ichungen folgt 

a + (b + 1) = (b + 1) + a. 

E s sei e rwähn t , d a ß in diesem Aufbau d a s assoziat ive Gesetz voran­
gestel l t wi rd ; denn im Beweis des k o m m u t a t i v e n Gesetzes wi rd das assoziat ive 
berei ts benu tz t (Umformung e). 

W i r wollen n u n zusehen, wie wir zu wei teren Begriffen der Ar i t hme t ik 
ge langen können . W i e sollen wir e twa den Begriff „k le ine r " definieren? 
W e n n der Leser eine Defini t ion vorschlagen sol l te , so wi rd er vielleicht s agen : 
a ist d a n n kleiner als b , w e n n m a n zu a e t w a s h inzufügen m u ß , u m b zu er­
ha l t en , d. h . wenn es eine Zahl x g ib t , so d a ß 

a -)- x = b 

is t . Diese Fo rmul i e rung ist n ich t falsch, aber sie is t m i t e inem e igen tüml ichen 
Ü b e l s t a n d behaf te t . Sie e n t h ä l t näml ich e inen Appel l a n eine unendl iche —-
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also undurchführbare — Arbeit , weil das Kr i t e r ium des Kleinerseins dar in 
bes teht , ob m a n durch Probieren mi t allen möglichen Zahlen eine Zahl x 
f inden kann , so d a ß a + x = b wird . W e n n es eine andere Definition g ib t , 
die dasselbe leistet und die den Appell an die unendliche Zahlenreihe vermeidet , 
so werden wir ihr den Vorzug geben. Tatsächl ich kann m a n den Begriff 
„k le iner" durch eine rekursive Definition fassen, indem m a n e rk lä r t : 

Df. 2. a < 1 ist immer falsch; 

a < b - f l , wenn entweder a < b oder a = b ist. 

, Zuerst wird also erklär t , wann a < 1 i s t ; das soll nämlich nie der Fall 
se in; dann wird festgesetzt, wann die Relat ion „k le iner" zwischen einem 
beliebigen a und einem gewissen b - j - 1 gelten soll, falls diese Relat ion schon 
für b definiert ist. Wie man sieht, kommt in dieser Definition der Exis tenz­
begriff n icht mehr vor. 

W i r erklären n u n die Relat ion „größer" als Umkehrung der Beziehung 
„k l e ine r " : 

Df. 3. a > b he iß t : b < a. 

Aus diesen Definitionen lassen sich nun verschiedene Sätze ableiten, die wir 
hier ohne Beweis anführen wollen: 

3. Die Beziehung „kle iner" ist t r ans i t iv ; d. h. aus a <C b und b < c 
folgt a < c. 

4 . Sie ist i rreflexiv; d. h. eine Zahl ist nie kleiner als sie selbst. 

5. Die Beziehungen „kle iner" , „gleich", „g rößer" bilden eine voll­
s tändige Dis junk t ion ; d. h. von zwei beliebigen Zahlen a u n d b ist en tweder 
a < b oder a = b oder a > b . 

6. I s t a < b, d a n n ist auch a c < b + c. 

7. Aus a + c = b + c folgt a = b ; für den speziellen Fall c = 1 ergibt 
sich der Satz , d a ß jede Zahl nur e i n e n Vorgänger ha t . 

Wie kann m a n die Multipl ikation definieren? Das eben beschriebene 
Verfahren regt uns dazu an, auch hier eine rekursive Definition zu versuchen : 
W i r werden zuerst die Multipl ikation mit der Zahl 1 erklären und dann die 
Mult ipl ikat ion mi t b + 1 auf die Mult ipl ikat ion mit b zurückführen. Demnach 
definieren wir : 

Df. 4 . a . 1 = a 
a . ( b + 1) = a . b + a. 

D a m i t h a b e n wir wieder eine Anweisung zur Bi ldung von Definit ionen 
gegeben: Aus dem ers ten Teil der E r k l ä r u n g erfahre ich, was a . 1 bedeute t , 
näml ich a. Der zweite Teil sagt mir , d a ß a . 2 soviel wie a.-j- a, a . 3 soviel 
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wie a . 2 + a bedeu t e t usw. , kurz , er is t die al lgemeine Regel , nach der die 
e inzelnen Defini t ionen gebildet s ind. 

W i r s ind n u n so wei t , einige wei tere v o n unseren Grundgese tzen beweisen 
z u k ö n n e n . 

Sa t z 8. a . (b + c) = a b + ac (Ers tes d is t r ibut ives Gesetz.) 

B e w e i s : Der Sa t z gilt für c = 1 (nach Df. 4) . W i r n e h m e n an, der Sa t z 
gel te für ein gewisses c u n d für beliebige W e r t e a u n d b , d a n n ist zu zeigen, 
d a ß er auch für c + 1 gilt , d. h. d a ß 

a . (b + [c + 1]) = a b + a - (c + 1). 

N u n ist 

(«) a (b + [c + 1]) = a ( [b + c] + 1) (Df. 1) 

(ß) a ( [b + c] + 1) = a (b + c) + a (Df. 4) 

(y) a (b + c ) + a = (ab -(- ac) + a (nach Annahme) 

(ô) (ab + ac) + a = a b - f (ac + a) (Sa tz 1) 

(e) a b + (ac + a) = a b + (a [c + 1]) Df. 4) 

Aus («), Iß), (y), (Ô) u n d (e) folgt 

a (b + [c + 1]) = a b + a (c + 1). 

Sa tz 9. a (b . c) = (ab) . c (Assoziatives Gesetz.) 

B e w e i s ganz ana log . 

Sa tz 10. (a + b) c = ac + bc (Zweites d is t r ibut ives Gesetz.) 

B e w e i s ganz ana log . 

Hilfssatz : 1 . a = a . 1 

B e w e i s ganz analog. 

Sa t z 1 1 . a . b = b . a ( K o m m u t a t i v e s Gesetz.) 

B e w e i s ganz analog. 

W e i t e r e Sätze , die sich beweisen lassen, s ind : 

Sa t z 12 : Aus a < b folgt ac < bc u n d umgekeh r t . 

Sa t z 1 3 : a ^ a b . 

B e v o r wir S u b t r a k t i o n u n d Divis ion definieren, m ü s s e n wir e twas über den 
Begriff der Te i lbarke i t sagen. W i e soll m a n ausd rücken , d a ß eine Zahl a 
d u r c h eine Zah l b t e i lba r i s t ? D e r e r s te G e d a n k e : a i s t d u r c h b teilbar» 
w e n n es eine Zah l x g ib t , so d a ß a = b x is t , e n t h ä l t wieder eine Be ru fung 
auf d ie unend l iche Zahlenre ihe . Doch ist es le icht , s ich von d e m Unend l i chen 

68 



frei zu machen . W e n n es überhaup t eine Zahl x von der ve i langten Eigen­
schaft g ib t , d a n n m u ß sie eine der Zahlen 1, 2, . . . . a sein. (Satz 13.) D a s 
ermöglicht uns, die Teilbarkeitsrelat ion wie folgt zu definieren: 

D (a, b) he iß t : a = b oder a = 2 b oder a = 3 b oder . . . . a = ab . 

Man kann also die Aussage ,,a ist te i lbar durch b " in eine e n d l i c h e 
Dis junkt ion zerlegen; u n d daher kann m a n die Gült igkeit oder Ungül t igkei t 
dieser Aussage in endlich vielen Schr i t ten kons ta t ie ren . Die endliche Dis­
j u n k t i o n kann selbst wieder durch Rekurs ion definiert werden. U m dieses 
Ziel zu erreichen, schlagen wir einen scheinbaren Umweg ein : Wi r definieren 
zuers t eine dreistellige Rela t ion A (a, b , c), die bedeuten soll, d a ß a gleich 
ist b , mult ipl izier t m i t einer Zahl , die zwischen 1 u n d c l iegt ; u n d mi t Hilfe 
dieses Begriffes A wird dann die Teilbai keit D erklär t . Die genauen Defini­
t ionen l au ten n u n : 

Df. 5. A (a, b , 1) heißt a = b , 

A (a, b , c + 1) he iß t : A (a, b , c) oder a = b (c + 1). 

Df. 6. D (a, b) = A (a, b , a) . 

Auf Grund dieser Definition kann m a n verschiedene Sätze beweisen, 
z. B . : I s t a te i lbar durch b und b tei lbar durch c, so ist auch a tei lbar durch c; 
oder : W e n n sowohl a wie b durch c tei lbar sind, ist auch a + b durch c 
te i lbar . I n d e m wir wegen der Einzelhei ten der Beweise auf Skolems Ab­
hand lung veiweisen, wenden wir uns gleich der Sub t rak t ion und Division zu. 

Die Sub t rak t ion kann in folgender Weise definiert werden : 

Df. 7. c — b = a bedeute t : c = a 4 b-

Der Ausdruck c — b wird Differenz genannt . E s läßt sich beweisen, d a ß 
d i e s « Ausdruck nu r dann eine natür l iche Zahl darstel l t , wenn c > b ist 
u n d d a ß e- dann nu r e i n e Zahl darstel l t . Frei l ich ist der Beweis e twas ' um­
s tändl ich , so d a ß wir ihn übergehen. 

I n analoger Weise wie die Sub t rak t ion wi ld die Division erk lär t . 

Df. 8. ^ — a bedeute t : c = a . b . 

c c 

Der Ausdruck b wird Quotient genannt . Wieder l äß t sich beweisen, d a ß ^ 

nu r d a n n eine natür l iche Zahl darstel l t , wenn D (c, b) wahr ist ; und ist 

D (c, b) wahr, dann ha t ^ einen W e r t . D (c, b) ist deshalb mi t der B e h a u p t u n g 

der Ex i s t enz eines W e r t e s von (zwischen 1 u n d c) völlig gleichbedeutend. 
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W i r schl ießen m i t der Anfüh rung von ein p a a r Sä tzen , die sich aus dem 

Vorhergehenden ohne weiteres ergeben. 

( a — b ) + b = a 

( a — b) + c = (a + c) — b 

(a — b ) — c = a — (b + c) 

a — ( b — c ) = ( a — b ) + c 

(a — b) . c = ac — bc 

a 

a 
b - c = 

ac 

b 

Œ> a 

c TxT 

a a 

b - c 



8. Das Prinzip der vollständigen Induktion. 
Bei dem Aufbau der Ar i thmet ik , wie ihn das vorige Kapi te l geschildert 

ha t , t r i t t die überragende Stellung des Pr inzips der vollständigen Induk t ion 
hervor . Bedient m a n sich dieses Verfahrens, so kann m a n alle Grundgesetze 
aus bloßen Definit ionen herleiten. Welche Bewand tn i s ha t es aber mi t der 
vol ls tändigen Induk t i on selbst? Der Ursp rung dieses Prinzips ist heu te 
noch nicht ganz aufgeklär t . Wi r wollen das belegen, indem wir die Ansichten 
des g röß ten Mathemat ikers u n d des größten Logikers u m die J a h r h u n d e r t ­
wende, Poincarés u n d Freges e inander gegenüberstellen. 

Nach Poincaré bes teht die Leistung des indukt iven Verfahrens dar in , 
d a ß es, sozusagen in einer einzigen Formel zusammengedrängt , eine unendliche 
Anzahl von Syllogismen enthä l t . Der Reihe nach formuliert besagen sie: 
Der Lehrsa tz A gilt für die Zahl 1 ; wenn er für die Zahl 1 gilt, gilt er auch 
für die Zahl 2 ; folglich gilt er für 2 . Wenn er für die Zahl 2 gilt, gilt er auch 
für 3 ; folglich gilt er für 3 usw. I n Zeichen 

A (1) 
A (1) -> A (2) 

A (2) 
A (2) A (3) 

A (3) 

Die einzelnen Schlüsse folgen aufeinander wie die Kaskaden eines Wasser­
falls: Das Ergebnis eines jeden Schlusses dient dem nächs ten als Prämisse . 
Poincaré fährt for t : 

„ W e n n wir, an s t a t t zu zeigen, d a ß unser Lehrsatz für alle Zahlen gilt, 
nu r vor Augen führen wollen, d a ß er für die Zahl 6 gilt, so wird es genügen, 
die fünf ersten Syllogismen unserer Kaskade aufzustellen; wir würden 9 
brauchen, wenn wir den Lehrsa tz für die Zahl 10 beweisen wollten, für eine 
größere Zahl würden wir noch m e h r brauchen ; aber wie groß auch diese Zahl 
sei, wir würden sie schließlich immer erreichen, u n d die analytische Verifikation 
würde möglich sein. 

U n d wenn wir auch noch so weit in dieser Weise fortschreiten würden , 
so könn ten wir uns doch niemals bis zu dem allgemeinen Lehrsa tz erheben, 
der für alle Zahlen anwendbar is t u n d welcher allein der Gegens tand der 
Wissenschaft ist. U m dahin zu gelangen, bedürf te es einer unendlichen Anzahl 
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v o n Syl log ismen; es m ü ß t e ein A b g r u n d übersprungen werden, welchen die 
Gedu ld des Ana lys ten , der auf die formale Logik als einzige Quelle beschränk t 
i s t , n iemals ausfüllen k a n n . 

Man k a n n sich dahe r der Schlußfolgerung nicht entz iehen, d a ß das Gesetz 
des rekur r ie renden Verfahrens n ich t auf das P r inz ip desWide r sp ruchs zurück­
füh rba r i s t . " D a s le tz tere Pr inz ip , .würde uns ges ta t t en , immer so viele 
logische Schlüsse zu entwickeln , wie wir wollen; n u r wenn es sich d a r u m 
h a n d e l t , eine unendl iche Anzahl in eine einzige Fo rme l zusammenzufassen , 
nu r vor d e m Unendl ichen versagt dieses P r inz ip , u n d genau an diesem P u n k t 
wi rd auch die E r f a h r u n g macht los . Dieses Gesetz , welches dem ana ly t i schen 
Beweis ebenso unzugängl ich ist wie der E r f a h r u n g , g ib t den eigentl ichen 
T y p u s des syn the t i schen Ur te i l s a pr ior i . Man k a n n andererse i t s dar in nicht 
b loß ein Übe re inkommen sehen wollen, wie bei einigen Pos tu l a t en der Geo­
m e t r i e " 1 ) . 

Frege dagegen ist der Meinung, du rch seine Un te r suchungen „wahr ­
scheinl ich gemach t zu haben , d a ß die a r i thmet i schen Gesetze ana ly t i sche 
Ur te i le u n d folglich a pr ior i s ind. D e m n a c h würde die Ar i t hme t ik n u r eine 
wei terausgebi lde te Logik, jeder a r i thmet i sche Satz ein logisches Gesetz, 
j edoch ein abgelei tetes sein. 

K a n t h a t den W e r t der analy t i schen Urte i le un te r schä tz t . . . . Die 
f ruch tbare ren Begr i f fsbes t immungen ziehen Grenzlinien, die noch gar nicht 
gegeben waren : was sich aus ihnen schließen lasse, ist n ich t von vornehere in 
zu übersehen ; m a n holt dabei n ich t e infach aus dem K a s t e n wieder he raus , 
was m a n hineingelegt h a t t e . Diese Folgerungen erwei tern unsere Kenntn i s se , 
u n d m a n sollte sie daher K a n t zufolge für syn the t i sch h a l t e n ; dennoch können 
sie re in logisch bewiesen werden u n d s ind also ana ly t i sch . Sie s ind in der 
T a t in den Defini t ionen en tha l t en , aber wie die Pflanze im Samen, n icht wie 
de r B a l k e n im H a u s e . Oft b r auch t m a n mehre re Defini t ionen zum Beweis 
eines Satzes , dei folglich in keiner einzelnen en tha l t en ist und doch aus allen 
z u s a m m e n rein logisch fo lg t 2 ) . " 

Merkwürdig zwiespält ig ist die Ste l lung dieser Forscher zu K a n t . 
Po inca r é me in t : Bezügl ich der Sätze der Geometr ie h a t K a n t un rech t , diese 
s ind ana ly t i sch , denn die Axiome sind im Grunde nu r Fes t se t zungen ; im 
Gebie t der Ar i thme t ik hingegen h a t K a n t richtig gesehen, hier liegen wirklich 
s y n t h e t i s c h e Ur te i le a pr ior i vor. Frege ist der Ans ich t , d a ß die Sä tze der 
A r i t h m e t i k ana ly t i sch seien; t r o t z d e m h a b e K a n t auf dem Gebiet der 
Geomet r i e r ech t : i ndem er deren „ W a h r h e i t e n syn the t i s ch u n d a priori 
n a n n t e , h a t er ihr wahres W e s e n e n t h ü l l t . " 

') Wissenschaft und Hypothese, I . Kap. 
2 ) D ie Grundlagen der Arithmetik, V. 
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Poincaré s t immten namhaf te Mathemat iker zu, z. B . F . Klein, der den 
U r s p r u n g des rekursiven Verfahrens „für echt i n tu i t i v " hiel t . Freges Über­
zeugung teil t wieder Dedekind, der im Vorwort seiner Schrift „ W a s s ind 
u n d was sollen die Z a h l e n ? " ausführt , der Leser werde „du rch die lange, 
der Beschaffenheit unseres Treppen-Vers tandes entsprechende Reihe von 
einfachen Schlüssen, durch die nüchterne Zergliederung der Gedankenreihen, 
auf denen die Gesetze der Zahlen beruhen, abgeschreckt und ungeduldig 
da rübe r werden, Beweise für Wahrhe i t en verfolgen zu sollen, die ihm nach 
seiner vermeint l ichen inneren Anschauung von vorneherein einleuchtend 
u n d gewiß erscheinen. I ch erblicke dagegen gerade in der Möglichkeit, solche 
Wahrhe i t en auf andere, einfachere zurückzuführen, mag die Reihe der Schlüsse 
noch so lange und scheinbar künst l ich sein, einen überzeugenden Beweis dafür, 
d a ß ihr Besi tz oder der Glaube an sie niemals unmi t t e lba r durch innere 
Anschauung gegeben, sondern immer nur durch eine mehr oder weniger 
vol ls tändige Wiederholung der einzelnen Schlüsse erworben i s t . " I n dieser 
Schrift versucht er den s t r ik ten Nachweis zu erbringen, d a ß die „un te r dem 
N a m e n der volls tändigen Indukt ion bekannte Beweisart wirklich beweis­
kräft ig u n d daß auch die Definition durch Induk t ion bes t immt und wider­
spruchsfrei i s t " . Poincaré wurde durch diesen „Beweis" nicht überzeugt ; er 
me in t e : „Man kann leicht von einer Aussage zur anderen übergehen u n d sich 
so der Einbi ldung hingeben, als h ä t t e man die Legit imität des rekurr ierenden 
Verfahrens bewiesen. Aber man wird immer auf ein Hindernis s toßen, m a n 
wird immer zu einem unbeweisbaren Axiom gelangen, welches im Grunde 
n ichts weiter ist als der zu beweisende Satz, in eine andere Sprache über­
s e t z t . " 

E ine r anderen Auffassung begegnen wir bei Russell. „Die Verwendung 
der mathemat i schen Induk t ion bei Beweisen", so lesen wir bei diesem Autor , 
„war in der Vergangenheit eine Art Myster ium. Man konn te scheinbar keinen 
erns thaf ten Zweifel an der Gült igkeit dieser Beweismethode hegen. Aber 
n i emand wußte , w a r u m sie gült ig war . Manche glaubten, sie sei ta tsächl ich 
ein Spezialfall der Induk t ion im logischen Sinn. Poincaré hielt sie für ein 
P r inz ip von größter Wicht igkei t , durch das m a n eine unendliche Zahl von 
Syllogismen in ein einziges Argument zusammenziehen könne. Wi r wissen 
heu te , d a ß all diese Be t r ach tungen i r r tüml ich sind. Die mathemat i sche 
Induk t i on ist eine Definit ion und kein Pr inz ip . E s gibt gewisse Zahlen, für 
die sie gilt , u n d ande re" (gemeint sind die unendlichen Kardina lzahlen Cantors) , 
„für die sie n icht gilt . W i r d e f i n i e r e n die .natürl ichen Zahlen ' als diejenigen, 
auf die m a n die ma themat i sche I n d u k t i o n bei Beweisen anwenden k a n n . . . 
D a r a u s folgt, d a ß solche Beweise auf die na tür l ichen Zahlen angewendet werden 
können . Dies ist n icht irgendeine myster iöse In tu i t i on oder i rgend ein Axiom 
oder Pr inz ip . E s folgt vielmehr einfach a u s dem Satz selbst . W e n n Vier-

6 Wafamann: Einführung. 
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füßler definiert s ind als Tiere mi t v ier F ü ß e n , so folgt da r aus , d a ß Tiere , d ie 
vier F ü ß e haben , Vierfüßler s ind. Ganz ähnl ich liegt der Fal l der Zahlen, 
d ie der m a t h e m a t i s c h e n I n d u k t i o n genügen . " 1 ) 

Man sieht , die Meinungen gehen ause inander . W i r wollen n u n ve r suchen , 
u n s selbst ein Ur te i l ü b s r diesen Gegens tand zu b i l d e n 2 ) . Sehr k la r t r i t t u n s 
d a s W e s e n der volls tändigen I n d u k t i o n en tgegen in dem Beispiel 

1 : 3 = 0-3 
10 

333 

10 
10 

W a s diese Division zeigt, ist die W i e d e r k e h r des Res tes ; u n d wir schließen 
da raus , d a ß es n u n „ immer so wei ter g e h t " . Man wird sagen wollen: die 
R e c h n u n g e r g i b t , d a ß alle (unendlich vielen) Stellen des Quot ien ten Dre ien 
sind. Doch hier müssen wir vorsicht ig sein. E r g i b t das die R e c h n u n g wirkl ich? 
E igen t l i ch n icht , denn jede R e c h n u n g b l ich t nach endl ich vielen Schr i t t en 
a b ; sie k ö n n t e allenfalls ergeben, d a ß die e r s ten 10, die e rs ten 20, die e rs ten 
100 Stel len Dreien sind, aber nie, d a ß a l l e Stellen Dreien s ind. Andererse i ts 
l ä ß t uns schon der ers te Schr i t t der R e c h n u n g sehen, d a ß der Res t wieder­
kehr t u n d d a ß sich d a h e r die Ziffern des Quot i en ten periodisch wiederholen. 
Sollen wir also doch sagei 1 , d a ß der al lgemeine Sa tz aus der R e c h n u n g folgt? 

U m u n s h ierüber klar zu werden, wollen wir von einer F ik t ion Gebrauch 
machen . Stellen wir u n s vor, d a ß es i rgendwo einen Vo i k s s t amm gebe, der 
unser Dez imalsys tem besitzt u n d genau so rechnet wie wir, dem aber un ­
endliche Dez imaibrüche u n b e k a n n t geblieben sind. J e n e Menschen seien 
e twa gewohnt , eine Division n a c h der 5. Stelle abzubrechen , weil ihnen d a s 
für ihre p rak t i schen Zwecke genüg t . Die Divis ion 1 : 3 würden sie also n u r 
bis auf fünf Stellen ausführen; die F rage , welche Ziffer d a n n k o m m t , h ä t t e n 
sie sich noch n ie .vorge legt . N e h m e n wir n u n an, d a ß eines Tages j e m a n d 
da rau fkäme , d a ß m a n die Divis ion beliebig weit for tsetzen k a n n u n d d a ß 
der so en t spr ingende Dez imalbruch aus endlos vielen Dreien bes teh t . W o r i n 
b e s t ü n d e seine E n t d e c k u n g ? W e n n uns das k la r geworden ist , können wir 
hoffen, e inen t ieferen Blick in d a s W e s e n der I n d u k t i o n zu t u n . 

Man wird zunächs t sagen : Die E n t d e c k u n g bes teh t dar in , d a ß i h m e t w a s 
aufgefallen is t , woran bisher die anderen acht los vorbeigegangen s ind, die 
W i e d e r k e h r des Res te s . Aber d a s wäre n ich t ganz richtig ausgedrück t . D e n n 
h ä t t e m a n einen, der die periodische Divis ion noch n ich t k e n n t , gef ragt : 

i) Einführung in die mathematische Philosophie. Kap. 3. 
-) Die hier entwickelten Gedanken, sowie einige andere, die ausdrücklich im 

Nachwort angeführt sind, verdankt der Verfasser Herrn Ludwig Wittgenstein. 
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„ I s t in dieser Division der erste Res t gleich dem D i v i d e n d e n ? " so h ä t t e er 
na tür l ich „ j a " gesagt ; es wäre ihm also aufgefallen. Aber dami t h ä t t e ihm 
nicht die Per iodiz i tä t auffallen müssen. 

Man wird nun vielleicht sagen wollen: Wer die Per iodiz i tä t en tdeck t , 
der s i e h t die Division anders als der, der sie nicht kenn t : er s ieht 
in sie eine unendliche Möglichkeit hinein. Das klingt nun aber, als ob es auf 
e twas Psychologisches ankäme, auf die Art des Sehens. I n W i r k l i c h k e i t 
i s t d i e E n t d e c k u n g d e r P e r i o d i z i t ä t d i e K o n s t r u k t i o n e i n e s n e u e n 
K a l k ü l s . W i r müssen uns nur k lar machen, daß die Division 1 : 3 = 0 3 
nicht eine Rechnung von der Art ist wie 1 : 2 = 0 - 5 ; vielmehr entspr icht 

1 : 2 = 0-5 der Division 1 : 3 = 0 '3 
0 1 

d. h. einer f i n i t e n Rechnung. Man könnte auch sagen: 0\3 ist nicht in dem 
Sinne Resu l ta t der Division wie 0 '5 . Das le tzte Zeichen war uns vor dei 
Division 1 : 2 b e k a n n t ; was aber bedeutet 0 - 3 losgelöst von der periodischen 
Divis ion? Die B e h a u p t u n g , d a ß die Division den Quot ienten 0 - 3 liefert, 
h e i ß t d a s s e l b e wie die : die erste Stelle des Quot ienten ist 3 u n d 
der ers te Res t gleich dem Div idenden; und diese B e h a u p t u n g beschreibt 
eben die Per iodizi tä t der Rechnung. Den Unterschied zwischen dieser u n d 
einer gewöhnlichen Division kann man dadurch ausdrücken, daß m a n die 
Wiederkehr des Res tes irgendwie hervorhebt , also z. B . das eine Mal schre ib t 

1 : 3 = 0-3, das andere Mal 1_ : 3 = 0 3 

1 f 2 
„ D a s ist doch nur eine Äußer l ichkei t" wird der Leser sagen. „ D a ß m a n die 

Str iche dazu macht , k a n n doch den Charakter der R e c h n u n g nicht ä n d e r n ! " 
Aber die Striche weisen auf das G e s e t z i n der Division hin ; dami t s ind wir t a t -
sächlich zu einer neuen Rechnungsa r t übergegangen. Wer auf die Per iodiz i tä t 
aufmerksam macht , der führt eben dami t ein neues Zeichen ein. D. h. die Ar t , 
wie er auf die Per iodizi tä t aufmerksam mach t , gibt das neue Zeichen. 

W e n n ich die Division nach einigen Schri t ten abbreche und sage „es 
werden nun lauter Dreien folgen" — überspringe ich je tz t den Abgrund 
zwischen dem Endl ichen und dem Unendl ichen? Muß ich ein myster iöses 
P r inz ip zu Hilfe nehmen, das unendlich viele Schlüsse in einen Akt zusammen­
faß t? D a v o n ist keine Rede . Die Täuschung , der wir hier erliegen, ist d ie , 
d a ß wir von einer u n e n d l i c h e n E x t e n s i o n zu sprechen scheinen (den 
unendl ich vielen, n ich t aufgeschriebenen Ziffern), während wir doch, sobald 
wir die Per iodiz i tä t en tdeck t haben , ein G e s e t z en tdeckt haben, das Ziffern 
liefert . Alles ist eigentlich dami t gesagt , d a ß wir e rk lä ren : 0 * 3 3 3 . . . is t n ich t 
e ine Abkürzung für eine Zahl , die m a n nu r mangels T in te u n d Pap ie r n i ch t 
vol l s tändig hinschreiben k a n n ; sondern es is t ein neues Symbol , das seine 

6* 
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eigenen (und zwar endlichen) Rechenrege ln h a t . Mit ande ren W o r t e n , d ie 
P ü n k t c h e n v e r t r e t e n n ich t in scha t t enha f t e r Weise die n ich t h ingeschr iebenen 
Ziffern, sondern sie s ind selbst ein vollwert iges Zeichen in unserem K a l k ü l . 

N u n beginnt sich die Lage zu k lä ren . Der „ S p r u n g v o m End l i chen ins 
U n e n d l i c h e " is t in Wirk l ichke i t der Ü b e r g a n g zu e inem neuen K a l k ü l , der 
ke ine logische Folge des a l ten is t , in keiner Weise aus i hm abgelei te t werden 
k a n n , sich aber in b e s t i m m t e r Weise an ihn an lehn t . Solange uns n u r die 
gewöhnl iche Divis ion b e k a n n t war , k o n n t e n wir aus der Divis ion 1 : 3 n ich t 
able i ten , d a ß die Ziffer 3 per iodisch wiederkehr t . H a b e n wir die E n t d e c k u n g 
der Pe r iod iz i t ä t gemach t , so haben wir einen neuen K a l k ü l e n t d e c k t . 

N a c h diesen B e m e r k u n g e n wi rd uns das Wesen der I n d u k t i o n ver­
s tänd l icher sein. E s m u ß uns auffallen, d a ß ein Beweis du rch I n d u k t i o n 
eine ganz andere S t r u k t u r bes i tz t als das , was sonst in der B u c h s t a b e n ­
r echnung „ B e w e i s " he iß t . E i n Beweis ist j a , formal be t r ach t e t , eine Folge 
von Fo rme ln , die von b e k a n n t e n Forme ln ausgeht u n d mi t der zu beweisenden 
schl ießt ; wobei der Übe rgang von einer Fo rme l zur nächs t en nach fixen 
Rege ln erfolgt. I s t das der Fa l l , so sagen wir, die le tz te Formel der K e t t e 
sei bewiesen. B e t r a c h t e n wir aber den Induk t ionsbeweis , so ergib t sich 
uns ein ganz anderes B i l d : Der Beweis führ t gar n ich t zu der zu beweisenden 
Formel . Als Beispiel wollen wir an den Beweis des assozia t iven Gesetzes 
der Addi t ion er innern . W i r gingen aus von der Defini t ion 

(D) a + (b + 1) = (a + b) + 1 

u n d der A n n a h m e , der Sa tz gelte schon für eine b e s t i m m t e Zahl c : 

(A) a + (b + c) = (a + b ) ' + c 

W i r bewiesen d a n n , d a ß der Sa tz auch für die Zahl c + l g i l t : 

a + ( b + [ c + l ] ) = a + ( [ b + c] + i ) (nach D) 
= a + (b + c) + 1 (nach D) 

= ([a + b ] + c) + 1 (nach A) 
= (a + b) + (c + 1) (nach D) . 

I n diesem Beweis k o m m t offenbar der bewiesene Sa tz gar n ich t vor . Man 
sag t j a auch n ich t , d a ß m a n das assozia t ive Gesetz a u s g e r e c h n e t h a t , 
i n d e m Sinn, in welchem m a n e t w a ande re Gle ichungen mi t Hilfe der Grund ­
gesetze aus rechne t . Die gewöhnl iche Ans ich t i s t v ie lmehr die , d a ß zu dieser 
K e t t e v o n Gle ichungen noch ein besonderer Sch luß h i n z u t r e t e , der s a g t : 
a l s o gi l t der Sa t z für alle Zah len . U n d m i t d iesem Sch luß scheinen wi r den 
A b g r u n d zwischen d e m E n d l i c h e n u n d d e m Unend l i chen zu überspr ingen . 
E s is t m e r k w ü r d i g , wie e ine schiefe Ausdrucksweise d a s P r o b l e m so ver­
hül len k a n n , d a ß es k a u m m e h r mögl ich is t , zu der r ich t igen Auffassung 
zurückzuf inden . 
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Zunächs t fragt es sich näml ich : Is t die I nduk t i on n u r das A n z e i c h e n 
dafür, d a ß der Satz für alle Zahlen gi l t? Oder heißen die Wor t e „der S a t z 
gilt für alle Zah len" n ich ts anderes als : „er gilt für 1 u n d wenn er für c gi l t , 
gilt er auch für c + 1"? Gewöhnlich meint m a n : Der Sa tz kons ta t ie r t eben, 
d a ß für alle Zahlen das u n d das gilt , u n d der Beweis du rch I n d u k t i o n ist n u r 
einer der Wege , die u n s zur E r k e n n t n i s seiner Wahrhe i t führen. Man m a c h t 
also eine Unte rsche idung zwischen dem Satz — der für sich allein Sinn h a t — 
und dem Beweis , der uns gleichsam erst den Weg zu i hm bahn t . Aber was 
soll denn der allgemeine Satz besagen, wenn ich von dem Beweis d u r c h 
I n d u k t i o n absehe? E t w a , daß er für die Zahl 1 gilt u n d für die Zahl 2 usf. 
ins Unendl iche? Aber das e rk lä r t uns nicht den Sinn des Satzes, d. h. es 
g ib t uns keine An twor t auf die F r age : Wie gebraucht m a n diesen Sa tz? 
W a s sieht m a n als Kr i t e r ium seiner Wahrhe i t an? Wi r können j a n icht alle 
Zahlen durchlaufen und unendlich viele P roben anstel len; und zwar n ich t 
e twa d a r u m , weil wir zu wenig Zeit und Papier haben , sondern weil es n ich ts 
heißt , weil es logisch unmöglich ist . Tatsächl ich ist der Beweis durch I n d u k t i o n 
das e i n z i g e Kr i t e r ium, das wir haben . D a n n gibt uns aber erst der Beweis 
den Sinn des Satzes an . Ganz allgemein: W e n n m a n wissen will, was 
ein Satz bedeute t , so k a n n m a n immer fragen „Wie weiß ich d a s ? " U n d 
die Antwor t auf diese Frage ist die Fes tse tzung seines Sinnes 1 ) . 

Diese Bemerkung g ib t uns den Schlüssel zum Vers tändnis der I n d u k t i o n . 
E s ist ganz natür l ich, zu sagen: Der Beweis zeigt, daß der Satz für alle Zahlen 
gi l t ; aber dann m u ß m a n sich klar darüber sein, daß m a n erst durch d e n 
Beweis den Sinn des Wor tes „a l l e" bes t immt . U n d dieser Sinn ist ein anderer 
als e twa in dem Beispiel : „Alle Sesseln in diesem Zimmer sind aus H o l z . " 
D e n n wenn ich die le tz te Aussage verneine, so bedeute t d a s : „Es gibt m in ­
destens einen Sessel in diesem Zimmer, der n icht aus Holz i s t . " W e n n ich 
aber die B e h a u p t u n g „ A gilt für alle na tür l ichen Zah len" verneine, so he iß t 
das nu r : E i n e der Gleichungen im Beweis von A ist falsch, aber nicht : E s 
gibt eine Zahl, für die A nicht gil t , (es sei denn, d a ß m a n den Sinn dieser 
Aussage durch dieses Kr i te r ium definieren will). — Dafür spricht auch folgen-

] ) Diese Bemerkung kann man auch auf gewisse Probleme anwenden, über die 
heute viel diskutiert wird, z. B. auf die Rechtmäßigkeit von Existenzbeweisen. Der 
Intuitionist läßt nur solche Existenzbeweise gelten, die konstruktiv sind, d. h. in 
welchen ein Verfahren angegeben wird, den betreffenden Gegenstand in endlich vielen 
Schritten herzustellen. Alle anderen Existenzbeweise verwirft er als „sinnlos"; während 
der Formalist auch niehtkonstruktive Beweise zuläßt. Wenn unsere Bemerkung richtig 
ist, so zeigt sie, wie müßig dieser ganze Streit ist. Denn das Wort „Existenz" hat 
von vornherein noeh keine klar umrissene Bedeutung und erhält eine solche erst durch 
den Beweis . Wenn nun der Beweis einmal konstruktiv, das andere Mal nichtkonstruk­
t iv geführt wird, so hat eben die Existenzbehauptung einen v e r s c h i e d e n e n . 
S i n n . 
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d e s : W e n n ich eine al lgemeine Formel verneine, z. B . die Formel (a + b ) 2 = 
= a 2 4 " a b 4 - b 2 , so meine ich d a m i t : n icht diese Formel gil t , sondern . . . 
u n d n u n k o m m t die r icht ige Formel . Die Verne inung ha t also n u r den Zweck, 
e i n e al lgemeine Formel in Gegensatz zu br ingen zu einer a n d e r e n allgemeinen 
Fo rme l , aber n ich t den , eine Ex i s t enzaussage zu bi lden. E s is t ganz ähnl ich, 
wie wenn ich e twa s age : n ich t g rün , sondern gelb, n ich t 2, sondern 3, wo die 
Verne inung einer Angabe nu r die Vorbere i tung für eine andere is t . E s ver­
h ä l t sich d a m i t ganz anders als in d e m Beispie l : N ich t alle a l ten Menschen be­
k o m m e n g raue H a a r e , d a s n u r sagen soll, d a ß es a l te Menschen g ib t , deren H a a r 
n ich t g r a u wird. Mit anderen W o r t e n : Die allgemeine Formel der M a t h e m a t i k 
u n d die Ex i s t enzaussage gehören gar n ich t demselben logischen S y s t e m 
an . D a s h a t Brouwer r ich t ig gesehen, wenn er b e m e r k t , d a ß die Unr i ch t ig ­
ke i t einer a l lgemeinen Aussage über Zahlen noch n ich t die E x i s t e n z eines 
Gegenbeispiels bedeu t e t . 

N u n wird u n s die Le i s tung der I n d u k t i o n k la r : Sie is t n ich t ein Schluß , 
der uns ins Unend l i che t r ä g t ; der Satz a - ( - b = b - f - a ist n icht eine Ab­
k ü r z u n g für unendl ich viele einzelne Gleichungen, die wir nur unserer mensch­
l ichen Schwäche wegen n ich t alle h inschreiben können •— so wenig wie 
0 - 3 3 3 . . . eine A b k ü r z u n g für einen unendl ich langen Dez imalbruch ist — 
u n d der i n d u k t i v e Beweis n icht eine Abkürzung lü r unendl ich viele ein­
zelne Syllogismen. Die I n d u k t i o n so auffassen, heißt , sich den W e g zu ihrem 
Ver s t ändn i s verschl ießen. 

Ta t säch l ich beginnen wir m i t der Aufstel lung der Formeln 

a 4 - b = b 4 - a 

a 4 - (b + c) = ( a 4 - b) + c 
e t c . 

e i n e n ganz neuen Ka lkü l , einen K a l k ü l , der aus den R e c h n u n g e n der elemen­
t a r e n A r i t h m e t i k auf keine Weise abgelei tet werden k a n n ; u n d das is t d a s 
R ich t ige an Poincarés B e m e r k u n g , das P r inz ip der I n d u k t i o n sei n ich t logisch 
zu beweisen. Aber es s tel l t auch n icht , wie er mein te , ein syn the t i sches 
Ur te i l a pr ior i dar , es ist ü b e r h a u p t keine W a h r h e i t , sondern eine Fes t se tzung , 
welche besag t : W e n n die Formel f (x) für x = 1 gilt u n d f (c + 1) aus f (c) 
folgt, so sagen wir , es sei „die F o r m e l f (x) für alle na tü r l i chen Zahlen be­
wiesen" . 

„ A b e r " , so wi rd m a n fragen, „ is t das wirkl ich nu r eine Fes t s e t zung? 
Sehen wir denn n ich t , d a ß der Satz für jede einzelne Zahl , die wir 
herausgrei fen, t a t säch l i ch r ich t ig i s t ? " E s k ö n n t e p a r a d o x erscheinen, 
d a ß das assozia t ive Gesetz der Addi t ion a u s einer b loßen Defini t ion 
(der F o r m e l D) he rvorgehen soll. Aber vergessen wir n ich t , d a ß 
d i e F o r m e l D n i ch t e ine Defini t ion i m Sinne der Schullogik is t , näml ich 



eine Ersetzungsregel , sondern eine A n w e i s u n g z u r B i l d u n g v o n D e f i n i ­
t i o n e n . I n ihr liegt also schon die Allgemeinheit, und diese über t räg t sich 
von da- auf den induk t iven Beweis. Es kann j a auch der Indukt ionsbeweis 
als eine Anweisung zur Bi ldung von Beweisen für einzelne Zahlgleichungen 
angesehen werden, als das allgemeine Glied einer Reihe von Beweisen. J a , 
m a n k ö n n t e den Indukt ionsbeweis geradezu in F o r m einer Reihe von Gleichun­
gen mi t einzelnen Zahlen hinschreiben, als ein Reihens tück mit einem „usw." , 
und er verliert dadurch nicht seine Strenge. Zugleich zeigt diese Schreibweise 
viel klarer, da'ß die allgemeine Formel gar n ich t aus dem Indukt ionsbeweis 
f o l g t , — i n der Formel kommen j a Buchs taben vor, in dem Beweis aber nur 
Ziffern. Wohl aber k a n n m a n eine neue Bes t immung treffen, die den Über­
gang zu der allgemeinen Formel e r laubt . 

D a m i t k lär t sich ein Rätse l auf, das die Forscher so tief beunruhig t 
h a t : Wie k o m m t es, daß wir das Resu l t a t einer einzelnen Rechnung v o r ­
h e r s a g e n können, ohne sie auszuführen? D a ß wir z. B . prophezeien können, 
d a ß 63 X 289 dasselbe ergeben wird wie 289 X 63? Das Beunruhigende 
bes teh t dar in , daß wir den Zusammenhang zwischen der allgemeinen Vorher­
sage u n d der besonderen Rechnung nicht sehen. Man war deshalb immei 
geneigt, in der Formel a . b = b . a eine Zusammenfassung allei einzelnen 
Rechnungen zu erblicken. Tatsächl ich ist das der Sinn jener Formel 
n ich t . E h e r könn te m a n das kommuta t i ve Gesetz mi t einem Pfeil ver­
gleichen: E s weist, der Reihe der Zahlen ent lang, ins Unendl iche. D a s ist 
n icht dasselbe, wie wenn man sagt , das Gesetz fasse unendlich viele einzelne 
Sätze zusammen. Der Unterschied ist ungefähr derselbe wie in den Sä tzen : 
Der Scheinwerfer scheint ins Unendl iche und : E r beleuchtet die Unendl ich­
keit . 

Wi r könnten demnach sagen: Dadurch , d a ß wir jene Konvent ion treffen 
— näml ich solche Formeln aufzustellen, die den indukt iven Beweisen ent ­
sprechen — , passen wir den Ka lkü l mi t Buchs t aben dem Kalkü l mit Zahlen 
a n ; d. h. wir br ingen diesen Kalkü l in E ink l ang mit dem Kalkül der na tü r ­
lichen Zahlen, wie wir ihn durch die rekursive Definition der Addit ion e tc . 
festgelegt haben. 



9. Der gegenwärtige Stand der Grundlagenforschung. 
A. Der Formalismus. 

W i r n e h m e n n u n den Ber ich t über das weitere Schicksal der G r u n d ­
lagenforschung wieder auf u n d wenden u n s zunächs t dem F o r m a l i s m u s zu. 
Welche E r w ä g u n g e n zur E n t s t e h u n g dieser Denkweise geführt haben , ist 
b e k a n n t . Vor allem war es das P rob lem der Widerspruchsfre ihei t , das die 
M a t h e m a t i k e r zu einer s t rengen Formal is ie rung der m a t h e m a t i s c h e n Sätze 
u n d Schlußweisen gezwungen h a t . I s t n u n der Nachweis der Wider sp ruchs ­
freiheit ge lungen? 

Bis vor kurzer Zeit s ah es so aus , als ob die Ansä tze Hi lbe r t s zu d e m 
gewünsch ten Ziel führen sol l ten; j a für gewisse Teile der Ma thema t ik , z. B . 
für die e lementa re Zahlenlehre , schien der Beweis für die Widerspruchs ­
freiheit bere i t s e rb rach t zu sein,, u n d zwar mi t f ini t -anschaul ichen Mit teln. 
D . h . es schien, d a ß m a n die Widerspruchslos igkei t der Zahlenlehre ein­
schließlich der Logik beweisen könne du rch eine m e t a m a t h e m a t i s c h e U n t e r ­
suchung , die nu r von e inem T e i l der Vorausse tzungen der Zahlenlehre u n d 
der Logik Gebrauch m a c h t . Inzwischen aber h a t sich die Lage wesentl ich 
v e r ä n d e r t : Auf G r u n d einer U n t e r s u c h u n g von Godei 1 ) h a t sich näml ich 
das über raschende R e s u l t a t ergeben, d a ß d e r N a c h w e i s d e r W i d e r s p r u c h s ­
f r e i h e i t e i n e s l o g i s c h - m a t h e m a t i s c h e n S y s t e m s n i e m i t d e n 
M i t t e l n d i e s e s S y s t e m s e r b r a c h t w e r d e n k a n n , sondern d a ß m a n 
hierzu wesent l ich neue Mit te l heranziehen m u ß , die in dem Sys tem selbst n icht 
a u s d r ü c k b a r s ind. Genauer formulier t besagt die von Godei gefundene 
E ins i ch t : F ü g t m a n zu den Axiomen Peanos noch die Axiome des Logik­
ka lküls h inzu u n d n e n n t das so en t s t andene Sys tem P , d a n n läß t sich kein 
Beweis für die Widerspruchsfre ihei t von P führen, der in P formulier t werden 
k a n n , vorausgese tz t , d a ß P widerspruchsfrei is t . (Der le tz tere Zusa t z is t 
wesent l ich: W ä r e näml ich P widerspruchsvol l , d a n n k ö n n t e aus den Axiomen 
v o n P j e d e b e l i e b i g e Formel abgelei te t werden , also auch d i e Forme l , 
die , inha l t l i ch gedeu te t , besagt , d a ß P widerspruchsfrei ist.) 

M a n w i r d zunächs t denken , d a ß diese T a t s a c h e — die Unmögl ichke i t , 
die Widerspruchsfre ihe i t von P in P zu formulieren — d a r a n liege, d a ß das 
b e t r a c h t e t e S y s t e m i rgendwie zu a u s d r u c k s a r m is t u n d d a ß m a n dahe r t r a c h t e n 
solle, es z u e rwei te rn , u m d a s Ziel zu erre ichen. Allein das würde n ich ts helfen. 
Godei h a t näml i ch ganz al lgemein gezeigt : Welches formale Sys t em wir auch 

] ) Ober formal unentscheidbare Sätze, Monatshefte für Math. u. Phys. , 1931. 



nehmen , das die Lehre von den na tür l ichen Zahlen u n d d e m Logikka lkül 
umfaß t (schärfer: das aus P durch Hinzufügung einer rekurs iv definier­
ba ren Klasse von Axiomen en ts teh t ) , s te t s würde in dem Widerspruchsfreihei ts­
beweis eine Überlegung auftreten, die sich in diesem System n i c h t da r ­
stel len l äß t . 

Dieses wichtige Resu l ta t ist aber nu r die Folge eines anderen, noch 
tiefer l iegenden Satzes von Godei, der sich ungefähr so aussprechen läß t : J e d e 
A r i t h m e t i k i s t l ü c k e n h a f t ; d. h . i n j e d e m d e r v o r h i n g e n a n n t e n 
f o r m a l e n S y s t e m e g i b t es u n e n t s c h e i d b a r e a r i t h m e t i s c h e S ä t z e 
u n d f ü r j e d e s d i e s e r S y s t e m e l a s s e n s i c h a r i t h m e t i s c h e B e g r i f f e 
a n g e b e n , d i e i n d i e s e m S y s t e m n i c h t d e f i n i e r b a r s i n d . (Z. B . l ä ß t 
sich für jedes formale System S eine reelle Zahl konstruieren, die in S nicht 
definiert werden kann.) Man darf den Sinn dieser B e h a u p t u n g nicht dah in 
vers tehen, als sei d a m i t nun bewiesen, daß es definitiv unlösbare m a t h e ­
mat i sche Probleme gäbe ; sondern der Begriff „ lösbar" oder „en t sche idba r" 
bezieht sich immer nu r auf ein b e s t i m m t e s formales Sys tem; ist ein 
Sa t z in diesem System unentscheidbar , so bleibt doch s te t s die Möglichkeit 
denkbar , ein reicheres System zu konstruieren, in welchem der Satz einer 
En t sche idung zugeführt werden kann . Aber es g ib t kein System, in d e m 
a l l e a r i thmet i schen Sätze entscheidbar oder in dem a l l e ar i thmet ischen 
Begriffe definierbar wären. W e n n Brouwer meint , die Mathemat ik sei 
wesentl ich ein geistiges Handeln , eine Reihe sinnerfüllter Kons t ruk t ions ­
schr i t te u n d d a h e r n ich t in ein s ta r res Sys tem von Formeln zu fassen, so 
liegt da r in eine A h n u n g des r icht igen Sachverhal t s . „Alles Mathemat i sche 
ist formalisierbar; aber die Mathemat ik ist n icht durch e i n System erschöpf­
bar , soridern erfordert eine unendliche Reihe immer reicherer Sprachen . " 1 ) 

Diese Unabgeschlossenheit der Ma thema t ik ist n icht e twa eine Folge 
unserer menschlichen Unvol lkommenhei t , sondern liegt im Wesen der Sache. 
F r ü h e r h a t t e m a n sich vorgestellt , d a ß die Mathemat ik ein System ist, dessen 
sämt l iche Sätze sich zwingend aus einigen wenigen Voraussetzungen er­
geben u n d in welchem jedes P rob lem durch eine endliche Anzahl von 
Opera t ionen gelöst werden kann . Dieses Bi ld g ib t die S t r u k t u r der Mathe­
m a t i k nicht r icht ig wieder. Tatsächl ich ist die Mathemat ik ein Neben­
e inander unzählig vieler Systeme, die sich logisch gegeneinander abschließen 
u n d v o n denen jedes Prob leme en thä l t , die innerha lb dieses Systems selbst 
n i ch t en tscheidbar s ind. E i n e s dieser Prob leme ist das der Widerspruchs­
freiheit ; d. h . die Aussage, d a ß d a s System S widerspruchsfrei ist , is t i n S 
unen t sche idbar . 

i) Carnap: Die Antinomien und die Unvollstandigkeit der Mathematik: (Monats­
hefte Í. Math. n. Phys . , 1934.) 
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Mit a l ledem ist n ich t gesagt , d a ß das von Hi lber t ges teckte Ziel un­
er re ichbar wäre . Jedenfal ls wi rd m a n den Ausgangspunk t , die Besch ränkung 
auf einen p r imi t iven Teil der Ar i thme t ik u n d Logik abände rn müssen . O b 
d a n n die Widerspruchsfreihei t der klassischen M a t h e m a t i k (Ari thmet ik , 
Algebra , Analysis , Funkt ionentheor ie ) erwiesen werden kann , s t eh t heu te 
dah in . E inen wicht igen Vors toß in dieser R i c h t u n g stell t eine kürzlich 
erschienene Arbei t von Gentzen da r , in welcher t a t säch l ich die Wider ­
spruchsfreihei t der gesamten Ar i thmet ik auf Grund eines (den Satz vom 
ausgeschlossenen D r i t t e n nicht en tha l t enden) Teiles der A r i t h m e t i k u n d 
gewisser t ransf in i te r Methoden bewiesen w i r d 1 ) . 

Aber selbst wenn sich d a s gewünschte Ziel auf diesem W e g erreichen 
l ieße, so erhebt sich eine zweite Frage , der wir das g röß te Gewicht 
beilegen müssen : K a n n du rch derlei Un te r suchungen die Ar i thme t ik über­
h a u p t begründe t we rden? D a ß diese F r a g e sehr berecht ig t is t , wi rd deut l ich, 
soba ld m a n die Ar i thme t ik mi t der Geometr ie vergleicht . D a s P rob lem 
einer „ B e g r ü n d u n g der Geome t r i e " schließt zwei verschiedene Aufgaben 
i n s ich: Die eine ist die, eine Gruppe von Sä t zen auszuwählen , welche eine 
logische Bas i s der betreffenden Geometr ie b i ldet u n d die Unabhäng igke i t , 
Vol ls tändigkei t u n d Widerspruchsfre ihei t dieser Grundsä tze d a r z u t u n . D a 
n u n verschiedene Geometr ien denkmögl ich sind, so en t s t eh t zweitens die 
F rage , wie" diese Sys teme auf unsere Er fahrungswel t — die Lagerungen 
der s t a r ren Körper , das Verha l t en der L ich ts t rah len , der Träghe i t sbahnen 
usw. — anwendba r s ind. Diese zweite F r a g e stellt eine Aufgabe der 
Naturwissenschaf t dar , die durch ma themat i sches Denken allein nicht 
zu lösen i s t . 

W e n n wir diese Über legung auf die A r i t h m e t i k anwenden , so e rkennen 
wir : W a s du rch die axiomat ische Un te r suchung geleistet wird, ist — im 
güns t igs t en Fal le — die Er led igung des ers ten P rob lems . E s b le ib t die 
Frage , inwieweit das Axiomensys tem der Ar i thmet ik auf die „wirkl ichen 
Z a h l e n " zutrifft , d. i. auf diejenigen Bedeu tungen , die wir m i t den Zah l ­
w o r t e n ve rb inden . Diese Frage stell t ein neues, sehr tiefliegendes P r o b l e m 
dar , das über dem formalen Aufbau n ich t vergessen werden darf. 

B e t r a c h t e n wir, u m unsere Gedanken zu präzisieren, die fünf -Axiome 
P e a n o s . P e a n o h a t t e angenommen , d a ß wir die B e d e u t u n g der W o r t e „ N u l l " , 
„ Z a h l " , „Nachfo lge r" bere i ts kennen u n d d a ß die Axiome den Ausspruch 
e iner W a h r h e i t bi lden. Der Formal i s t tei l t diese Ansicht n i ch t : für i h n 
s ind die Axiome bedeutungs lose Verknüpfungen von Zeichen, deren S t r u k t u r 
i h n allein in teress ier t . Die Symbole „ N u l l " , „ Z a h l " u n d „Nachfo lger" 

*) G. Gentzen, D ie Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. Math. Ann. 112. 



lassen sich dann auf unendl ich viele Arten deuten , u n d jede von diesen 
D e u t u n g e n würde der Ar i thmet ik einen anderen Sinn verleihen. Einige 
i n s t r u k t i v e Beispiele g ib t Russel l : 

1. „ 0 " soll 100 und „ Z a h l " soll die Zahlen von 100 aufwärts bedeuten . 
D a n n wird unseren Grundsätzen Genüge geleistet. Selbst der 4. gilt , denn 
obwohl 100 der Nachfolger von 99 ist, so ist 99 keine „ Z a h l " in dem Sinn, 
den wir j e t z t dem W o r t „ Z a h l " geben. Offensichtlich kann man dieses Bei­
spiel s t a t t mi t 100 mit jeder beliebigen Zahl bi lden. 

' 2 . „ 0 " soll die übliche B e d e u t u n g haben, aber un t e r „ Z a h l " soll eine 
„ g e r a d e Z a h l " in der üblichen Bezeichnungsweise und unter „Nachfolger" 
e iner Zahl die Zahl vers tanden werden, die aus ihr durch Addit ion von 2 
e n t s t e h t . D a n n bedeute t „ 1 " die Zahl zwei, „ 2 " bedeutet die Zahl vier usw. 
D i e Re ihe der Zahlen lau te t d a n n : 

0, 2, 4, 6, 8, . . . 

Wiede r werden alle fünf Annahmen Peanos eifüll t . 
3 . E s soll „ 0 " die Zahl eins bedeuten, „ Z a h l " soll die Reihe 

1. Vz. Vi. Vs. Vie- • • • 

u n d „Nachfo lger" „die Hälf te v o n " bedeuten. F ü r diese Reihe treffen dann 

alle fünf Axiome von Peano zu 1 ) . 
Man sieht, daß die Axiome gar nicht den Begriff der Zahlenreihe charak­

ter is ieren, sondern einen viel allgemeineren Begriff, den der P r o g r e s s i o n . 
J e d e Progression genügt den fünf Axiomen Peanos . E ine Progression braucht 
n ich t e inmal aus Zahlen zu bestehen, sie kann ebensogut eine Reihe von 
P u n k t e n auf einer Geraden sein oder eine Reihe von Zei tpunkten usw. ; 
d a es unendl ich viele Progressionen gibt, so k a n n m a n das Axiomensystem 
P e a n o s auf unendlich viele verschiedene Arten auslegen. Vielleicht meint 
der Leser, m a n müsse sich eben dami t abfinden; un te r den Zahlen sind eben 
i rgendwelche Dinge zu verstehen, welche den Axiomen Peanos genügen 
u n d auf die E r g r ü n d u n g ihres Sinnes müssen wir ebenso verzichten, wie wir 
in der Geometrie auf die Definition der Grundbegriffe verzichtet ha t t en . 
Obwohl eine solche Auffassung für manche Zwecke berechtigt ist, kann 
sie i m Allgemeinen nicht befriedigen. Denn der Zahlen bedienen wir uns 
a u c h in der Mathemat ik , u m mi t ihnen Mittei lungen zu machen. W e n n 
ich z. B . sage „es gibt nur 5 reguläre Körper" , so will ich dami t zweifellos 
e inen w a h r e n Satz aussprechen. 'Abe r es ist unmöglich, mi t ihm noch irgend­
e inen Sinn zu verbinden, wenn „ 5 " eine bloße Spielmarke ist, die auf die 
verschiedens te Weise ausgelegt werden kann . W ü r d e n wir diesen S tand­
p u n k t e innehmen, so h ä t t e n wir keine Möglichkeit mehr , die Mit te i lung 

l ) Einführung in die mathematische Philosophie, Kap. 1. 
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„es g ib t 5 reguläre K ö r p e r " zu untersche iden von der Mit te i lung „es g ib t 
105 reguläre K ö r p e r " . So zeigt die Bes innung auf das einfachste Beispiel , 
d a ß wir u n s du rch die Besch ränkung auf diesen S t a n d p u n k t gerade das en t ­
schlüpfen l ießen, was den Sinn der Zahlaussagen ausmach t . 

Liegt d a s e twa da ran , d a ß die Axiome Peanos noch zu u n b e s t i m m t 
s ind, u m die Zahlenreihe festzulegen u n d ist es vielleicht möglich, diese Un­
b e s t i m m t h e i t du rch Zusa tz wei terer Axiome so einzuengen, d a ß sich eine voll­
s tändige Charakter i s ie rung der Re ihe der Kard ina l zah len ergibt ? D a ist es n u n 
übe raus bedeu t sam, d a ß Skolem jede Hoffnung dieser Ar t verei te l t h a t . 
Von ihm wurde nämlich ein al lgemeiner Sa tz bewiesen, der besag t , d a ß es 
ausgeschlossen is t , m i t endl ich vielen Axiomen die Zahlenre ihe zu cha rak te r i ­
s ieren 1 ) . J e d e Aussage, die in der Ar i t hme t ik der na tü r l i chen Zah len gi l t , 
gilt näml ich auch für Gebilde anderer Ar t , so d a ß es unmögl ich is t , die Zahlen­
reihe d u r c h i rgendwelche inneren E igenschaf ten vor R e i h e n andere r Ar t 
auszuzeichnen. 

E i n f rappan tes u n d n ich t t r iv ia les Beispiel dafür, wie eine U m d e u t u n g 
des Begriffs der ganzen Zahl mögl ich is t , selbst wenn die R ich t igke i t von so 
vielen Sä t zen gefordert wird , d a ß m a n ve rsuch t sein k ö n n t e zu g lauben , 
diese Sä tze k ö n n t e n n u r für die ganzen Zahlen gelten, is t folgendes 2 ) . D ie 
ganzen Zah len s ind 

1. l inear geo rdne t ; 
2 . sie reproduzieren sich du rch Addi t ion , S u b t r a k t i o n u n d Mul t ip l ikat ion. 

Dabe i is t die Addi t ion k o m m u t a t i v u n d assoziat iv , ebenso die Mul t ip l ika t ion , 
u n d für beide Opera t ionen gilt das d i s t r ibu t ive Gesetz. E s gibt zwei un ­
m i t t e l b a r e N a c h b a r z a h l e n 0 u n d 1 de ra r t , d a ß für jede beliebige Zahl a g i l t : 
a -)- 0 = a u n d a . 1 = a; 

3 . w e r d e n die Begriffe der Tei lbarkei t , der E inhe i t en , re la t iv p r i m usw. 
i n der b e k a n n t e n Weise eingeführt , so gilt der S a t z : Sind a u n d b re la t iv 
p r im, so g ib t es zwei Zahlen x u n d y de ra r t , d a ß a x — b y = 1 ist . 

B e t r a c h t e n wir n u n alle P o l y n o m e von der F o r m 

a n t n + a n _ l t — 1 + . . . . + a t t + a 0 , 

wobei a 0 e ine ganze Zah l is t , w ä h r e n d a,, a 2 , . . . a n beliebige r a t iona le Zah len 
s ind. Diese P o l y n o m e denken wir uns lexikographisch geordnet (d. h . h a b e n 
zwei P o l y n o m e die Koeff izienten a n , an__j . . . a 0 u n d b n , b n l f . . . b 0 , so is t 
das e rs te kleiner als d a s zwei te , w e n n a n < b n i s t oder, falls a„ = b n w ä r e , 
a n j > b n _ j is t , usw.) . F ü r den so kons t ru i e r t en Po lynomenbere i ch s ind 

') „Über die Unmöglichkeit einer vollständigen Charakterisierung der Zahlenreihe 
mittels eines endlichen Axiomensysteros". Norsk. Math. Forenings Skriíter, Ser. II . 1933. 

*) Vgl. Skolem, „Über einige Grundlagenfragen der Mathematik". Skrifter norske 
Vid.-Akad., Oslo, I. Mat. Nat . Kl. 1929. 
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n u n alle Eigenschaf ten erfüllt, die wir in 1 bis 3 angeführt h a t t e n — ob­
wohl sie ursprüngl ich den Begriff der ganzen Zahl zu charakter is ieren schienen. 
Skolems Satz besagt n u n : E ine solche U m d e u t u n g wird s te ts möglich sein, 
du rch soviel Eigenschaf ten m a n auch den Begriff der na tür l ichen Zahl zu 
fassen sucht . 

B. Die logische Schule. 
Dieses Ergebnis zeigt, daß der Formal ismus jedenfalls nicht die a b ­

schließende Aufklärung über das Wesen der Ar i thmet ik gebracht ha t . U n d 
der G r u n d hiefür ist auch nicht schwer zu en tdecken : Diese Denkweise 
ach te t einseitig auf die S t ruk tu r der mathemat i schen Aussagen u n d ver­
s ä u m t da rübe r die Unte rsuchung der mathemat i schen Begriffe. Die logische 
Schule h a t dagegen ihre Aufmerksamkei t gerade der Analyse der Begriffe 
zugewand t . E i n sehr bezeichnendes Beispiel dafür ist folgende Äuße rung 
F reges : „ E s ist doch eigentlich ein Skandal , daß die Wissenschaft 
noch über das Wesen der Zahl im Unkla ren ist . D a ß m a n noch keine 
allgemein ane rkann te Definition der Zahl ha t , möchte noch angehen, 
w e n n m a n wenigstens in der Sache übere ins t immte . Aber selbst da r ­
über , ob die Zahl eine Gruppe von Dingen oder eine mi t Kreide auf einer 
schwarzen Tafel von Menschenhand verzeichnete Figur sei, ob sie e twas 
Seelisches, über dessen En t s t ehung die Psychologie Auskunft geben müsse , 
oder ob sie ein logisches Gebilde sei, ob sie geschaffen sei u n d vergehen könne, 
oder ob sie ewig sei, selbst darüber ha t die Wissenschaft noch nichts ent­
schieden. O b ihre Lehrsätze von jenen aus kohlensaurem Kalke bes tehenden 
Gebi lden oder von unsinnlichen Gegenständen handeln , weiß die Ar i thmet ik 
n ich t . Ebensowenig herrscht Übere ins t immung in ihr über die B e d e u t u n g 
des W o r t e s „gleich" und des Gleichheitszeichens. Die Wissenschaft weiß 
also n icht , welchen Gedankeninhal t sie mi t ihren Lehrsä tzen ve rb inde t ; 
sie weiß nicht , womit sie sich beschäft igt ; sie ist über ihr eigenes W e s e n 
völlig im Unkla ren . I s t das nicht ein Skanda l ? " 1 ) 

Frege ha t als einer der ers ten das Problem einer Definit ion der Zahl in An­
griff genommen. E r definiert den Begriff der Anzahl in zwei Schr i t t en : ers tens 
e rk lä r t er, wann zwei Mengen gleichzahlig s ind; auf diesen Begriff g ründe t 
er sodann eine Definit ion des Begriffs „Anzah l " . Zwei Mengen sind nach 
Frege gleichzahlig, wenn jedem Elemen t der einen Menge ein E lemen t der 
zwei ten und jedem Elemen t der zweiten Menge ein E l e m e n t der ers ten ent ­
sp r i ch t ; d. h . wenn es eine eineindeutige Rela t ion gibt , welche sie e inander 
zuo rdne t . U n t e r der „Zahl einer Menge" vers teht er die Menge aller mi t ihr 
g le ichzahügen Mengen. Die Zahl 5 ist danach zu definieren als die Klasse 

») „Über die Zahlen des Herrn H. Schubert"; 
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aller Fünferk lassen in der W e l t ; d. i. als die Gesamthe i t aller derjenigen 
Klassen , die sich z. B . auf die Klasse der F inge r meiner l inken H a n d ein­
deu t ig beziehen lassen. 

Der Leser wi rd diese Defini t ion vielleicht e twas absonderl ich f inden; 
er w i r d sagen, das h a b e er sich u n t e r der Zahl 5 n ich t gedach t . Aber das 
wäre noch kein genügender G r u n d zu ihrer Ablehnung , wenn sie nu r sonst 
die Fo rde rungen erfüll te, die wir an eine gu te Defini t ion s te l len: d a ß sie 
wirkl ich die allgemein ane rkann ten Eigenschaf ten des Begriffs widerg ib t . 
Aber t u t sie das? Mit dieser F r a g e wollen wir uns j e t z t beschäft igen. 

Unse re B e d e n k e n setzen schon ein bei d e m ers ten Teil der De­
finition. Zwei Mengen werden gleichzahlig genann t , w e n n sie d u r c h 
eine e ineindeut ige Re la t ion aufe inander bezogen sind. W i e sollen wir also 
von zwei Mengen feststellen, d a ß sie gleichzahlig s ind? Offenbar dadu rch , 
d a ß wir eine solche Re la t ion aufweisen. W e n n ich e t w a feststellen soll, o b 
ich ebensoviel Löffel h a b e wie Tassen , so m ü ß t e ich nach dieser Vorschrift 
zusehen, o b ich eine eineindeutige Re la t ion finde, in welcher jeder Löffel 
zu einer Tasse s t e h t ; eine solche Re la t ion wäre z. B . : J e d e r Löffel liegt auf 
einer Tasse und keine Tasse b le ib t unbeleg t . W i e n u n aber , wenn die Löffel 
in einer L a d e liegen, die Tassen in einer ande ren? Gib t es auch d a n n eine 
Re la t ion , welche sie e inander zuordne t? Man wird sagen: „ N u n , wenn 
es keine g ib t , ist es jedenfalls sehr leicht , eine solche herzustel len ; ich b rauche 
j a nur die Löffel über die Tassen zu ver te i len ." D a z u bemerken wir b loß : 
D a n n h a t also jedenfalls vorher die Re la t ion nicht bes tanden , u n d wir h ä t t e n 
zu sagen : Solange die Löffel n ich t auf den Tassen lagen, waren die beiden 
Mengen n ich t gleichzahlig; u n d das en tspr ich t n icht dem Sinn, in welchem 
m a n das W o r t „gle ichzahl ig" verwendet . 

M a n wi rd en tgegnen, so sei die E r k l ä r u n g nicht gemeint ; es k o m m e 
gar n ich t darauf an , ob ich die Löffel t a t säch l ich auf die Tassen lege, sondern 
ob ich sie auf die Tassen legen k a n n . Sehr wohl! Aber was he iß t hier der 
Ausdruck „ ich k a n n " ? E t w a , d a ß ich die physische Kraf t habe , die Löffel über 
die Tassen zu ver te i len? D a s wäre ganz un in te ressan t . W a s m a n sagen will, 
is t offenbar d ies : I c h k a n n die Löffel über die Tassen deshalb vertei len, 
weil von beiden Sor ten gleichviel E x e m p l a r e v o r h a n d e n s ind. U m die Mög­
l ichkei t der Z u o r d n u n g zu e rkennen , m u ß ich also schon wissen, d a ß die 
Mengen gleichzahlig s ind. Nicht die Z u o r d n u n g b e s t i m m t die Gleichzahlig-
kei t , sonde rn die Gleichzahligkeit ermögl icht die Z u o r d n u n g . 

M a n s ieht , wie die T ä u s c h u n g zus t ande k o m m t . Die Aussage : „Die 
be iden Mengen k ö n n e n e inander zugeordne t w e r d e n " wi rd u m g e d e u t e t 
i n die d a v o n ganz verschiedene Aussage : „Die beiden Mengen s i n d ein­
ande r z u g e o r d n e t " , d. h . „ E s g i b t t a t säch l i ch eine Re la t ion , die eine solche 
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Zu o r d nung le is te t" . O b eine solche Rela t ion bes teht , kann nu r die E r f a h r u n g 
lehren ; u n d daß sie immer bes teht , ist durch nichts erwiesen. 

Zusammenfassend können wir sagen ; Die vorgeschlagene Definit ion g ibt 
zwar eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung für die Gleichzahlig-
keit an u n d faßt daher den Sinn des Ausdrucks „gleichzahlig" zu eng. 

Welcher Sinn k o m m t dem W o r t „gleichzahlig" zu? W e n n wir in dieser 
F rage einen klareren S t andpunk t gewinnen wollen, so werden wir vorers t 
eine Untersche idung zu machen haben. Wi r haben zwar bisher von 
Klassen gesprochen, es aber unter lassen, den Sinn dieses Ausdrucks 
zu erklären. Den Ausdruck „ K l a s s e " gebraucht m a n nun auf zwei A r t e n : 
ers tens zur Bezeichnung dessen, was in einer Liste aufgezählt ist (Schul­
klasse) ; zweitens als gleichbedeutend mit dem Ausdruck „Begriff" („die Wa le 
gehören zur Klasse der Säuget iere" he iß t : „die Wale fallen unter den Begriff 
„ S ä u g e t i e r " ) . Diese beiden Bedeu tungen sind völlig verschieden : im ersten 
Fal l ist es tautologisch zu sagen, d a ß a zur Klasse k gehört (denn das folgt 
aus der Definit ion von k) ; im zweiten Fall ist es eine empirische E rkenn tn i s . 

F r a g t m a n nun, w a n n zwei Klassen gleichzahlig sind, so wird die Antwor t 
davon abhängen , was m a n unter einer Klasse vers teht . Hande l t es sich um 
zwei Begriffe, so k a n n m a n empirisch feststellen, ob sich die Umfange ein­
ander zuordnen lassen; auch wenn der eine mehr E lemen te en tha l ten sollte 
als der andere, ist die A n n a h m e „sie lassen sich einander zuordnen" nu r 
falsch, n icht widerspruchsvoll . Hande l t es sich aber u m zwei Listen, so liegt 
die Sache anders ; d a n n ist es weder eine empirische Fests te l lung zu sagen 
„sie lassen sich e inander zuordnen" noch „sie^ lassen sich nicht e inander 
zuo rd n e n " . Zwei Beispiele mögen das er läutern . 

1. „S ind in diesem Zimmer ebensoviel Personen wie im N e b e n z i m m e r ? " 
E ine pr imi t ive Art zur Entsche idung dieser Frage bes tünde darin, d a ß m a n 
von j eder Person des einen Zimmers einen Faden zu einer Person des anderen 
Z immers zieht u n d sich überzeugt, d a ß zu jeder Person ein Faden führt u n d 
d a ß sich kein Faden spa l te t . Das Spannen der Fäden ist hier ein E x p e r i m e n t . 
Bevor das E x p e r i m e n t ausgeführt ist, kann m a n ebensogut sagen: die beiden 
Mengen lassen sich e inander zuordnen wie: sie lassen sich nicht e inander 
zuo rdnen . 

2. „ S i n d 3 x 4 Tassen gleichzahlig mi t 12 Löffeln?" Auch hier könnte 
die En t sche idung im Ziehen von Linien bes tehen: m a n stellt e twa die 
Tassen durch eine Re ihe von P u n k t e n dar , ebenso die Löffel, und führt 
n u n von j edem P u n k t der einen Reihe eine Linie zu einem P u n k t der zweiten. 
D a s Ziehen der Linien ist je tz t kein Expe r imen t , sondern ein Vorgang in 
e inem K a l k ü l ; W i r rechnen eben auf diese Weise aus, ob die beiden Mengen 
gleichzahlig sind. Der Sa tz „sie lassen sich einander zuo rdnen" ist j e tz t ein 
Sa t z der Ma thema t ik . 
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K e h r e n wir n u n zurück! Freges Defini t ion besag te : zwei Mengen 
s ind gleichzahlig, wenn es eine Re la t ion g ib t , die sie e ineindeut ig e inander 
z u o r d n e t . Der e rs te E i n w a n d w a r : stell t m a n eine solche Re la t ion her , d a n n 
s ind die Mengen gleichzahlig ; s tel l t m a n sie n icht her, so s ind sie n ich t gleich­
zahl ig . M a n h a t zwar e twas definiert , aber n ich t den Begriff „gle ichzahl ig" . 
M a n verbesser t n u n die Definit ion, i ndem m a n erklär t : zwei Mengen s ind 
gleichzahlig, wenn m a n sie e ineindeut ig e inander zuordnen k a n n , d. h., 
w e n n es Sinn h a t zu sagen, d a ß sie e inander e ineindeut ig zugeordnet s ind. 
D a s aber s t i m m t wieder n ich t . D e n n s ind die beiden Mengen d u r c h ihre 
E igenschaf ten gegeben, so ist es i m m e r sinnvoll , ihr Zugeordnetense in zu 
b e h a u p t e n 1 ) ; liegen aber zwei Lis ten vor, z. B . die Lis ten ( a , b , c ) u n d ( a ' , b ' ) , 
d a n n ist es ein Wide r sp ruch , von ihnen zu behaup t en , sie seien zugeordne t . 

Ta t säch l ich gebrauchen wir das W o r t „gle ichzahl ig" nach verschiedenen 
Kr i te r ien , von welchen F rege n u r e i n e s he rvo rheb t u n d z u m P a r a d i g m a 
m a c h t . B e t r a c h t e n wir ein p a a r Beispie le! 

1. Liegen auf dem Tisch 3 Löffel u n d 3 Tassen , so stell t m a n mi t e inem 
Bl ick fest , d a ß sie gleichzahlig s ind, ohne d a ß m a n sie erst Glied für Glied 
aufe inander beziehen m ü ß t e . 

2. I s t die Anzahl n ich t übersehbar , s ind aber die Dinge in ein überseh­
ba res Schema geordne t , wie z. B . die P u n k t g r u p p e n 

so spr ing t e inem wieder die Gleichzahligkeit ins Auge. 

3 . E t w a s anders ist der Fal l , d a ß wir e twa von zwei Fünfecken feststellen, 
d a ß sie dieselbe Zah l von Diagonalen haben . Hie r fassen wir die G r u p p i e r u n g 
der Diagona len n ich t mehr u n m i t t e l b a r auf, v ie lmehr i s t es ein Sa tz der 
Geomet r ie , d a ß die be iden Klassen gleichzahlig s ind. 

4. Zwei Mengen s ind gleichzahlig, w e n n zwischen ih ren Gliedern eine 
e ine indeut ige Re la t ion bes teh t . 

5. D a s normale K r i t e r i u m der Zahlengleichhei t is t aber das Zählen 
(das n i ch t als eine Abbi ldung zweier Mengen d u r c h eine Bez iehung aufgefaßt 
werden darf) . 

*) Der Leser beachte, daß die Aussage „die beiden Mengen lassen sich einander 
zuordnen" einen verschiedenen Sinn hat, je nach dem Kriterium, an dem man die 
Möglichkeit der Zuordnung erkennt: daß die beiden Mengen g l e i c h z a h l i g sind, 
oder daß es S i n n haben soll, von einer Zuordnung zu sprechen. 
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Diesen verschiedenart igen und biegsamen Gebrauch gibt Freges Definit ion 
n i c h t wieder ; sie k e n n t nur e i n Schema, in das sie alle Fäle pressen 
möchte l . 

D a ß diese Auffassung zu sel tsamen Konsequenzen führt , k a n n m a n sich 
leicht klar machen. N a c h Frege müssen zweiMengen notwendig entweder gleich­
zahl ig sein oder n ich t ; u n d zwar aus rein logischen Gründen. Nehmen wir an, 
d a ß j e m a n d einen Augenblick auf den Sternenhimmel sieht u n d gefragt würde , 
wieviel L i ch tpünk tchen er gesehen ha t — gibt es da die An twor t ; „ I c h weiß 
z w a r nicht , wieviel S terne es gewesen sind, aber eine bes t immte Zahl m u ß 
ich doch gesehen h a b e n ? " Wie unterschiede sich diese Antwor t von der : 
„ I c h habe viele Sterne gesehen?" (Man vergesse nicht , d a ß wir nach der 
Z a h l der g e s e h e n e n , n icht nach der Zahl der physikalisch vorhandenen 
Sterne fragen, die m a n natür l ich auf einer photographischen P la t t e aus­
zählen kann.) Vielleicht sagt m a n : „ I c h habe eben vergessen, wie das Bi ld 
ausgesehen h a t ; aber in dem Moment, d a ich es sah, m u ß ich eine bes t immte 
Zah l von L i c h t p u n k t e n gesehen haben . " Das he iß t : Wenn ich n u r 
e inmal zurück könn te zu jenem Augenblick, dann würde ich schon nach­
schauen , wieviel S terne dagewesen sind. Aber der Wi tz ist j a gerade, d a ß 
es kein Zurück gibt . D a s Erlebnis ist vorbei, ich kann es nicht festhalten, 
u m es nachher in Muße zu be t rachten . E s gibt eben keine Methode, die Anzahl 
festzustellen, und d a m i t verliert die Zahlangabe ihren Sinn. 

Man könn te die Sache aber auch anders ansehen. D a man eine kleine 
Zah l von Sternen — bis e twa zu 5 — noch deutl ich auffassen kann und erst 
d a n n ihre Zahl zu verschwimmen beginnt , so könnte m a n sagen: Verwenden 
wir hier eine neue Zahlenreihe, deren Glieder lau ten „ 1 , 2, 3 , 4, 5, viele" —• 
eine Reihe , die wirklich manche pr imit ive Völker gebrauchen. Der Leser 
wi rd vielleicht Bedenken t ragen hier von einer Z a h l e n r e i h e zu sprechen; 
e r wird unseren Vorschlag eher als eine Ausflucht aus einer Verlegenheit an­
sehen. W i r wollen ihm d a n n nur zu bedenken geben, daß jene Zahlenreihe 
d u r c h a u s nicht unkomple t t ist u n d wir nicht im Besi tz einer komple t te ren 
sind, sondern nur im Besi tz einer anderen und komplizierteren, neben der jene 
p r imi t ive zurecht bes teh t . Man k a n n auch in dieser Reihe addieren u n d 
mult ipl iz ieren und alles das in voller Strenge; nu r ist sie anderen Zwecken an­
g e p a ß t . Stellen wir uns vor, es gäbe keinerlei beständigen Dinge in dieser Wel t , 
sondern alles würde vorbeischweben wie die Bilder fallender Tropfen, d a n n würde 
uns vielleicht jene Zahlenreihe ebenso na tür l ich und angemessen erscheinen 
wie j e t z t unsere . Oder e in anderes Beispiel : Denken wir uns , wir sollten Dinge 
zäh len ; während wir das t u n , verschwinden welche oder es en t s t ehen neue, ohne 
d a ß wir es bemerken, so d a ß wir eine immer andere Zahl herausfänden. Solche 
E r f a h r u n g e n könn ten unsere Begriffsbildung in ganz andere B a h n e n lenken. 
Vielleicht würden unbes t immte Zahlwor te , wie „wenig" , „v ie l " , „sehr v ie l " — 

7 Waismann: Einführung. 
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even tue l l m i t feineren Abs tufungen — a n die Stelle unserer Zah lwor t re ihe 
t r e t e n . A c h t e n wir auf solche Möglichkeiten, so fällt das Vorur te i l v o n u n s , 
d a ß unse re Zahlenre ihe ein ausgezeichnetes , uns gleichsam von G o t t ge­
schenk te s Gebilde is t , d a s wesent l ich der Grunds te in dessen sein m u ß , w a s 
-wir A r i t h m e t i k nennen . 

Freges Definit ion geht an al ledem vorbei . Nach ihr sind zwei Mengen 
gleichzahlig oder n icht , kraft eines rein logischen Gesetzes, ob wir es n u n 
feststel len können oder n ich t . Genau so h a t t e m a n früher a rgumen t i e r t , 
d a ß die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse an sich fests tehe, ganz u n a b ­
hängig d a v o n , du rch welche Beobach tungen wir sie e rkennen . Aber so is t 
es n icht , sondern der Sinn einer Aussage erschöpft sich in der Ar t ihrer Verifika­
t ion . Wil l m a n wissen, was das W o r t „g le ichzahl ig" bedeu te t , so m u ß m a n 
auf die Verfahren achten , nach welchen m a n t a t säch l i ch die Gleichzahlig-
kei t feststel l t . N u r s ind diese Verfahren kompliz ier ter u n d n ich t auf ein 
so einfaches Schema zu br ingen wie Frege me in te . 

N u r m i t wenigen W o r t e n wollen wir auf den zwei ten Teil von Freges 
Defini t ion eingehen. E i n e Zahl soll also eine Klasse von Klassen sein. D i e 
Aussage z. B . „auf dem Tisch liegen drei Äpfe l" w ü r d e d a n a c h b e d e u t e n : 
d e m Begriff „Apfel , der auf dem Tisch l i eg t " k o m m t die Zahl 3 zu ; ode r : 
die Klasse der auf dem Tisch l iegenden Äpfel ist ein E l e m e n t der Klasse 3 . 
Diese D e u t u n g , von der Russel l selbst mein te , d a ß sie e in igermaßen p a r a d o x 
sei, h a t e i n e n großen Vorzug: sie setz t von vornhere in in Ev idenz , d a ß 
die Zahl n ich t von den Dingen, sondern von dem Begriff ausgesagt wird , 
sie vermeide t also gewisse Fehler , welche Frege mit R e c h t he rvorgehoben 
h a t . Aber wi rd diese D e u t u n g wirkl ich dem Gebrauch der Zahlwor te gerecht ? 
D e n k e n wir uns e t w a eine Sprache , d ie ausschließlich dazu verwende t w ü r d e , 
Befehle zu geben, wäh rend sie so e twas wie eine Aussage ü b e r h a u p t n ich t 
kenn t . W i e nun , wenn ich in dieser Sprache den Befehl gebe : „3 Äpfe l ! "? 
H a t j e t z t das Zahlwor t „ 3 " eine andere B e d e u t u n g ? Gewiß n i ch t ; u n d doch 
k a n n dieser Befehl n ich t m e h r gu t nach d e m Schema von Frege g e d e u t e t 
we rden ; er besagt n i ch t : die Klasse der Äpfel, die zu holen ist, ist E l e m e n t 
der Klasse 3 . D e n n dies ist eine Aussage, u n d die kenn t unsere Sprache 
n ich t . I n der Sub jek t -P räd ika t fo rm läß t sich der Befehl ü b e r h a u p t nicht 
a u s d r ü c k e n . F r e g e s D e f i n i t i o n b i n d e t a l s o d e n Z a h l b e g r i f f i n 
u n n ö t i g e r W e i s e a n d i e S u b j e k t - P r ä d i k a t f o r m u n s e r e r S ä t z e . 
Ta t säch l i ch ergibt sich die B e d e u t u n g des W o r t e s „ 3 " aus der A r t seiner 
V e r w e n d u n g , u n d von dieser wird spä t e r die R e d e sein. 

E i n e zweite Schwierigkeit wi rd a m bes ten du rch eine A r g u m e n t a t i o n 
von Russe l l be leuchte t . Angenommen , sagt Russel l , es gäbe genau 9 I n d i v i d u e n 
auf der W e l t . D a n n könn ten wir die Kard ina lzah len von 0 bis 9 kons t ru ie ren , 
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aber 10, als 9 + 1 definiert, wäre die Nullklasse. Folglich werden 10 u n d alle 
folgenden natür l ichen Zahlen mi te inander ident isch sein, sie wären näml ich 
sämtl ich 0. U m eine solche ar i thmet ische K a t a s t r o p h e zu verhü ten , m u ß 
ein besonderes Axiom eingeführt werden, das Unendl ichkei tsaxiom. Dieses 
besagt , d a ß es einen Typus gibt , dem unendlich viele Ind iv iduen angehören. 
D a s e rwähn te Axiom stell t eine Aussage über die Wel t dar , u n d von der W a h r ­
heit dieses Axioms häng t nun wesentlich der Aufbau der ganzen Ar t ihmet ik 
ab . J e d e r m a n n wird daher begierig sein, zu erfahren, ob dieses Axiom wahr 
is t . Auf diese Frage müssen wir erwidern: Wi r wissen es n i ch t ; wir haben 
nicht den leisesten Anha l t spunk t dafür, an die Wahrhe i t dieses Axioms zu 
g lauben . Aber noch schl immer: Wir können über die Wahrhe i t dieses 
Axioms nie e twas ausmachen, da es seiner N a t u r nach so beschaffen ist, d a ß 
es sich jeder Prüfung entzieht . Dann müssen wir aber gestehen, daß diese 
A n n a h m e keinen angebbaren Sinn hat ; denn was soll eine Hypothese , die 
ewig ungewiß is t? Also: auf eine nicht verifizierbare A n n a h m e über die 
Wel t , auf eine sinnlose Hypothese wird die Möglichkeit der Ar i thmet ik 
gegründet . W e n n wir diese Auffassung unbefangen Denkenden vort ragen, 
wen können wir da noch überzeugen? Wer wird noch glauben, daß dami t 
die Lehre von den natür l ichen Zahlen tiefer begründet worden is t? W e n n 
aber der einfache u n d klare Begriff der Zahl nur unklar und problemat isch 
wird, so urteilen wir mi t Recht , daß bes t immt etwas nicht in Ordnung ist 
mi t dieser Theorie und daß sie für eine Aufklärung des Zahlbegriffs n icht 
in Frage k o m m t . 

E s hilft auch nichts , die Schwierigkeit dadurch zu vermeiden, daß m a n 
das Unendl ichkei tsaxiom als Bed ingung in den mathemat i schen Sä tzen 
mi t führ t . Denn so gewinnt m a n nicht die Mathemat ik , wie sie ta tsächl ich 
vor l i eg t . Die Mathemat ik sagt z. B . : die Menge der Brüche ist überall 
d icht , aber nicht : die Menge der Brüche ist überall d icht , w e n n das 
Unendl ichkei tsaxiom zutrifft . Das ist eine künstl iche U m d e u t u n g , nur dazu 
ersonnen, die Lehre aufrecht erhal ten zu können, d a ß die Zahlen aus 
wirkl ichen Klassen in der Welt aufgebaut sind. 

Fassen wir noch einmal kurz die Bedenken zusammen, so müssen wir 
sagen : W a s den Formal i smus betrifft, so schien uns , d a ß die Auffassung 
der Zahlen als bedeutungsloser Zeichen mi t der Anwendung, welche diese 
Zeichen schon innerha lb der Mathemat ik finden, nicht vere inbar ist . Bei 
der Frege-Russellschen Theorie anerkann ten wir, d a ß sie sich b e m ü h t , 
den Zahlzeichen eine Bedeu tung zu geben. I n d e m sie aber diese B e d e u t u n g 
mi t den ta t sächl ichen Klassen in der Wel t in Verbindung setzt , br ingt sie ein 
E l e m e n t des Empir i schen , Zufälligen in die Ar i thmet ik hinein u n d ze r s tö r t 
d a m i t d ie Apr ior i tä t , die das Kennzeichen der Ma thema t ik ist . 
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C. Ausblick. 
W i r s t ehen also neuerdings vor der F r a g e : W a s ist eine Zahl ? Ke ine der 

bisher igen R i c h t u n g e n h a t uns eine k la re A n t w o r t gegeben. E s k ö n n t e fast 
sche inen , d a ß i m einfachen Begriff der Zah l ein Geheimnis verborgen sei, das 
s ich gegen d a s E r f a ß t w e r d e n du rch den V e r s t a n d s t r ä u b t . Aber wie oft in 
solchen Fäl len sollte m a n zuers t überlegen, ob n ich t der G r u n d des Mißerfolges 
in der falschen Frages te l lung liegt. Mit der F r a g e : „ W a s is t eine Z a h l ? " 
ve rhä l t es sich in manche r Hins i ch t ähnl ich wie mi t der F r a g e des 
h l . A u g u s t i n u s : „ W a s ist die Z e i t ? " W i r alle ve rs tehen dieses W o r t u n d 
wissen es i m tägl ichen Leben zu geb rauchen ; werden wir aber gefragt , was 
die Zeit i s t , so ge ra ten wir in Verlegenheit u n d m ö c h t e n mi t Augus t inus 
sp rechen : „ W e n n m a n mich n ich t fragt , weiß ich e s ; wenn m a n mich fragt , 
weiß ich es n i c h t . " 

U m d a s Rä t se l aufzuklären , b r auchen wir u n s nu r zu besinnen, was wir 
d e n n t u n w ü r d e n , u m j e m a n d e m den Sinn dieses W o r t e s zu e rk lä ren . W i r 
w ü r d e n i h m a n verschiedenen Beispielen zeigen, wie m a n das W o r t gebrauch t ; 
z. B . in den Fä l l en : „ I c h h a b e j e t z t keine Ze i t " , „ J e t z t is t n icht die Zeit 
d a z u " , „Meine Zeit ist u m , ich m u ß g e h e n " , „ U m welche Zeit willst d u 
k o m m e n ? " , „Die Zeit ist sehr rasch ve rgangen" , „ I c h m u ß t e lange Zeit 
w a r t e n " , „ I n a l ten Zei ten leb te e inmal . . . " . Als An twor t auf die Frage 
Augus t ins geben wir also Anwendungsweisen. W i r verknüpfen dieses W o r t 
m i t anderen W o r t e n , wir gl iedern es in verschiedene syn tak t i s che Z u s a m m e n ­
hänge ein, wir fahren gle ichsam all die Linien nach , die der Sprachgebrauch 
für dieses W o r t g e b a h n t ha t u n d d a m i t e rk lä ren wir seinen Sinn. I n der 
T a t , wer i m s t a n d e is t , das W o r t „ Z e i t " in den verschiedenen Beispielen zu 
vers tehen u n d es anzuwenden , der weiß eben, „ w a s die Zeit i s t " , und keine 
F o r m u l i e r u n g k a n n es i hm besser sagen. Die F r a g e : „ W a s ist die Z e i t ? " 
füh r t uns i r re , denn sie l ä ß t uns nach einer A n t w o r t von der F o r m suchen 
„d i e Zeit is t . . . " , u n d die g ib t es n ich t . 

W e n n wir uns mi t dieser E ins te l lung der F r a g e zuwenden, was die Zahlen 
s ind, so werden wir n ich t m e h r dem suggest iven B a n n der F rage erliegen. 
S t a t t d a s Wesen der Zahl in eine Formel zu fassen, werden wir den Gebrauch 
des W o r t e s „ Z a h l " u n d der Zahlwör te r beschreiben. 

W i e also e rk lä r t m a n die Zah lwor te ? Gib t es hier e t w a eine hinweisende 
Def ini t ion ? F ü r den Anfang der Re ihe schon : Man deu te t e t w a auf i rgendeine 
anschaul iche Gruppe , oder umschre ib t sie m i t einer Bewegung u n d s ag t : 
2 Nüsse , 3 Äpfel u sw . ; u n d diese E r k l ä r u n g ist n ich t schlecht . Bei größeren 
Zahlen versagt sie freilich, u n d d a s m a c h t uns schon auf e inen gewissen U n t e r ­
schied aufmerksam, den m a n d u r c h die W o r t e „visuelle Z a h l " , „gezäh l te 
Z a h l " bezeichnen k ö n n t e . D a ß i m Griechischen die e r s ten vier Zah lwor t e 



dekliniert werden, die anderen nicht , ist wohl ein Anzeichen dafür, d a ß m a n 
hier früher einen Untersch ied in der Auffassung der Zahlen empfunden ha t . 

Normalerweise ist der Gebrauch der Zahlwor te mi t dem Zählen verknüpf t . 
Wie das Zählen vor sich geht , das b rauchen wir n icht zu schildern ; lieber wollen 
wir e inem E i n w a n d zuvorkommen, der sich schon geregt haben wi rd : d a ß 
dies eine Methode is t , wie Kinder die Zahlworte erlernen, aber n icht e ine 
wissenschaftl iche E r k l ä r u n g des Zahlbegriffs. Diese müsse exak t und voll­
s t änd ig sein. Aber der Sinn der Zahlwör ter ergibt sich aus ihrer Verwendung, 
u n d diese is t eine vielfältige. W e n n wir einem K i n d beibringen, auf Befehle 
wie ,,6 Äpfe l !" von 1 bis 6 zu zählen und bei jedem W o r t einen Apfel her­
zulangen — ist es sich nun über den Sinn des Wortes , , 6 " nicht klar? H a t 
es nu r einen rohen oder beiläufigen Begriff von der Zahl 6? Muß erst der 
Logiker den wahren Sinn herausfinden? Wir haben j a alle in der Kindhe i t 
die Zahlwor te so gelernt und vers tehen sie sei ther; und wir kennen keine 
bessere E r k l ä r u n g . W a r u m also sollten wir uns ihrer schämen? Tatsächl ich 
is t die Ar t , wie die Kinder auf der Schule die Zahlen lernen — mi t 
Str ichen, mi t Kugeln usw. — vol lkommen korrekt . 

Zuerst m u ß also Klarhe i t über das Ziel bestehen. W i r suchen n ich t 
nach einer Definition des Zahlbegriffs, sondern nach einer Klä rung der 
G r a m m a t i k der Zahlwor te und des Wor te s „Zah l " . Der eigentliche Grund , 
w a r u m m a n sich u m eine Definition bemühte , war wohl der, d a ß man mein te , 
d a d u r c h die Grundlagen der Ar i thmet ik vertiefen zu können. Die Sätze 
der Ar i thmet ik sollten sich als rein logische Wahrhe i t en erweisen. Es sei 
g e s t a t t e t , unsere Stel lung in dieser Frage wenigstens anzudeuten . 

N a c h unserer Meinung bes teht die Mathemat ik nicht aus Tautologien. 
Sie ist kein Zweig der Logik, sondern völlig au tonom u n d r u h t nur auf ihren 
eigenen Fes tse tzungen. Der Glaube, daß die Mathemat ik durch Zurück-
führung auf die Logik sicherer begründet , g laubhafter würde, ist j a übe rhaup t 
n u r ein Mißvers tändnis . Ohne auf diese Dinge im einzelnen einzugehen, wollen 
wir nu r bemerken, d a ß sich heu te die Möglichkeit einer neuen Auffassung 
auf tu t , nach der die Ma thema t ik weder aus empirischen Sätzen (Mill) noch 
aus syn the t i schen Urtei len a priori (Kan t , Hami l ton , Poincaré) noch aus 
analy t i schen Sätzen respekt ive Tautologien (Frege, Russell , R a m s e y , H a h n , 
C a r n a p u . a.) bes teht , sondern eine Reihe von dedukt iven Sys temen en thä l t , 
welche die Folgerungen aus willkürlich gewähl ten Voraussetzungen en t ­
wickeln. D ie Logik is t nu r einer dieser Kalkü le , an sich nicht wichtiger als 
d ie anderen . Diese Auffassung ist eigentlich die a x i o m a t i s c h e , die nu i 
e rgänzt werden m u ß durch die Aufdeckung des Zusammenhangs , der zwischen 
den ma thema t i s chen Symbolen u n d den W o r t b e d e u t u n g e n der U m g a n g s ­
sprache bes teh t . D ie Un te r suchung dieses Z u s a m m e n h a n g s fällt in d e n 
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R a h m e n der al lgemeinen logischen G r a m m a t i k , zu der sich gerade heu t e 
so erfolgversprechende Ansä tze zeigen. E s hande l t sich hier d a r u m , die 
Ve rwendung der Zah lwor te u n d des Gleichheitszeichens inne rha lb der 
Sprache in genaue Regeln zu fassen. U n d hiebei werden all d ie Ta t s achen 
z u berücks ich t igen sein, die wir hinsichtl ich der Verwendung des W o r t e s 
„g le ichzah l ig" u n d der Zahlwör te r angeführ t h a b e n . 

W a s den Sinn einer Gleichung betr i ff t , so wollen wir nur e rwähnen , 
d a ß a = b in der M a t h e m a t i k so verwendet wird wie eine R e g e l , welche 
ausd rück t , d a ß a, wo immer es vo rkommt , du rch b ersetzt werden darf. 
I m Z u s a m m e n h a n g der Sprache wieder is t 2 -f- 2 = 4 eine Schlußregel , 
d ie z u m Ü b e r g a n g zwischen Sä tzen d ien t . So k a n n ich aus den Sä tzen 
„ ich h a b e in meiner l inken Tasche 2 Schi l l ing" u n d „ich h a b e in meiner 
r ech ten Tasche 2 Schi l l ing" schließen, d a ß ich in beiden Taschen 4 Schill ing 
h a b e . D i e Gleichung en tspr ich t also nicht einer Tautologie , sondern einer 
Anweisung . (Auch i nne rha lb der Logik m u ß m a n zwischen diesen beiden 
wohl untersche iden . ) Die Gleichung e n t h ä l t in gewissem Sinne ein aus­
sagendes E l e m e n t u n d s t eh t e inem empir ischen Satz viel näher als einer 
Tau to log ie . Sie is t eben eine Regel , die unser H a n d e l n führt (ähnlich einer 
Zugregel im Schach) , die befolgt oder übe r t r e t en wird. W ä r e die Gle ichung 
e ine Tauto log ie , so wäre alles das unmögl ich . D e n n was sollte es heißen, 
e ine Tauto log ie zu befolgen oder sie zu ver le tzen? 

Soviel ist gewiß : die Auffassung, d a ß die gesamte M a t h e m a t i k die 
zwingende Folge einiger weniger Sätze , e twa der fünf Axiome Peanos is t , 
d a ß die W a h r h e i t des ganzen Sys t ems gesichert i s t , wenn die W a h r h e i t der 
fünf Grundsä t ze fes ts teh t , diese Meinung l äß t sich heu te nicht mehr ha l t en . 
D ie M a t h e m a t i k ist n icht e i n Sys tem, sondern eine Vielheit von Sys temen , 
w i r müssen sozusagen immer von neuem zu bauen beginnen, u n d dami t 
verl iert die versuchte Zurückführung der Axiome Peanos auf re in logische 
Sä tze viel von ih rem W e r t . 

W i r werden sagen : die Sä tze der Ar i t hme t ik sind weder wahr noch 
falsch ; sondern n u r ver t rägl ich oder unver t räg l ich m i t gewissen Fes t se tzungen . 
D u r c h diese B e t r a c h t u n g wird ein gewisser Dua l i smus überwunden , der heu te 
in der Grundlagenforschung he r r sch t : Von den Gesetzen der na tü r l i chen 
Zah len g l aub t m a n , d a ß sie ewige u n d unumstöß l i che W a h r h e i t e n ausd rücken ; 
w ä h r e n d m a n von den ganzen ra t iona len u n d reellen Zahlen einsehen gelernt 
hat, daß ihre Gesetze bloße K o n v e n t i o n e n s ind. D a s ist eine Ha lbhe i t , eine 
innere I nkonsequenz , u n d die ganze bisherige E n t w i c k l u n g der Ar i t hme t ik 
zeigt, welchen Weg wir zu gehen h a b e n . 

Der Leser wird fragen: „Wenn die Grundgese tze der Arithmetik will­
kürliche Se tzungen s ind, kann man sie da nicht a b ä n d e r n u n d zu einer n e u e n . 



Ar i thme t ik ge l angen?" W i r e r w i d e r n : Gewiß. Die Möglichkeit der Zahlen­
reihe „ 1 , 2, 3 , 4, 5 v i e l e " wurde schon erwähnt . Denken wir uns, eine S t recke 
werde durch P u n k t e in Teile zerlegt, dann ha t es Sinn zu sagen : die St recke 
ha t 2, 3 , 4 . . . Teile, aber nicht : sie ha t einen Teil. Man möchte hier viel 
lieber zählen 

0, 2, 3, 4 . . . 

und das entspr icht der Satzre ihe: ,,die Strecke ist ungete i l t " , ,,die Strecke 
ist in zwei Teile ge te i l t " usw. D . h. wir zählen hier die Teile nicht nach dem 
Schema, das wir sonst verwenden. Dieser Fall gibt uns eine Vorstellung von 
Zahlenre ihen, denen gewisse Zahlen abgehen, u n d zwar so, d a ß ihr Fehlen 
gar n icht bemerkt wird. E s wäre in teressant , sich eine Ar i thmet ik und eine 
Möglichkeit ihrer Anwendung auszudenken, welche die Zahl 5 nicht 
k e n n t , ohne d a ß das Fehlen dieser Zahl als Mangel empfunden wird. 

Aber nicht nu r die Zahlenreihe, auch die Operat ionen können wir uns 
geände r t denken . Stellen wir uns vor, wir sollen eine Addit ion von vielen 
Millionen Zahlen ausführen. Die Ergebnisse zweier Rechner werden d a n n 
nicht übere ins t immen. Fragen wir nun : K o m m t hier der Begriff der W a h r ­
scheinlichkeit in die Ar i thmet ik hinein ? Is t nun die Rechnung eine Art 
E x p e r i m e n t ? Hier kann man , scheint es, zwei S t a n d p u n k t e e innehmen : 
E n t w e d e r m a n häl t an den Regeln des Addierens fest u n d sag t : einer der 
Rechne r m u ß sich geirr t haben. Oder m a n führt für diesen Fal l einen neuen 
K a l k ü l ein, der der Addit ion n u r ähnlich ist , einen Kalkü l , in welchem 
m a n nicht mehr von einer bes t immten S u m m e reden k a n n oder wo m a n 
sagen m ü ß t e : die Summe liegt zwischen den und den Grenzen. D a s 
Verfolgen solcher Möglichkeiten wäre für die Philosophie der Ar i thmet ik 
sehr nützl ich. D e n n wir sähen dann unsere Ar i thmet ik wirklich sich von 
e inem Hin t e rg rund anderer und verwandte r Ka lkü le abheben und vers tünden 
deut l icher , welchen Tatsachen der Wirkl ichkei t unsere Ar i thmet ik angepaßt ist . 

J e t z t überschauen wir wohl* den I r r t u m , der in der These der logischen 
Schule liegt. Durch die Zurückführung der Ar i thmet ik auf die Logik g laubte 
m a n die Ar i thmet ik fester un t e rmaue r t zu haben . Die Gesetze der Logik 
hielt m a n j a für die sichersten aller Wahrhe i ten , für „Grunds te ine , in e inem 
ewigen Grund befestigt, von unserem Denken überf lu tbar zwar, aber n ich t 
v e r r ü c k b a r " (Frege). Durch eine rein logische Definition des Zahlbegriffs 
woll te m a n so Ausgangspunkte für s t renge Deduk t ionen schaffen, welche 
die W a h r h e i t e n der Ar i thmet ik auf die tieferen der Logik zurückführen. 
Allein der Ausdruck „die Ar i thmet ik beg ründen" g ibt uns ein falsches B i ld ; 
weil es so aussieht , als o b ihr Gebäude auf gewissen Grundwahrhe i t en e r r ich te t 
sei ; wäh rend sie ein Ka lkü l is t , der nu r von gewissen Fes t se tzungen ausgeht , 
aber frei schwebend ist wie das Sonnensys tem u n d auf n ich ts r u h t . 
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D e r Sch luß , der sich h ie raus ergibt , ist de r : W i r können die A r i t h m e t i k 
n u r beschre iben , d. h . ih re Regeln angeben, n ich t begründen . E i n e B e g r ü n d u n g 
k a n n u n s schon d a r u m nicht genügen, weil sie e inmal aufhören m u ß u n d 
d a n n auf e t w a s verweist , das sich n ich t mehr begründen l ä ß t . Nur die Fes t ­
se t zung ist d a s Le tz te . Alles, was aussieht wie eine B e g r ü n d u n g , ist eigentl ich 
schon verfälscht u n d darf uns n ich t befriedigen. 



10. Limes und Häufungspunkt. 
D a s Rechnen mi t unendlichen Prozessen gibt der Mathemat ik des 

17. u n d 18. J a h r h u n d e r t s ihre Signatur . Wie wenig jedoch die Mathemat ike r 

zu k laren Ideen gelangt waren, m a g ein Problem bezeugen, das im 18. J a h r ­

hunde r t vielfach erör ter t worden ist, das Problem, welches die Summe der 

unendl ichen Reihe 

1 — 1 + 1 - 1 + 1 — 1 + 1 - 1 + - , . . . 

ist , Der Camaldulenser Mönch Guido Grandi ging in einer Schrift im J a h r e 

1703 von der geometr ischen Reihe aus 

1 + X + X 2 + X 3 + X 4 + . . . , 

welche die Summe ergibt u n d erhielt daraus für x ==ì das Resu l t a t 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + — . . . = 

I n einer sieben J a h r e später erschienenen Schrift, die dem Deo ver i ta t i s , 

l uminum pa t r i , sc ient iarum domino, geometriae praesidi gewidmet ist , k o m m t 

er auf dieses Ergebnis zurück u n d sucht es durch Erzäh lung einer Pa rabe l 

zu rechtfer t igen: Zwei Brüder erben in einer Teilung aus dem väter l ichen 

Nach l aß einen Stein von unschä tzbarem Wer t , den zu veräußern das 

Tes t amen t verbie te t ; daher kommen sie un te r sich dar in überein, d a ß der 

Stein abwechslungsweise in dem Museum eines jeden je ein J a h r lang nieder­

gelegt werde. W e n n n u n festgesetzt wird, d a ß diese Bes t immung in alle 

Ewigkei t zwischen den beiden Famil ien gelten solle, so wird der Famil ie 

jedes B r u d e r s der Stein unendlich oft gegeben, unendlich oft genommen 

u n d doch ha t jeder den halben Besi tz des Steines. Merkwürdig ist übrigens, 

d a ß Grand i aus der Formel 

indem er immer zwei aufeinanderfolgende Glieder zusammenfaßt , schließt, 

d a ß 

0 + 0 + 0 + 0 + . . . = - { -

is t , wor in er einen Beweis für die Möglichkeit der Schöpfung der Wel t aus 

d e m Nich t s f inde t 1 ) . 

1 Diese und die folgenden historischen Bemerkungen nach Reiff, Geschichte der 

unendlichen Reihen, 1889. 
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Die Schrift von Grand i g a b A n l a ß zu einer Ause inanderse tzung zwischen 

Leibniz u n d Wolff, Grand i u n d Var ignon. Wolff f ragte Leibniz u m seine 

Ans ich t über die merkwürd igen Dinge, die in Grand i s B u c h s tehen u n d 

Leibniz g a b in e inem Brief, der 1713 in den Ac ta e rud i to rum veröffentl icht 

wurde , seine Meinung a b . Mit der jur id ischen E r k l ä r u n g Grand i s ist er durch­

a u s n ich t e inve r s t anden ; in der Sache aber s t i m m t er i hm zu u n d sucht 

sein E r g e b n i s du rch folgende Über legung zu s t ü t z e n : Br ich t m a n die Re ihe 

n a c h einer ge raden Anzahl von Gliedern ab , so e rhä l t m a n als S u m m e 0, 

b r i ch t m a n sie nach einer ungeraden Anzahl a b , 1. N u n ist aber die Re ihe 

unendl ich , u n d d a wir dem Unendl ichen weder den Cha rak te r einer geraden 

noch einer ungeraden Zahl zuschreiben können, so k a n n die Re ihe weder 

die S u m m e 1 noch die S u m m e 0 haben . Die Wahrsche in l ichke i t s rechnung 

lehr t nun , d a ß m a n , wenn zwei W e r t e für eine Größe gleich wahrscheinl ich 

sind, ihr a r i thmet i sches Mittel als den wahren W e r t n e h m e n m u ß ; dahe r 

m u ß m a n der Re ihe gerechterweise den W e r t = beilegen. Ob­

wohl diese Ar t des Argument ie rens , fügt Leibniz hinzu, m e h r metaphys i sch 

als m a t h e m a t i s c h zu sein scheint , so ist sie dennoch vo l lkommen sicher. 

Wesent l ich ges tü tz t auf die A u t o r i t ä t von Leibniz ha t Eu l e r spä t e r 

gemein t , d a ß jede unendl iche Re ihe eine b e s t i m m t e S u m m e besi tzen m u ß ; 

u n d da r in war er m i t Goldbach , Danie l Bernoul l i u n d anderen großen Mathe­

m a t i k e r n seiner Zeit einig. J a , Eu l e r berief sich (in e inem Brief an Gold­

bach 1745) ausdrückl ich darauf, d a ß der W e r t einer unendl ichen Re ihe gleich 

is t d e m W e r t des analy t i schen Ausdrucks , du rch dessen E n t w i c k l u n g die 

Re ihe e n t s t e h t . Wie t rüger i sch diese Überzeugung ist , geht da raus hervor , 

d a ß m a n verschiedene Ausdrücke bi lden kann , deren E n t w i c k l u n g auf die­

selbe Re ihe führ t ; so ist z. B . 

T ^ ì f r f " = 1 — * 2 + x 3 — x 5 + x« — . . . 

eine Reihe , die für x = 1 wieder auf die Grandis führt ; wir würden also mi t 

demselben R e c h t „beweisen" können , d a ß 

1 — 1 + 1 — 1 + . . . = */. 

is t . We lches ist also der wahre W e r t dieser Re ihe? 

Die Ana lyse dieser F rage ließ e rkennen , d a ß es sich d a u m ein typ i sches 

Sche inproblem hande l t . Man m u ß erst d e f i n i e r e n , was m a n u n t e r der 

S u m m e einer unendl ichen Reihe v e r s t e h t ; denn d a s W o r t „ S u m m e " ist ja 

zunächs t n u r für endl ich viele Zahlen e rk lä r t . Dabe i zeigt sich, d a ß die 

Defini t ion der S u m m e einer unendl ichen Re ihe auf einen fundamenta le ren 

Begriff führ t , auf d e n des G r e n z w e r t e s , d e m wir u n s j e t z t zuwenden wollen. 

W a s ve r s t eh t m a n u n t e r e inem Grenzwer t? W i r wollen d a s zuers t a n 

einem Beispiel e r l äu te rn u n d b e t r a c h t e n zu diesem Zweck den Ausdruck ——- ; 



setzt m a n hierin der Reihe nach für n die W e r t e n = 1, 2, 3 , 4, . . . so erhäl t 
m a n 0, s, l, \, . . . u n d diese Folge von Zahlen k o m m t dem Wer t e 1 umso 
näher , je weiter m a n sie for tse tz t ; m a n mein te nun, d a ß unser Ausdruck 
für n = co geradezu den W e r t 1 annehme u n d faßte dabei unbedenkl ich 
das Unendl iche selbst als Zahl auf. Diese Vorstel lung k a n n vor der Kr i t i k 
n icht bestehen. Denn was soll m a n sich eigentlich un te r einer unendlichen 
Zahl denken? D a ß unendlich nicht ein scharf umrissenes Zahlenindividuum 
ist wie e twa die Zahl 5, ist klar . Die A t t r i b u t e : gerade, ungerade, Pr imzahl , 
te i lbar usf. finden auf das Unendl iche keine Anwendung. E s hat also keinen 
präzisen Sinn zu sagen, daß m a n für n den „Wer t unend l i ch" setzt . I n unserem 
Beispiel bedeute t n vielmehr eine endliche Zahl , die fortgesetzt wächst , n i s t 
gewissermaßen niemals unendlich, sondern w i r d nur unendlich. I m Begriff 
des Unendl ichen liegt immer ein Werden , das nie zum Abschluß k o m m t . 
Man n e n n t diesen Begriff des Unendl ichen auch den des Potent ia l -Unendl ichen 
(zum Unte rsch ied von dem des Aktual -Unendl ichen, der eine unendliche 
To ta l i t ä t mein t ) . — Die Formel liefert also nie 1. W e n n m a n sagen wollte, 
d a ß die Glieder der Folge allmählich in 1 übergehen, so wäre das um nichts 
k la re r ; denn die Glieder der Folge s i n d eben niemals 1 ; wir werden s t a t t 

dessen r icht iger sagen, daß der Ausdruck — für unendlich wachsendes n 
u n b e g r e n z t gegen 1 s t reb t und werden die Zahl 1 als den Grenzwert oder 
den Limes dieser Folge auffassen. Der Grenzwert ist also gedanklich e twas 
Neues , d a s zu dem Vorra t der wirklich in der Folge vorkommenden Zahlen 
hinzugefügt wird und zu diesen nur in einer bes t immten Beziehung s teh t . 
U m das anzudeuten , bedient m a n sich seit Cauchy der Schreibweise 

lim n - i = l . 

I n d e m wir diesen Begriff des Grenzwertes ein wenig anders formulieren, 
gelangen wir schließlich zu derjenigen Auffassung, welche heute herrschend 

ist . S t a t t zu sagen, der Ausdruck — n - habe den Grenzwert 1, kann man 
offenbar auch sagen, die Reihe der Zahlen 0, h, 1, !, . . . unterscheide sich 
von 1 umso weniger, je weiter m a n sie for tsetzt , oder der Unterschied 

zwischen 1 u n d — — werde umso kleiner, je größer die Zahl n wird. I n der 

Jsiirzen, aber äuße r s t p rägnan ten Formelsprache der Mathemat ik d rück t 

m a n das folgendermaßen a u s : die Differenz 1 — s i n k t schließlich 

u n t e r j eden noch so kleinen W e r t 6 h inab , d. h. es wi rd 

l - — < e , 
wofern n u r n einen gewissen B e t r a g N übersteigt , d. h. wofern nur 

n > N ist . 
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U m z. B . die Differenz u n t e r O002 h inabdrücken , genüg t es, N = 500 
z u wäh len . D . h . von der 500. Stelle a b unterscheiden sich die Glieder der 
Folge von d e m Grenzwer t 1 u m weniger als 0 - 002 . J e kleiner ich das e wähle , 
d. h . je d ichter die Glieder der Folge an 1 he ran rücken sollen, desto größer wi rd 
d a s n werden , d. h. des to weiter m u ß ich in der Zahlenfolge h inausschre i ten . 

I n dieser Bez iehung zwischen den Zahlen e u n d N spr icht sich g e n a u 

dieselbe Ta t sache aus wie in der Aussage lim — = 1 ; sie ersetzt geradezu 

diese Aussage . Vergleicht m a n diese beiden Aussagen mi te inander , so ist 
anfängl ich n ich t einzusehen, welche Vorzüge die zweite besi tzen soll; m a n 
k ö n n t e eher sagen, d a ß sie viel kompliz ier ter is t . E i n U m s t a n d ver le iht 
ih r aber e inen ganz gewalt igen Vorzug : i n i h r k o m m t v o m U n e n d l i c h e n 
n i c h t s m e h r v o r ; sie ist v ie lmehr ein Sys t em von Rela t ionen , die sich 
d u r c h a u s auf endliche Größen beziehen. Aus diesem Beispiel geht n u n eine 
E ins i ch t von außerordent l icher Tragwei te hervor , die sich so aussprechen 
l ä ß t : W e n n in einer ma thema t i s chen Aussage der Begriff „unend l i ch" vor­
k o m m t (im Sinne des Po ten t ia l -Unendl ichen) , so l ä ß t sich derselbe Sach­
ve rha l t auch durch ein Sys tem von Aussagen beschreiben, in die n u r B e ­
z iehungen zwischen endl ichen Zahlen eingehen. Man k ö n n t e somit den Aus­
d r u c k „ u n e n d l i c h " ganz aus dem W o r t s c h a t z der M a t h e m a t i k verbannen , 
ohne d a m i t d a s Ger ings te von dem I n h a l t ihrer Sätze zu opfern. J a m a n 
m a g sogar e inen eigenen Re iz d a r a n f inden, die Inf in i tes imal rechnung so auf­
zubauen , d a ß m a n dabei auch n ich t ein einzigesmal, sei es mi t t e lba r oder 
u n m i t t e l b a r , den Begriff des Unendl ichen verwendet ; d a ß ein solcher Aufbau 
möglich is t , s t eh t außer Zweifel; dennoch ist ein Versuch dazu schwerl ich 
auch n u r u n t e r n o m m e n worden ; vielmehr h a t m a n Gründe , das Unendl iche 
auch wei terh in in den Forme ln mi tzuführen , aber n icht im Sinn eines Ur -
begriffes. D ie Fo rme l 

l i m ^ - = l n 
n - • x 

erweis t sich näml ich in den Rechnungen als so viel bequemer u n d zweck­
mäß ige r als das kompliz ier te Sys tem von Ungle ichungen, d a ß es vortei lhaft 
i s t , das Unend l i che als eine façon de par ier be izubehal ten . Dieser Begriff 
i s t also ein Symbol , dessen wir u n s bedienen, u m gewisse verwickel te Be­
z iehungen i n kurzer u n d übers icht l icher Weise zu beschreiben. 

W i r wollen j e t z t den Begriff des Grenzwer tes al lgemein formulieren. 
M a n sagt , d a ß die unbegrenz t for t se tzbare Folge von Zah len 

&i> a a , a». • • • a n , . . . 
g e g e n d e n G r e n z w e r t a k o n v e r g i e r t , in Zeichen 

l im a n = a, 



wenn die Zahlenfolge, g e n ü g e n d w e i t f o r t g e s e t z t , b e l i e b i g nahe an a 
he r an rück t , d. h. wenn 

a — a n < g, 

wofern nu r n > N ist . 

Diese Formul ie rung besagt : E inen wie kleinen „Schwel lenwer t" e m a n 
mir auch vorgibt , s t e t s kann ich einen Index N finden, so d a ß die Glieder 

a N + l > a N + 2 ' a N + 3 > • ' • 

von dem Grenzwert a u m weniger als e abweichen. E ine Folge, die n icht 
konvergier t , wird divergent genannt . 

N u r ein P u n k t ist noch zu beachten. Unser Kr i te r ium, wie es d a s t e h t , 
d rück t noch nicht das aus, was wir sagen wollen. Denn wenn ich s t a t t des 
Grenzwer tes a i rgend eine andere Zahl a* nehme, die nur kleiner ist als alle 
Zahlen der Folge, so wäre das Kr i te r ium für diese Zahl a* erfüllt. Denn a*—a n 

ist eine negat ive Zahl , was immer n sein mag, also gewiß kleiner als e. Das 
K r i t e r i u m drück t also nur aus, d a ß a von allen Zahlen der Folge übertrotfen 
wird, aber nicht , d a ß a der Grenzwert der Folge ist. Doch ist es leicht, dem 
abzuhelfen: wir b rauchen nur hinzuzufügen, d a ß die Differenz a—-an ih rem 
a b s o l u t e n B e t r a g nach (d. h. ohne Rücks icht auf das Vorzeichen) beliebig 
klein werden soll. W i r schreiben, um das anzudeuten, das Kr i te r ium in der 
F o r m 

j a — a n I < E für n > N. 
N wird dabei abhängen von e; je kleiner e gewählt wird, desto größer wi rd 
im allgemeinen die Zahl N genommen werden müssen; will man diese Ab­
hängigkei t betonen, so k a n n man die zweite Ungleichung in der Form schreiben 

n > N (e). 

D a s F u n d a m e n t dieser ganzen Erör te rungen ist der Begriff der Zahlen­
folge, den wir j e t z t e twas genauer be t rach ten wollen. Eine Zahlenfolge 
e n t s t e h t , wenn m a n die Glieder der Reihe 1, 2, 3 , 4 durch irgendwelche 
andere Zahlen ersetzt , 1 durch alt 2 durch a 2 usw. Aber wie ist das zu ver­
s tehen? E t w a so, d a ß wir diese Erse tzungen nach Wil lkür vo rnehmen? 
Sollen wir die Möglichkeit unendlich vieler Wah lak t e zulassen? Oder sollen 
wir ver langen, daß d i s Glieder der Folge nach einem G e s e t z gebildet s ind? 
D a r ü b e r s ind die Ansichten geteilt . Manche Mathemat iker wollen ausdrückl ich 
auch gesetzlose Folgen zulassen. Diese Ansicht führt zu gewissen Schwierig­
kei ten, die wir spä te r darlegen wollen. Tatsächl ich angewendet werden jeden­
falls n u r Folgen, für die m a n ein bes t immtes Bildungsgesetz kennt . U n t e r 

e inem solchen Gesetz ist entweder eine Formel zu verstehen, z. B . a D = ; 

oder eine Beschre ibung in W o r t e n ; das Bildungsgesetz der Formel 

2, 3 , 5, 7, 11, 13, 17, . . . 
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k a n n m a n n ich t anders ausdrücken , als i ndem m a n sag t : an der n - t en Stelle 
soll die n - t e P r imzah l s tehen. Man kenn t heu tzu t age keine Formel , nach 
der sich die P r imzah len berechnen lassen. Man k a n n daher das sprachl ich 
ausgedrück te Gesetz in keine Fo rme l umse tzen . D e n n o c h liegt hier eine 
k la re Vorschrif t zur B i ldung einer Zahlenfolge vor . D a s Wesent l i che ist , 
d a ß diese Vorschrif t jeder na tü r l i chen Zahl n eine ganz b e s t i m m t e Zahl a n 

zuweist . 
E i n e weitere Schwierigkeit ist d iese: N a c h unserer E r k l ä r u n g liegt eine 

Fo lge d a n n vor , wenn wir ein G e s e t z kennen , nach welchem die Glieder 
der Folge gebi ldet s ind. Diese E r k l ä r u n g wäre d a n n präz is u n d deut l ich, 
wenn es der Begriff des Gesetzes wäre . Allein ist er das ? W e n n wir die Sache 
e twas nähe r be t r ach ten , müssen uns a lsbald Bedenken aufsteigen. N e h m e n wir 
an , wir b i lden eine Re ihe von Zahlen t v t 2 , t 3 , . . . n a c h folgender Vorschr i f t : 
die Zahl t n soll 1 sein, w e n n sich drei ganze Zahlen x, y , z f inden lassen, so d a ß 

i s t ; ist diese Gleichung in ganze Zahlen unlösbar , so soll t n = 0 sein. Die 
Re ihe fängt also so a n : 

u n d n i emand kann heu t e sagen, o b auf die beiden ers ten E insen lau ter Nul len 
folgen oder n ich t . Die E n t s c h e i d u n g hierüber h ä n g t von der Lösung eines 
b e r ü h m t e n zahlentheore t i schen P rob lems ab . H a t F e r m â t , nach dem dasselbe 
b e n a n n t is t , m i t seiner V e r m u t u n g rech t , d a n n folgen l au te r Nul len ; h a t er 
unrech t , d a n n werden i rgendwo Einsen auf t re ten. Bewiesen ist heu te nur , d a ß 
F e r m a i s B e h a u p t u n g zutrifft für alle Zahlen n im ersten H u n d e r t u n d für 
m a n c h e größere Zahlen. Bis 100 können wir also unsere Re ihe for tse tzen, 
d a n n aber wi rd ihr Aussehen ungewiß . D a es gar n ich t gesagt ist , d a ß dieses 
P rob lem eine Lösung zu läß t , werden wir möglicherweise nie wissen, wie die 
Re ihe wei te rgeht . I s t n u n unsere Vorschrif t ein Gesetz? Oder stellt sie erst 
d a n n ein Gesetz dar , wenn die Lösung des F e r m a t ' s c h e n P rob l ems gelungen 

Der Begriff der Zahlenfolge is t also nicht frei von Schwierigkei ten. Doch 
wollen wir einstweilen diesen P u n k t auf sich b e r u h e n lassen u n d u n s im 
Re ich dei Folgen ein wenig zu or ient ieren suchen. W i r wollen j e t z t einige 
Zahlenfolgen be t r ach t en u n d d a s Gesetz zu e r r a t en suchen, nach dem sie 
geb i lde t s ind . 

X n + y n = z' n 

1, 1, 0, 0, 0, . . . 

i s t ? 

1. 1, 2 , 3 , 4, . . . 

2. 2, 4 , 8, 16, 

3 . — 1 , 2 , — 3 , 4 , 

4 . 3 , 3 , 3 , 3 , . . . 
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8. Î, è, 5, I, I, is, . . . das Gesetz dieser Folge k a n n m a n nur durch 

eine Rekursionsformel ausdrücken; bezeichnet P — d a s n - t e Glied der 
q n 

Folge, so ist P l = 1, q i = 1 und p n + 1 = q n , q n + 1 = p n + q n . 

9. 3 , 1, 211, 2 1 , 1 . . . a n = ~ [n — (— l ) n . n + 1 ] . 

10. 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . a n = Ì [1 + (—1)" ] . 

Diese zehn Folgen zeigen große St rukturverschiedenhei ten . E in klares Bi ld 

gewinnen wir, wenn wir sie geometrisch darstellen. E s ergeben sich d a n n die 

nachs tehenden Bi lder : 
0 1 2 3 ^ 5 

1. 1 1 1 1 1 1— • 

2. 

- 5 - 3 
4 4 . 

O s 
4. — i 1 1 1 -

o a i i 
s. 

I 1 

i * 1 í i 

M í 

0 H i 
9. • » • " • »-

2 Zi Zi 

10. 

Figur 11. 
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D e r wicht igs te Untersch ied , der uns ins Auge fällt, ist de r : ein Teil der 
Fo lgen zers t reut sich ins Unendl iche (1—3) ; ein anderer Teil (5—8) d r ä n g t 
sich gegen einen bes t immten P u n k t zusammen , konvergier t gegen 
diesen P u n k t (im Beispiel 5 ist es der P u n k t 0, in den Beispielen 6 

l 2 
u n d 7 der P u n k t 1, im Beispiel 8 ein P u n k t , der jedenfalls zwischen ^ u n d 
gelegen ist u n d den wir n icht weiter kennen) ; die A n n ä h e r u n g an den Grenz­
p u n k t erfolgt dabei m a n c h m a l du rch wachsende Zahlen h indurch , von l inks 
her (6) ; m a n c h m a l du rch abnehmende Zahlen h indu rch , von rechts her (5) ; 
u n d m a n c h m a l von beiden Seiten (7 u n d 8) : die Glieder der Folge u m h ü p f e n 
gleichsam den Grenzwer t u n d schließen ihn in immer engere In te rva l l e ein. 
E i n e d r i t t e Ar t von Folgen l ä ß t schließlich mehre re Verd ich tungszen t ren 
e rkennen , gegen die sie sich zusammendrängen . Die Folge 9 verd ich te t sich 
z. B . gegen die P u n k t e 0 u n d 2. Die übr igen Beispiele bes tehen in der 
unendl ichen Wiederholung eines oder mehrerer P u n k t e . Auf sie werden wir 
s p ä t e r z u r ü c k k o m m e n . 
** F ü r d a s S t u d i u m der Folgen ist die Frage sehr wichtig, ob es Stellen 
auf der Zahlenlinie g ib t , wo sie sich gleichsam kondensieren, unendl ich dicht 
z u s a m m e n d r ä n g e n ; wir werden solche Stellen „ H ä u f u n g s p u n k t e " nennen 
u n d das eben beschriebene anschaul iche Verhal ten in eine s t renge Definit ion 
zu fassen suchen . 

W a n n also wollen wir einen P u n k t einen Häufungspunk t nennen ? Offen­
b a r dann , wenn in seiner unmi t t e l ba r en Nachbarschaf t (rechts oder l inks von 
i h m oder zu beiden Seiten) ein schreckliches Gedränge von Gliedern der Folge 
herrscht ; wir definieren somit : E i n P u n k t heißt d a n n ein Häufungspunk t der 
Folge, wenn in j edem noch so kleinen In te rva l l , das m a n u m diesen P u n k t 
kons t ru ie r t , berei ts unendl ich viele Glieder der Folge gelegen sind. 

Der Leser wird gu t d a r a n t u n , sich in den Sinn dieser Definit ion mi t te l s 
anschaul icher Behelfe einzuleben. E r stelle sich zu d e m Zweck e twa die P u n k t e 
de r Folge als Per len vor, die auf e inem F a d e n aufgereiht s ind. Die Definit ion 
besagt d a n n folgendes: schneidet er ein noch so kleines F a d e n s t ü c k c h e n 
heraus , das einen Häu fungspunk t im Inne rn en thä l t , d a n n h a t er zugleich 
d a m i t unendl ich viele Per len herausgeschni t t en . 

Ein* Grenzwer t ist d a n a c h immer ein H ä u f u n g s p u n k t ; aber n ich t u m ­
g e k e h r t : ein H ä u f u n g s p u n k t b r auch t noch kein Grenzwert zu sein (siehe 
Beispiel 9) . W i e ist n u n d a s genaue Verhäl tn is zwischen diesen Begriffen zu 
formul ieren? D a s e rg ib t sich, wenn wir nachsehen, in welchen Eigenschaf ten 
diese be iden Gebi lde übe re ins t immen u n d in welchen n ich t . Gemeinsam ist 
be iden , d a ß in j edem noch so schmalen In t e rva l l , d a s m a n u m einen solchen 
P u n k t schlägt , unendl ich viele P u n k t e der Folge gelegen sind. Der U n t e r ­
sch ied e rg ib t sich, sobald m a n auf die Glieder ach te t , die auße rha lb des I n t e r -



val ls b le iben: im Falle eines Grenzwertes sind es n u r e n d l i c h v i e l e , im Fal le 

eines Häufungspunk te s (der nicht zugleich Grenzwert ist) u n e n d l i c h v i e l e . 

W e n n ich e t w a im Beispiel 9 u m den einen H ä u f u n g s p u n k t 2 ein kleines 

In t e rva l l schlage, sagen wir mi t dem Radius (also das In terva l l von 

1-999 bis 2-001), so liegen in diesem Interval l gewiß unendl ich viele P u n k t e 

de r Folge ; aber außerha lb desselben liegen unendlich viele andere, nämlich 

alle die, die sich gegen den Häufungspunkt 0 zusammendrängen . H a t dagegen 

d ie Folge einen Limes, dann gehen in jedes In terval l , das den Limes en thä l t , 

„ fas t a l le" Glieder der Folge (d. h . alle, mit Ausnahme von höchstens endlich 

vielen). Mit Hilfe dieses Ausdrucks „fast a l le" 1 ) kann m a n den W o r t l a u t 

der beiden Definitionen ziemlich ähnlich ges ta l ten: 

H ä u f u n g s p u n k t ist ein P u n k t , der in jeder noch so engen Umgebung 

u n e n d l i c h v i e l e Glieder der Folge enthäl t . 

L i m e s ist ein P u n k t , der in jeder noch so engen Umgebung f a s t a l l e 

Glieder der Folge en thä l t . 

Bes t eh t aber die Folge -(wie in den Beispielen 4 und 10) aus der unend­

l ichen Wiederholung eines oder mehrerer Glieder, so versagen diese Defini­

t i o n e n ; u n d doch ist es für den Ka lkü l nützlich, auch in solchen Fällen der 

Folge einen Grenzwert , resp. einen Häufungspunkt zuzuschreiben. Dem­

g e m ä ß fassen wir diese Begriffe e twas weiter, indem wir erklären: 

a he iß t Häufungspunk t der Folge a,, a 2 , a,, . . ., wenn für u n e n d l i c h 

v i e l e n 

J a — a n i < s ist ; 

a he iß t Grenzwert der Folge a^ a,, a,, . . ., wenn für f a s t a l l e n 

I a — a n j < e ist ; 

wobei e eine beliebig kleine posit ive Zahl bedeute t . 

Schon der erste Blick ha t uns außerordentl iche Unterschiede en thü l l t : 

Folgen, die keinen Häufungspunk t besitzen, solche, d i e genau einen Häufungs­

p u n k t aufweisen u n d solche, die mehrere Häufungspunkte haben. 

Vielleicht meint der Leser, d a ß die Folgen mi t genau einem Häufungs­

p u n k t ident isch sind mi t den konvergenten Folgen. Das wäre ein I r r t u m . 

B e t r a c h t e n wir die Folge 

1, h 3 , h 5, i 7, i, . . . 
F ü r jedes ungerade n ist hier a„ = n, für jedes gerade n ist a n = 1 ¡ n . Diese 

Folge ha t ersichtl ich den einzigen Häufungspunkt 0 ; dennoch ist er n ich t 

Grenzwer t , weil sich unendlich viele andere Glieder der Zahlenfolge ins 

U n b e g r e n z t e zers t reuen. Man wende gegen dieses Beispiel n icht ein, d a ß es 

eigent l ich aus zwei verschiedenen Folgen bes teht , die rein äußerl ich zu einer 

l ) Er s tammt von G. Kowalewski. 

8 Wafcmamt: Einfühlung. 
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Folge zusammengestückelt sind. Denn erstens haben wir ein klares Gesetz 
für die Bildung dieser Folge angegeben; und zweitens kann man das Bildungs­
gesetz sogar durch eine einheitliche Formel ausdrücken, nämlich durch 

Wir sehen aus diesem Beispiel, daß ein Häufungspunkt, auch wenn er 
in der Einzahl auftritt, noch nicht Limes zu sein braucht. Wenn wir ver­
langen, daß eine Folge einen Limes besitzen soll, so fordern wir mehr, als 
wenn wir nur verlangen, daß sie einen Häufungspunkt aufweise. 

Wir wollen nun ein Beispiel einer Folge kennen lernen, die unendlich viele 
Häufungspunkte besitzt. Zu dem Zweck betrachten wir die Gesamtheit der 

Zahlen von der Form m + ~¿" und ordnen sie in Gestalt folgendenTableaus an: 

Die erste Zeile entsteht, wenn wir m = 1 setzen und n die Reihe der natür­
lichen Zahlen durchlaufen lassen; die zweite Zeile, indem wir m = 2 setzen 
und mit n ebenso verfahren; und so fort. Es ist klar, daß unser Schema 

jeden Bruch von der Form ^ -f- * enthalten wird; z. B. den Bruch ^ -4- 3 g 
in der 25. Zeile an der 39. Stelle. Wir wollen nun diese unendlich vielen Folgen 
zu einer einzigen verschmelzen, indem wir ihre Glieder in der durch Pfeile 
angedeuteten Weise durchlaufen. Wir erhalten dann eine Folge, die jeden 
Bruch von der verlangten Form aufweist, und zwar jeden zweimal, nämlich 

1 1 1 1 
als — + — und als — -f — ; will man die Wiederholung vermeiden, so braucht 

(-1) ' 

Figur 12. 



man nur die Brüche, die schon einmal dagewesen sind, zu streichen. Die so 
gewonnene Folge besitzt unendl ich v ie le Häufungspunkte . Die Zahlen 
der ersten Zeile konvergieren nämlich gegen 1, die Zahlen der 2. Folge gegen y2, 
die Zahlen der dritten gegen % usw. und 1, %, • • • werden somit die 
Häufungspunkte der gesamten Folge sein. Folgendes Bild mag eine Vorstellung 
von dem Aussehen dieser Folge geben : 

Figur 13. 

Das Bild zeigt, wie sich die Häufungspunkte immer dichter gegen 0 zu­
sammendrängen: 0 selbst ein Häufungspunkt von Häufungspunkten. 

Man kann sogar Folgen konstruieren von der paradoxen Eigenschaft, 
daß j e d e r ihrer Punkte Häufungspunkt ist. Die Gesamtheit der ratiotoaien 
Zahlen bietet ein Beispiel dafür. Um sie in eine Folge zu ordnen, denken wir 
uns zuerst alle Brüche mit dem Zähler 1 angeschrieben, dann alle Brüche mit 
dem Zähler 2, hierauf alle mit dem Zähler '3 usf. Die positiven darunter 
lassen sich dann in Gestalt des nachfolgenden zweidimensionalen Schemas 
anschreiben : 

Ì 1 — 1 
1* 2 ' 3 * 4 

2 
2' 

3_ 
2 ' 

4 
2~' 

2 
3 ' 

3^ 
3 ' 

2 
4 ' ' 

4 ' ' 

4 

Figur 14. 

Ordnet man die Brüche, indem man sie etwa nach aufeinanderfolgenden Quer­
linien anreibt (wie in Figur 12), so erhält man ein Folge, die so beginnt: 

1. i, l i. I !, Î, 1. i. i, • • • • 

Dabei wird allerdings ein und derselbe Bruch noch mehrmals vorkommen, wie 

z. B. Vi» Vf Laß* m a n 3 e t z t n o c n a l ^ e B r u c n e > die schon einmal dagewesen 



s ind , weg, so e rhä l t m a n eine Anordnung , die jeden B r u c h nur e inmal auf­
weis t u n d die schließlich zu jedem B r u c h vordr ing t . D a m i t ist die Menge 
d e r pos i t iven ra t iona len Zahlen in eine Folge geordne t ; freilich u m den Pre is , 
d a ß die na tü r l i che A n o r d n u n g der Brüche nach ihrer Größe gründl ich zers tör t 
i s t . Wi l l m a n je tz t alle B r ü c h e haben , so b r a u c h t m a n nu r h in t e r j edem B r u c h 
de r Folge den negat iven B r u c h einzufügen u n d vor das erste Glied 0 zu setzen. 
I n dieser Folge ist j e d e ra t iona le Zahl Häu fungspunk t , so d a ß die Folge nu r 
a u s Häufungspunk ten bes teh t . Häu fungspunk t e s ind aber auch die i r ra t ionalen 
Zah len (die in jeder U m g e b u n g unendl ich viele ra t iona le Zahlen en tha l t en ) , 
so d a ß die Folge mehr H ä u f u n g s p u n k t e als Glieder besi tz t . — 

N a c h d e m wir uns so eine ers te Or ient ie rung verschafft haben , können 
wi r zu der F rage zu rückkehren , welche S u m m e die Re ihe 

1 —-1 + 1 — 1 + - 1 — 1 + 

bes i tz t . W i r e rwähn ten schon, d a ß der Begriff der S u m m e in der A r i t h m e t i k 
n u r für endl ich viele Zahlen e rk lä r t is t . W ü n s c h t m a n von der S u m m e einer 
unendl ichen Reihe zu sprechen, so m u ß m a n den Ausdruck „ S u m m e " von 
n e u e m definieren. W i e sollen wir das t u n ? A m na tü r l i chs t en erscheint fol­
gender Vorschlag: S t a t t alle Glieder einer vorgelegten unendl ichen Re ihe 

a i + a 2 + a 3 + . + a n - f 

z u addieren , was wir n ich t können , wollen wir zunächs t nu r die e r s ten zwei 
Glieder , d a n n die e rs ten dre i Glieder usw. in S u m m e ziehen. Die so e rha l t enen 
Te i l summen 

s 2 = a l + a z 
S 3 — a l + a 2 + a 3 

U S W . 

bi lden eine Folge s 2 , s 3 , . . . s n , . . . , u n d wir sehen nun zu, ob diese Folge 
e inem b e s t i m m t e n Grenzwer t zus t r eb t . W e n n j a , d a n n wollen wir ihn die 
S u m m e der unendl ichen Re ihe nennen . Mit ande ren W o r t e n : die S u m m e s 
de r unendl ichen Re ihe 

a l + a 2 + a 3 + + a n - f 
is t definiert du rch den Ausdruck 

s = l im s n . 
n—* ta 

E s ist wohl zu beach ten , d a ß s n ich t eine S u m m e im bisher igen Sinn des 
W o r t e s is t , sondern der G r e n z w e r t e i n e r F o l g e v o n S u m m e n . E s is t 
d a h e r von vornhere in n ich t zu e rwar ten , d a ß sich alle E igenschaf ten endl icher 
S u m m e n unterschieds los bei den unendl ichen Gebi lden wiederf inden. E i n e 
end l i che Re ihe von Zahlen besi tz t i m m e r eine S u m m e ; von unendl ichen 
R e i h e n gil t d a s keineswegs, d a die Folge der s n n i ch t zu konvergieren braucht ' . 
G e r a d e die Re ihe 1 — 1 + 1 — 1 + . is t e in Beispiel d a f ü r . B i lde t 



m a n nämlich die Folge der Tei lsummen, so s ind diese abwechselnd 0 u n d 1, 
die Folge der Zahlen 

0, 1, 0, 1, 0, 1 

s t reb t keiner festen Grenze zu, u n d wir haben daher zu sagen, daß unsere 

Reihe keine Summe besi tz t . ¡ 

Wi r dürfen aber nie vergessen, d a ß dieses Resu l t a t von unserer Definit ion 

der Summe abhängt , also von einem willkürlichen F a k t o r . E ine unendl iche 

Reihe besitzt von N a t u r aus keine Summe; sondern sie erhält eine solche 

erst , wenn wir ihr durch ein Verfahren eine solche zuordnen. Nun k ö n n t e 

m a n den Begriff der Summe auch anders fassen u n d dann könn te es ge­

schehen, d a ß sich unsere Reihe als summierbar erwiese ; ein solcher Vorschlag 

wäre z. B . de r : da die Tei lsummen unserer Re ihe zwischen 0 und 1 hin- u n d 

herpendeln , so liegt der Gedanke nahe, ihre ar i thmet ischen Mittel 

o S3 c C _ Sl+S2 + S3 
•'i i > ^ 2 2 ' 3 — 3 

zu bilden, in der E rwar tung , daß diese einem Grenzwert zust reben. I s t dies 

der Fal l , d a n n wollen wir diesen Grenzwert die Summe der unendl ichen 

Reihe nennen. Tatsächl ich liefert dieses Verfahren die Folge 

die sich ersichtlich dem Grenzwert yz näher t . Durch die neue Summen­

definition können wir also der Behaup tung von Grandi u n d Leibniz einen 

klaren Sinn verleihen; freilich einen Sinn, der jenen Männern noch u n b e k a n n t 

war . 

W e n n wir diese Definition akzeptieren, dann läßt sich folgendes beweisen: 

J e d e im bisherigen Sinn konvergente Reihe ist auch konvergent im neuen S inn 

u n d liefert dieselbe Summe. Anderersei ts können sich Reihen, die im alten Sinn 

divergent waren, als konvergent (summierbar) im neuen Sinn erweisen, so 

d a ß die summenbi ldende Kraf t des neuen Verfahrens größer ist als die 

des a l ten. Man kennt heute eine ganze Anzahl yon Verfahren, d ivergente 

Reihen zu summieren, Verfahren, die sich z u m Teil in eine Skala ordnen 

lassen von der Art , d a ß jedes folgende Verfahren ein größeres Wirkungsfeld 

ha t , mehr Reihen zu summieren ges ta t te t , als das vorhergehende. Geregelt 

wi rd die Bi ldung dieser Verfahren wieder durch die Forderung der Permanenz : 

eine im Sinn des Verfahrens V k summierbare Reihe soll auch im Sinn des 

Verfahrens V k l summierbar sein und denselben Summenwer t ergeben. 

Solche Be t rach tungen lehren eindringlich, d a ß es wirklich nur von der 

Definit ion abhängt , ob eine unendliche Reihe eine Summe besitzt oder n i c h t . 



11. Das Rechnen mit Folgen. Der Differentialquotient. 

I n diesem Abschni t t wollen wir uns mi t der F rage beschäft igen, o b 

es möglich is t , m i t unendl ichen Folgen zu rechnen. D a ß diese Möglichkeit 

bes teh t , m a g d a s Beispiel der Addi t ion d a r t u n . K e n n t m a n zwei Folgen 

t>i, b 2 , b 3 , b n , . . . 

welche gegen die Grenzwerte a resp . b konvergieren, so liegt es nahe , u n t e r 

i h re r S u m m e die Folge 

a t + b 1 ( a 2 + b 2 a n + b n 

zu vers tehen . Diese ist t a t säch l ich wieder konvergent u n d ha t a + b z u m 

Grenzwer t . Bevor wir den s t rengen Beweis dafür erbr ingen, wollen wir uns 

d a s Gesagte an einem Beispiel plausibel machen . N e h m e n wir an, d a ß die 

e r s t e Folge gegen 1, d ie zweite gegen 2 konverg ie r t ; das he iß t , d a ß sich 

d ie Gheder der e rs ten Folge n a c h einiger Zeit n u r unmerk l i ch wenig v o n 1, 

die Gheder der zwei ten unmerk l ich wenig von 2 un te rsche iden ; d a n n w i r d 

aber die S u m m e zweier solcher Gheder nur ganz wenig von 3 abweichen, 

u n d eben dies war der I n h a l t der B e h a u p t u n g . 

Der s t renge Beweis benu tz t die Bez iehung 

¡ a + b | < | a | + | b | ; 

h a b e n näml ich a u n d b das gleiche Vorzeichen, d a n n ist 

. | a + t > ! = I a I + I b I ;' 

i s t aber z. B . a pos i t iv u n d b nega t iv , d a n n ist 

j a + b | < | a | + [ b ; . 

I m al lgemeinen k a n n m a n daher n ich t mehr aussagen, als d a ß der absolu te 

B e t r a g e iner S u m m e k l e i n e r o d e r h ö c h s t e n s g l e i c h ist der S u m m e der 

abso lu t en B e t r ä g e . 

I n d e m wir uns n u n d e m Beweis selbst zuwenden , haben wir nu r unse r 

anschau l iches R a i s o n n e m e n t von v o r h i n in eine s t renge F o r m zu br ingen . 

D i e Folgen (a n ) u n d (b n ) sollen gegen a, resp . b konverg ie ren ; das h e i ß t : 

I a — a n j < e, für n > N x 

I b — b n I < e, fü r n > N 2 . 

Die Zahlen N t und N 2 werden dabei im allgemeinen verschieden «ein, da 
sie ja ganz von dem Tempo abhängen, mit dem die Folgengegen ihre Limiten 
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s t reben . (Wenn die ers te Folge rasch konvergier t , werden schon wenig 
Glieder genügen, u m die Annäherung bis u n t e r s zu fördern; konvergier t 
d ie zweite langsam, so sind weit mehr Glieder nöt ig, u m dasselbe zu er­
reichen.) Bezeichnet N die größere der beiden Zahlen N, u n d N t , d a n n gil t 
auf jeden Fal l 

I a — a n I < e, wofern n u r n > N 

I b — b n I < s, wofern n u r n > N 

Vom N - t e n Glied a b wi rd also jede der beiden Folgen toi weniger als e von 
ih rem Grenzwert abweichen. W e n n n u n die Folge ( a n -f- b j gegen a -f- b 
konvergieren soil, so m u ß der Ausdruck 

! (a + b ) - K + b n ) I 
m i t wachsendem n beliebig klein werden. N u n ist 

I (a + b) — ( a , - H O I = I ( a - a n ) + ( b - b n ) | 

u n d dieser Ausdruck ist auf Grund unserer Vorbemerkung 

< I a - a n I + I b - b D J 
< e + e = 2 e, 

w i rd also ta tsächl ich beliebig klein, wofern nur n genügend groß gewählt wird. 

Den eben bewiesenen Satz könnte m a n auch in folgender F o r m aus­
sp rechen : Der Grenzwert einer Summe zweier Folgen ist gleich der S u m m e 
der Grenzwerte der Folgen; in Zeichen: 
(1) l im (a n - f b n ) = lim a n + l im b n . 
I n Analogie dazu lassen sich n u n drei weitere Formeln aufstellen: 
(2) ^ l im ( a , , — b n ) = lim a n — lim b n 

<3) * l im (a^ . b j = lim a„ . l im b n 

(4) l im (a„ : b n ) = lim a n : l im b n . 

D i e le tz te Formel gilt n u r mi t der E inschränkung , d a ß lim b n von 0 verschieden 
ist (und das entspr icht genau dem Satz , daß m a n durch 0 nicht dividieren 
dar f ) . A d d i t i o n , S u b t r a k t i o n , M u l t i p l i k a t i o n , D i v i s i o n f ü h r e n 
a l s o a u s d e m B e r e i c h d e r k o n v e r g e n t e n F o l g e n n i c h t h i n a u s . Oder 
d i e konvergen ten Folgen bilden einen K ö r p e r . 

Man k a n n unsere vier Formeln un te r einen e twas allgemeineren Gesichts­
p u n k t fassen, wenn m a n sich entschl ießt , den Übergang zur Grenze als eine 
n e u e Opera t ion anzusehen, als L i m e s o p e r a t i o n , die j e t z t neben die vier 
Grundspezies der Ar i thme t ik t r i t t . Unsere vier F o r m e l n lassen sich d a n n in d e m 
einen Sa tz zusammenfassen: D i e L i m e s o p e r a t i o n i s t m i t d e n v i e r 
G r u n d o p e r a t i o n e n d e r A r i t h m e t i k v e r t a u s c h b a r . D a ß wir hier 
v o n einer Opera t ion sprechen, wi rd auf den ers ten Bl ick befremden, wi rd 
a b e r du rch folgende Überlegung vers tänd l ich : W i e die Addi t ion ein Ver­
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f ah ren is t , d a s von einer Re ihe vorgelegter Zahlen, den S u m m a n d e n , z u 
e ine r neuen Zahl , der S u m m e führt , genau so stel l t de r Grenzübergang ein 
Verfahren dar , das von den unendl ich vielen Zahlen einer Folge zn e iner 
n e u e n Zahl , dem Limes führ t . D a s W o r t „Opera t ion" be ton t diese Analogie. 
D i e F rage , o b der Grenzübergang „wirk l ich" eine Opera t ion sei, is t m ü ß i g , 
d a wir d e m Begriff „ O p e r a t i o n " keine scharfe Grenze gezogen h a b e n ; d a s 
W o r t wi rd eben nach Analogie vergeben. 

Die Analogie mi t den Opera t ionen der Ar i thme t ik l äß t sich noch ein 
S tück wei ter verfolgen. Man k a n n j a allerlei über eine Division erfahren — 
z. B . ob sie dasselbe Ergebnis h a t wie eine andere — , ohne sie wirklich aus­
führen zu müssen . So k a n n m a n es auch zwei Folgen ansehen, ob sie dem­
selben Limes zust reben, ohne d a ß m a n es nöt ig h ä t t e , diesen Limes zu kennen . 
Die Durchführung dieser Gedanken setzt aber einige Begriffe voraus , denen 
wi r uns j e t z t zuwenden wollen. E ine Folge, die gegen 0 konvergier t , w i rd 
eine „Nullfolge" genann t . D a s Kr i t e r ium für eine Nullfolge ist, d a ß 

i a n I < s, wenn nur n > N ist , 
d. h. d a ß die Glieder unbeschränk t abnehmen . E i n e konvergente Folge , 
die keine Nullfolge is t , wird en tweder einen posi t iven oder einen nega t iven 
Grenzwert haben . I m ers ten Fal l d rängen sich ihre Glieder u m einen P u n k t 
auf der posi t iven Zahlenlinie zusammen . W e n n wir u n s n u n i rgendwo zwischen 
diesem Limes u n d 0 einen P u n k t c markieren , so werden fast alle Glieder 
der Folge r ech t s von c liegen. E i n e Folge is t somit posi t iv , wenn sich eine 
posi t ive Zah l c angeben läß t , die von fast allen Gliedern der Folge über­
troffen wird . Die Folge ist nega t iv , wenn eine negat ive Zahl — c exis t ier t , 
d ie von fast allen Gl iedern der Folge unter t roffen wird. 

Mit H ü t e dieser Begriffe können wir je tz t folgende drei Sätze formul ieren: 
1. Die Folge (a n ) liefert einen größeren Limes als die Folge (b n ) , wenn 

die Differenzenfolge ( a „ — b n ) posi t iv is t . 
2. Die Folge (a n ) liefert einen kleineren Limes als die Folge (b n ) , wenn 

die Differenzenfoige ( a n — b n ) nega t iv ist . 
3 . Die Folge (a n ) liefert denselben Limes wie die Folge (b n ) , wenn die 

Differenzenfolge (a„ — b n ) eine Nullfolge ist . 
E s m a g genügen, auf den Beweis des ers ten Satzes einzugehen. Is t die 

Differenzenfolge ( a n — b n ) posi t iv , so heißt das , d a ß lim ( a n — b j > 0 i s t ; 
n a c h Formel (2) heißt das aber genau so viel wie : l im a n — lim b n > 0, 
d. h. l im a„ > lim b n . 

E i n Vorzug dieser Formul ie rungen liegt da r in , d a ß es oft viel le ichter 
i s t , e twas über d a s Verha l ten der Differenzenfolge als über die Grenzwer te 
selbst zu erfahren. Haup t säch l i ch aber führen wir diese Sätze desha lb an, 
weil sie u n s spä te r , be im s t rengen Aufbau der reellen Zahlen , als Mus te r 
d ienen sol len: d a werden wir einen K a l k ü l m i t Folgen aufbauen u n d die 
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Defini t ionen für „größer" , „gleich", „kleiner", „ S u m m e " , „Differenz" usw. 

den eben bewiesenen Sätzen nachbi lden. 

W i r haben gesagt, daß m a n durch eine Nulltolge nicht dividieren darf 

u n d zwar d a r u m nicht , weil dann eine Folge en ts tehen kann , die n icht mehr 

konvergier t . N u n hinder t n ichts , den Begriff der Konvergenz weiter zu fassen, 

so d a ß auch solche Folgen konvergent heißen. J a , eine solche Erwei te rung 

d räng t sich uns geradezu auf, sobald wir an die Dars te l lung der Zahlen auf 

der Kreisl inie denken 1 ) . Bilden wir e twa die Folge 

0, 1, 2, 3, 4, . . . 

auf den Kreis ab , so rücken die Bi ldpunkte immer dichter an N h e r a n : in 

j eder noch so kleinen Umgebung , die man um N schlägt , s ind fast alle Glieder 

der Folge gelegen. Der P u n k t N ist daher der Grenzwert der Folge, u n d 

wir haben — indem wir diese Sprechweise auf die Zahlengerade über t ragen — 

von der ursprüngl ichen Folge zu sagen, sie s t rebe gegen den . .uneigentlichen" 

Grenzwer t t » . Nach Hinzunahme der Zahl •-» m u ß m a n also auch die un­

begrenzt wachsenden Folgen zu den konvergenten rechnen. Dann können 

wir aber für Folgen, die nicht Nullfolgen sind, das Verbot der Division 

du rch eine Nullfolge zurückziehen. Will man z. B . die Folge 

0, Vi. V» 3 A. 4 / 5 . • • • i - 1.'n 

durch die Nullfolge 

i , Vi. V.. V.. V.. ••• V» ••• 

dividieren, so ergibt sich die Folge 

0, 1, 2, 3 , 4, 5, . . . n 

die in der neuen Ausdrucksweise gegen <x> konvergier t . 

E t w a s mehr Sorgfalt müssen wir jetzt auf die Frage verwenden, was 

sich ereignet , wenn wir den Quot ienten zweier Nullfolgen bilden."!Hier sind 

verschiedene Fälle möglich: 

1. Die Folge der Quot ienten besitzt einen endlichen Grenzwert . Das 

zeigen e twa die beiden Folgen 

1, Va- Vi. V7. • • • Vzn —1. ••• 

Vl> V¿> Vi« Vs. • • • Van. • • • 

die, durcheinander dividiert , die Folge 

2, 4/s> T í ' V 7 . • • • 2 n / l n — 1. ••• 

ergeben, die sich ersichtlich dem Grenzwert 1 nähe r t , 

i) Vgl. Fig. 7, S. 36 , . • 
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2. L a u t e n die Folgen 

1. %. H. • • • Vn- • • • 

1. Vi. Vi. Vi.. • • • Vn-

so ergib t die Divis ion der zwei ten Folge du rch die e rs te 

i, %. y*. y4. • • • Vn, • • • 

u n d die Divis ion der e rs ten durch die zweite 

1, 2, 3 , 4, . . . n , . . . 

M a n s ieht h i e r aus : Der Quot ien t zweier Nullfolgen k a n n auch 0 oder «> 
se in; i n ä l te ren B ü c h e r n f indet sich wohl die Formul ie rung , d a ß die be iden 
Folgen unendl ich klein werden , d a ß aber das Unendl ich-Kle ine der e inen 
Folge von höherer Ordnung sei als d a s der ande rn . Das he iß t na tü r l i ch nur , 
d a ß die Glieder der e inen Folge i n e inem viel rascheren T e m p o gegen 0 
s t reben, so d a ß sie i m Verhä l tn i s zu denen der e rs ten selbst beliebig klein 
werden . 

3 . E s k a n n e in Fa l l e in t re ten , der von allen bisher b e t r a c h t e t e n g rund­
verschieden i s t : d a ß die d u r c h Divis ion e rha l tene Folge gar ke inem Grenz­
wer t zus t r eb t (sondern n u r H ä u f u n g s p u n k t e bes i tz t ) . E i n Beispiel dafür 
wä ren die Fo lgen 

i, Vs> V». Vi» V»> V7. V49' Vi» Vai. ••• 
Va. V4. Ve. Vs. Vio. Via- Vii. Vie, Vis» •••• 

W i r d die zweite Folge durch die ers te dividier t , so ergibt sich 

1/ 3/ 9/ 5 / 2 5 / II 48/ 9/ 81/ 
Iii Ii' /6> /8> /10> /l2. /14> /16> /l8. • • • > 

d. h . Vi. V* Ü . V.. 21, Vi«. 31, Vie, 4i 

Diese Re ihe zeigt folgendes Gese tz : Die ungeraden Glieder wachsen i m m e r 
u m 1, b i lden also eine unbegrenz t aufsteigende Folge, die ge raden Glieder 
abe r n ä h e r n sich abs te igend immer mehr y2. Die Folge h a t d e m n a c h die 
be iden H ä u f u n g s p u h k t e 0 u n d 00. 

Übe r den Quo t i en ten zweier Nullfolgen k a n n m a n also i m al lgemeinen 
n i ch t s B e s t i m m t e s aussagen. E r k a n n 0 sein oder «> oder i rgend eine andere 
Zahl . E r b r a u c h t ü b e r h a u p t n ich t zu exis t ieren, wenn die du rch Divis ion 
e n t s t a n d e n e Folge divergier t . Welcher dieser Fäl le e in t r i t t , k a n n n u r eine 
besondere U n t e r s u c h u n g lehren. 

Diese Über legungen über Nullfolgen s ind von außerordent l icher 
B e d e u t u n g , d a auf i hnen die E r k l ä r u n g eines Begriffes b e r u h t , der in der 
M a t h e m a t i k fas t zwei J a h r h u n d e r t e i n D u n k e l g e t a u c h t w a r : i ch me ine 
d e n Begriff des Dif ferent ia lquot ienten . D a s P rob lem, d a s zur E n t s t e h u n g 
de r Dif ferent ia l rechnung geführt h a t , i s t d a s Tangen t enp rob l em. W i e m a n 
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eine Tangen te an den Kreis zieht , is t dem Leser zweifellos b e k a n n t . Versucht 
er , diese K o n s t r u k t i o n auf eine El l ipse zu über t ragen , so wird er merken , 
d a ß sie versag t . Die griechischen Geometer h a t t e n für diesen Fall ein eigenes 
Verfahren erdacht , das jedoch schon bei der Pa rabe l , der nächs tve rwand ten 
K u r v e , versagt ; u n d die Kons t ruk t ion der Pa rabe l t angen te läßt sich wieder 
n ich t auf die Hyperbe l über t ragen ; kurzum, m a n m u ß t e für jede K u r v e eine 
besondere K o n s t r u k t i o n ersinnen, die nur gerade auf diese K u r v e u n d auf 
keine andere anwendbar ist . D a s war vielleicht unbequem, konn te aber 
hingehen, solange m a n nu r einige wenige K u r v e n k a n n t e . Die S i tua t ion 
änder te sich aber m i t e inem Schlage, als durch die Er f indung des Descar tes , 
die Koordina tengeometr ie , eine unabsehbare Menge von Kurven .in den 
Gesichtskreis der Mathemat ike r t r a t . E s en t s t and das Problem, eine 
u n i v e r s e l l e Methode zu entwickeln, mi t der m a n den Verlauf der Tangen te 
für jede beliebige K u r v e s tudieren könnte . Dieses Problem, das Descar tes 
der Nachwel t vererbt h a t t e , wurde eine Generat ion spä te r gelöst, u n d zwar 
ungefähr gleichzeitig von Newton u n d Leibniz. Die Lösung dieses P rob lems 
ist das , was m a n heu te Differentialrechnung nenn t . 

W i r wollen uns j e t z t mi t der Idee des Leibniz an H a n d eines Beispiels 
bekann t machen . U m die Tangen te im P u n k t P zu erhal ten , schlagen wir 
einen U m w e g e in: wir denken uns zunächst eine Sekante gezogen, i n d e m 
wir P mi t i rgend einem anderen, auf der K u r v e gelegenen P u n k t e P 1 verbinden. 
Lassen wir n u n P fest, P j aber immer näher und näher längs dei K u r v e an P 
heranrücken , so wi rd sich die Sekante langsam u m P drehen u n d einer festen 
Grenzlage zust reben. Diese Grenzlage ist die Tangen te . 

So einfach u n d selbstvers tändl ich dieser Gedanke erscheint , so bedeu te te 
er doch eine gewisse Revolut ion . Bis Leibniz bes tand in der Mathemat ik 

de continuité zu der Anschauung 
Figur 15. 

angeregt wurde, die Tangente als 
Grenzfall unter die Sekanten aufzunehmen. Jedesfalls bedeutete diese Art 
des Sehens die Geburtsstunde der Differentialrechnung. 

y * 

eine tiefe Kluft zwischen Sekante 
u n d Tangen t e ; für die Kreissekan­
ten gel ten z. B . ganz andere Sätze 
als für die Kre is tangenten , u n d 
keinem Geometer wäre es in den 
Sinn gekommen, für diese beiden 
Ar ten von Linien gemeinsame Sätze 
aufzustellen. E s scheint, d a ß Leib­
niz durch seine philosophischen 
Gedanken über einen s te t igen Zu-

0 x s ammenhang alles Seins, seine loi 
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Will m a n den Grenzübergang rechner isch verfolgen, so wird m a n zunächs t 
d a s der K u r v e zugrundel iegende Gesetz du rch eine Gleichung zwischen den 
K o o r d i n a t e n 

y = f (x) 

ausdrücken . Der P u n k t P habe die K o o r d i n a t e n (x, y) ; gehe ich von P z u P j 
über , so m u ß ich die Abszisse von x u m einen b e s t i m m t e n B e t r a g ve rmehren , 
sagen wir u m A x ; dann erfähr t auch die Ord ina t e einen Zuwachs A y, der 
offenbar gleich is t dem Überschuß der neuen Ord ina t e über die a l te , d. h . 
gleich ist f (x --f- A x) — f (x). Das Verhä l tn i s 

A_y. _ f J * l + A X ) — f ( x) 
A x A x 

g ib t uns n u n ein Maß für die mi t t l e re Ste igung der K u r v e zwischen den 
P u n k t e n P u n d P , . W e n n wir uns die Ze ichnung e t w a als die (übertr iebene) 
Ansicht einer Bergs t r aße denken , so ist die Ste igung in der Gegend v o n P 
groß u n d n i m m t von d a al lmähl ich ab . Verb inde t m a n Anfangs- u n d E n d ­
p u n k t e du rch eine Gerade , so wird diese die mi t t l e re Ste igung der S t r aße 
dars te l len . 

W a s wir suchen, ist aber n ich t die mi t t l e re Steigung, sondern die 
m o m e n t a n e Steigung der K u r v e in P . U m dieses Ziel zu erreichen, werden 
wir das In te rva l l , i nne rha lb dessen sich unsere R e c h n u n g bewegt , auf einen 
immer engeren R a u m zusammenschrumpfen lassen, d. h. wir werden das A x 
fortgesetzt verk le inern u n d so den P u n k t P , zwingen, m e h r u n d mehr an den 
P u n k t P heranzugehen . W e n n wir das präzis ausdrücken wollen, so werden 
wir sagen: Durch läuf t A x eine Nullfolge, d a n n wird wegen des s te t igen 
Z u s a m m e n h a n g e s der K u r v e auch A y eine Nullfolge durchlaufen u n d wir 

A y 
be t r ach t en n u n das Schicksal , das der Quo t i en t j x dabei erfährt . Wi r 
g lauben in der A n s c h a u u n g u n m i t t e l b a r zu sehen, d a ß dieser Quot ien t e inem 
Grenzwer t zus t reben m u ß , u n d dieser Grenzwert wi rd eben das Maß für 
die gesuch te m o m e n t a n e Ste igung der K u r v e im P u n k t P sein. W i r schreiben, 
u m das auszudrücken 

. A y d y h m T— = T • A x d x 
A x - 0 

d y A y 
d x n e n n t m a n Different ia lquot ient , ^ Differenzenquot ient . 

Hierbe i müssen wir aber von allem Anfang an eine Vors te l lung fernhal ten , 
d ie den B e g r ü n d e r n der Different ia l rechunng vorgeschwebt u n d einen Scha t t en 
auf ih re Schöpfung geworfen h a t , die Vorste l lung nämlich , als o b der Differential­
q u o t i e n t e in Quo t i en t zweier unendl ich kleiner Größen wäre . Demgegenüber 
m u ß m i t k l a ren W o r t e n gesagt werden , d a ß der Dif ferent ia lquot ient über ­
h a u p t ke in Quo t i en t i s t , sondern der Grenzwer t einer Folge von Quo t i en ten . 
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D a s war aber den Begründern der Differentialrechnung noch nicht klar , 

wiewohl sie gelegentlich der Wahrhe i t ganz nahe kamen . I m großen ganzen 

bi ldeten sie sich die Auffassung, der Diffeientialquotient sei das Verhäl tn is 

der Größen A x, A y in dem Augenblick, da sie gerade entschwinden — die 

„u l t ima ra t io evanescent ium inc remen to rum" , wie Newton sagte . Leibniz u n d 

Newton fühlten wohl, d a ß in dieser Begriffsbildung eine Schwierigkeit wohnt , 

konn ten sich aber da rüber nicht recht ins Kla re kommen. U n d die Nachfolger, 

n ich t kri t isch, mehr auf die Erobe rung neuer Gebiete als auf die K l ä r u n g 

der Begriffe bedacht — allez en avan t , et la fois vous v iendra! soli d 'Alember t 

gesagt haben — glaubten vollends hier mi t unendl ich kleinen Größen zu 

rechnen, die, zwischen 0 u n d den eigentlichen Zahlen liegend, ein geheimnis­

volles Zwischenreich bilden sollten. 

Der Leser wird mi t einigem E r s t a u n e n fragen: Wie k o m m t es denn, 

d a ß so bedeutende Mathemat iker den Sachverhal t nicht längst durchschaut 

haben? D a s Verwirrende ist, d a ß der Differentialquotient , obwohl kein 

Quot ien t , sich in vielen Dingen so verhäl t , als ob er ein Quot ien t wäre . Z u m 

Beispiel : W e n n y von x abhängt , dann hängt auch x von y ab . Die Differential­

rechnung lehr t nun , d a ß der Differentialquotient dieser le tzteren F u n k t i o n 

d x d y d y d x 

d y der reziproke W e r t von ^ ist, d. h. d a ß d x . d y = 1 ist , ganz so, als o b 

es sich um gewöhnliche Brüche handel te . Oder : I s t y eine F u n k t i o n von u u n d u 

eine F u n k t i o n von x, d a n n ist du rch Vermi t t lung von u auch y eine F u n k t i o n 

von x. E s gilt n u n das Gesetz: 
d y d y d u 
d x d u d x ' 

Sieht m a n diese Formel an, so ist m a n versucht , zu sagen: Das ist selbst­

verständl ich, das du fällt j a heraus . (Das ist indes eine Täuschung : Das d y 

u n d das dx haben für sich allein übe rhaup t keine Bedeu tung , sondern aus-
d y 

schließlich in der Verb indung d Dieses Symbol hat nu r als Ganzes Sinn, 

d. h. die Gesetze des Rechnens handeln von einem unzerlegbaren Symbol, das 

nu r in der Form eines Quot ienten geschrieben wird.) Kurzum, es ist, als ob 

sich der Different ialquotient vorgenommen hä t t e , den Mathemat ikern einen 

Streich zu spielen, i ndem er sich ganz wie ein wirklicher Quot ient gebärde t . 

I m Begriffe des Differentialquotienten ist noch eine Schwierigkeit ent­

hal ten, die wir zur Sprache br ingen müssen. Nach unserer Dars te l lung ist 
à y 

der Different ia lquot ient der Limes, dem ¿ x zus t reb t , wenn m a n A x eine 

Nullfolge durchlaufen l äß t . Aber hier fragt es s ich: W e l c h e Nullfolge? 

E s g ib t j a unendl ich viele Folgen, die gegen Null konvergieren. Gefordert 

is t nun , d a ß j x iva j e d e b e l i e b i g e Nullfolge konvergiere u n d d a ß alle so 

e rha l tenen Grenzwerte übere ins t immen. Mit anderen W o r t e n , wir fordern 
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vom Differentialquotienten, daß sein Wert feststehe, unabhängig von der 
besonderen Art, wie wir A x gegen Null rücken lassen. Erwägt man das, 
so sieht man, daß es eigentlich gar nicht so selbstverständlich ist, daß ein 
Differentialquotient von diesen Eigenschaften existiert. Ja wie will man 
überhaupt kontrollieren, ob bei allen möglichen Grenzübergängen dasselbe 
Resultat herauskommt? Die letzte Frage ist zum Glück leichter zu beant­
worten als es scheint ; denn bei den meisten Funktionen, mit denen man es 
in der Praxis zu tun hat, geht schon aus dem Gang der Rechnung hervor, 
daß das Resultat unabhängig ist von der besonderen Wahl der Nullfolge. 
Manchmal aber kann der Differentialquotient wirklich von der Art des Grenz­
überganges abhängen, und diesen Fällen wollen wir uns jetzt zuwenden. 
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12. Merkwürdige Kurven. 
Wir betreten damit ein Gebiet, das für den Erkenntnistheoretiker und 

den Psychologen von gleichem Interesse ist; wir weiden nämlich Kurven 
kennen lernen, die ein so paradoxes Verhalten zeigen, daß sie sich der gewöhn­
lichen Anschauung entziehen. 

Wir beginnen mit einem Fall, der noch ganz unproblematisch ist: wir 
denken uns eine Kurve, die stetig verläuft und die irgendwo eine Ecke hat. 
Fragt man, welche Richtung die Kurve in dem Eckpunkt hat, so muß man 
sagen: sie hat zwei Richtungen, je nachdem ob man sich von der Ecke nach 
links oder nach rechts bewegt. Will man diese Verhältnisse mit Hilfe der 
Rechnung verfolgen, so wird man auf zwei verschiedene Ansätze geführt, je 
nachdem ob man A x durch positive oder durch negative Werte hindurch 
nach Null gehen läßt. Man spricht in diesem Falle von einem „vorwärts", 
resp. „rückwärts genommenen Differentialquotienten". 

Von diesem Falle gehen wir zu einem anderen über, der schon mehr 
Interesse bietet. Der Leser hat gewiß schon etwas von Wellenlinien gehört, 
wie sie etwa eine schwingende Stimmgabel auf eine berußte Trommel auf­
zeichnet. Der Mathematiker pflegt von einer Sinuslinie zu reden, da der 
Repräsentant-dieser Klasse-von Linien die Kurve y = sin x ist. x bedeutet 

+1 

-1 

Figur 16. 

einen Winkel, nur wird dieser nicht in Graden, Minuten und Sekunden 
gemessen, sondern im Bogenmaß: als Maß eines Winkels dient uns die Länge 
des zugehörigen Kreisbogens, gemessen in einem Kreis mit dem Radius 1. Ein 
Winkel von 360° wird also jetzt durch 2 n dargestellt, ein solcher von 180" 

durch n, von 90° durch — usw. Der Leser ersieht aus der Figur, daß die Kurve 
2 

y = sin x den Wellenzug OA enthält und daß die ganze Kurve entsteht, wenn 
man dieses Wellenstück unendlich oft aneinanderreiht. Den höchsten Wert + 1 
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n i m m t die K u r v e unendl ich viele Male an, nämlich in den P u n k t e n 

x = —, — + 2 n, — + 4 TT usw. Den W e r t — 1 ha t die K u r v e in al len 
2 * 2 — 2 — 

P u n k t e n v o n der F o r m x = ?-?L + 2 n j r und die x-Achse wi rd von ih r i n 
2 — 

den P u n k t e n 0, + n, ¿ 2 j í , + 3 n, durchse tz t . 

Die K u r v e , a u f die es u n s a n k o m m t , ist aber n ich t die Sinuslinie, sondern 

die K u r v e y = sin -; d a der Sinus zwischen den W e r t e n + 1 u n d — 1 liegt, 

m u ß die B i ldkurve ganz in dem Flächenstreifen verlaufen, der die x-Achse 

beidersei ts im A b s t a n d 1 beglei tet . D e n höchs ten W e r t 1 erreicht die F u n k t i o n 

allemal dann , wenn — en tweder — oder t?L oder — . . . ist , d. h., wenn 
x 2 2 2 

2 2 2 
x = —, ~z—, — , . . . i s t . I n al len diesen P u n k t e n wird die K u r v e die F o r m 

n a n 9 j i 

eines Wel lenberges annehmen u n d diese P u n k t e d rängen sich immer d ichter 
2 2 2 

gegen 0 he ran . E i n Wel len ta l stell t sie in den P u n k t e n x = — , — , ——, . . . 

da r . F ü r größere W e r t e von x ist — sehr klein u n d sin x fast gleichO, d. h. 

die K u r v e schmiegt sich weit d r außen an die Abszissenachse an. D a r a u s 

ergib t s ich folgendes Aussehen 1 ) : 

Figur 17. 

Die K u r v e bes teh t aus unendl ich vielen Wel lenzügen, die sich gegen den 

U r s p r u n g zu immer d ichter ane inanderd rängen u n d sichtl ich immer steiler 

werden. An der Stelle x = 0 selbst ist die F u n k t i o n n ich t definiert ; m a n 

k a n n ihr do r t willkürlich i rgendeinen W e r t vorschreiben, z. B . 0 oder oder 

sonst eine Zah l . K a n n m a n sich n u n von d e m Verlauf der K u r v e eine k la re 

Vors te l lung m a c h e n ? W a s m a n anschaul ich auffaßt , das s ind wohl die einzelnen 

Wellenzüge,-vie l le icht auch die In t en t ion des S ichzusammendrängens gegen 

den U r s p r u n g hin . Aber im U r s p r u n g selbst scheint uns die Vorste l lungskraf t 

im St iche zu lassen, u n d der Verfasser dieses Buches m ü ß t e , falls er in eine 

Diskuss ion verwickel t würde , m i t Berke ley bekennen : „Fa l l s i rgend j e m a n d 

*) Die Kurve ist in der Figur in die Länge gezogen. 
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die Fähigkei t besi tzt , in seinem Geiste eine solche Vorstel lung zu bilden, so 
is t es vergeblich, sie i h m abdisput ieren zu wollen; ich un te rnehme das n ich t . 
Mein W u n s c h geht n u r dahin , der Leser möge sich vol ls tändig und mi t 
Gewißhei t überzeugen, ob er im Besi tz einer solchen Vorstel lung sei oder n i c h t . " 

Stellt n u n die K u r v e im Ursprung eine s tet ig zusammenhängende Linie 
d a r ? F ragen wir zunächs t , worin das Wesen des stet igen Zusammenhanges be­
s t e h t . W e n n der Leser sich ein Stück K u r v e aufzeichnet, so wird er folgendes be­
merken : W e n n er einen P u n k t mit den Koord ina ten x, y herausgreift u n d d a s x 
nu r sehr wenig änder t , so wi rd sich auch das y nur unbedeutend ändern . Schärfer 
formul ier t : E i n e K u r v e ist stet ig dann , wenn g e n ü g e n d kleinen Änderungen 
von x b e l i e b i g kleine Änderungen von y entsprechen. Wende t der Leser 

diese Überlegung auf die K u r v e y = sin -~ an, u n d zwar auf den Ursp rung , 
so m e r k t er sogleich das Uns te t igwerden: E i n so schmales In terva l l er auch 
von 0 aus abgrenzt (sagen wir von 0 bis e), s te t s wird die K u r v e zwischen -f- 1 
u n d — 1 oszillieren, — er kann es durch Verkleinerung des Interval les auf 
der x-Achse n ich t erzwingen, d a ß die Schwankung der F u n k t i o n z. B . u n t e r 

d e n B e t r a g l f J h inabs ink t . 
* . . . . l 

N u n modifizieren wir das Beispiel, indem wir die F u n k t i o n y = x . sin —-

be t r ach ten . Das Dazu t re t en des F a k t o r s x bewirkt es, d a ß die Ampl i tuden 
der Schwingungen selbst sich mit x ändern , also groß sind, wenn x groß is t , 
u n d klein sind, wenn x klein is t . Die Folge ist , d a ß die Wellenzüge sich zwar 
gegen 0 unendlich dicht zusammendrängen , aber gleichzeitig an Höhe verlieren, 
so d a ß sie gewissermaßen ersterben, wie eine unendlich feine Kräuse lung a m 
S t rand . Die ganze K u r v e ist je tz t zwischen den beiden Geraden y = x u n d 
y . = — x eingeschlossen u n d zeigt folgendes Aussehen 1 ) : 

Figur 18. 

D i e s e K u r v e i s t i m U r s p r u n g s t e t i g . Denn einer kleinen Änderung 
von x en tspr ich t j e t z t auch eine kleine Änderung von y. Welche R i c h t u n g 
h a t n u n die K u r v e an der Stelle x = 0? U n t e r der R i c h t u n g vers tehen wir 

J ) Vgl. die vorige Fußnote. 
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j a die Grenzlage, der die Sekante zus t reb t , wenn der P u n k t P festgehal ten 
wi rd , w ä h r e n d P x l ängs der K u r v e näher u n d nähe r an P he ran rück t . D e n k e n 
wi r u n s n u n einen P u n k t , der sich längs der Wel l enkurve gegen 0 heran­
bewegt , d a n n wird er unendl ich oft ganz hinauf u n d unendl ich oft ganz hin­
un te r k o m m e n (auf OA, resp. OB liegen) u n d die Folge d a v o n wird sein, d a ß 
der Sekan tens t r ah l unaufhörl ich in d e m W i n k e l r a u m A O B hin- und her­
s chwank t , ohne sich für eine bes t immte Grenzlage zu entschl ießen. Der ein­
zige Schluß , der sich h ieraus ergibt , is t der, d a ß die K u r v e im P u n k t 0 keine 
Tangen te*bes i t z t , d a ß sie r ichtungslos ist , obwohl sie vo l lkommen s te t ig 
ver läuf t . 

A n diesem Beispiel k a n n m a n in der T a t s tudieren , d a ß der W e r t des 
Different ia lquot ienten ganz davon abhäng t , w i e m a n A x gegen 0 gehen l äß t . 

2 2 2 2 
L ä ß t m a n A x z. B . die Folge —, -—, — , — , . . . durchlaufen, so werden 

TI an 9jr 1371 
alle Differenzenquot ienten 1 u n d daher auch der Different ia lquot ient 1 sein. 

2 2 2" 2 
L ä ß t m a n A x die Folge —, _ , _„ , — , . . . durchlaufen, so werden die 

3JI 77t l lTT 1571 

Differenzenquot ienten — 1 u n d der Different ia lquot ient — 1 sein ; läßt 

m a n z i x die Folge —, - - , * , —, . . . durchlaufen, so werden alle Differen-
71 271 37t 4TI 

zenquo t i en ten 0 u n d auch der Different ia lquot ient 0 sein. D u r c h geeignete 
W a h l der Nullfolge h a t m a n es ganz in der H a n d , dem Different ia lquot ienten 
j eden beliebigen W e r t zwischen + 1 u n d — 1 zu verleihen. 

Man war geneigt , das für eine Ausnahmsersche inung zu ha l ten , die 
höchs tens an einzelnen P u n k t e n e in t re ten k a n n . D a über rasch te W e i e r s t r a ß 
die m a t h e m a t i s c h e Wel t mi t der E n t d e c k u n g , d a ß es K u r v e n gibt , die überall 
s te t ig , aber n i rgends differenzierbar sind, die also in j e d e m P u n k t das Ver­
h a l t e n unserer K u r v e im U r s p r u n g zeigen. Solche K u r v e n entsprechen 
offenbar n ich t mehr dem Bild, das u n s bei diesem W o r t vorschwebt . 

Die Idee von Weie r s t r aß be ruh t ungefähr darauf, einer Wellenl inie 
eine feinere zu über lagern, dieser eine noch feinere usw. ad inf in i tum, so 
d a ß Schließlich eine K u r v e en t s t eh t , die n i rgends „ g l a t t " verläuft , sondern 
bis ins Unendl iche gekräuse l t u n d gefältelt is t , ähnl ich wie die K u r v e y = x . 
. sin — an der Stelle x — 0. Die E n t w i c k l u n g e n von VVeierstraß darzulegen 
wäre zu beschwerl ich. Aber zum Glück s ind wir heu te in der Lage , m i t viel 
e infacheren Mit te ln K u r v e n herzustel len, welche das von W e i e r s t r a ß ent ­
deckte Verha l t en zeigen. E i n sehr einfaches Beispiel s t a m m t von H . v. K o c h : 

W i r gehen von der E inhe i t s s t recke aus u n d t i lgen das mi t t l e re Dr i t te l 
m i t Aussch luß der E n d p u n k t e , die s t ehen ble iben. Die Lücke ersetzen wir 
d u r c h eine Zacke , i n d e m wir über d e m get i lg ten Dr i t t e l die beiden Seiten 
eines gleichseit igen Dreieckes kons t ru ieren . Mit j edem der s tehengebl iebenen 
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Figur 19. 

Streckenzüge verfahren wir ebenso: wir t i lgen wieder das mi t t le re Dr i t te l 
u n d ersetzen es durch eine en tsprechend kleinere Zacke. Die nebenstehende 

F igur záigt die e rs ten Stadien dieser 
Kons t ruk t ion . Unbegrenzt fortgesetzt , 
liefert dieses Verfahren eine Kurve , die 
s te t ig und nirgends differenzierbar ist . 

D a ß die K u r v e stet ig ist, liegt da­
ran , daß die aufgesetzten Zacken mehr 
u n d mehr an Größe abnehmen. D a ß 
sie nicht differenzierbar ist, wollen wir 
uns zunächst für die Stelle A klar 
machen. Wenn wir die B a h n eines P u n k ­
tes verfolgen, der sich e twa längs des 
zuletzt gezeichneten Näherungspolygons 
auf A zubewegt, so wird er manchmal 
eine Spitze erkl immen (in P , und P 3 ) , 
manchma l bis zur x-Achse h inabtauchen 
(in P 2 und P 4 ) . N u n m u ß sich der 

Leser vorstellen, daß die .Si tuat ion, die er in der Figur im Großen sieht, 
bei Fo r t se t zung des Verfahrens in jedem Stückchen wiederkehrt , so d a ß 
an die Stelle jeder noch so kleinen Strecke wieder ein ähnliches, en tsprechend 
verkle iner tes Abbi ld der ganzen F igur t r i t t . Bewegt sich also der P u n k t 
längs der Kochschen K u r v e gegen A, so wird der von A ausgehende Sekan ten­
s t rahl unendl ich oft auf- und niederschwanken, zwischen 30° und 0 U h in-
und herspielen, ohne sich auf eine bes t immte Gienzlage einzustellen. Viel­
leicht ha t der Leser den E i n d r u c k : Aber in der unmi t t e lba ren LTmgebung 
von A m u ß doch die K u r v e ein kleines Stück horizontal verlaufen! Das ist 
eine Täuschung ; denn über jeder noch so kleinen Strecke, die mi t A beginnt , 
e rheb t sich wieder das Zackenmus te r der ganzen Figur , d. h. in jeder noch 
so engen U m g e b u n g von A liegen K u r v e n p u n k t e , die in einem Winkelsek tor 
von 30" vertei l t sind. U n d ganz analoge Be t r ach tungen lassen sich für jeden 
andern K u r v e n p u n k t anstel len. 

D a ß solche Verhältnisse möglich sind, war der früheren Mathemat ik ent­
gangen . Man n a h m d a ohne weiteres an, d a ß eine s tet ige Funk t ion auch 
diffeienzierbar sei 1 ) . Die Weiers t raßsche E n t d e c k u n g bedeute te d a r u m eine 
schwere E r s c h ü t t e r u n g des na iven Ver t rauens in die Anschauung. Diese 
E r s c h ü t t e r u n g regte zu der allgemeinen F rage a n : W a s ist eigentlich eine 
K u r v e ? Diese F rage gehör t zu denen, die leichter auf zuwerf en als zu be-

') Es herrschte damals in der Mathematik, wie F. Klein sagte, noch der ,,para­
diesische" Zustand, indem man gut und böse, differenzierbar und nichtdifferenzierbar 
bei einer stetigen Funktion nicht unterschied. 
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a n t w o r t e n s ind . W i r wollen versuchen, dem Leser e inen Einbl ick in die 
Schwier igkei ten zu geben, auf welche eine präzise Defini t ion s töß t . 

U m das J a h r 1880 h a t C. J o r d a n eine Defini t ion aufgestell t , die un ­
gefähr d a s wiedergibt , was uns anschaul ich vorschwebt . Diese Defini t ion 
besag t im Grunde folgendes: E i n e K u r v e ist das , was ein P u n k t bei s te t iger 
Bewegung durchläuf t . Die Bewegung eines P u n k t e s beherrschen wir, wenn 
wir von j edem Zei taugenbl ick angeben können , wo sich der P u n k t befindet , 
wenn wir also den Ort als F u n k t i o n der Zeit kennen . W e n n sich der P u n k t 
in einer E b e n e bewegt , is t der Or t d u r c h zwei Zahlen x, y be s t immt , die 
Zeit du rch eine Zahl t . Die Bewegung wird also vol ls tändig beschrieben 
sein, wenn ich angebe, wie x u n d y von t abhängen , d. h. wenn ich x u n d y 
als F u n k t i o n e n von t gebe 

x = cp (t) 

y = y> (t). 

Dabe i sollen die F u n k t i o n e n cp u n d y> e i n d e u t i g sein, d. h. in j edem Moment 
soll Abszisse u n d Ord ina t e der Lage des Tei lchens e indeut ig fes ts tehen. Von 
einer s t e t i g e n Bewegung sprechen w h dann , wenn die F u n k t i o n e n cp u n d ip 
s t e t ig s ind, also das bewegte Teilchen in h inre ichend b e n a c h b a r t e n Momenten 
beliebig b e n a c h b a r t e Raums te l l en e inn immt , womit also plötzliche Sprünge 
(Verschwinden an einer Stelle u n d Wiede rau f t auchen an einer anderen) 
ausgeschlossen sind. N e h m e n wir an, d a ß die Bewegung in der Zei te inhei t 
(sagen wir in einer Minute) vor sich gehe, dann können wir t auf das In t e rva l l 
v o n 0 bis 1 beschränken . Die Defini t ion J o r d a n s läuft d a n n auf folgendes 
h i n a u s : E i n e K u r v e i s t e i n s t e t i g e s u n d e i n d e u t i g e s A b b i l d d e r 
E i n h e i t s s t r e c k e . Dagegen müssen wir uns d a m i t abf inden, d a ß d a n n 
ein Kre is z. B . n ich t m e h r zu den K u r v e n gehör t , weil er in sich zurück­
läuf t , w ä h r e n d die E inhe i t s s t r ecke zwei E n d e n h a t . Sehen wir von d e m le tz ten 
U m s t a n d a b , so scheint diese Defini t ion genau das zu treffen, was uns bei dem 
W o r t , , K u r v e ' ' vorschwebt . U m s o merkwürd ige r ist die E n t d e c k u n g Peanos 
aus dem J a h r e 1890, d a ß es Gebilde g ib t , die e indeut ige u n d stet ige Bi lder 
der E inhe i t s s t r ecke sind, die also K u r v e n dars te l len im Sinne J o r d a n s , die 
aber im s t rengen Sinn des W o r t e s ein ganzes Q u a d r a t erfüllen. Wol l t e m a n 
so eine K u r v e zeichnen, so m ü ß t e m a n eine ganze Quadra t f läche schwarz 
an fä rben — das wäre d a s Bi ld der K u r v e . 

W i r wollen n u n eine Dars te l lung dieser merkwürd igen K u r v e geben 
u n d zwar in einer vere infachten F o r m , die von Hi lber t h e r r ü h r t . D a s P rob lem, 
d a s sich P e a n o u n d Hi lber t gesetzt h a t t e n , war folgendes: Gegeben s ind 
die E inhe i t s s t r ecke u n d d a s E i n h e i t s q u a d r a t . Wie k a n n m a n diese be iden 
Gebi lde so aufe inander beziehen, d a ß j edem P u n k t der E inhe i t s s t r ecke genau 
e in P u n k t des Q u a d r a t e s en t sp r i ch t u n d d a ß die Abb i ldung s te t ig i s t? An-
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schaulich gesprochen: Denken wir uns einen Reisenden, der in einer Minute 
alle P u n k t e eines Quadra tes passieren soll. Wie wird seine Reiseroute aus­
sehen ? 

W i r tei len die Minute in vier gleiche Teile u n d ebenso das Quadra t u n d 
r i ch ten es n u n so ein, d a ß der Reisende in einer Vier te lminute immer gerade 
ein Viertel des Quadra tes bereist . I n der ers ten Vier te lminute soll er das 
ers te Quadra tv ie r t e l durchwandern , ohne es spä te r wieder zu berühren, 
in der zweiten Vier te lminute das zweite Quadra tv ier te l usw. Der Leser 
wi rd sagen, d a ß die Aufgabe dadurch u m nichts leichter geworden ist : denn 
wie soll es der Reisende anfangen, in einer bes t immten Zeit eine ganze Fläche 
zu durchfahren ? Stehen wir nicht vor genau derselben Schwierigkeit wie zu An­
fang? Nein! Man könn te dem folgenden Verfahren das Mot to vorsetzen: „ D u 
k a n n s t im Großen n ichts verr ichten u n d fängst es nun im Kleinen a n " . W i r 
setzen den Tei lungsprozeß fort, wir teilen also jedes Viertel der Quadratf läche 
wieder in vier gleiche Teile, die ganze Quadrat f läche also in 16 kleine Quadra te , 
die wir m i t den Zahlen 1 , 2 , . . . 16 numer ie ren . Ganz entsprechend teilen 
wir auch die Minute in 16 gleiche In terval le , die ebenfalls die Nummern 1 
bis 16 e rha l ten u n d ordnen nun jeder Teilstrecke das Tei lquadra t m i t der 
gleichen N u m m e r zu. Dabei müssen wir nur darauf achten, d a ß zwei Quadra t e 
m i t aufeinanderfolgenden N u m m e r n eine Seite gemein haben . Durch fort­
gesetzte Wiederholung dieses Verfahrens läßt sich die Tei lung des Quadra tes 
u n d der Strecke beliebig verfeinern. Be im Übergang zur Grenze verschwindet 
n u n der Untersch ied der Dimens ion: als Limes ergibt sich ein P u n k t , gleich­
viel, ob wir von der Tei lung einer Strecke oder von der Tei lung einer Fläche 
ausgegangen sind. 

Das ermöglicht es uns , Strecke u n d Q u a d r a t in der gewünschten Weise 
aufeinander abzubi lden. Zu dem Zweck haben wir dreierlei nachzuweisen: 
1. J e d e m P u n k t der Einhei tss t recke entspr icht ein P u n k t des Q u a d r a t s 
(d. h. in j edem Augenbl ick befindet sich der Reisende an genau einer Stelle 
der F läche) . 2 . Ke in P u n k t des Quadra t e s geht leer aus (der Reisende kommt 
überal l hin) . 3. Die Abbi ldung ist s te t ig (er bewegt sich in einer zusammen­
h ä n g e n d e n Linie). 

ad 1. W e n n wir i rgend einen P u n k t t auf der Einhei tss t recke heraus­
greifen, so können bei fortgesetzter Teilung nur zwei Fälle passieren: 

a) Fä l l t der P u n k t t immer in das Innere einer Teils trecke ( z . B . t — ^ ) , 
so denken wir u n s die aufeinanderfolgenden In te rva l le mark ie r t , in welche t 
bei den sukzessiven Tei lungsschr i t ten fällt. Diese werden immer kürzer u n d 
ziehen sich auf den P u n k t t zusammen . J e d e m solchen In te rva l l en tspr ich t 
auf G r u n d unseres Verfahrens ein Te i lquadra t , u n d diese Te i lquadra te bi lden 
eine unbegrenzt to r t se tzbare Folge von Parzellen, die d a n k unserer Tei lungs-
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V o r s c h r i f t ine inander geschachte l t s ind u n d sich auf einen bes t immten 
P u n k t q zusammenz iehen ; d e m P u n k t t is t d a n n der P u n k t q zugeordnet . 

b) Fä l l t aber t nach einigen Sch r i t t en mi t e inem Te i lpunk t z u s a m m e n 
3 

(z. B . t = j 6 ) , d a n n vereinigen wir die beiden i n t ane inanders toßenden 
Tei l in terval le u n d verfahren wie vo rh in ; der einzige Unte r sch ied ist der, 
d a ß den Doppel in te rva l len Doppe lquad ra t e en tsprechen, die na tü r l i ch wieder 
gegen einen b e s t i m m t e n P u n k t q konvergieren. Auf jeden Fa l l en t sp r ich t 
e inem P u n k t dei E inhe i t s s t recke ein u n d n u r ein P u n k t im Q u a d r a t . 

a d 2. W i r wollen j e t z t i rgend einen P u n k t aus der Quadra t f l äche heraus­
greifen u n d weisen nach , d a ß i h m mindes tens ein P u n k t der E inhe i t s s t r ecke 
en t sp r ich t . D a m i t wi rd gezeigt sein, d a ß unsere Abbi ldung keinen Q u a d r a t ­
p u n k t aus läß t . W i r unterscheiden wieder zwei F ä l l e : 

a) Der P u n k t q liegt, soweit m a n auch die Te i lung for tsetzen m a g , s te t s 
i m I n n e r n eines Te i lquadra tes , q b e s t i m m t d a n n eine Folge ine inander­
geschachte l te r Q u a d r a t e und dieser en t spr ich t eine Folge ineinander­
geschachte l te r In te rva l l e , die sich auf einen b e s t i m m t e n P u n k t t zu sammen­
z iehen. 

b) Fä l l t abe r q auf den R a n d oder gar in die E c k e eines Q u a d r a t e s , wo 
zwei oder m e h r Q u a d r a t e m i t n ich t b e n a c h b a r t e n N u m m e r n z u s a m m e n ­
s toßen , d a n n können wir gegen diesen P u n k t von verschiedenen Seiten her 
vordr ingen . W e n n sich der Leser e t w a die Skizze eines Q u a d r a t e s anfer t ig t , 
d a s in 16Tei le getei l t is t , wie in Abb i ldung b) , S. 127, d a n n wi rd er bemerken , 
d a ß im Mi t t e lpunk t drei Q u a d r a t e m i t n ich t b e n a c h b a r t e n N u m m e r n zu­
sammens toßen . Man k a n n daher von drei verschiedenen Sei ten her konver­
gen te Prozesse anlaufen lassen, d ie alle gegen einen u n d denselben P u n k t 
t end ie ren . I h n e n en tsprechen offenbar drei ganz ge t r enn t e In te rva l l ­
schachte lungen auf der E inhe i t s s t recke , welche d a drei P u n k t e t ^ t 2 , t , ; fest­
legen. 

I n umgekeh r t e r R i c h t u n g ist also die Zuo rdnung n ich t e indeu t ig ; in 
d e m eben e r w ä h n t e n Fa l l g ib t es drei verschiedene Augenbl icke, da der 
Re i sende an dieselbe Stelle des Quad ra t e s ge lang t ; das he iß t aber , d a ß 
sich die B a h n k u r v e überschneide t . 

a d 3 . D ie Bahnl in ie re iß t n i rgends ab . D a s ergib t s ich eigentlich ganz 
von selbst , soba ld m a n sich nu r die Ar t der Abb i ldung e t w a s genauer über­
legt . E i n Abre ißen des B a h n k u r v e k ö n n t e j a n u r so z u s t a n d e kommen , d a ß 
de r P u n k t sp r ing t , d. h . d a ß er sich in k n a p p aufeinanderfolgenden Zei ten 
a n ganz verschiedenen Stellen der F l äche befindet . D a s is t aber unmögl ich . 
D e r Leser stel le s ich e inmal zwei P u n k t e auf der Zeit l inie vor , die ganz n a h e 
b e n a c h b a r t s ind . W e n n e f s i c h die E inhe i t s s t r ecke in eine en t sp rechend 
große Zah l v o n In t e rva l l en getei l t d e n k t , so werden diese zwei P u n k t e in d a s -
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selbe In te rva l l oder in zwei ans toßende fallen. Dasselbe wird aber d a n n 
von ihren Bi ldern im Quadra t gelten : auch diese werden in dasselbe kleine 
Te i lquadra t oder in zwei angrenzende fallen. J e näher die P u n k t e auf der 
Zeitlinie liegen, desto mehr werden auch ihre Bi lder im Quadra t zusammen­
rücken. Nachbarschaf t in der Zeit wird also abgebildet in Nachbarschaf t 
im R a u m . 

Durchläuf t t die Einhei tss t recke, so beschreibt der Bi ldpunkt q einen 
s te t igen, das ganze Quadra t erfüllenden Linienzug. Zur Veranschaul ichung 
dieser Peanokurve mögen nachstehende Näherungspolygone dienen: 

4 3 

1 2 

1 2 3 f 
I 1 1 1 1 

16 13 12 11 

1 5 9 1 0 

2 3 8 7 

1 • 4 5 6 

16 
b 

Figur 20. 

I I 
L J 
r n 
I I 

Die Polygone geben an, in welcher Reihenfolge die einzelnen Tei lquadra te 
von der K u r v e durchlaufen werden. Wi r haben uns vorzustellen, d a ß jede 
geradlinige Strecke bei dem nächs ten Näherungsschr i t t durch einen gebro­
chenen Linienzug ersetzt wird. Die Peanokurve selbst ist das unendlich ferne 
Grenzgebilde, dem sich die einzelnen Mäanderzüge nähern . 

I s t diese K u r v e differenzierbar? U n t e r der Tangen te wollten wir j a die 
Grenzlage der Sekanten vers tehen. Denken wir uns n u n auf der Quadra t ­
fläche einen P u n k t P mark ie r t u n d mi t einem anderen P u n k t P t ve rbunden . 
W a s geschieht, wenn P t längs der K u r v e gegen P he ranrück t ? Wir können 
d a s d a d u r c h bewirken, d a ß wir m i t t x immer nähe r an t herangehen ; wenn 
sich t i nach t bewegt , also ein In t e rva l l durchfähr t , w i rd der zugehörige 
BUdpunk t ein ganzes F lächens tück durchlaufen. Verbinde ich also P m i t P , , 
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so wi rd der Sekan tens t r ah l h in- u n d herschwanken , ohne sich auf e ine 
Grenzlage einzustel len. J a er wird , w e n n m a n die U m g e b u n g von t pa s send 
wäh l t , in alle R i c h t u n g e n der Windrose weisen. 

Diese E n t d e c k u n g h a t wohl e twas Pa radoxes , u n d sie wi rd bisweilen 
in e inem T o n vorge t ragen , als ob wir die A n s c h a u u n g auf e inem I r r t u m 
e r t a p p t h ä t t e n . Man h a t in diesem Sinn wohl von einer Kr i se der A n s c h a u u n g 
gesprochen. W i r wollen daher noch einen Augenbl ick auf die F r a g e e ingehen: 
T r ü g t die Anschauung , wenn sie zu lehren scheint , d a ß eine s te t ige, ohne 
K n i c k ver laufende Linie in j edem P u n k t eine b e s t i m m t e R i c h t u n g bes i t z t? 
I c h g laube n icht , d a ß die vors tehenden Ausführungen zu diesem Sch luß 
berecht igen. D a s wi rd klarer , wenn wir uns überlegen, wie sich denn die 
Begriffe des Ma thema t ike r s zu den u n s geläufigen anschaul ichen Gebi lden 
ve rha l t en . 

W a s ist z. B . eine anschaul iche K u r v e ? E igen t l i ch bezeichnet m a n 
mi t diesem W o r t dreierlei : e inen St r ich , dessen Bre i t e gegenüber der L ä n g e 
z u r ü c k t r i t t , d a n n die Grenze zwischen zwei Farbf lächen u n d eine gewisse 
Ar t v o n Bewegungen ( „ K u r v e n l au fen" ) . Jedenfa l l s l e rn t m a n den S inn 
dieses W o r t e s du rch eine hinweisende Defini t ion kennen , ebenso wie den 
der W o r t e „ S t r i c h " , „ D r a h t " , „ F a d e n " usw. D . h. , wi r nennen „ K u r v e " 
alles das , was e inem P a r a d i g m a (etwa einer gezeichneten k r u m m e n Linie) 
e in igermaßen ähnl ich is t , ohne d a ß wir die Art der Ähnl ichke i t präzis ieren, 
u n d dahe r fehlt d iesem Begriff die scharfe Grenze . D . h . es g ib t Fä l le , wo 
m a n schwanken wird, ob m a n e t w a s noch eine K u r v e n e n n e n soll oder n i ch t . 
D e r Begriff is t ebenso diffus umgrenz t wie e t w a die Begriffe „ l äng l i ch" , 
„ r u n d l i c h " , „ g e z a c k t " , „ze r f r ans t " usw. Be i der A n w e n d u n g dieser W o r t e 
s töß t m a n auf gewisse Zonen der U n b e s t i m m t h e i t , die wir als „ schwebende 
K l a s s e n " bezeichnen können . Die Begriffe der M a t h e m a t i k aber s ind präz i s 
definier t . 

Wie gelangen wir n u n zu einer solchen präzisen Def ini t ion? Sehr k la r 
wi rd dieser Vorgang in der folgenden Ausführung Mengers umschr ieben 
(„Dimens ions theor ie" , S. 75 f.) : 

„ W e n n ein W o r t , m i t d e m m a n im täg l ichen Leben eine Vors te l lung 
ve rb inde t , i n der Wissenschaf t d u r c h eine Def ini t ion präzis ier t werden soll, 
so bes teh t kein An laß , sich m i t d e m tägl ichen Gebrauch des W o r t e s in 
W i d e r s p r u c h zu se tzen , d . h . Dinge , welche al lgemein m i t d e m betreffenden 
W o r t beze ichnet werden , aus d e m Begriff auszuschl ießen, oder D i n g e , 
welche a l lgemein von der Beze ichnung m i t d e m betreffenden W o r t au s ­
geschlossen werden , in d e n Begriff aufzunehmen. E i n e f o r m a l e F o r d e r u n g 
a n die s t r enge Def ini t ion eines der täg l ichen Sp rache e n t n o m m e n e n W o r t e s 
i s t a lso , d a ß s i e d i e P r ä z i s i e r u n g u n d E r g ä n z u n g d e s i n Grenzfäl len 
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schwankenden u n d unvol ls tändigen W o r t g e b r a u c h s d a r s t e l l t , w e l c h e 
m i t d e m s e l b e n n i c h t i n W i d e r s p r u c h t r i t t . 

E i n e derar t ige E r g ä n z u n g u n d Präz is ierung k a n n n u n aber in ver­
schiedener Weise , u n d zwar n ich t nur formal, sondern (mit Rücks ich t auf 
die schwebenden Klassen) auch inhal t l ich in verschiedener Weise erfolgen. 
Beispielsweise können gewisse verwickel te Gebilde, für welche der einzelne 
auf die F rage , ob sie eindimensional seien, keinen Bescheid weiß oder ver­
schiedene Menschen verschiedene Antwor ten geben, sowohl zu den ein­
dimensionalen Gebilden gerechnet als auch von ihnen ausgeschlossen werden, 
ohne d a ß die Defini t ion deshalb in Widerspruch zum allgemeinen Sprach­
gebrauch t r i t t . J e d e Fest legung auf eine bes t immte Präz is ierung en thä l t 
also ein gewisses M a ß von W i l l k ü r , deren Recht fe r t igung ausschließlich 
durch die F r u c h t b a r k e i t der Definit ion geliefert werden kann . Der Zweck 
des Wor t e s im tägl ichen Leben ist die Vers tändigung der Menschen unter ­
e inander ; der Zweck einer s t rengen Definition ist es, den Ausgangspunkt 
eines deduk t iven Sys tems zu b i lden . " 

H ä l t m a n sich das vor Augen, so wird m a n zu der F rage , ob uns die 
Anschauung t r ü g t , wohl eine andere Stel lung e innehmen. Der Mathemat ike r 
will j a gar n ich t die in der Anschauung vorliegenden Verhäl tnisse beschreiben. 
E r verwendet ein Begriffssytem, das nur streckenweise mi t der Anschauung 
parallel geh t , sich aber dann wieder von ihr entfernt , so d a ß m a n sich n ich t 
wunde rn kann , wenn Uns t immigke i ten en ts tehen . Aber dann ist es un-
biüig, dies der Anschauung zur Las t zu legen, sondern m a n sollte sich eher 
bemühen , die anschaul ichen Begriffe in ihrer E igenar t besser zu vers tehen. 
(Vgl. dazu den Schluß des Kapi te l 13.) — 

D u r c h die E n t d e c k u n g Peanos scheint sich einer der fundamenta l s ten 
Unterschiede zu verwischen, der Unterschied zwischen den Dimensionen. 
W e n n eine K u r v e eine Fläche erfüllen kann — wie soll m a n dann zwischen 
ein- u n d zweidimensional unterscheiden? Dies führt uns auf eine tiefer 
liegende Frage , die wir hier wenigstens andeutungsweise erörtern wollen. 

W i r müssen uns zunächst mi t einer merkwürdigen E n t d e c k u n g Cantors 
bekann tmachen , nämlich mi t der Ta t sache , d a ß sich eine Strecke ein­
e indeut ig auf ein Q u a d r a t abbi lden läß t , d a ß m a n also aus einer Strecke 
durch bloße U m o r d n u n g ihrer P u n k t e eine Fläche machen kann . U m 
uns e twas präziser auszudrücken, nehmen wir die E inhe i t s s t recke u n d 
ein Q u a d r a t von der Seitenlänge 1 her u n d zeigen nun, d a ß sich die beiden 
Gebilde eineindeutig aufeinander beziehen lassen, so d a ß jedem P u n k t der 
Strecke genau ein P u n k t des Quadra tes u n d jedem P u n k t des Q u a d r a t e s 
genau ein P u n k t der Strecke entspr icht . 

U m diesen Beweis zu erbringen, er innern wir zunächst da ran , d a ß sich 
alle reellen Zahlen i n F o r m von Dezimalbrüchen schreiben lassen, u n d zwar 
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als u n e n d l i c h e Dez imalbrüche . So ist z. B . \ = 0 5 = 0 4999 . . . I n 

dieser F o r m denken wir uns alle Dez imalbrüche zwischen 0 u n d 1 dargestel l t . 
E i n P u n k t des Quad ra t e s bedarf zu seiner B e s t i m m u n g zweier Zahl­

angaben ; a m einfachsten verwenden wir seine Abs tände von zwei ans toßenden 
Quadra t se i t en , die wir x u n d y nennen. D a der P u n k t inne rha lb oder a m R a n d e 
des Quad ra t e s l iegt, werden die Zahlen x u n d y nur zwischen 0 u n d 1 l iegen; 
wir können sie daher wieder als Dezimalbrüche , u n d zwar als n ich t ab ­
brechende Dezimalbrüche anschreiben. E i n e m jeden Q u a d r a t p u n k t ent­
spr icht d a n n e indeut ig ein gewisses Dezimalbruchpaar , u n d die Menge aller 
Q u a d r a t p u n k t e stell t sich dar als Menge aller möglichen Dezimalbruch­
paa re x, y . 

Die ver langte Zuordnung wird nun darauf h inauskommen , e inem jeden 
Dezimalbruch t ein gewisses Dez imalb ruchpaar x, y zuzuweisen u n d um­
gekehr t . D a s gelingt durch den einfachen Gedanken , einen gegebenen Dezimal­
b ruch in zwei neue Dezimalbrüche zu „ spa l t en" , aus denen sich rückwär t s 
wieder der gegebene Dezimalbruch finden l äß t . U m das näUer auszuführen, 
nehmen wir an, es sei der Dez imalbruch 

t = 0 • a t b , a 2 b 2 a 3 b 3 . . . 
vorgelegt ; wir bi lden nun das einemal aus den ungeraden , das anderemal 
aus den geraden Stellen die Dez imalbrüche 

x = 0 • a ^ j a 3 . . ., y = 0 • \ b 2 b 3 . . . 
D a m i t ist gewissermaßen der Dez imalbruch t — oder vie lmehr sein Ziffern­
vor ra t — in zwei neue Dezimalbrüche zerlegt, u n d diese Zerlegung ist nur 

4 
auf eine Ar t möglich. Die Zahl t = ^ = 0 " 363636 . . . führt z. B . zur 

4 
Zerlegung x = 0 " 333 . . ., y = 0 • 666 . . ., d. h. der Zahl t = n en tspr ich t 

1 2 

das Zah lenpaa r x = ^-, y = 3 . Deu ten wir nun x, y als einen P u n k t der 

Quadra t f läche , so is t du rch diese Vorschrift jedem P u n k t der Einhei tss t recke 

genau ein P u n k t des Quadra tes zugewiesen. 
Umgekehr t gehör t aber auch jedem Q u a d r a t p u n k t ein P u n k t der 

E inhe i t s s t recke zu. Greifen wir näml ich aus der Quadra t f läche i rgend einen 
P u n k t he raus , so be s t immt er zunächs t zwei Abs t ände x, y von den Seiten 
des Quad ra t e s ; diese Abs t ände liegen zwischen 0 u n d 1, wir können sie daher 
als Dez imalbrüche u n d zwar gleich als n ich t -abbrechende Dezimalbrüche 
dars te l len : 

• x --= 0 • a x a s a , . . ., y = 0 • b j b 2 b 3 . . . 
Verschmelzen wir j e t z t diese beiden Dars te l lungen, indem wir aus ihren 
Ziffern den neuen Dez imalb ruch 

0 a 1 b 1 - a 2 b 2 a 3 b 3 . . . 
komponieren , d a n n is t d a s offenbar ge rade derjenige Dez imalbruch , dessen 



Zerlegung wieder auf x u n d y führt , d. h. es is t der Dez imalbruch t . Vermöge 
unseres Verfahrens ist also ta tsächl ich j edem P u n k t der Einhe i t ss t recke ein 
P u n k t des Quadra t e s zugewiesen u n d umgekehr t . 

Gegen diese Über legung läß t sich ein E i n w a n d erheben, den wir uns an 
einem Beispiel vor Augen führen wollen : Welcher Q u a d r a t p u n k t entspr icht 
dem P u n k t 

t = 0 • 33030303 . . . ? 

Offenbar der P u n k t 
x = 0 • 3000 . . . 

y = 0 • 3333 . . . 

Aber n u n e rheb t sich die Schwierigkeit , d a ß eine Zahl von der F o r m x verboten 
ist . Schließen wir die abbrechenden Dezimalbrüche aus , so erha l ten wir also 
n ich t a l l e möglichen W e r t e von t ; wenn der eine P u n k t das Quadra t durch­
fähr t , so durchläuf t der andere P u n k t n ich t die volle Einhei tss t recke. Diese 
Schwierigkeit l äß t sich aber nach König beseitigen, wenn wir un te r a t , a 2 , . . . 
b , , b 2 , . . . n ich t die Ziffern, sondern gewisse Ziffernkomplexe, gleichsam die 
„Molekü le" des Dezimalbruches vers tehen, i ndem wir immer eine von 0 
verschiedene Ziffer des Dezimalbruches mi t allen ihr etwa vorangehenden 
Nul len zusammenfassen. Gruppieren wir also die Ziffern von t in der nach­
s t ehenden Weise 

t 0 • 3 1 3 j 03 J 03 I 03 I . . . 

so e rha l ten wir du rch Auftei lung 

x = 0 • 30303 . . . 

y = 0 • 30303 . . . 

J e t z t k a n n j e d e Zahl t in dei geschilderten Weise zerspal ten werden, ohne 
d a ß abbrechende Dezimalbrüche ents tehen, Strecke und Q u a d r a t sind also 
eineindeut ig aufeinander abgebildet . 

Die E n t d e c k u n g von Cantor erscheint deshalb paradox , weil m a n bis 
dah in immer geglaubt h a t t e , eine Fläche m ü ß t e unendl ich viel mehr P u n k t e 
en tha l t en als eine Gerade. D a der Leser sich mi t d e m Beweis vielleicht n ich t 
abfinden u n d eher das Gefühl haben wird, d a ß in «unserer Über legung i rgend 
ein Tr ick en tha l t en ist , den er nicht durchschau t — Schopenhauer ha t dies 
Miß t rauen e inmal ausgedrückt mi t den W o r t e n : „ D a ß alles so sei, m u ß m a n , 
d u r c h den Sa tz v o m Wider sp ruch gezwungen, zugeben : w a i u m es aber so is t , 
e r fähr t man n ich t . Man h a t daher fast die unbehagl iche E m p f i n d u n g wie n a c h 
e inem Taschenspielers treich. Oft schließt ein apagogischer Beweis alle Türen , 
e ine n a c h der andern , zu, u n d läß t n u r die eine offen, in die m a n nun b loß 
deswegen hinein m u ß " — so wollen wir noch ein p a a r W o r t e da rübe r sagen . 
D a s Verblüffende bes teh t j a dar in , d a ß uns der Beweis zeigt, d a ß m a n aus d e n 
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P u n k t e n einer S t recke ein Q u a d r a t machen kann , w ä h r e n d doch die P u n k t e 

der S t recke n u r e inen unendl ich kleinen T e i l der P u n k t e des Q u a d r a t e s 

bi lden. Sollen wir e inem Beweis t r auen , der zu so abs t rusen Konsequenzen 

f ü h r t ? 

Über legen wir u n s die Sache noch e inmal ! E s is t schon wahr , d a ß der 

Teil kleiner is t als das Ganze , s o l a n g e w i r u n s a u f e n d l i c h e M e n g e n 

b e s c h r ä n k e n . O b aber der Sa tz auch noch für unendl iche Mengen gilt , 

s t eh t von vornhere in gar n ich t fest, weil wir hier auf ein ganz neues Gebiet 

übergegangen s ind u n d ja noch gar n ich t wissen, was wir u n t e r „gle ich" , 

„g röße r" , „k le ine r" zu vers tehen haben . Man m u ß diese Begriffe v ie lmehr 

von n e u e m d e f i n i e r e n , u n d t u t m a n das , so zeigt es sich, d a ß hier für die 

Beziehung des Ganzen zum Teil n ich t m e h r die a l ten Gesetze aufrechterhal ten 

werden können . Die unendl ichen Mengen müssen sich eben i rgendwie von 

den endl ichen untersche iden u n d schon d a r u m darf m a n n ich t e rwar ten , 

alle Eigenschaf ten der le tz teren unterschiedslos bei der ers teren wieder­

zufinden. Über legt m a n sich das , so verschwindet das E r s t a u n e n darüber , 

d a ß der ura l te Satz „ D e r Teil ist kleiner als das G a n z e " für unendl iche Mengen 

nicht m e h r gil t . J a für die unendl ichen Mengen ist es geradezu charakter is t i sch , 

d a ß sie diesen Satz verletzen. Dedek ind k a m so auf den geistvollen Gedanken , 

das Unendl iche gerade durch diese seine pa radoxe Eigenschaf t zu definieren: 

ein Sys t em von Dingen ist unendl ich, wenn es sich Glied für Glied auf einen 

Teil seiner selbst beziehen l äß t . Man e i m i ß t den For t sch r i t t dieser Def ini t ion: 

wäh rend alle f rüheren E r k l ä r u n g e n im Unendl ichen immer n u r e twasNega t ives , 

das Nichtendl iche erbl ickten, ist hier das Unendl iche z u m ers ten Mal du rch 

eine posi t ive innere Eigenschaft charakter i s ie r t . 

D o c h d a m i t genug von den unendlichen Mengen ! F ragen wir j e tz t : I s t 

die von Cantor aufgefundene Abbi ldung s te t ig? D a s werden wir sofort er­

kennen, wenn wir das Verha l ten der Abbi ldung e t w a an der Stelle t —-^ 

un te rsuchen . Schreibt m a n t in der F o r m 

t = 0-49999 

so ergibt die früher beschriebene Zerlegung 

x = 0-499 . . . 

y = 0-999 . . ., 

d. h. d e m P u n k t t = ¿ ist im Q u a d r a t der P u n k t q, m i t den K o o r d i n a t e n 

("I", 1) zugeordnet . W a s geschieht nun , wenn t nu r ganz wenig über diesen 

B e t r a g h inauswächs t ? Setzen wir den Fal l , t sei 0-50000111 . . . ; d a n n ist 

x = 0-500111 . . , 

y = 000111 



D e r B i l d p u n k t mach t also, wenn t durch den kri t ischen Wer t ^ h i n d u r c h g e h t , 
einen Sprung von dem oberen Q u a d r a t r a n d auf den un te ren (in der F igur 
von ql nach q 2 ) . Solche Sprünge finden sich überall , wo t ein Dez imalbruch 

ist, der in lau ter Neunen ausläuft , also überal l dort , wo 
3 i - ! t auch als abbrechender Dezimalbruch geschrieben 

werden kann , u n d diese Zahlen s ind dicht gesät . D e u t e t 
m a n t als Zeit, so bewegt sich der P u n k t q ganz und 
gar n icht s tet ig, sondern durchzuckt das Quadra t , wenn 
m a n sich so ausdrücken darf. 

q 2 Vergleichen wir nun die Abbi ldungen von Peano 
Figur 2 1 u n < ^ Kantor! Die Abbi ldung von Peano ist 

1 . e indeut ig in der R i c h t u n g von der Strecke auf 
das Q u a d r a t (d. h. einem P u n k t der Einhei tss t recke entspr icht genau ein 
P u n k t im Q u a d r a t ) ; 

2 . mehrdeu t ig in der R i c h t u n g v o m Quadra t auf die Einhei t ss t recke 
(d. h. e inem P u n k t des Quadra tes entsprechen im allgemeinen verschiedene 
P u n k t e der E inhe i t s s t recke) ; 

3 . s tet ig. 

Die Abbi ldung von Cantor ist 

1. e indeut ig in der R i c h t u n g von der Strecke auf das Quadra t , 

2 . e indeut ig in der R i c h t u n g vom Quadra t auf die St recke, also ein­
deut ig , aber 

3 . uns te t ig . 

Man s ieht : ist die Abbi ldung stet ig, so ist sie nicht e indeut ig ; ist sie 
e indeut ig, so is t sie nicht s tet ig. I s t das vielleicht n u r Zufall ? Sollte es nicht 
gelingen, eine Abbi ldung zu ersinnen, die beide Vorzüge in sich vereinigt, 
die e ineindeut ig u n d s te t ig i s t? D a ist n u n das Merkwürdige, d a ß das durch­
aus n ich t geht . Jü rgens ha t einen sehr einfachen Beweis dafür gefunden, 
den wir hier mit te i len wollen. Nehmen wir an, es gäbe eine Abbi ldung der 
St recke auf das Quadra t , die eineindeutig u n d s te t ig i s t ; wir werden dann 
zeigen, d a ß diese A n n a h m e auf einen Widerspruch führt . Greifen wir nämlich 
aus der Quadra t f läche zwei P u n k t e qlt q 2 heraus . Nach Vorausse tzung 
en tsprechen ihnen auf der Einhei t ss t recke die P u n k t e tt u n d t 2 . Bewegt sich 
n u n auf der Quadra t f läche ein P u n k t längs i rgend eines Weges s te t ig von qj 
n a c h q 2 > z. B . längs des Weges I , so m ü ß t e nach Vorausse tzung auch der 
zugehörige P u n k t auf der Einhei t ss t recke s te t ig von t i nach t 2 wandern , 
also d a s ganze In te rva l l zwischen diesen beiden P u n k t e n durchlaufen. Wie 
n u n , wenn der Q u a d r a t p u n k t s t a t t der R o u t e , die er gewählt h a t , i rgendeine 



a n d e r e e ingeschlagen hä t t e , die ihn auch von q x nach q 2 führ t , z. B . d ie 
R o u t e I I ? D a n n m ü ß t e der zugehörige P u n k t ebenfalls das ganze In t e rva l l 

von t t bis t 2 durchlaufen. Dieses In te rva l l würde also 
auf zwei verschiedene Lin iens tücke des Q u a d r a t e s 
abgebildet , entgegen der A n n a h m e , d a ß e inem P u n k t 
der Strecke nur e i n P u n k t im Q u a d r a t en t sp rechen 
soll. Wollen wir also die Ste t igkei t durchse tzen , so 
müssen wir die Eine indeut igke i t opfern. 

Als abschl ießendes E rgebn i s dieser Forschungen 
kristall isierte sich der b e r ü h m t e Sa tz von der I n ­

Figur 2 2 . va r ianz der Dimensionalzahl heraus , dessen ers ter 
Beweis von L. E . J . Brouwer (1911) s t a m m t . D a n a c h 

k a n n m a n ein S tück eines k-dimensionalen K o n t i n u u m s eineindeut ig u n d 
s t e t i g wieder n u r auf ein S tück eines k-dimensionalen K o n i t i n u u m s abbi lden, 
n i e m a l s auf ein S tück eines m-dimensionalen, wenn m r j r k . 

Ausgegangen s ind wir von der F r a g e : Wie soll m a n den Unte r sch ied 
zwischen K u r v e u n d Fläche begrifflich fassen? Die Antwor t , welche noch 
R i e m a n n u n d He lmho l t z gegeben h a t t e n : daß ein P u n k t auf einer K u r v e 
d u r c h e i n e K o o r d i n a t e , ein P u n k t auf einer F läche du rch zwei K o o r d i n a t e n 
cha rak te r i s i e r t i s t — diese An twor t löst die Frage nicht vol ls tändig. D e n n 
h e u t e m u ß m a n sagen, d a ß es willkürlich ist , wie viele Koord ina t en m a n 
v e r w e n d e n will . Wi l l m a n die P u n k t e eines Q u a d r a t e s nur vone inander 
un te r sche iden , sie m i t E i g e n n a m e n versehen, so k o m m t m a n mi t einer 
e inz igen ree l len K o o r d i n a t e aus . W a s R i e m a n n u n d He lmhol tz vorschwebte , 
i s t offenbar, d a ß die Ver te i lung der Zahlen über die P u n k t e s t e t i g sein soll : 
d a n n b r a u c h t m a n für den Fal l der F läche in der T a t zwei K o o r d i n a t e n , 
n i c h t m e h r u n d nicht weniger. 

D i e F r a g e : , ,Was ist eine K u r v e ? " h a t aber d a m i t noch keine B e a n t ­
w o r t u n g gefunden. D e n n w e n n m a n z. B . sagen woll te , die K u r v e sei einein­
d e u t i g e s u n d s te t iges Bi ld der E inhe i t s s t r ecke , so würde m a n die in sich 
z u r ü c k l a u f e n d e n , die sich überschne idenden u n d die sich verzweigenden 
K u r v e n ausschl ießen; aber auch Gebilde, wie das in F ig . 17 dargeste l l te , das 
d o c h j ede r als l inienhaft bezeichnen wird . Die Aufgabe, den Kurvenbegriff 
a l lgemein zu charak te r i s ie ren , wurde nach einer Vorgeschichte , die sich an 
B o l z a n o , P o i n c a r é u n d B r o u w e r knüpf t , defini t iv von Menger u n d U r y s o h n 
ge lös t . Mit wen igen W o r t e n k a n n m a n die Lösung so a n d e u t e n : D a s wesent­
l i c h s t e Merkma l der K u r v e ist ihre E ind imens iona l i t ä t . Diese Angabe er­
fo rde r t die E r k l ä r u n g des Begriffs der Dimensionszahl . D e n k e n wir u n s 
i r g e n d e i n geomet r i sches Gebi lde (eine P u n k t m e n g e M) in unse rem eukli­
d i s c h e n R a u m . Dieses k a n n a n verschiedenen Stel len eine verschiedene 
Dfanensionszahl h a b e n ; z. B. wenn aus e inem K ö r p e r F l ächen he rvorwachsen 



wie B l ä t t e r aus einem S t a m m , von denen wieder K u r v e n ausgehen wie 
Stacheln . W i r wollen n u n versuchen zu erklären, was es he iß t , daß so ein 
Gebilde in e inem bes t immten P u n k t die Dimensionszahl 1, 2 oder 3 besi tz t . 
Zu diesem Zweck stel l t Menger 1 ) folgendes Gedankenexper imen t a n : 
Wie k a n n m a n den P u n k t m i t seiner in M liegenden U m g e b u n g aus dem 
übr igen R a u m herauslösen? Liegt der P u n k t im I n n e r e n eines drei­
d imensionalen Gebildes (etwa eines Holzkörpers) , so wird m a n mi t einer 
Säge den übr igen Körpe r entfernen u n d zu diesem Zweck eine ganze 
F läche durchsägen müssen; liegt er in einem zweidimensionalen Gebiet 
(e twa auf einer Blat t f läche) , so wird m a n mi t einer Schere die U m ­
gebung herauslösen, indem m a n eine K u r v e durchschneide t ; liegt er auf 
e inem eindimensionalen Gebilde (einem dünnen Stachel), so braucht m a n 
den Stachel nu r in zwei P u n k t e n (oder jedenfalls in endlich vielen) zu durch­
zwicken. D a s heißt aber : eine Menge ist in einem P u n k t 3 dimensional, 
wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses P u n k t e s innerhalb der Menge 
g ib t , deren Grenze 2 dimensional i s t ; eine Menge ist in einem P u n k t 
2 dimensional , wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses P u n k t e s innerhalb 
der Menge gibt , deren Grenze 1 dimensional i s t ; eine Menge ist in einem P u n k t 
1 dimensional , wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses P u n k t e s innerha lb 
der Menge gibt , deren Grenze 0 dimensional ist (in gewöhnlicher Ausdrucks­
weise : die aus einzelnen P u n k t e n besteht) ; eine Menge ist in einem P u n k t 
0 dimensional , wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses Punk te s in der 
Menge gibt , deren Grenze (—1) dimensional is t ; u n d (—1) d i m e n s i o n a l 
s o l l n u r d i e l e e r e M e n g e s e i n , d. h. die Menge, die kein E lemen t en thä l t . 
Man sieht, wie hier durch ein rekursives Verfahren die Dimensionszahl von einem 
absoluten Anfangspunkt a u s — dem Begriff (—1) d imens iona l— definiert wird. 

Diese Gedanken sind ein Beispiel für eine eigentümliche Klasse geo­
metr ischer Untersuchungen , bei denen es sich nicht um das S tud ium von 
Längen u n d Winke ln handel t , auch n ich t um Tatsachen , die mi t den Begriffen 
gerade oder k r u m m zusammenhängen , sondern allein u m Eigenschaften, die 
bei s te t igen und eineindeut igen Transformat ionen erhal ten bleiben. Der 
Leser denke sich eine F igur auf einer Gummifläche gezeichnet und nun die 
F läche beliebig verzerr t , ohne daß sie zerreißt oder daß Neuberührungen 
auf t re ten . Alle Längen u n d Winkel werden sich dabei ändern , eine Gerade 
m a g in eine noch so kritzelige K u r v e verzerr t werden, u n d doch zeigt es 
sich, daß dabei ganz bes t immte andere Eigenschaf ten erha l ten bleiben, 
z. B . die Dimensionszahl . Die Topologie s tudier t nun gerade diejenigen 
Eigenschaf ten eines Raumgebi ldes , die bei beliebigen Verzerrungen dieser Ar t 
i nva r i an t bleiben. Doch das leitet uns zu einem neuen Gedankengang h inüber . 

') Dimensionstheorie, S. 78. 



Anhang: Was ist Geometrie? 
W e n n der La ie gefragt würde , was er un t e r Geometr ie vers teh t , so wi rd 

e r vielleicht e twas sagen wie : Die Wissenschaft von den Eigenschaf ten der 
Raumgeb i lde oder a u c h : von den geometr ischen Eigenschaf ten. Aber wenn 
er n u n aufgefordert würde , den Begriff der geometr ischen Eigenschaft genauer 
zu umgrenzen , so wi rd er merken , d a ß seine An twor t noch n ich t h inre ichend 
ist , sondern d a ß eben hier ein neues Prob lem e inse tz t : I s t jede räumliche 
Eigenschaft zugleich eine geometr ische? W i r wollen sehen! F inde ich e twa 
beim Messen einer Strecke, d a ß sie 1 / 2 m lang ist , so is t das gewiß eine Eigen­
schaft dieser S t recke ; aber n i emand wird das Aufsuchen solcher Eigen­
schaften der Geometr ie zuschreiben. F . Klein h a t diesen P u n k t e inmal sehr 
dras t i sch e r läu te r t durch den Ausspruch eines Kollegen, der behaup t e t h a t t e : 
wenn m a n von e inem Dreieck den Mi t t e lpunk t des Inkreises u n d den Mittel­
p u n k t des Umkre ises mark ie r t , so liegt der zweite immer 3 m m östlich vom 
ers ten ; er habe sich du rch wiederhol te Messungen davon überzeugt . W e n n 
e in solcher Sa tz w a h r wäre, so würde er eine Ta t sache der Topographie oder 
Geographie beschreiben. E i n Lehrsa tz über das gleichseitige Dreieck dagegen 
ist ein Satz ganz anderer A r t : er spr icht eine Ta t sache aus , die n ich t nu r 
dieses eine Mal, sondern allemal zutrifft, er ist richtig nicht n u r für diese 
eine F igur , sondern für eine Klasse von F iguren . F r a g t m a n , was denn den 
F iguren einer Klasse gemeinsam ist , so l au te t die A n t w o r t : ihre Ähnl ichkei t . 
Wi r sehen ers tens a b von der Lage, welche die F igur im R a u m e inn immt , 
u n d zweitens von ihrer Größe ; d. h. wir fassen nu r diejenigen Eigenschaf ten 
ins -Auge , welche die F igur mi t allen anderen de r Klasse tei l t . W a s nicht 
a l len F iguren einer Klasse zukommt , verdient nur ein individuelles In teresse 
u n d scheidet aus der Geometr ie aus . 

W a s un te r einer Klasse von Figuren zu vers tehen ist , das h ä n g t von uns 
ab , u n d in diesem Gedankengang k o m m t m a n leicht dazu, verschiedene 
„Geomet r i en" zu unterscheiden, je nach der Klasseneinte i lung, die m a n 
trifft. I n unserem Beispiel en t s tehen alle F iguren einer Klasse , wenn m a n eine 
von ihnen herausgreift u n d sie zwei Ar ten von Umformungen un te rwi r f t : 
e iner Bewegung i m R a u m u n d einer Ähnl ichkei t s t ransformat ion , d. h . einer 
Vergrößerung oder Verkle inerung bei E r h a l t u n g der F o r m . (Bei räuml ichen 
Gebilden t r i t t noch die Spiegelung hinzu, die z. B . einen rech ten H a n d s c h u h 
in e inen l inken überführ t . ) N u n k a n n m a n aus einer F igu r auf mancher le i 
andere Weise neue herlei ten, z. B . du rch Zent ra lpro jek t ion . Pho tograph ie ren 
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wir eine auf der Tafel gezeichnete F igur von der Seite, so e rha l ten wir ver­
schiedene Bilder , die im allgemeinen n ich t mehr ähnl ich sind. Denken wir 
u n s n u n die F igur auf alle erdenkliche Weise projiziert , so en t s teh t eine 
neue Klasse von Figuren , umfangreicher als die frühere, u n d wir können 
n u n zusehen, ob wir Eigenschaf ten finden, die allen Figuren einer solchen 
Klasse gemeinsam sind. D a ß es ta tsächl ich solche Eigenschaften gibt , ist 

leicht zu sehen. Der Leser zeichne sich 
g i rgend zwei Gerade auf u n d wähle auf 

jeder drei P u n k t e , die der Reihe nach 
A, B , C, resp. A' , B ' , C heißen mögen. 

\ ^''"-v , ' ' \ / ' Verbindet er n u n die P u n k t e kreuzweise — ^—_.——_ 
/ \ N N / \ mi te inander (d. h. A mi t B ' , A' mi t B ; 

/ ' , ' ' ' * \ \ A mit C , A' mi t C; B mi t C , B ' mi t 

< r - '" ^ ^ C), u n d mark ie r t er die drei Schni t t -
A' ß ' C' p u n k t e , so wird er finden, daß sie auf 

Figur 23. einer Geraden liegen. Diese Eigenschaft 
bleibt unzers tör t , wenn m a n die ganze 

F igu r photographie r t . Bei der Formul ierung dieses Satzes k o m m t es offenbar 
n ich t auf die Längen oder die Winkel in der F igur an, sondern nur darauf, 
d a ß gewisse P u n k t e auf einer Geraden liegen. Mit der Unte r suchung dieser 
Eigenschaf ten befaßt sich die „ p r o j e k t i v e G e o m e t r i e " . Auf diesem 
S t a n d p u n k t spr icht der Satz von dem gleichseitigen Dreieck keine geo­
metr i sche Eigenschaft mehr aus, j a es ist bei der projekt iven Denka r t gar 
n i ch t mehr möglich, das gleichseitige Dreieck vor den anderen Dreiecken 
auszuzeichnen. Die Eigenschaften, welche die projekt ive Geometr ie an den 
T a g heb t , s ind mi t dem Raumgebi lde inniger verknüpft u n d viel weniger 
leicht zers törbar als die Eigenschaften, welche die gewöhnliche Geometrie 
behande l t . 

H ä t t e n wir s t a t t des Photographierens das Umformen durch Parallel­
projekt ion gewähl t , so wären wir auf eine andere Geometrie gestoßen, d ie 
zwischen der gewöhnlichen u n d der projekt iven eine Mittelstel lung e innimmt : 
es is t dies die a f f i n e G e o m e t r i e . Der Leser denke sich im R a u m zwei 
beliebige E b e n e n . Auf die erste Ebene sei irgendeine F igur gezeichnet ; welche 
Eigenschaf ten dieser F igu r bleiben erhal ten , wenn m a n sie durch Paral lel­
s t rah len auf die zweite E b e n e übe r t r äg t ? W e n n die F igur ein Kreis ist , so 
wi rd sie in eine Ell ipse übergehen. Kre is u n d Ell ipse sind vom S t a n d p u n k t 
der affinen Geometr ie n ich t mehr zu unterscheiden. Die pro jek t ive Geometr ie 
geh t noch wei ter , i ndem sie auch noch die P a r a b e l n u n d H y p e r b e l n in die­
selbe Klasse wirft , denn diese gehen d u r c h Pro jek t ion ause inander he rvor . 
S te ig t m a n also von der gewöhnlichen oder der „me t r i s chen" Geometr ie über 
die affine zur p ro jek t iven auf, so verschwinden mehr u n d m e h r die U n t e r -

10 Waismann: Einführung. 
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schiede der F iguren u n d s t a t t dessen t r e t en die tiefer l iegenden, allgemeineren 
Wesenszüge hervor . E s is t , als ob m a n von einem Gegens tand immer weiter 
z u r ü c k t r ä t e : die Einzelhei ten fließen zusammen u n d wir gewahren nu r m e h r 
die g roßen Linien. 

Wil l m a n diesen Gedanken schärfer umreißen, so m u ß m a n den funda­
men ta l en Begriff der G r u p p e heranziehen. So n e n n t der Ma thema t ike r 
gewisse Sys teme von Operat ionen, die in sich geschlossen sind. Be t rach ten 
wir zur E r l ä u t e r u n g eine Kugel , der ein Te t raeder eingeschrieben ist u n d 
fassen wir diejenigen Kugeldrehungen ins Auge, die d a s Te t raeder in sich 
überführen. Der Leser wi rd leicht feststellen, da ß es genau 12 solche Drehungen 
g ib t . F ü h r t m a n zwei solche Drehungen h in te re inander aus , so ergibt s ich 
wieder eine D r e h u n g derselben Ar t . D a s Hin te re inanderaus führen zweier 
Drehungen wollen wir ihre Zusammense tzung nennen . Unsere 12 Drehungen 
haben nun die Eigenschaft , d a ß m a n du rch Zusammense tzung immer wieder 
eine dieser Drehungen erhäl t , d a ß m a n also aus d e m Kre i s dieser 12 Opera­
t ionen nicht heraus t re ten kann . D a s ist die wicht igste Eigenschaft einer 
Gruppe . Bei den verschiedenart igsten Un te r suchungen s ind d ie Mathemat ike r 
auf solche merkwürdige Organismen gestoßen u n d haben al lmähl ich ihre 
Eigenschaf ten herausgeschäl t . Die vol ls tändige Defini t ion l a u t e t : E i n e 
Gruppe is t ein Sys tem von Dingen — e t w a Opera t ionen — in endlicher oder 
unendl icher Anzahl , die folgenden fünf Forderungen g e n ü g e n : 

1. E s soll eine Vorschrift bestehen, nach der zwei Dinge zu einem zu­
sammengese tz t werden können . W i r nennen die Dinge die E l emen te u n d 
bezeichnen sie m i t A, B usw., die Zusammense tzung n a c h Ar t der Multipl i­
ka t ion mi t A . B . Die erste F o r d e r u n g besagt nun , d a ß die Zusammen­
se tzung A . B e indeut ig sein soll. 

2. Das E l emen t A . B soll wieder demselben Sys tem angehören : m a n 
soll also aus d e m Sys tem nicht he raus t r e t en können , wie immer m a n die 
E l e m e n t e zusammense tz t . 

3 . Die Zusammense tzung soll assoziat iv sein, d. h. es soll A . (B . C) = 
= (A . B) . C sein. K o m m u t a t i v i t ä t w i rd dagegen n ich t gefordert . 

4 . E s soll in unserem System ein bes t immtes E l e m e n t E geben, das , 
mi t j edem beliebigen anderen E lemen t zusammengese tz t , dieses E l emen t 
wiedergibt , für d a s also die Beziehung gilt : A . E = E . A = A. (Das 
E l e m e n t E heißt „E inhe i t se l emen t" , d a es bei der Zusammense tzung der 
E l e m e n t e eine ähnl iche Rolle spielt wie die Zahl 1 bei der Mul t ip l ikat ion 
v o n Zah len . 

5. Z u j edem E l e m e n t A soll es ein inverses E l emen t S geben, so d a ß 

A . X = Ä . A = E ist . 
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E i n Beispiel einer Gruppe ist die Gesamthei t der Bewegungen im R a u m ; 
d e n n zwei Bewegungen setzen sich wieder zu einer Bewegung zusammen 
u n d jede Bewegung k a n n durch eine inverse rückgängig gemach t werden ; 
das E inhe i t se lement en t spr ich t dabei der Ruhe als dem Grenzfall der Be­
wegung . 

Kehren wir n u n zur B e t r a c h t u n g der verschiedenen Geometr ien zurück, 
so finden wir , d a ß die räumlichen Transformat ionen, die eine bes t immte 
Klasse von F iguren erzeugen, gerade immer eine Gruppe bilden. So s ind 
es die Bewegungen, die Ähnl ichkei ts t ransformat ionen und der Prozeß der 
Spiegelung, welche die elementar-geometrischen Eigenschaf ten eines R a u m ­
gebildes ungeänder t lassen. Diese Transformat ionen (sowie alle weiteren, 
die sich aus ihnen zusammensetzen) bi lden eine Gruppe , die m a n als H a u p t ­
g r u p p e der räuml ichen Transformat ionen bezeichnet. Man kann nun sagen: 
Die gewöhnliche Geometr ie faßt solche Eigenschaften ins Auge, die invar ian t 
bleiben gegenüber allen Transformat ionen der H a u p t g r u p p e . Dami t ha t 
das , was m a n sonst mehr gefühlsmäßig als „wesent l iche" Eigenschaft eines 
Raumgebi ldes ans ieht , im Gegensatz zu einer „zufäll igen", eine exakte For­
mul ie rung erfahren. 

Erse tz t m a n die H a u p t g r u p p e durch eine umfassendere, so bleibt nu r 
ein Teil der Eigenschaf ten invar ian t . F ü g t m a n die Paral le lprojekt ionen 
hinzu, so en t s t eh t die a f f i n e G r u p p e , n immt m a n auße rdem die Zentra l ­
pro jekt ionen auf, so en t s t eh t die p r o j e k t i v e G r u p p e , die in der affinen, 
resp. pro jekt iven Geometr ie ganz dieselbe Rolle spielt wie die H a u p t g r u p p e 
in der „ m e t r i s c h e n " Geometr ie . J e umfassender die Gruppe ist, die wir 
ansetzen, desto m e h r dr ingen wir in die Tiefe. Die Eigenschaften, welche 
die met r i sche Geometr ie erforscht, s ind am leichtesten zers törbar , sie liegen 
in der obers ten Schicht . Die affinen Eigenschaften liegen schon tiefer, die 
pro jekt iven noch tiefer. Bei dieser Auffassung erscheint die Gruppe als das 
F ü h r e n d e : E i n T y p u s geometr ischen Forschens en t s t eh t erst , wenn eine 
Mannigfal t igkeit u n d in ihr eine Gruppe von Transformat ionen gegeben ist . 
W i r können mi t Fel ix Klein, der diese Gedanken zuers t in seinem „Er langer 
P r o g r a m m " ausgeführt ha t , sagen: J e d e G e o m e t r i e i s t I n v a r i a n t e n ­
t h e o r i e b e z ü g l i c h e i n e r b e s t i m m t e n G r u p p e . 

Hier eröffnet sich u n s ein Ausblick auf eine unendl iche Reihe von Geo­
met r ien , d ie sich ergeben, wenn m a n die H a u p t g r u p p e nach verschiedenen 
R i c h t u n g e n erwei ter t . So k a n n m a n von der metr i schen Geometr ie au s ­
gehend, zur „Geomet r i e der reziproken R a d i e n " gelangen. Man faßt hier 
n u r solche Eigenschaf ten einer F igur auf, die auße r bei den Trans fo rmat ionen 
der H a u p t g r u p p e auch noch bei der Spiegelung a n e inem festen Kreis (der 
Abb i ldung d u r c h reziproke Radien) erhal ten ble iben. Dabe i zeigt es s ich 
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z. B . , d a ß Gerade u n d Kreise ine inander übergeführt werden, so d a ß m a n diese 
be iden Ar t en v o n F iguren in eine Klasse vereinigen m u ß . 

Schließlich führen wir einen le tz ten Schr i t t aus u n d erheben uns zur 
Geometr ie aller ein-eindeutigen u n d s tet igen Punk t t r ans fo rna t ionen . Hier 
such t m a n das Ble ibende gegenüber beliebigen s te t igen Verzerrungen. V o n 
d iesem S t a n d p u n k t aus s ind z. B . eine Kugel , ein Würfe l u n d eine P y r a m i d e 
n ich t wesentl ich verschieden; jedes dieser Gebilde k a n n du rch eine stet ige 
Verzerrung i n d a s andere übergeführt werden. Dagegen gehören z. B . eine 
Kugel u n d ein Torus (ein Pneumat iksch lauch) ganz verschiedenen Körper­
klassen an : es is t offenbar unmöglich, das eine Gebilde s tet ig durch eine Reihe 
von Zwischenformen in das andere überzuführen. Die Eigenschaf ten, die 
je tz t zu tage t r e t en , bi lden den Gegens tand der T o p o l o g i e . E i n Lehrsa t z 
der Topologie sag t z. B . , d a ß K n o t e n weder im 2- noch i m 4-dimensionalen 
R a u m möglich sind, sondern n u r im 3-dimensionalen. E i n anderes Beispiel 
einer topologischen Eigenschaf t können wir uns an d e m Möbius 'sehen B a n d 
k la rmachen . D e r Leser nehme einen Papiers t re i fen , biege seine beiden 
E n d e n z u s a m m e n , so d a ß ein geschlossener R i n g e n t s t e h t , ve rdrehe aber 
vorher das eine E n d e u m 180°, so d a ß die Vordersei te des Streifens in die 
Rückse i t e übergeh t — er e rhä l t d a n n eine F läche , welche n u r e i n e S e i t e 
ha t . E i n Wandere r , welcher sich auf dieser F läche bewegt , würde n a c h 
e inem Umlauf zwar an dieselbe Stelle zu rückkommen , sich aber n u n auf der 
entgegengesetz ten Seite des Papiers t re i fens befinden, so d a ß eine Unte r ­
scheidung zweier Sei ten der F läche keinen Sinn mehr h a t . E s ist klar , d a ß 
diese Eigenschaf t gegenüber beliebigen s te t igen Umformungen inva r i an t 
bleibt u n d d a ß die Un te r sche idung von einsei t igen u n d zweiseitigen F lächen 
eine topologische B e d e u t u n g h a t . U m auch eine Frages te l lung auf diesem 
Gebiet zu nennen , sei der „Vier fa rbensa tz" z i t i e r t : Die Geographen haben 
empir isch gefunden, d a ß , wie immer die poli t ische K a r t e eines E rd t e i l s 
aussieht , vier F a r b e n zur Unte r sche idung der verschiedenen S t a a t e n genügen. 
E i n exak t e r Beweis für diesen Satz konn te bisher n icht e rb rach t werden. 

Geht m a n noch weiter zu den al lgemeinsten ein-eindeutigen P u n k t ­
t r ans fo rmat ionen , so ha t m a n den S t a n d p u n k t der M e n g e n l e h r e er re icht . 
Von diesem Ges ich t spunkt is t auch der Unte r sch ied der Dimens ionen ver­
schwunden : eine Strecke, eine Fläche , ein Körpe r k ö n n e n P u n k t für P u n k t 
aufe inander abgebi ldet werden, s ind also nu r verschiedene R e p r ä s e n t a n t e n 
einer Klasse . Von der ganzen reichen W e l t geometr ischer Ges ta l t en bleiben 
j e t z t n u r ganz wenige Züge übrig, so der Untersch ied zwischen endl ichen 
u n d unend l ichen P u n k t m e n g e n . 

D e r Begriff der Dimension gehör t d e m Begriffssystem der Topologie 
an , u n d wir e rkennen n u n klarer , w a r u m er bei d e n a l lgemeinsten, auf die 
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eineindeut igen Transformat ionen gerichteten Untersuchungen Cantors keine 
Stelle h a t . 

I n der Re ihe der Geometr ien s teh t also an d e m einen E n d e die rnetrische 
Geometr ie (oder eigentlich die Topographie , die jedes räuml iche Gebilde 
individuell auffaßt) , a m anderen E n d e die Mengenlehre. J e d e r anderen 
Geometr ie k o m m t ein bes t immter P l a t z zwischen diesen E x t r e m e n zu. 
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13. Die reellen Zahlen. 
A b u n d zu erscheinen populäre Schriften, in denen die F rage aufgeworfen 

wird, ob denn die i r ra t ionalen Zahlen übe rhaup t exis t ieren; sie sind ein 
Nachha l l aus einer früheren Per iode der Wissenschaft , in der die N a t u r dieser 
Zahlen noch in geheimnisvollem Dunke l lag. U n d in der T a t k a n n m a n 
gu t vers tehen , was zu solchen Zweifeln Anlaß g ib t . Über legungen, wie die 
i m vorigen Kap i t e l angestel l ten, s ind n ich t leicht zu vers tehen . W i r sprachen 
dor t z. B . von In terva l l schachte lungen, die sich auf einen P u n k t zusammen­
ziehen. Diese Sprechweise stel l t , genau genommen, eine s t a r k e Z u m u t u n g 
an unser D e n k e n dar . W e n n ich aus einer Strecke eine andere herausschneide, 
aus dieser wieder eine usf., so e rha l te ich doch immer wieder eine S t r e c k e . 
E s ist du rchaus n ich t zu en tdecken , wie aus der S t recke ein P u n k t werden 
soll. Die Kluft zwischen beiden scheint immer die gleiche zu bleiben. „ G r o ß 
oder k le in" sag t P . d u Bois R e y m o n d 1 ) , „bleibt die St recke immer eine St recke 
zwischen zwei ra t ionalen P u n k t e n . Lassen wir n u n plötzlich ohne logische 
B e g r ü n d u n g an die Stelle der S t r e c k e « e n P u n k t t r e ten , so ist dies ein 
Akt , bei dem wir offenbar willkürlich eine neue Vorste l lung einführen, sie 
unve rmi t t e l t auf die erste folgen lassen u n d genau das vorweg nehmen , was 
bewiesen werden soll te. E i n a l l m ä h l i c h e s Zusammenfal len zweier P u n k t e , 
wie m a n dieses Geschehen auch wohl bezeichnet f indet , is t vollends Uns inn . 
Die P u n k t e s ind en tweder du rch eine Strecke ge t renn t , oder es ist nu r ein 
P u n k t da , ein Mit te ld ing gibt es n i c h t " . 

Dies ist eine ernste Schwierigkeit . Der entscheidende P u n k t liegt in 
der F r a g e : L ä ß t sich b e w e i s e n , d a ß sich eine In te rva l l schach te lung auf 
einen P u n k t zusammenz ieh t? Oder ist sein Dase in eine bloße H y p o t h e s e ? 
W i r werden indes in dieser F rage einen anderen S t a n d p u n k t beziehen. W i r 
werden näml ich lernen, diese I n t e r v a l l s c h a c h t e l u n g e n s e l b e r a l s 
Z a h l e n aufzufassen. Aber u m dieses Ziel zu erreichen, müssen wir u n s 
zuvor m i t einer e twas bescheideneren F r a g e beschäft igen. 

W i r h a t t e n e r k l ä r t : E i n e Folge a 1 , a 2 , a 3 . . . a n , . . . is t konvergent , 
w e n n ' e s eine Zahl a g ib t , der sich die Glieder der Folge unbegrenz t nähe rn . 
Diese Defini t ion ist zwar in Ordnung , doch leidet sie a n einem ü b e l s t a n d : 
sie se tz t voraus , d a ß wir den Grenzwert k e n n e n . N u n ist es oft viel 
schwieriger, den Grenzwer t anzugeben, als das Verha l t en der Folge zu prüfen. 

l ) Die allgemeine Funktionentheorie, 1882, S. 61. 
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Der Leser wird, wenn er sich das Bi ld der Folge 8 auf S. 103 vor Augen hä l t , 

sofort den E i n d r u c k der Konvergenz haben , obwohl er vielleicht n icht im­

s t ande ist , den Grenzwert zu berechnen. E s ist daher wünschenswer t , den 

Begriff der Konvergenz von dem des Grenzwertes loszulösen. Demgemäß 

stel len wir uns die F r a g e : L ä ß t sich der Begriff der Konvergenz so fassen, 

d a ß sich auf Grund des Verhal tens der Zahlenfolge allein entscheiden läß t , 

o b sie konvergier t? 

D a s is t i n der T a t möglich. Nehmen wir an, die Zahlenfolge a]t a 2 , 

a 3 , . . . a n , . . . konvergiere gegen den (rationalen) Grenzwert a. D a n n läß t 

sich ein I n d e x N angeben, von dem a b 

¡ a — a n j <C 8 , wenn n > N. 

F ü r jedes weiter d raußen liegende Glied a n + p gilt erst recht 

a — a n „ I < --- , wenn n > N . 

» P I 2 

Aus diesen beiden Beziehungen kann m a n nun eine neue herstellen, aus der 

die Zahl a herausfäll t . Be t r ach t en wir nämlich die Differenz a — a . , * 

diese Differenz wird nicht geänder t , wenn wir a hinzufügen u n d wieder weg­

n e h m e n ; es ist also 
a n — a n + p = a n — a + a — a n + p = (a — a n + p ) — (a — a n ) . 

Bi lden wir nun den absolu ten B e t r a g dieses Ausdrucks und beherzigen wir 

die B e m e r k u n g von S. 110, so ist 
! a n — ä n + p 1 = ( a — a n + p ) — ( a — a n ) ' 

< I
 ; l - ; V P + a — a n 

< + = e. 
2 2 

Folgen, die dieses Verhal ten zeigen, wollen wir k o n v e r g e n t nennen. Die 

Defini t ion lau te t somi t : 

Die Folge alt a 2 , . . . a n , . . . he iß t konvergent , wenn 

a n — a n f p < £, wofern nur n > N ist . 

D a s ist ein i m m a n e n t e s Kr i te r ium, d. h. ein Kr i t e r ium, das sich nur auf 

die Glieder der gegebenen Folge bezieht und nicht ein Hinausschre i ten über 

den Vorra t dieser Glieder nöt ig mach t . Anschaul ich gesprochen besagt 

d a s Kr i t e r ium, d a ß sich die Glieder der Folge so zusammendrängen müssen, 

d a ß der Unterschied zwischen einem Glied u n d i r g e n d einem spä teren be­

liebig klein ausfällt , wofern nu r das Glied genügend weit d raußen l iegt ; 

ode r noch einfacher: d a ß alle weit d raußen liegenden Glieder sehr dicht 

be ie inander liegen. 

Wie der Leser weiß, g ib t es Folgen, die konvergent sind, die aber e inem 

i r ra t iona len Grenzwert zus t reben, z. B . die Folge, die gegen \'2 konvergier t . 

D a wir aber bisher n u r über die ra t ionalen Zahlen verfügen, so dürfen wir 
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eigent l ich n ich t so t u n , als ob es einen i r ra t ionalen Grenzwert gäbe, sondern 
wir h a b e n , genau genommen, zu sagen: E s gibt zwei Ar t en von konvergen ten 
Fo lgen : e rs tens solche, die e inen ra t iona len Grenzwer t haben , zweitens 
solche, die keinen ra t ionalen Grenzwert haben . D a s ist n u r ein anderer Aus ­
d ruck für die uns schon b e k a n n t e Ta t sache , d a ß das ra t ionale Zah lensys tem 
nicht abgeschlossen ist gegenüber der Limesoperat ion. 

W i r s tehen demnach wieder vor der Aufgabe, das Zahlengebiet zu 
erwei tern. U n d der W e g dazu ist uns durch die vorangegangenen B e t r a c h ­
t u n g e n klar vorgezeichnet : W i r werden einen Ka lkü l m i t Folgen nach dem 
Muster von Kap i t e l 11 aufbauen. Die E l emen te unserer B e t r a c h t u n g werden 
also Folgen ra t iona le r Zahlen sein u n d zwar konvergente Folgen in d e m 
eben e rk lä r t en Sinn. W i r werden zeigen, d a ß sich diese Folgen vermi t te l s 
der Beziehungen „größer" , „gleich", „k le iner" ordnen lassen u n d d a ß m a n 
für sie k lare Rechenopera t ionen definieren kann . D a s wird uns schließlich 
d a s R e c h t geben, die Folgen selbst als eine neue Ar t von Zahlen, als „reelle 
Z a h l e n " zu bezeichnen. 

Diese Ar t der E in führung läß t mi t einem Schlag die Schwierigkei ten 
verschwinden, m i t denen die äl tere Auffassung den Begriff der i r ra t iona len 
Zahl behaf te t . E s g ib t heu tzu tage mehrere Theor ien der i r ra t ionalen Zahlen. 
W i r geben im Nachs tehenden eine Skizze dieses Aufbaues A nach Cantor , 
B nach Dedek ind . 

A . C a n t o r s T h e o r i e . 

Df. 1. E i n e Fo lge a l f a 2 , a 3 , . . . a,,, . . . he iß t eine N u l l i o I g e , w e n n 
für jedes e ein N exist ier t , so d a ß 

i ajj j < e, wofern nu r n > N . 

Infolgedessen ist die Folge 0, 0, . . . 0, . . . eine Nullfolge. 

Sa tz 1. W e n n (a n ) eine Nullfolge ist , dann ist auch (— a n ) eine Nullfolge. 

Sa tz 2 . Sind (a n ) u n d (b n ) Nullfolgen, so ist auch ( a n + b n ) eine Nullfolge. 

Df. 2. Zwei Folgen heißen g l e i c h , wenn ihre Differenzenfolge eine Null­
folge is t . I n Zeichen: (a^ a 2 , . . . a n , . . . ) = ( b 1 ( b 2 , . . . b n , . . . ) , wenn 
(a, — b , , a 2 — b 2 , . . . a n — b n , . . . ) eine Nullfolge ist . 

Diese Definit ion genügt den Forderungen , die wir an den Gleichheits­
begriff s te l len; sie ist 

a) reflexiv: ( a j = ( a j , denn ( a n — a n ) = (0) is t eine Nullfolge; 

b) symmet r i s ch : aus (a n ) = (b n ) folgt (b n ) = ( a j , denn mi t ( a n — b n ) 
is t zugleich ( b n — a j eine Nullfolge; 

c) t r a n s i t i v : aus ( a j = (b n ) u n d (b„) = (c n ) folgt (a n ) = c n ) ; denn s ind 
( a n — b j u n d ( b n — c j Nullfolgen, so ist auch die du rch Addi t ion e n t s t a n d e n e 
Folge (a„ — c j eine Nullfolge. 
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E i n e Folge dieser Defini t ion ist es, d a ß es s te t s unendlich viele Zahlen­
folgen gibt , d ie e inander gleich sind. (Das er inner t an die Ta t sache , d a ß 
es unendl ich viele Zahlenpaare gibt , welche dieselbe ra t ionale Zahl dar ­
stellen.) 

Wi r k o m m e n n u n zu den Begriffen „pos i t iv" u n d „ n e g a t i v " . 
Df. 3 . E i n e Folge a 1 ( a 2 , . . . a n , . . . he ißt p o s i t i v , wenn es eine posi t ive 

ra t iona le Zahl r g ibt , so d a ß fast alle Glieder der Folge rechts von r liegen. 
E i n e Folge he iß t n e g a t i v , wenn es eine negat ive ra t ionale Zahl s gibt , so 
d a ß fast alle Glieder der Folge links von s liegen. 

E s m u ß n u n bewiesen werden, d a ß die Eigenschaften posi t iv , nega t iv 
u n d Nullfolge unver t rägl ich sind und d a ß sie eine erschöpfende Dis junkt ion 
bilden. Dies sprechen wir aus in den beiden folgenden Sä tzen: 

Sa tz 3 : E i n e Folge kann nicht sowohl posi t iv wie nega t iv oder eine 
Nullfolge sein. 

I s t nämlich eine Folge posit iv, so liegen ihre Glieder nahezu alle rech ts 
von einer festen posi t iven Zahl r ; d a n n können sie aber n icht beliebig klein 
werden, können also gewiß keine Nullfolge u n d noch weniger eine negat ive 
Folge darstel len. Ebenso e rkennt m a n : Is t eine Folge negat iv , so ist sie 
keine Nullfolge u n d erst recht nicht posit iv. I s t eine Folge schließlich eine 
Nullfolge, so heißt das , d a ß ihre Glieder beliebig klein werden ; d a n n läß t 
sich aber weder eine posi t ive noch eine negat ive K o n s t a n t e angeben, so d a ß 
ih re Glieder fast alle rech ts von der einen oder fast alle l inks von der 
ande ren lägen. 

Satz 4. Diese drei Möglichkeiten bilden eine erschöpfende Dis junk t ion : 
eine konvergente Folge ist entweder posi t iv oder negat iv oder eine Nullfolge. 

D e n n entweder g ib t es eine posi t ive Zahl r, so d a ß fast alle Glieder a„ 
rech ts von r liegen ; oder es gibt eine negat ive Zahl s, so d a ß fast alle Glieder 
l inks von s l iegen; oder es t r i t t keiner dieser Fä l le ein. D a s könn te z. B . 
d a r a n liegen, d a ß unendlich viele Glieder der Folge rechts v o n r u n d un ­
endlich viele andere l inks von s liegen, d. h. d a ß die Glieder hin- u n d her­
spr ingen; das aber wäre mi t der Konvergenz der Folge unver t rägl ich. E s 
b le ib t also nu r die Möglichkeit, daß die Glieder der Folge weder fast alle 
rech ts von r noch fast alle l inks von s liegen, sondern d a ß sie zwischen r 
u n d s gelegen s ind; da n u n r u n d s ganz beliebige Zahlen sein sollten, so 
he iß t das , d a ß fast alle Glieder in e inem behebigen (also auch beliebig kleinen) 
In t e rva l l u m 0 gelegen sind, mi th in eine Nullfolge bilden. 

Aber noch eine F rage t a u c h t auf. Nach einer früher gemach ten B e ­
m e r k u n g gibt es s te ts unendl ich viele Folgen, die untere inander gleich s ind . 
I s t n u n die Eigenschaft einer Folge, posi t iv zu sein, auf die ih r gleichen 
Folgen übe r t r agba r? Mit andern W o r t e n : I s t posi t iv ein Merkmal , das e twa a n 
der besonderen F o r m der Folge haf te t und d a s verloren geh t , wenn m a n 
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die Folge durch eine beliebige andere , ihr gleiche e rse tz t? An twor t darauf 
g ib t der 

Sa t z 5. I s t (a n ) posi t iv u n d ist (a n ) (b n ) , so ist auch (b n ) posi t iv. 
I s t nämlich (a n ) posi t iv , so liegen fast alle Glieder rech ts von einer ge­

wissen posi t iven Zahl r ; dasselbe m u ß aber von den Gliedern der Folge (b n ) 
gel ten, d a diese immer dichter an die Glieder der ers ten Folge heranrücken . 

W a s wir eben von den posi t iven Folgen bewiesen haben , gilt genau so 
für den Fal l , d a ß die Folge nega t iv oder eine Nullfolge ist . 

F ü r das Folgende b rauchen wir noch zwei weitere Sä tze : 

Sa tz 6. I s t die Folge (a n ) posit iv, so ist die Folge (— a n ) nega t iv . 

Sa t z 7. Sind (a n ) u n d (b n ) beides posit ive Folgen, so ist auch (a n -\- bn) 
posi t iv . 

Wie schrei ten n u n weiter zur Definition von „g rößer" u n d „kle iner" . 

Df. 4 . Die Folge (a n ) heißt g r ö ß e r als die Folge (b n ) , in Zeichen 

(a n ) > (b n ) , 
wenn die Differenzenfolge ( a n — b n ) posi t iv ist . 

Df. 5. ( a j < (b n ) , wenn ( a n — b n ) negat iv ist . 

Die so definierten Beziehungen sind a) irreflexiv, b) asymmetr i sch , 
c) t r ans i t iv . 

a d a) Ke ine Folge ist größer als sie se lbst ; wäre nämlich (a n ) > ( a j , 
so hieße das , d a ß ( a n — a n ) , das ist die Folge (0), posi t iv wäre, wäh rend sie 
eine Nullfolge is t . 

ad b) I s t (a n ) > (b n ) , so ist ( a n — b n ) posi t iv (Df. 4) ; d a n n ist aber ( b n — a n ) 
nega t iv (Satz 6) u n d folglich (b n ) < (a n ) (Df. 5). 

ad c) Is t ( a j > (b n ) u n d (b n ) > (c n ) , so s ind ( a n — b n ) u n d ( b n — c n ) beide 
pos i t iv ; nach Satz 7 ist auch die durch Addi t ion en tspr ingende Folge (a n — 
— b n + b n — c n ) = ( a n — c n ) posit iv, d. h. es ist (a n ) > (c n ) . 

W i r s ind n u n so weit , folgenden grundlegenden Sa tz zu beweisen: 

Satz 8. Die konvergenten Folgen bilden ein geordnetes Sys tem. 

Greift m a n näml ich zwei beliebige Folgen ( a j u n d (b n ) he raus , so soll 
(a n ) en tweder größer , gleich oder kleiner als (b n ) sein ; der Fa l l der Unvergleich­
barke i t , a n den m a n e twa noch denken könnte , soll also ausgeschlossen sein. 
D a s geh t einfach darauf zurück, d a ß ( a n — b n ) en tweder eine posit ive, negat ive 
oder eine Nullfoge ist u n d d a ß diese drei Möglichkeiten eine erschöpfende 
Di s junk t ion bi lden. 

N a c h d e m wir u n s so über die Ordnungsfähigkei t der konvergenten Folgen 

or ient ie r t haben , wenden wir u n s der E r k l ä r u n g der Rechenopera t ionen zu. 

D e f i n i t i o n d e r S u m m e : (a n ) -f- (b n ) = ( a n + b n ) . 
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Der Leser er inner t sich, welche Fo rde rungen wir an den Begriff der 

S u m m e zu stellen h a b e n : 

a) Die S u m m e soll exis t ieren; d. h. die Summe zweier konvergenter 

Folgen soll wieder eine konvergente Folge sein. 

b) Die S u m m e soll e indeut ig be s t immt sein; ersetzt m a n (a n ) und (b n ) 

du rch irgendwelche andere , ihnen gleiche Folgen (a n ' ) und (b D ' ) , so soll 

K + K) = ( V + V ) sein. 

c) Sie soll dem assoziat iven und 

d) dem k o m m u t a t i v e n Gesetze gehorchen. 

I n d e m wir den genauen Nachweis des Erfüll tseins dieser Forderungen 

übergehen — einiges ist in dem Kap i t e l über das Rechnen mi t Folgen an­

gedeu t e t —, wollen wir gleich die E r k l ä r u n g der anderen Rechenoperat ionen 

anschl ießen : 

K ) - ( b n ) = ( a n - b n ) 

(a n ) . (b n ) = ( a . . b n ) 

(a n ) : ( b j = ( • £ ) . 

E s zeigt sich, d a ß diese Rechenopera t ionen dieselben formalen Eigenschaf ten 

besi tzen wie die gle ichbenannten Operat ionen im Bereich der ra t ionalen 

Zah len . 

D a s Ergebn is ist s o m i t : Wi r können die Folgen vergleichen u n d wir 

k ö n n e n mi t ihnen ganz analoge Rechenopera t ionen ausführen wie mi t 

r a t iona len Zahlen. 

E s liegt also n ich ts mehr im Wege, die konvergenten Folgen als eine 

neue Ar t von Zahlen zu bezeichnen, als r e e l l e Zahlen. Wie verha l ten sich 

n u n die ra t iona len Zahlen zu den reellen Zahlen? Wieder müssen wir uns 

vor dem I r r t u m hü ten , die ra t ionalen Zahlen als Teil in die reellen einzu­

fügen; wohl aber können wir eine Zuordnung herstellen zwischen e inem 

T e i l der Folgen u n d den ra t ionalen Zahlen: wir können nämlich jeder 

ra t iona len Zahl r die Folge 

(r, r, . . . r, . . . ) 

en t sprechen lassen — oder übe rhaup t jede Folge, die gegen r konvergier t — 

u n d e rkennen d a n n sofort, d a ß zwei solche Folgen, e twa (r, r, . . . r, . . . ) 

u n d (s, s, . . . s, . . . ) , in genau denselben Beziehungen zu e inander s t ehen 

wie die ra t iona len Zahlen r u n d s: Die beiden Folgen heißen gleich, wenn 

r u n d s gleich sind, die eine Folge heißt größer als die andere, wenn r größer 

ist als s, der S u m m e der beiden Folgen en tspr ich t die S u m m e der Zahlen r 

u n d s, ku rzum, die ra t iona len Zahlen u n d diese besonderen Folgen (die 

Folgen mi t ra t iona lem Grenzwert) s ind eineindeutig, ähnl ich u n d i somorph 

aufe inander bezogen. D a r a n liegt es offenbar, d a ß die ra t iona len Zahlen 
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als spezieller Fal l der reellen erscheinen. W i r werden aber den Unte rsch ied 
deut l ich hervorheben , indem wir zwischen der ra t iona len Zahl r u n d der 
r a t iona len r e e l l e n Zahl (r, r , . . . r , . . . ) unterscheiden. 

W e n n wir die Folgen als Zahlen bezeichnen, so ha l t en wir uns dabei 
nu r a n ein Pr inz ip , das schon die ganze Zeit h indurch unser F ü h r e r war u n d 
uns bei der Begriffsbildung der ganzen u n d der ra t iona len Zahl geleitet ha t . 
Dennoch lag in der Idee , die Folgen selbst als Zahlen anzusehen, als sie zuerst 
au f t auch te , e twas so Kühnes , d a ß m a n c h e Ma thema t ike r davor zurück­
schreck ten : E ine Folge, so h a b e n sie e twa gesagt , is t doch e twas , das aus 
unendl ich vielen Zahlen zusammengese tz t i s t ; sie h a t n ich t die ger ingste 
Ähnl ichkei t m i t d e m Begriff einer Größe, die sich auf der Zahlenlinie dar­
stellen l äß t . U n d w e n n m a n die Folge als Vorschrift oder als Gesetz zur 
E r z e u g u n g von Zahlen deu t e t , so gehör t sie doch ers t recht einer ande ren 
logischen Kategor ie an als die Zahlen selbst — ist es n ich t absurd , m i t Vor­
schrif ten oder Gesetzen zu rechnen? 

Sehr dras t isch zeigt sich dieser Abwehrkampf gegen die „formale Theo r i e " 
der I r ra t iona lzah len bei du Bois Reymond . „ E i n rein formalistisch-li terales 
Gerippe der Analys i s" , so lesen wir bei diesem Autor , „worauf die T r e n n u n g 
der Zahl von der Größe hinausliefe, würde diese Wissenschaft zum b loßen 
Zeichenspiel h inabwürdigen, wo den Schriftzeichen willkürliche Bedeu tungen 
beigelegt werden, wie den Schachfiguren u n d Spie lkar ten . So ergötzlich 
ein solches Spiel sein kann , so würde diese l i terale M a t h e m a t i k ba ld genug 
in unf ruchtbaren Tr ieben sich erschöpfen. Ohne F rage wird m a n mi t Hilfe von 
sogenannten Axiomen, von Konvent ionen , ad hoc e rdach ten Phi losophemen, 
unfaßbaren Erwei te rungen ursprüngl ich deutl icher Begriffe nacht räg l ich 
ein Sys tem der Ar i thme t ik kons t ru ie ren können, welches d e m aus d e m Größen­
begriff hervorgegangenen in allen P u n k t e n gleicht , u m so die rechnende 
M a t h e m a t i k gleichsam durch einen K o r d o n von D o g m e n u n d Abwehr­
definit ionen gegen das psychologische Gebiet abzusperren . Auch k a n n ein 
ungewöhnlicher Scharfsinn auf solche K o n s t r u k t i o n e n verwendet worden 
sein. Allein m a n w ü r d e auf dieselbe Weise auch andere a r i thmet i sche Sys teme 
sich ausdenken können . Die gewöhnliche Ar i thme t ik is t eben die einzige, 
d e m l inearen Größenbegriff" (damit me in t der Autor den Begriff der m e ß ­
ba ren Größe) „ en t sp r echende 1 ) " . Sehr merkwürd ig ist auch, d a ß H . Hanke l , 
der Schöpfer einer r e i n f o r m a l e n Theorie der ra t iona len Zahlen, s ich m i t 
Schärfe gegen diese Theor ien w e n d e t : „ J e d e r Versuch, die i r ra t iona len 
Zahlen formal u n d ohne d e n Begriff der Größe zu behande ln , m u ß auf höchs t 
abs t ru se u n d beschwerliche Küns te le ien führen, d ie , selbst w e n n sie sich 

*) Die allgemeine Funktionentheorie, S. 53f. 
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in vol lkommener Strenge durchführen lassen, wie wir gerechten Grund haben 
zu bezweifeln, einen höheren wissenschaftlichen W e r t n icht h a b e n 1 ) . " 

Diesen Au to ren scheint also eine Folge nicht das zu treffen, was sie sich 
u n t e r einer reellen Zahl vorstellen. Sie sind vielmehr geneigt, die Folge, 
als den Näherungsprozeß , von dem Limes, der i r ra t ionalen Zahl zu u n t e r ­
s c h e i d e n u n d s tehen d a n n freilich vor der Schwierigkeit , zu erklären, mi t 
welchem R e c h t die E inführung der i r ra t ionalen Zahlen geschieht. 

Aber i m Grunde genommen sind es nur Unk la rhe i t en des Denkens , 
psychologische Schwierigkeiten, welche dieser Angelegenheit den Schein 
eines P rob lems verleihen. W a s meinen wir eigentlich dami t , wenn wir sagen, 
wir k e n n e n eine i r ra t ionale Zahl, z. B . | 2 , wir können uns eine Vorstellung 
v o n ihrer Größe machen? W a s s teckt h in ter diesem Gefühl? Doch n ich t 
m e h r als die K e n n t n i s eines Verfahrens, ] 2 auf beliebig viele Dezimalen 
zu berechnen. E i n e i r ra t ionale Zahl kennen he iß t , ein Verfahren zu ihrer 
näherungsweisen Berechnung kennen, u n d in diesem Sinne ist es vollständig 
berech t ig t , die i r ra t iona len Zahlen mi t dem Näherungsverfahren (der Folge) 
zu identifizieren. W e n n m a n als Beispiel eines logischen Problems die Frage 
aufgeworfen h a t : „ n ä h e r t sich eine Folge b loß ihrem Grenzwert oder 
e r r e i c h t sie ihn w i r k l i c h ? " so können wir j e tz t wohl dem Leser selbst die 
A n t w o r t überlassen. 

E i n zweiter Grund, der manche von dieser Gleichsetzung zurückhiel t , 
ist der, d a ß m a n sich un te r einer i r ra t ionalen Zahl e inen P u n k t auf der Zahlen­
linie vorstel l t u n d n u n eine Schwierigkeit dar in findet, ein Gesetz oder eine 
Vorschrift eine Zahl zu nennen . W a s einen hier i r reführt , is t wohl die Verwen­
d u n g eines zu rohen u n d pr imi t iven Gleichnisses : Man stellt sich e twa vor, d a ß 
m a n in die Menge der reellen Zahlen hineingreift , u m eine her auszulangen, 
u n d bedenk t gar n icht , d a ß die i r rat ionale Zahl nu r du rch eine K o n s t r u k t i o n 
gegeben ist , e twa durch einen konvergenten Prozeß , von dem sie n u n e inmal 
n icht abzulösen ist . I n der T a t kann m a n das Wesen einer i r ra t ionalen Zahl 
a m bes ten wiedergeben, wenn m a n sagt , sie sei eine Vorschrift zur Erzeugung 
von ra t iona len Zahlen. — 

W i r haben n u n einer Modifikation dieser Auffassung zu gedenken, die 
d e m Bilde, das wir uns gewöhnlich von einer i r ra t ionalen Zahl machen, e twas 
nähe r k o m m t . Bisher haben wir beliebige (konvergente) Folgen zugelassen, 
ohne Gewicht darauf zu legen, ob die Folgen wachsend oder a b n e h m e n d 
oder h in- u n d herschwankend sind. N u n wollen wir die B e t r a c h t u n g ein­
engen auf „ m o n o t o n e " Folgen, das ist auf Folgen, deren Glieder nur in e i n e m 
Sinn var i ieren. W i r denken uns zwei solche m o n o t o n e Folgen 

') Theorie der komplexen Zahlensysteme, S. 46. 
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K b 2 , . . . b n , . . . 

gebi ldet , die folgende Eigenschaf ten h a b e n : 

1. Die erste Folge ist mono ton aufsteigend, d. h. 

a < a < a < 

2. Die zweite Folge ist mono ton absteigend, d. h. 

b i > b 2 > b 3 . . . 

3 . Ke in Glied der ers ten Folge ist größer als das en tsprechende Glied 

der zweiten Folge, also 

bj ^ a t , b 2 ?^ a 2 , b 3 ^ a 3 , • • • 

4 . Die Differenzen b n — a n sollen mi t wachsendem n beliebig klein werden. 

E i n P a a r solcher Folgen wollen wir nun zusammenfassen u n d durch e i n 

Symbol , e twa j ^ n | bezeichnen. Es ist n icht schwer, die vorhin gegebenen 

Defini t ionen u n d Rechenregeln für Folgen auf solche Folgenpaare zu über­

t r a g e n ; s t a t t m i t konvergenten Folgen könn ten wir einen Ka lkü l m i t Folgen­

paa ren aufbauen. Geometrisch bedeute t ein solches Fo lgenpaar eine In te rva l l -

schachte lung. Die P u n k t e a ¡ , a 2 , a 3 , . . . rücken immer weiter nach rech ts 

a, &i a, — > - - < - — b 3 ba b , 
, 1 < • 

die P u n k t e b l t b 2 , b 3 , . . . immer weiter nach l inks , so d a ß sie eine Serie von 

In te rva l len begrenzen, die sich unbeschränk t zusammenziehen . E s ist also 

nu r eine geringfügige Abänderung der Cantorschen Theorie , wenn wir e i n e 

s o l c h e I n t e r v a l l s c h a c h t e l u n g a l s r e e l l e Z a h l b e z e i c h n e n . 

Gerade diese F o r m der reellen Zahl d r ä n g t sich u n s bei vielen Unte r ­

suchungen auf. W i r wollen nu r zwei Beispiele anführen : 

1. E i n unendl icher Dezimalbruch ist n ich t s weiter als ein abgekürz te r 

Ausdruck für eine solche In te rva l l schachte lung . W e n n wir z. B . bei der 

Be rechnung von \'2 f inden 

F ~2 = 1 - 4 1 4 2 1 . . . , 

so können wir d a s auch in der F o r m schreiben 

W _ (2- 1-5. 1-42, 1-415 \ 
' " \ 1 , 1-4, 1-41, 1-414 ) 

und ersehen da raus , d a ß du rch die Dez imalbruchentwick lung v o n F 2 ein 

Gesetz festgelegt is t , n a c h welchem In te rva l l e (von denen jedes folgende 

ein Zehn te l des vorhergehenden ist) ineinandergefügt werden . 

2 . W e n n m a n die F läche eines Kreises m i t Hilfe der E l e m e n t a r g e o m e t r i e 

berechnen will, so geht m a n bekann t l i ch so vor , d a ß m a n d e m K r e i s der 

Reihe n a c h ein reguläres Sechseck, Zwölfeck, Vierundzwanzigeck, . . . e in-
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schreibt , anderersei ts ihm ein reguläres Sechseck, Zwölfeck, Vierundzwanzig-
eck, . . . umschre ib t , u n d so den Flächeninhal t des Kreises in ein immer 
enger werdendes In te rva l l e ink lemmt . Die F lächeninha l te der eingeschriebenen 
Vielecke bilden eine mono ton aufsteigende, die F lächeninha l te der u m ­
geschriebenen Vielecke eine mono ton absteigende Folge, kein Glied der 
ers ten Folge ist größer als ein Glied der zweiten und der Untersch ied zwischen 
der F läche eines umgeschriebenen u n d des en tsprechenden eingeschriebenen 
Vielecks s inkt bei For t se t zung dieses Verfahrens u n t e r jeden posi t iven W e r t 
h inab . Unsere vier Forderungen sind also erfüllt u n d m a n sieht , d a ß d e r 
F l ä c h e n i n h a l t d e s K r e i s e s d u r c h e i n e I n t e r v a l l s c h a c h t e l u n g , 
wie wir sie hier be t rach ten , d a r g e s t e l l t i s t . (Man darf übrigens nicht glau­
ben, d a ß das ein B e w e i s dafür is t , d a ß der F lächeninhal t eines Kreises so 
u n d so groß i s t : sondern der F lächeninha l t wird d a d u r c h d e f i n i e r t , d a ß 
wir sagen, er sei die gemeinsame Grenze, der sich die umgeschriebenen u n d 
die eingeschriebenen Vielecksflächen nähe rn . Der Begriff des Flächeninhal ts 
ist j a zunächs t nu r für geradlinig begrenzte Gebilde erk lär t u n d m u ß für 
k rummlin ig umgrenz te von neuem definiert werden.) 

D a s Verfahren der In te rva l l schachte lung ist oft ein sehr bequemes 
Mit tel , u m die Ex i s t enz gewisser Zahlen zu beweisen. Als Probe diene der 
Beweis des Satzes von Bolzano-Weiers t raß : 

J e d e b e s c h r ä n k t e u n e n d l i c h e P u n k t m e n g e b e s i t z t m i n d e s t e n s 
e i n e n H ä u f u n g s p u n k t . 

D a s Beiwort „unend l ich" besagt , d a ß die Menge aus unendl ich vielen 
P u n k t e n bes teht , das Beiwort „ b e s c h r ä n k t " , daß alle diese P u n k t e zwischen 
zwei festen Schranken a u n d b liegen, so d a ß die ganze Menge auf einem 
endl ichen S tück der Geraden P l a t z ha t . 

Der Beweis bes teh t dar in , d a ß wir das In terval l (a, b) halbieren u n d 
nun diejenige Hälf te auswählen, die unendl iche viele P u n k t e en thä l t . (Falls 
in j edem Teil intervalle unendl iche viele P u n k t e liegen, wählen wir nach 
Wil lkür eines aus.) Mit dem so ausgewähl ten Teil intervall verfahren wir genau 
so: wir teilen es wieder in die Hälf te u n d markieren uns dasjenige Teil­
in terval l , das unendl ich viele P u n k t e en thä l t . Auf diese Weise fortfahrend, 
gewinnen wir eine Serie ine inander geschachtel ter In te rva l le , deren Längen 
unbegrenz t abnehmen u n d die sich auf einen P u n k t zusammenziehen . D i e s e r 
P u n k t i s t H ä u f u n g s p u n k t , denn er i s t j a eben so kons t ru i e r t , d a ß jedes 
der Tei l interval le , in dem er gelegen ist , unendl ich viele P u n k t e der Menge 
en thä l t . E re igne t es sich e inmal , d a ß n a c h Teilung eines In te rva l l s in j e d e 
der be iden Häl f ten unendl ich viele P u n k t e der Menge fallen, so gabel t sich 
das Ver fahren : wir können den Prozeß mi t der einen oder m i t der anderen 
In terva l lhä l f te fortsetzen u n d e rkennen so, d a ß es dann verschiedene Häufungs­
p u n k t e g ib t . 
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E i n e andere Frage ist es, o b m a n immer e n t s c h e i d e n kann , welches 

Teil interval l dasjenige ist, das die unendl ich vielen P u n k t e en thä l t . Wi r 

setzen voraus , d a ß eine Strecke entweder endlich oder unendl ich viele P u n k t e 

der Menge en thä l t , daß das objekt iv fests teht , gleichviel o b wir es feststellen 

können oder n icht . An dieser Schlußweise wurde in le tz ter Zeit K r i t i k geübt , 

u n d der In tu i t ion i s t best re i te t z. B . die Rech tmäßigke i t eines solchen Ver­

fahrens . F ü r ihn ha t eine Aussage nu r dann Sinn, wenn sie sich in endlich 

vielen Schr i t ten nachprüfen läß t . D a der Satz von Bolzano-Weiers t raß 

ein t ragender Pfeiler der gesamten Analysis is t , so e rmiß t man , wie tief die 

W i r k u n g e n dieser Kr i t i k gehen. Die Verfolgung dieser F ragen würde aber 

über den R a h m e n dieses Buches hinausführen. 

W i r h a t t e n uns das Ziel gesteckt , die Lückenhaft igkei t der ra t ionalen 

Zahlen zu überwinden, d. h. die Limesoperat ion unbeschränk t ausführbar 

zu machen . Dieses Ziel ist e r re icht : J e d e konvergente Folge ra t ionaler 

Zahlen a ¡ , a 2 , . . . a n , . . . ha t einen Grenzwert , die reelle Zahl a, wobei a durch 

eben diesen konvergenten Prozeß definiert is t . Hier meldet sich aber eine 

weitere F r age : W a s geschieht, wenn wir dieses Verfahren im Bereich der 

reellen Zahlen wiederholen ? D a s heißt , wenn wir Folgen bilden, deren Glieder 

reelle Zahlen s ind? W e r d e n wir dadurch e twa zu neuen Zahlen geführt , 

die mi t den bisherigen Mit teln unerre ichbar s ind? Diese F rage ist für 

die Mathemat ik von bet rächt l icher Bedeu tung . W e n n sie zu be jahen wäre, 

würde sich folgendes Bild von dem Aufbau des reellen Zahlenreiches ergeben : 

Über das System der ra t ionalen Zahlen würde sich zunächs t eine Schicht 

von reellen Zahlen erster Stufe lagern, definiert als konvergente Folgen 

ra t ionaler Zahlen; auf diesen Zahlen erster Stufe würden sich solche zweiter 

Stufe erheben, die konvergente Folgen von reellen Zahlen ers ter Stufe s ind usf. 

Die Gesamthei t der reellen Zahlen würde sich demnach in eine Hierarchie 

gliedern, u n d m a n könn te nicht mehr von den reellen Zahlen schlechth in 

sprechen. D a ß dadurch der Aufbau der Ar i thmet ik viel verwickel ter würde , 

liegt auf der H a n d : bei jedem Beweis der Analysis m ü ß t e m a n erst nach­

sehen, für Zahlen welcher Stufe er gilt , u n d es wäre vielleicht unmöglich, 

allgemeine Gesetze auszusprechen. Z u m Glück ist diese Unte rsche idung 

n ich t nöt ig . E s gilt nämlich der Satz , d a ß jede konvergente Folge reeller 

Zahlen ersetzt werden kann du rch eine konvergente Folge ra t ionaler Zahlen, 

so d a ß die B i ldung konvergenter Folgen im Bereich der reellen Zahlen n ich ts 

Neues liefert. 

Vorher eine B e m e r k u n g . E i n e Folge von reellen Zahlen ist ein neues 

Symbol , dessen Verwendung noch n ich t e rk lä r t i s t . W i r setzen n u n fest, 

d a ß die Regeln, die für konvergente Folgen ra t ionaler Zahlen aufgestellt 

worden s ind, auch für konvergente Folgen reeller Zahlen in K r a f t bleiben 
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sol len; insbesondere sollen also zwei solcher Folgen g l e i c h heißen, wenn ihre 
Differenzenfolge eine Nullfolge is t . 

U m je tz t die W a h r h e i t der B e h a u p t u n g einzusehen, bilde m a n irgend­
eine konvergente Folge reeller, z. B . i r ra t ionaler Zahlen 

(I) « i , a 2 , a 3 , . . . an, ... 

J e d e dieser Zahlen ist definiert als eine Folge ra t ionaler Zahlen 1 ) 

a i — ( a u> a 12> • • • ain> • • • ) 
a 2 = ( a 2 i , a 2 2 , . . . a^,, . . . ) 

= (ami' &mto • • • ̂ maf-)' 

so d a ß die Folge (I) eigentlich eine Folge von Folgen ra t ionaler Zahlen dar­
stel l t . Die B e h a u p t u n g geht n u n dah in , d a ß diese Folge von Folgen durch 
eine einfache Folge erse tzbar is t . W i r müssen also eine Folge ra t ionaler 
Zahlen angeben können, deren Glieder sich beliebig wenig von den Gliedern 
der vorgelegten i r ra t ionalen Folge unterscheiden; d a n n k a n n die eine Folge 
du rch die andere ersetzt werden. W i r bes t immen uns n u n in der ers ten Folge 
einen I n d e x N x so, d a ß von d a a b der Unterschied der Glieder der Folge 
von « j kleiner ausfällt als l 2 ) , in der zwei ten Folge gehen wir b is zu einem 

I n d e x N 2 , von dem a b der Untersch ied von a 2 kleiner is t als y usf. 
I n d e m wir a u s jeder dieser Folgen das Glied mi t dem entsprechenden I n d e x 
aussondern , stellen wir uns eine Folge r a t i o n a l e r Zahlen her 

(II) a l N 1 > ^2S2' a ä N 3 ' ' • • 

Vergleichen wir n u n die Folgen (I) u n d (II) mi te inander , so bilden ihre 
Differenzen 

a i a i N 1 ' ß 2 a 2 N 2 > a 3 a 3 N 3 , . . . 

eine Folge, deren Glieder der Reihe n a c h kleiner s ind als 

! JL 1 l , g , g , 

die mi th in eine Nullfolge ist . D e m n a c h s ind die Folgen (I) u n d (II) im Sinne 
unserer Definit ion gleich. 

D a s Ergebn is können wir auch so aussprechen: D a s S y s t e m d e r 
r e e l l e n Z a h l e n i s t a b g e s c h l o s s e n g e g e n ü b e r d e r L i m e s o p e r a t i o n . 
D a m i t t r i t t u n s die formale Ähnl ichkei t dieser Erwe i t e rung mi t den beiden 
f rüheren Erwei te rungen des Zahlenbereiches klar vor Augen. 

l ) Wir verwenden in dem folgenden Tableau Doppelindizes.. 

*) d. h. so, daß der Unterschied ( a M , a , t , a, ) —̂  ( a l N l > a , ^ , a l N r . . . ) • < 1 ist. 

11 Wafemann: Einführung. 153 



B. Dedekinds Theorie. 

E i n e Theorie anderen Stils ist die Dedekinds . Dedek ind wurde d a d u r c h 
auf seine Über legungen geführt, d a ß er bei seinen Vorlesungen nie eine klare 
Defini t ion der Stet igkei t geben konnte . W a s es he iß t , d a ß eine Gerade s te t ig 
is t , scheint anschaul ich recht k lar zu sein; aber dem Mathemat ike r ist d a s 
n ich t genug, d a er ein präzises Kr i t e r ium sucht , an das seine Deduk t ionen 
ansetzen können . Mit vagen Redensa r t en über das Aneinanderhaf ten der 
P u n k t e , über den lückenlosen Zusammenhang in den kleinsten Teilen usw. 
ist na tür l i ch nichts ge tan , denn es l äß t sich keine logische Able i tung von 
Sätzen darauf g ründen . Dedekind n a h m sich also vor, so lange über die 
Ste t igkei t nachzudenken , bis er zu einer begrifflich k laren Definit ion käme . 
Schließlich fand er, was er suchte . Sein Gedankengang ist ebenso einfach 
wie originell. Der Leser stelle sich eine Gerade vor (etwa horizontal) u n d wähle 
auf ihr nach Belieben einen P u n k t . Dieser P u n k t ruft d a n n eine Zer legung 
der Geraden in zwei Stücke von der Art hervor , d a ß jeder P u n k t des einen 
Stückes l inks von jedem P u n k t des anderen liegt. D e n P u n k t selbst k a n n 
m a n nach Gefallen dem einen oder dem anderen S tück zurechnen. Dedek ind 
findet n u n das Wesen der Stet igkei t in der U m k e h r u n g , also in dem folgenden 
P r inz ip : 

„Zerfallen alle P u n k t e der Geraden in zwei Klassen von der Art , d a ß 
jeder P u n k t der e rs ten Klasse l inks von jedem P u n k t der zweiten Klasse 
liegt, so exist ier t ein u n d nu r ein P u n k t , welcher diese E in te i lung aller P u n k t e 
in zwei Klassen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stücke hervor­
b r i n g t . " 

Dedek ind fähr t for t : „Wie schon gesagt , glaube ich nicht zu i r ren, wenn 
ich annehme, d a ß j ede rmann die W a h r h e i t dieser B e h a u p t u n g sofort zugeben 
wi rd ; die meis ten meiner Leser werden sehr en t t äusch t sein, zu vernehmen, 
d a ß du rch diese Tr iv ia l i tä t das Geheimnis der Stet igkei t en thül l t sein soll. 
D a z u bemerke ich folgendes. E s ist mir sehr lieb, wenn j ede rmann das obige 
P r inz ip so e in leuchtend findet und so übere ins t immend mi t seinen Vor­
s te l lungen von einer Linie; denn ich b in außers tande , i rgendeinen Beweis 
für seine Richt igkei t beizubringen, und n i emand ist dazu ims tande . Die An­
n a h m e dieser Eigenschaft der Linie ist n ichts als ein Axiom, durch welches 
wi r ers t der Linie ihre Stet igkei t zuerkennen, durch welches wir die Ste t ig­
kei t in die Linie h ine indenken ." 

Die Tragwei te dieses Gedankens wird sogleich he rvor t re t en , wenn wi r 
u n s die F rage vorlegen, ob das Sys tem der ra t iona len Zahlen s te t ig ist in dem 
eben e rk lä r t en Sinn . Die ra t iona len Zahlen liegen bekannt l i ch d ich t , u n d 
d a w i r d leicht die Meinung en ts tehen , d a ß dicht soviel bedeute wie s te t ig . 
D a s K r i t e r i u m v o n Dedek ind zeigt sofort, d a ß dem n ich t so ist . N e h m e n wi r 
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näml ich eine Zerlegung der ra t ionalen Zählen in zwei Klassen vor nach fol­
gendem Pr inz ip : I n die Klasse links t u n wir alle ra t ionalen Zahlen, die 
nega t iv sind, ferner Null u n d alle posit iven Zahlen, deren Q u a d r a t kleiner 
is t als 2 ; in die Klasse rech ts t u n wir alle übrigen Zahlen. W i r haben dann 
eine vol ls tändige Zerlegung des ra t ionalen Zahlensys tems durchgeführ t , 
bei der jede ra t ionale Zahl in eine u n d nur in eine Klasse fällt. Aber w i r d 
n u n diese Zerlegung durch eine ra t ionale Zahl hervorgerufen? D a s he iß t , 
g ib t es eine ra t iona le Zahl , die entweder das größte E lement der Unterk lasse 
oder das kleinste E lemen t der Oberklasse i s t? Nein! Denn gerade an der 
Stelle, wo die beiden Klassen sozusagen zusammens toßen , liegt n ichts , denn 
J/2 ist i r ra t ional . E s g ib t also Zerlegungen der ra t ionalen Zahlen in zwei 
Klassen, die du rch keine ra t ionale Zahl hervorgerufen werden. (Natürl ich 
exist ieren auch Zerlegungen, die von einer ra t ionalen Zahl her rühren . W e n n 
wir z. B . in die Unte rk lasse alle ra t ionalen Zahlen l inks von 1 u n d in die 
Oberklasse alle ra t iona len Zahlen von 1 aufwärts t u n , so werden die beiden 
Klassen gerade du rch die Zahl 1 getrennt . ) Jedenfal ls gibt es Zerlegungen, 
die keiner ra t iona len Zahl entsprechen ; es würde sich uns also die Uns te t ig -
kei t des ra t ionalen Zahlensys tems auch dann enthül len, wenn wir noch nie 
e twas von i r ra t ionalen Zahlen gehört h ä t t e n . 

I n den reellen Zahlen werden wir dagegen ein Beispiel eines stet igen 
Sys tems kennen lernen, müssen uns aber zuvor mi t ein paa r Begriffen bekann t 
machen . Denken wir uns ein System von Dingen irgendwelcher Ar t (Zahlen, 
P u n k t e , . . . ) , von denen wir nu r voraussetzen wollen, d a ß sie geordnet s ind , 
so d a ß von je zwei Dingen feststeht , welches das frühere u n d welches d a s 
spä tere ist . (Die Dinge b rauchen also n ichts Quan t i t a t ives an sich zu haben.) 
N u n be t rach ten wir Zerlegungen der Dinge des Sys tems in zwei Klassen A 
u n d B , die folgende Eigenschaften h a b e n : 

1. Keine Klasse soll leer sein (d. h. es soll nie vorkommen, d a ß alle Dinge-
nu r in eine Klasse fallen). 

2. J edes Ding der Klasse A soll j edem Ding der Klasse B in der O r d n u n g 
vorangehen . 

3 . Von j edem Ding soll eindeutig feststehen, in welche Klasse es 

gehör t . 
E i n e solche Zerlegung werden wir einen „ S c h n i t t " nennen u n d mi t 

(A/B) bezeichnen. Achten wir auf die Ar ten der Begrenzung der beiden 
Klassen , so s ind vier Fä l le möglich: 

1. A h a t ein letztes , B h a t ein erstes E l emen t . 

2 . A h a t ein le tz tes , B h a t kein erstes E l e m e n t . 

3. A h a t kein le tz tes , B h a t ein erstes E l e m e n t . 
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4 . A h a t kein le tz tes , B ha t kein erstes E lemen t . 

I m ers ten Fa l l he iß t der Schni t t s p r u n g h a f t , im zweiten u n d d r i t t en 
Fa l l s t e t i g , im v ie r ten Fal l l ü c k e n h a f t . W i r können demnach Dedek inds 
Defini t ion so formul ieren: E i n geordnetes Sys tem ist s tet ig, wenn jeder 
Schn i t t s te t ig is t , d. h . wenn weder Sprünge , noch Lücken auf t re ten. — 
D e r Leser beach te noch e inmal , d a ß die Verwendung dieser Definit ion n ich t 
auf Zahlen beschränk t is t . E r m a g auch an Hell igkeiten, Tonhöhen u. a. 
denken . Doch w i r d er gu t d a r a n t u n , sich diese Begriffe zunächst an H a n d 
v o n Zahlbeispielen zu verdeut l ichen . 

1. D ie Re ihe der ganzen Zahlen weist Sprünge, aber keine Lücken auf. 
W e n n wir näml ich diese Zahlen irgendwie in zwei Ka tegor ien zerlegen — 
z. B . alle Zahlen, die kleiner s ind als 2 nach A, alle Zahlen von 2 aufwärts 
n a c h B werfen — , so wi rd die Unte rk lasse eine größte u n d die Oberklasse 
e ine kleinste Zahl besi tzen. 

2. D a s Sys t em der ra t ionalen Zahlen weist Lücken, dagegen keine 
Sprünge auf (vgl. d a s auf der vorigen Seite e rwähn te Beispiel) . 

I n der l e tz te ren Ta t sache ist das gelegen, was m a n die Lückenhaft igkei t 
oder Uns te t igke i t des ra t iona len Zahlensys tems nenn t . Der Zahlen Vorrat ist 
e b e n zu a r m , als d a ß jeder Schni t t du rch eine Zahl erzeugt werden könn te . 
I m Sys tem der r a t iona len Zahlen gibt es m e h r Schni t te als Zahlen. Das 
b r ing t u n s n u n auf den Gedanken , das Zahlensys tem so zu erwei tern, d a ß wir 
die Schn i t t e selbst als Zahlen i n e inem neuen Sinn auffassen. Ganz im Sinne 
unseres bisherigen Vorgehens versuchen wir einen Ka lkü l mi t Schni t ten 
aufzubauen, dessen erste Schr i t t e im nachs tehenden skizziert sind. 

Df. 1. Zwei Schn i t t e (A/B) u n d (A'/B') heißen gleich, wenn A mi t A ' 
u n d B mi t B ' zusammenfä l l t . 

W e n n wir das Sys tem der ra t iona len Zahlen an der Stelle 2 zerlegen, 
so können wir die Zahl 2 nach Gefallen der un te ren oder der oberen Klasse 
zuweisen. Z w e i s o l c h e S c h n i t t e s e h e n w i r a l s n i c h t w e s e n t l i c h 
v e r s c h i e d e n a n ; im Sinn unserer Defini t ion aber wären sie ungleich. Aus 
d iesem Grunde werden wir die Definit ion verbessern, indem wir e rk lä ren : 
Zwei Schn i t t e he ißen gleich, wenn ihre Klassen zusammenfal len, höchstens 
mi t A u s n a h m e einer Zah l . 

Df. 2 . D e r Schn i t t (A/B) he iß t kleiner als der Schni t t (A ' /B ' ) , wenn 
es ra t iona le Zah len gibt , die zu A' , aber n ich t zu A gehören. 

Ganz ana log l au t e t die Definit ion für „g röße r " . 

Df. 3. E i n Schn i t t he iß t posi t iv , wenn seine Unte rk lasse mindes tens eine 
posi t ive Zah l en thä l t . 
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D i . 4 . E i n Schni t t he iß t negat iv , wenn seine Oberklasse mindes t ens eine 
negat ive Zahl en thä l t . 

Df. 5. E i n Schni t t he iß t ein Nul lschni t t , wenn es in der Unte rk lasse keine 
posi t ive u n d in der Oberklasse keine negat ive Zahl g ib t . 

Df. 6. U n t e r der Summe der zwei Schni t te (A/B) u n d (A' /B') vers teht 
m a n denjenigen Schni t t , den m a n erhä l t , wenn m a n immer eine Zahl a u s 
A zu einer Zahl aus A' addier t u n d alle diese Summen zu einer neuen Un te r ­
klasse vereinigt u n d entsprechend mi t den Zahlen aus B und B ' verfähr t . 

Diese wenigen Str iche mögen genügen, u m dem Leser ein B i ld von d e m 
Aufbau dieser Theorie zu geben. Natür l ich m u ß er sich vorstellen, d a ß m a n 
bei dem genauen Aufbau b e w e i s e n m u ß , d a ß die Begriffe der Gleichheit 
oder des Kleinerseins, der S u m m e usw. die formalen Eigenschaf ten besitzen, 
die wir von der Ar i thmet ik der ra t ionalen Zahlen her kennen. 

U n t e r einer ra t iona len reellen Zahl werden wir je tz t einen Schni t t 
vers tehen, der durch eine ra t ionale Zahl hervorgerufen wird, n i c h t die 
ra t iona le Zahl selbst . Zwischen den ra t ionalen Zahlen u n d den zugehörigen 
Schn i t t en bes teh t nur eine En t sp rechung , die eineindeutig, ähnl ich u n d 
isomorph ist . 

W a s geschieht nun , wenn m a n im Bereich der so gewonnenen reellen 
Zahlen (der Schnit te) neuerd ings Zerlegungen v o r n i m m t ? K o m m t m a n 
d a n n e twa aus dem Bereich heraus? D a ist es n u n von fundamenta le r 
Bedeu tung , d a ß das nicht der Fal l ist, d a ß vielmehr der Satz g i l t : J e d e r 
Schni t t im Bereich der reellen Zahlen k a n n durch einen Schni t t im Bereich 
der ra t iona len Zahlen ersetzt werden. U m zwei solche Schni t te vergleichen 
zu können, müssen wir erst erklären, wann wir sie gleich nennen wollen. B e ­
zeichnen wir einen Schni t t i m System der reellen Zahlen mi t (9Í/93), e inen 
Schni t t im Bereich der ra t iona len Zahlen mi t (A/B), dann wird % nur a u s 
reellen Zahlen, A nur aus ra t ionalen bestehen. Be im Vergleich können wir 
uns auf die in Sí vorhandenen r a t i o n a l e n reellen Zahlen besch ränken ; 
wir erklären n u n : Die zwei Schni t te sind gleich, wenn ihre Klassen in den 
ra t iona len Zahlen übere ins t immen. 

I s t uns n u n ein reeller Schni t t (9Í/93) vorgelegt , so bes t immen wir uns 
einen ra t ionalen Schni t t (A/B) nach folgender Vorschrift : E i n e ra t ionale 
Zahl r wi rd d a n n in die Unte rk lasse A aufgenommen, wenn die en tsprechende 
ra t iona le reelle Zahl in der Unterk lasse 5Í v o r k o m m t ; sie wird d a n n in B auf­
genommen, wenn die entsprechende Zahl in der Oberklasse 93 v o r k o m m t . D e r 
so gebildete Schni t t (A/B) is t offenbar dem Schni t t (2Í/93) gleich. 

U n s e r Ergebn i s ist a lso: Jeder Schni t t im Bereich der reellen Zahlen 
ist selbst eine reelle Zahl . Die Schni t tb i ldung führt somit aus d e m Bere ich 
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nich t h inaus , u n d das he iß t : D i e r e e l l e n Z a h l e n b i l d e n e i n s t e t i g e s 
S y s t e m , d a s r e e l l e K o n t i n u u m . 

Wiede r wollen wir an den Aufbau der a b s t r a k t e n Theorie ein Beispiel 
anschl ießen, das u n s zeigen soll, wie m a n mi t diesen Begriffen ta t sächl ich 
a rbe i te t . Bekann t l i ch b r auch t eine unendl iche P u n k t m e n g e weder ein 
M a x i m u m noch ein Min imum zu besitzen, auch wenn sie auf e inem begrenzten 
S tü ck der Zahlenlinie P l a t z ha t — denken wir nu r a n die ech ten Brüche 
zwischen 0 u n d 1 ! Dagegen besi tzt eine solche Menge immer eine obere u n d 
eine un te re Grenze ; in unserem Fal l die Zahlen 0 u n d 1. Diese s ind folgender­
weise definiert : Nennen wir eine Minorante eine Zahl , die von allen Gliedern 
der Menge übertroff en-wird ; anschaul ich gesprochen: einen P u n k t , der l inks 
v o n der ganzen P u n k t m e n g e liegt. Offenbar g ib t es unendl ich viele solcher 
Minoranten . W e n n wir uns von allen Minoran ten die g röß te genommen 
denken , so e rha l t en wir die un te re Grenze. Diese ist also eine Zahl , die von 
allen Gliedern der Menge übertroffen wird, die aber sofort diese Eigenschaf t 
ver l ier t , sowie sie durch eine e twas größere Zahl ersetzt wird. D a s m a t h e ­
mat i sche Prob lem liegt n u n in der F r a g e : E x i s t i e r t die untere Grenze? 
Bes i t z t die Menge der Minoranten ein M a x i m u m ? U m das nachzuweisen, 
tei len wir die ra t ionalen Zahlen folgenderart in zwei Klassen : in die Un te r ­
klasse nehmen wir alle Zahlen auf, die l inks von sämtl ichen Zahlen der Menge 
liegen ; in die Oberklasse nur solche, die von mindes tens einer Zahl der Menge 
unter t roffen werden. E s ist klar, d a ß diese Ein te i lung die Eigenschaf ten 
eines Schni t tes ha t und daher eine reelle Zahl g definiert . Diese Zahl g 
k a n n nicht größer sein als i rgend eine Zahl der Menge. W ä r e sie näml ich 
größer als eine Zahl der Menge, sagen wir a, so hieße das , d a ß es in der U n t e r ­
klasse von g ra t ionale Zahlen gibt , die rechts von a liegen, wäh rend doch 
diese Klasse, so definiert war , d a ß sie keine ra t ionale Zahl dieser Art en tha l t en 
sollte. D e m n a c h liegen alle Zahlen der Menge l inks von g, folglich ist g eine 
Minoran te . E r se t z t m a n sie aber du rch eine e twas größere Zahl g -f- e, so 
hör t sie auf, Minorante zu sein; in die Unte rk lasse von g + e werden je tz t 
auch Zahlen fallen, die früher in der Oberklasse von g gelegen waren, das 
sind aber Zahlen, die von mindes tens e inem Glied der Menge unter t roffen 
werden . Folglich ist g + e keine Minorante mehr , g ist demnach eine 
Minoran te , zu der es keine größere gibt , d. h. sie ist das M a x i m u m der 
Minoran ten . — W e n n der Leser es schwierig finden sollte, diesem Beweis zu 
folgen, so g ib t es ein gutes Mittel , u m d e m abzuhelfen: er versuche es, in ganz 
en t sp rechender Weise die Ex i s t enz einer oberen Grenze zu beweisen. E r wird 
d a d u r c h gezwungen sein, in sich selbst die ganze Gedankenke t t e noch e inmal 
zu erzeugen, u n d d a n n wi rd er die Sache vers tehen. 

Dedek inds Theor ie l äß t eine Modifikation zu. D a die Oberklasse eines 
Schn i t t e s e indeut ig be s t immt ist d u r c h die Unte rk lasse , so genüg t die le tz tere 
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zu r Fest legung einer reellen Zahl . W i r wollen sie ein S e g m e n t nennen. E s 
ist n icht schwer, alle Definit ionen auf Segmente zu über t ragen . I n dieser 
Weise werden die reellen Zahlen von Russel l aufgebaut . 

C. Vergleich der beiden Theorien. 
Vergleichen wir nun die Systeme Cantors und Dedek inds ! Die Gebilde 

beider Theorien wurden von uns reelle Zahlen genannt . Is t das n u n eigentlich 
e r laub t ? Sind eä denn dieselben Zahlen ? Nun , von einer I d e n t i t ä t ist gewiß 
keine Rede , weil die Gebilde ganz verschieden definiert sind. Wohl aber 
bes teh t eine außerordent l iche enge En t sp rechung zwischen ihnen : die von 
Cantor u n d Dedekind geschaffenen Zahlensysteme lassen sich e i n e i n d e u t i g , 
ä h n l i c h u n d i s o m o r p h aufeinander beziehen. Sie stellen also ein Zahlen­
sys tem von genau derselben S t ruk tu r dar . Wir werden das sofort erkennen, 
wenn wir folgende einfache Überlegung anstel len: Die Cantor 'sche Theorie 
a rbe i te t mi t Folgen oder, wie wir je tz t lieber sagen wollen, m i t In terval l ­
schachte lungen. N u n gibt es unendl ich viele verschiedene In terval l ­
schachte lungen, die sich auf einen u n d denselben P u n k t zusammenziehen. 
Denken wir uns n u n alle diese Schachtelungen (etwa auf der Zahlenlinie) 
übereinandergelagert , d a n n bilden alle l inken E n d p u n k t e die Unterklasse , 
alle rechten E n d p u n k t e die Oberklasse des Dedekind 'schen Schni t tes . Der 
Schni t t ist demnach nichts anderes als eine Art von Zusammenfassung aller 
möglichen Interval lschachte lungen, die auf einen P u n k t zusammenschrumpfen. 

Vom S t a n d p u n k t Dedekinds k a n n m a n beweisen, d a ß eine In terva l l ­
schachte lung einen P u n k t festlegt; v o m S t a n d p u n k t Cantors kann m a n 
beweisen, d a ß jedem Schni t t eine reelle Zahl entspr icht . Beide Theorien sind 
unabhäng ig voneinander u n d jeder Satz der Analysis kann sowohl in der 
einen wie in der anderen Theorie formuliert werden. Das ist der Grund, 
w a r u m m a n in der Ma thema t ik von reellen Zahlen schlechthin spr icht und 
keinen W e r t darauf legt, ob es Zahlen im Sinne von Cantor oder von Dedekind 
sind. 

Das Grundelement der Cantor ' schen Theorie ist die Folge, das Grund­
element der Dedekind ' schen die Klasse. Dami t häng t ein gewisser Vorzug 
der Dedekind ' schen Theorie zusammen : Sie bes t immt eine reelle Zahl durch 
einen einzigen Schni t t , wogegen es bei der Cantor ' schen Theorie verschiedene 
A r t e n gibt , eine Zahl darzustel len. W ä h r e n d wir bei den Fes t se tzungen über 
„größer" , „gleich", „kle iner" , „pos i t iv" , „ S u m m e " usw. nach Cantor 
jedesmal beweisen m u ß t e n , d a ß die formalen Eigenschaften der Beziehungen 
u n d Opera t ionen unabhängig, sind von der besonderen W a h l der Folge, fällt 
diese Notwendigkei t bei Dedek ind weg. Dedekinds Theorie k o m m t also mi t 
wenigen Mit te ln aus , sie geh t sparsamer zu Werke u n d ist insofern als die 
einfachere anzusehen. 
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Von e inem ande rn S t a n d p u n k t aus wird m a n wieder Cantors Theor ie 
den Vorzug geben : Dedek ind k a n n nu r l i n e a r e K o n t i n u a behandeln , Can tor 
bel iebigdimensionale ( In terval lschachte lungen in der E b e n e , im R a u m usw.) . 

D e d e k i n d s Theorie führte zu einer überraschend einfachen Charakter i ­
s ierung der Ste t igkei t einer ge raden Linie . F r a g e n wir noch zu le tz t : W i e 
w ü r d e dieselbe Ta t sache v o m Ausgangspunk t Cantors zu formulieren sein? 

M a n k ö n n t e denken, eine P u n k t m e n g e sei s te t ig , wenn sie gegen die 
Limesopera t ion abgeschlossen ist , d. h., wenn jeder ihrer 'Häufungspunk te 
ihr angehör t . D a ß das nicht zutrifft, zeigt schon die Menge 

O l i l i 1 

die abgeschlossen, aber n icht s te t ig is t . D a s liegt offenbar da ran , d a ß sie 
bis auf 0 aus l a u t e r isolierten P u n k t e n (d. h. P u n k t e n , die eine von P u n k t e n 
der Menge freie Nachbarschaf t besitzen) bes teh t . Man wi rd daher von einer 
s te t igen Menge verlangen, d a ß jeder P u n k t der Menge in beliebig enger 
Nachbarschaf t von N a c h b a r p u n k t e n umgeben ist, oder anders ausgedrückt , 
d a ß jeder P u n k t der Menge ein Häu fungspunk t ist . Das Wesen des s te t igen 
Z u s a m m e n h a n g s einer Menge scheint demnach in folgenden zwei Eigenschaf ten 
aufzugehen: 

1. J e d e r P u n k t ' d e r Menge ist Häu fungspunk t . 
2 . J e d e r Häufungspunk t der Menge gehör t ihr an. 

I n der Mengenlehre wi rd die Gesamthe i t der Häu fungspunk t e einer 
Menge M ihre Ablei tung genann t u n d mi t M 1 bezeichnet . Die beiden Eigen­
schaf ten lassen sich d a n n so ausd rücken : 

1. D ie Menge ist ganz in ihrer Able i tung en tha l t en : M ist ein Teil von M l . 

2 . Die Able i tung ist ganz in der Menge e n t h a l t e n : M 1 ist ein Teil von M. 

D a s k o m m t aber darauf h inaus , d a ß M u n d M 1 zusammenfal len. Mengen 
dieser Ar t werden p e r f e k t genann t . Cantor g laub te zunächs t m i t der Eigen­
schaft „pe r fek t " das getroffen zu haben , was m a n gemeinhin „ s t e t i g " nenn t . 
Abe r spä t e r en tdeck te er, d a ß es p e r f e k t e M e n g e n g i b t , d i e n i r g e n d s 
d i c h t s i n d , d. h. die so locker gefügt sind, d a ß sich kein noch so kleines 
A g I n t e rva l l auf der Geraden aufweisen läß t , in 

1 1 dem die P u n k t e dicht lägen. 
U m eine solche Menge herzustellen, gehen 

i i i , v o n einer beliebigen Strecke A B aus , t i l ­
gen ihr mi t t leres Dr i t t e l mi t A u s n a h m e der 

1 1 1 1 1 1 ' 1 E n d p u n k t e , die s t ehen bleiben u n d wieder­
holen dieses Verfahren mi t jeder der beiden 

H " ~ I M H M M « M Res t s t r ecken : wir t i lgen wieder ihre mi t t l e ren 
Fig 24. 

Dr i t t e l u n d setzen diesen P rozeß unbegrenz t 
fort . (Vgl. die obens tehende Skizze.) Auf diese Weise en t s t eh t eine sozu-
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sagen unendl ich fein durchlöcher te oder poröse P u n k t m e n g e , die folgende 
Eigenschaf ten h a t : 

1. Sie ist abgeschlossen, d. h. sie en thä l t ihre sämt l ichen Häufungspunk te . 
D a bei j edem Kons t ruk t ionsschr i t t immer nur das I n n e r e eines In terva l les 
get i lgt wird, während die R a n d p u n k t e stehen bleiben, k a n n aus der abge­
schlossenen Menge A B , von der wir ausgegangen sind, immer nu r wieder eine 
abgeschlossene Menge ents tehen . (Das gilt auch d a n n noch, wenn m a n d a s 
Verfahren ins Unendl iche fortsetzt.) 

2 . D a niemals zwei get i lgte In terva l le zusammens toßen , kann kein 
isolierter P u n k t en t s t ehen ; folglich bes teht die Menge nu r aus Häufungs­
p u n k t e n . 1 u n d 2 sagen zusammen, d a ß die Menge perfekt ist . 

3 . E s g ib t kein In te rva l l von der Beschaffenheit, daß zwischen je zwei 
Mengenpunk ten immer wieder ein Mengenpunkt l äge ; denn so klein ich dieses 
In t e rva l l auch wähle, s t e t s werden P u n k t e p a a r e auftreten, nämlich die 
E n d p u n k t e der get i lgten In terval le , zwischen denen kein weiterer P u n k t 
l iegt. Sie ist also ni rgends d icht . 

Die Eigenschaft „pe r f ek t " genüg t demnach nicht , u m die Stet igkei t 
der Geraden zu charakter is ieren. Man m u ß außerdem verlangen, d a ß die 
Menge d i c h t ist — erst d a n n ergibt sich das (lineare) K o n t i n u u m . 

D. Die Einzigkeit des reellen Zahlensystems. 
Die ra t ionalen Zahlen wurden zwischen die ganzen, die i r ra t ionalen 

zwischen die ra t ionalen Zahlen eingefügt, wobei über den Sinn dieses „E in ­
fügens" wohl kein Zweifel mehr bes tehen wird. W e n d e t m a n im Bereich der 
reellen Zahlen die Limesoperat ion (oder die gleichbedeutende Schni t tbi ldung) 
noch e inmal an, so führt sie zu n ich ts Neuem. D a n a c h erscheint der Prozeß 
der Zahlenerwei terung mi t der Stufe der reellen Zahlen einen gewissen Ab­
schluß erreicht zu haben . Aber das i s t vorläufig n u r eine Vermutung . W a s 
sollen wir j e m a n d e m entgegnen, der uns sagt, es sei doch denkbar , d a ß 
eines Tages neue Opera t ionen en tdeck t werden, die uns zu einer abermaligen 
Verd ich tung des reellen Zahlensys tems nötigen? 

W i r wollen zusehen, wie es m i t dieser F rage bestellt is t . Zuvor aber 
m ü s s e n wir uns über die Voraussetzungen der Frages te l lung vers tändigen, 
näml ich über das , was m a n un te r e inem „Zah lensys tem" vers tehen will. 
W e n n wir fragen, ob sich das Sys tem der reellen Zahlen du rch Einscha l ten 
neue r E l e m e n t e erweitern l äß t , so schwebt uns doch vor, d a ß das erwei ter te 
S y s t e m irgendeine Art Ähnl ichkei t m i t dem der reellen Zahlen h a t . W o r i n 
soll n u n diese Ähnlichkei t bes tehen? E s gibt ein paa r naheliegende For­
derungen , die das zu umre ißen scheinen, was m a n von einem Zahlensys tem 
(im erwei te r ten Sinn) ver langen w i r d : 
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1. D a s Sys t em soll geordnet sein. 
2 . E s sollen in diesem Sys tem vier Rechenopera t ionen definiert sein, 

welche dieselben formalen Eigenschaf ten haben wie die Grundspezies der 
A r i t h m e t i k . 

3. D a s Sys tem soll einen ech ten Teil en tha l t en , der sich auf das ra t ionale 
Zah lensys t em eineindeutig, ähnl ich u n d i somorph abbi lden l äß t (es soll 
somit eine Art E rwe i t e rung des ra t ionalen Zahlensys tems dars te l len) . 

4. Gefordert wird schließlich die Gel tung des Archimedischen Ax ioms : 
s ind a u n d ß i rgend zwei posit ive Zahlen des Sys tems u n d ist a <! ß, so soll es 
möglich sein, a so oft zu sich zu addieren, d a ß die S u m m e 

a + a + • • • + a 

schließlich ß über t r i f f t ; kurz gesag t : es soll s te t s eine na tür l iche Zahl n 
geben, so d a ß n a > ß ist . 

W e n n wir den Begriff des Zahlensys tems so präzisieren, d a n n gibt fol­
gender Satz An twor t auf die e ingangs gestellte F r a g e : 

V o l l s t ä n d i g k e i t s s a t z . Die reellen Zahlen bilden ein System, das bei 
Auf rech te rha l tung der Forde rungen 1—4 keiner Erwei te rung mehr fähig ist . 

W i r bezeichnen mi t R das Sys tem der reellen Zahlen, mi t R ein Sys tem, 
das den vier Bed ingungen genüg t u n d das sämtl iche Zahlenindiv iduen von R 
e n t h ä l t . Greifen wir nun eine beliebige Zahl aus R heraus , sagen wir a. N a c h 
F o r d e r u n g 3 e n t h ä l t das Sys tem R ein Teilsystem, das dieselbe S t r u k t u r auf­
weist wie die ra t iona len Zahlen u n d das wir je tz t kurz „die ra t ionalen Zahlen 
von K " nennen wollen. Man k a n n n u n alle ra t ionalen Zahlen von R in zwei 
Klassen teilen, je nachdem ob sie kleiner oder größer s ind als ~ä. Der so 
gebi ldete Schni t t definiert eine reelle Zahl et, die ebenfalls zu R gehör t . W a s 
k ö n n t e aber d a n n der Untersch ied zwischen a u n d a sein? Beide Zahlen 
werden durch genau dieselbe Klassenzer legung erfaßt , e ingespannt , so d a ß 
sie auf der Zahlenlinie u m kein noch so kleines endliches S tück differieren 
können . W e n n also übe rhaup t , so könn ten sie sich nur u m a k t u a l unendl ich­
kleine Größen unterscheiden. Das Auft re ten solcher a k t u a l unendl ichkleiner 
Größen widerspr icht aber dem Archimedischen Axiom, wie wir hier nu r 
vorgreifend bemerken u n d ba ld ausführlich d a r t u n werden . J edes E l e m e n t 
von R ist sonach eine gewöhnliche reelle Zahl , so d a ß R kein zahlenreicheres, 
R umfassendes Sys tem darstel len k a n n . 

E i n e zweite F r a g e ist d ie : I n der Absicht , die Lückenhaf t igkei t der 
r a t iona len Zahlen zu beseitigen, sind wir zu vier verschiedenen K o n s t r u k t i o n e n 
g e l a n g t ; es s ind d ies : 

Konve rgen te Folgen, 
In terva l l schachte lungen, 
Dedekind ' sche Schni t te , 
Segmente . 
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Alle diese Sys teme haben sich als ähnl ich und isomorph erwiesen. K ö n n t e 

m a n indes n ich t andere Wege einschlagen, die uns zu wesent l ich neuen Zahlen­

sys temen führen? Genauer gesagt : K a n n sich ein System, das den For­

derungen 1—4 genügt u n d in welchem die Limesoperat ion (oder die Schni t t ­

bildung) unbeschränk t ausführbar ist , in irgendwelchen wesentlichen Zügen 

von dem Sys tem der reellen Zahlen unterscheiden? Diese Möglichkeit wi rd 

ausgeschlossen durch den 

E i n z i g k e i t s s a t z . Jedes solche System l äß t sich auf das Sys tem 

der reellen Zahlen eineindeutig, ähnl ich und isomorph beziehen. E s g ib t also 

im wesentl ichen nu r e i n solches Sys tem. 

E s bezeichne R wieder das Sys tem der reellen Zahlen, 9t ein Sys tem 

irgendwelcher Dinge, das unseren Voraussetzungen genügt . 9i m u ß dann ein 

Un te r sy s t em von der S t r u k t u r der ra t ionalen Zahlen en tha l t en . Wir gehen 

j e t z t darauf aus zu zeigen : jedem E lemen t von R läß t sich ein E lemen t von ?Ti 

zuweisen. Greift m a n nämlich aus R irgendeine reelle Zahl a heraus , so wird 

sie e twa du rch einen Schni t t im Sys tem der ra t ionalen Zahlen definiert sein, 

so d a ß m a n schreiben k a n n 

a = (A/B). 

E i n genau entsprechender Schni t t k a n n aber in den ra t ionalen Zahlen von 9i 

geführt werden (da jedem ra t ionalen E lement von R ein rat ionales E lemen t 

von 9i entspr icht) ; wir erhal ten also auch dort eine Zerlegung 

CÄ/S3), 

die wegen der Stet igkei t des Sys tems 9Î wieder eine Zahl a dieses Sys tems 

dars te l l t . J e d e r r e e l l e n Z a h l a = (A/B) i n R e n t s p r i c h t s o n a c h e i n 

E l e m e n t a = (3í/¿8) i n 9i, und diese En t sp rechung ist offenbar ähnl ich 

u n d i somorph. 9î m u ß also mindes tens so viel E l emen te en tha l t en wie R 

(schärfer : ein Tei lsystem von dì m u ß sich eineindeutig ähnlich und isomorph 

auf R abbi lden lassen), a b e r a u c h n i c h t m e h r , da es n a c h dem Voll­

s tändigkei t ssa tz nicht erwei terbar ist . Folglich m u ß es im wesentlichen mi t ffi 

zusammenfal len. Dami t ist aber e rkann t , daß d a s v o n u n s g e s c h a f f e n e 

S y s t e m d e r r e e l l e n Z a h l e n d a s e i n z i g m ö g l i c h e i s t , das frei von Lücken 

ist u n d den Forderungen 1—4 genügt . — 

Fragen wir nun zu le tz t : E n t s p r i c h t dem K o n t i n u u m der reellen Zahlen 

e twas Objekt ives in der iea len Außenwel t? Ha t es in der Sprechweise Ganto is 

eine t rans ien te Rea l i t ä t ? Man könn te denken, d a ß das a r i thmet i sche 

K o n t i n u u m nu r das Abbi ld des räumlichen ist . B o l t z m a n n u n d Clifford 

h a b e n darauf hingewiesen, d a ß möglicherweise unser R a u m , j a auch die Zeit 

uns t e t ig sind, d a ß z. B . alle Bewegungen in der N a t u r in winzig kleinen 

Sprüngen vor sich gehen könnten , wie im Film. Alle Beobach tungen wä ren 

a u c h m i t der A n n a h m e eines uns te t igen Raumes u n d einer uns te t igen Zeit 

ver t rägl ich . U n d die heut igen Vorstel lungen der Wel lenmechanik zeigen, 
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d a ß es physikal i sch sinnlos wird , von geometr ischen Eigenschaf ten des 
phys ika l i schen R a u m e s u n t e r h a l b einer gewissen Schwelle, näml ich der­
jenigen der Größenordnung der A tome zu sprechen. Von Dedek ind wurde 
b e m e r k t , d a ß auch die Geometr ie in manche r Hins icht keinen s te t igen R a u m 
erfordert . Sieht m a n e twa nu r diejenigen P u n k t e des R a u m e s als v o r h a n d e n 
an , die sich in e inem bes t immten Koord ina t ensys t em durch „algebraische 
Zah len" (vgl. S. 15) dars te l len lassen, so ist dieser R a u m überal l uns t e t ig ; 
„ abe r t r o t z der Uns te t igke i t , Lückenhaf t igkei t dieses R a u m e s , s ind in i hm 
alle Kons t ruk t ionen , welche in Euk l id s E l e m e n t e n auf t re ten , genau ebenso 
ausführbar , wie in dem vol lkommen stet igen R a u m ; die Uns te t igke i t dieses 
R a u m e s würde dahe r in E u k l i d s Wissenschaft gar n ich t bemerk t , gar n icht 
empfunden w e r d e n " . Dedek ind fähr t for t : „ W e n n mi r aber j e m a n d sagt , 
wir k ö n n t e n uns den R a u m gar n ich t anders als s te t ig denken , so möch te ich 
das bezweifeln u n d darauf aufmerksam machen , eine wie weit vorgeschr i t tene , 
feine wissenschaftl iche Bi ldung no twendig ist , u m n u r das Wesen der 
S te t igkei t deut l ich zu e r k e n n e n 1 ) . " 

F ü r den physikal ischen R a u m pflegt m a n die Berech t igung dieser 
G e d a n k e n zuzugestehen. U m so ha r tnäck iger verficht m a n die Ansicht , 
d a ß die Anschauung das eigentliche Urb i ld des ma thema t i s chen K o n t i n u u m s 
sei. W a s sollen wir von dieser Ansicht ha l t en? K a n n die Anschauung das 
leisten, was ihr d a zugemute t wi rd? Beginnen wir m i t einer ganz einfachen 
F r a g e : Sieht derjenige, der in ein S p e k t r u m schaut , eine be s t immte Zahl 
von F a r b e n ? Offenbar nicht , wenn hier un t e r den F a r b e n die einzelnen 
F a r b n u a n c e n gemeint sind. Sollen wir sagen, er sieht unendl ich viele F a r b e n — 
vielleicht so viele, wie es reelle Zahlen gibt ? D a s wäre eine Ver i r rung in ein 
falsches Gedankensys tem hinein. Tatsächl ich ha t das F a r b k o n t i n u u m eine 
ganz andere S t r u k t u r als das Zah l enkon t inuum. Von zwei reellen Zahlen 
s t eh t e indeut ig fest, ob sie gleich oder verschieden sind. Mögen sie auf der 
Zahlenl inie noch so k n a p p nebeneinander liegen, so s ind u n d bleiben es doch 
verschiedene Zahlen. E ine F a r b e aber geht unmerk l ich in eine andere über , 
sie ve r schwimmt mi t ihr, oder richtiger gesagt : E s h a t keinen Sinn, von 
isolierten E l e m e n t e n zu sprechen, aus denen sich das K o n t i n u u m aufbauen soll. 
Auf Gebi lde dieser Ar t ist der Begriff der Zahl n ich t a n w e n d b a r ; denn die 
e rs te Vorausse tzung des Zählens ist die, d a ß sich die zu zählenden Dinge 
deut l ich un te rsche iden lassen. Die Sprache sagt dahe r m i t e inem ganz 
r icht igen Gefühl, d a ß m a n z a h l l o s viele F a r b e n s ieht . E s wi rd d a m i t jede 
Zah lenangabe über F a r b e n verbo ten u n d weiter n ich ts . 

Ganz ähnl ich s t eh t es m i t dem Sehraum. Der Leser frage sich, wie viele 
P u n k t e er im Gesichtsfeld w a h r n i m m t . W e n n er zu der Ansicht ne ig t , d a ß es 

») „ W a s sind *ind was sollen die Zahlen?" S. X I I , f. 
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unendl ich viele sind, so überlege er, wie er diese Meinung rechtfert igen könn te . 
Bes i tz t er e t w a ein Verfahren, jeder beliebigen Menge von P u n k t e n e inen 
wei teren hinzuzufügen, wie i m Fall de r Zahlenreihe 1, 2, 3 , 4 usw? I m Fal le 
der Zahlen ist dieses „ u n d so we i te r " die Q u e l l e , aus der der Zahlens t rom 
fließt. Aber im Fal l der P u n k t e ? Versucht er, das Kr i t e r ium von Dedekind 
anzuwenden u n d die P u n k t e des Gesichtsfeldes auf einen echten Teil ihrer 
selbst abzubilden, — so sieht er wieder, d a ß das „n ich t g e h t " : in der T a t 
h e i ß t es ga r nichts . , nach einer solchen Abbi ldung zu suchen, d a das einzige 
Mit te l , das dem Mathemat ike r hierfür zur Verfügung s teh t , die indukt ive 
Schlußweise, hier unverwendbar is t . „ I c h sehe unendl ich viele P u n k t e " 
he iß t nur , es h a t keinen Sinn zu sagen: ich sehe nu r zwanzig P u n k t e oder ich 
sehe nur dreißig P u n k t e oder ich sehe n u r vierzig P u n k t e . Mit d e m Unendlich 
der Ma thema t ik ha t das n ich ts zu t un . D e m anschaulichen K o n t i n u u m k o m m t 
eben eine wesentl ich andere S t r u k t u r zu. (Eben deshalb scheitert auch der 
Versuch, sich e twa die Menge der ra t iona len Zahlen im Gesichtsraum bildhaft 
vorzustellen.) 

Nach alledem k a n n m a n nicht sagen, daß uns die reellen Zahlen in der 
N a t u r oder in der Anschauung vorgezeichnet sind. Sie sind eine freie Schöpfung 
unseres Geistes — freilich eine Schöpfung, zu welcher der Mathemat iker von 
verschiedenen Sei ten her a n g e r e g t wi rd . U n d zwar s t a m m e n diese Antr iebe 
aus zwei R ich tungen : ers tens von der Geometrie her (die E n t d e c k u n g des 
I r ra t iona len durch P y t h a g o r a s ) ; zweitens von dem numerischen Rechnen 
mi t Dezimalzahlen her, wie es sich seit der Renaissance al lmählich eingebürgert 
h a t . I n d e m m a n alle möglichen Dezimalbrüche be t r ach te t , en t s teh t ganz von 
selbst die Idee der reellen Zahl , die d a n n in den Theor ien von Cantor u n d 
Dedek ind n u r eine K l ä r u n g und Präzis ierung erfahren ha,t. 

Kehren wir j e tz t noch einmal zu den Grund lagen der analyt ischen 
Geometr ie zu rück! Diese be ruh t darauf, daß eine Beziehung zwischen den 
P u n k t e n einer Geraden u n d den reellen Zahlen angenommen wird, derzufolge 
j edem P u n k t genau eine Zahl u n d jeder Zahl genau ein P u n k t en tspr ich t . 
L ä ß t sich das beweisen? Ne in ; sondern hier setz t ein neues Axiom ein, das 
von den P u n k t e n der Geraden v e r l a n g t , daß sie eineindeutig den reellen 
Zahlen entsprechen sollen. Dieses Cantor-Dedekind 'sche Axiom bildet die 
eigentl iche Grundlage unserer gewöhnlichen ana ly t i schen Geometr ie . Doch 
werden wir spä te r eine Geometr ie kennen lernen, in welcher dieses Axiom 
n ich t gilt . 

E. Verschiedene Bemerkungen. 
Zule tz t soll noch auf gewisse Schwierigkeiten hingewiesen werden, die 

i m Begriff der reellen Zahl liegen. Diese Schwierigkeiten werden a m bes ten 
d u r c h e inen Gedankengang von Brouwer beleuchte t . N e h m e n wir an, ich 

165 



bilde eine Reihe na tür l icher Zahlen a l F ' a 2 , . . . a n , . . . nach folgender Vor­
schrift: a , = 1, a 2 = 2 ; für jeden weiteren I n d e x n soll a n = n sein, wenn die 
Fe rma t ' s che Gleichung x n - f y n = z D in ganzen Zahlen x, y , z unlösbar i s t ; 
gibt es dagegen für n > 2 Lösungen dieser Gleichung u n d bezeichnet v den 
kleinsten W e r t von n, für den eine Lösung exist ier t , so soll von dem I n d e x 
v a b a n immer = v sein, d. h. a., = a.,+1 = a v + 2 = . . . = v. D a das Fe rma t ' s che 
Problem nicht gelöst ist , wissen wir n icht , ob die Zahlenreihe a v a 2 , a 3 , . . . 
ins Endlose wächst oder ob das W a c h s t u m einmal abbr ich t u n d von d a a b 
alle wei teren Glieder k o n s t a n t sind. Mit Hilfe dieser Zahlenreihe bilden wir 
nun die Folge 

K N - t f ' - ( - t ) \ -

die d e m n a c h so an fäng t : 
— — - L i 
~2> + T ' 8 ' + 

Falls die F e r m a t ' s c h e Gleichung keine Lösung ha t , konvergier t diese Folge 
gegen 0 ; falls es dagegen eine kleinste Lösung mi t geradzahl igem E x p o n e n t e n 
gibt, konvergier t die Folge gegen eine posit ive Zahl u n d falls sie einen 
ungeradzahligen E x p o n e n t e n ha t , gegen eine negat ive Zahl . W e l c h e r 
v o n d i e s e n d r e i F ä l l e n e i n t r i t t , w i s s e n w i r n i c h t . Brouwer mein t 
nun, d a ß wir hier eine reelle Zahl vor uns haben, die weder posi t iv , noch Null , 
noch negat iv ist . U n d mit Hilfe dieses Ergebnisses sprengt er eine ganze Re ihe 
berühmter Sätze der klassischen Ma thema t ik in die Luft . 

Der Leser wird natür l ich sagen, es sei ein Unterschied , ob die Gleichung 
eine Lösung ha t oder ob wir sie kennen. An sich kann doch n u r einer der drei 
Fälle e in t re ten : die Folge geht entweder gegen 0 oder sie bleibt bei e inem 
positiven oder negat iven W e r t s t ehen ; d a ß wir es n ich t feststellen können , 
hat d a m i t n ichts zu t u n . Brouwer würde i hm darauf erwidern, d a ß möglicher­
weise das Problem p r i n z i p i e l l u n e n t s c h e i d b a r ist u n d d a ß er dahe r 
kein R e c h t habe , so zu argument ie ren . 

W e n n w i r hierzu Stellung zu nehmen hä t t en , so w ü r d e n wir sagen : 
[st das Fe rma t ' s che Prob lem unentscheidbar , so stellt diese Folge gar keine 
-eelle Zahl dar . D e n n das Wesent l iche an einer reellen Zahl ist j a ihre Ver-
de ichbarke i t mi t den ra t ionalen Zahlen — nur deshalb k a n n sie als P u n k t 
luf einer Geraden gedeute t werden. Gibt ës zahlähnliche Gebilde, die sich 
n i t den ra t iona len Zahlen nicht vergleichen lassen, so haben wir kein R e c h t , 
;ie zwischen diese einzufügen, u n d es ist n u r folgerichtig, w e n n wir solchen 
Gebilden den Cha rak t e r reeller Zahlen absprechen. 

Man k a n n genau dieselbe Über legung mi t Dez imalb rüchen anste l len, 
ndem m a n e twa die Ziffernfolge eines Dezimalbruches i rgendwie von de r 
.ösung eines m a t h e m a t i s c h e n P rob lems abhängig m a c h t . E i n Beispiel 
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dafür wäre der Dezimalbruch O a j aj a 2 a 3 . . ., wobei die Ziffer a„ gleich 1 
oder gleich 0 sein soll, je nachdem die Fe rmat ' s che Gleichung x n -f- y" = z* 
für n lösbar ist oder n icht . Der Dez imalbruch würde also beginnen 0'11000 . . ., 
abe r wir w ü ß t e n heu te nicht , ob er = 0 - l l oder > 0"11 ist . Wi r würden 
wieder sagen: W e n n das Problem unlösbar ist, so is t durch diese Vorschrift 
keine reelle Zahl definiert. 

Diese B e t r a c h t u n g e n regen uns an , dem Verhäl tn is zwischen reeller 
Zahl u n d Dez imalbruch nachzugehen. Man g laubt gewöhnlich, d a ß e in 
Dez imalbruch festliegt, definiert, gegeben ist , wenn wir seine Ziffern kennen , 
wenn uns also e twa die Folge der Ziffern ins Unendl iche hingeschrieben wird . 
Aber is t das eigentlich r icht ig? S teck t n icht h in te r der Ziffernfolge d a s 
Verfahren, das G e s e t z , das die Ziffern erzeugt? Man könn te die Frage so 
stel len: Sind regellose, unendliche Dezimalbrüche denkba r? Sind sie über­
h a u p t reelle Zahlen? Wie wäre es z. B . , wenn m a n die Aufeinanderfolge der 
Ziffern durchs Los bes t immte , wäre d a m i t eine reelle Zahl definiert — j a 
oder nein? Diese Frage würde heu te wohl verschieden bean twor t e t werden. 
W i r würden sagen: Auch wenn das In te rva l l bei Fo r t se t zung des Verfahrens 
immer weiter eingeengt wird, so haben wir doch n ich t das Rech t , hier von 
einer Zahl zu sprechen, und zwar desha lb nicht , weil von solchen Bi ldungen 
andere Gesetze gelten als von reellen Zahlen. (Kann m a n fragen, ob so e in -
Dez imalbruch ra t ional oder i r ra t iona l is t?) W a s einen hier irreführt , ist 
eine Analogie mi t dem S e h r a u m : d a geht eine Strecke, wenn m a n sie ver­
kleinert , a l lmählich in einen P u n k t über, und so ähnl ich stellt m a n sich die 
Approx imat ion einer reellen Zahl vor. W e n n m a n die Ziffernfolge, so denk t 
m a n , nur weiter u n d weiter fortsetzt , so näher t sich das In te rva l l einem 
P u n k t . Der Schluß ist irrig : so weit m a n auch geht , d i e L a g e d e s P u n k t e s 
i s t i m m e r u n e n d l i c h u n b e s t i m m t . Anders wäre es, wenn m a n ein Gesetz 
k e n n t ; denn d a n n ist eben dieses Gesetz selbst die reelle Zah l . U n d d a m i t 
k o m m e n wir auf den P u n k t zu sprechen, der die ganze Täuschung hervorruft : 
das is t die Verwechslung der E x t e n s i o n mit dem G e s e t z . Man bildet sich 
ein, d a ß m a n einen unendl ichen Dezimalbruch auf zwei Weisen bes t immen 
k ö n n t e : durch Aufzählung der Ziffern o d e r durch ein Gesetz. Aber so is t 
es n i ch t : E ine reelle Zahl e r z e u g t Ex tens ionen , sie ist keine Ex tens ion . 

E s wäre in teressant , von hier auf gewisse Theorien der Wahrschein l ichkei t 
zu blicken, die darauf beruhen, d a ß m a n einen Limes durch ein empir isches 
Verfahren, z. B . du rch eine s ta t i s t i sche Reihe definiert sein l äß t . W e n n 
der Leser e twas mehr h ierüber zu erfahren wünscht , so möge er einen Aufsa tz 
des Verfassers in der „ E r k e n n t n i s " von 1930 nachlesen. 

Zusammenfassend k a n n m a n sagen : Die reellen Zahlen wurden ge­
schaffen, u m die Limesopera t ion unbesch ränk t ausführbar zu machen . N u r 
i s t d a s keine so einfache, klare u n d durchsicht ige Opera t ion wie e t w a die 
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l b t r ak t ion , sondern eine Vorschrift , ein Gesetz zur E rzeugung ra t iona le r 
ihlen. E s g ib t n u n sehr verschiedenen T y p e n von Gesetzen u n d dem-

" ß wi rd es auch verschieden A r t e n reeller Zahlen geben. Zunächs t 
îh t es so aus , als ob sie ein e i n h e i t l i c h e s Sys tem bi ldeten, wie die ra t ionalen , 
" J . un te r s t r i chen wi rd diese Auffassung durch die gemeinsame Schreibweise 
s Dez imalbrüche . Aber schon die E n t d e c k u n g Gödels zeigt, d a ß hier 
r c h a u s andere Verhäl tnisse bes tehen. D e n n für jede Ar i thme t ik lassen sich 
eile Zahlen angeben, die mi t den Mit te ln dieser Ar i thme t ik n ich t definierbar 

Ji. Vor d e m schärferen Blick löst sich das Sys tem der reellen Zahlen in 
e unendl iche Menge verschiedener Sys teme auf, die n u r eine gewisse 

hnlichkeit mi te inander haben . 
F r a g e n wir zu le tz t : Geht die Widerspruchsfreihei t der Theorie der 

«lien Zahlen aus der Ar t ihrer K o n s t r u k t i o n aus den ra t iona len Zahlen 
î rvor? F r ü h e r g l aub te m a n d a s . Die Defini t ionen für das Rechnen mi t 
olgen s ind j a genau gewissen Lehrsä tzen nachgebi ldet (vgl. Kap i t e l 11); 
ilglich, so mein te m a n , m u ß jeder Wide r sp ruch zwischen unseren Fes t -
itzungen einen ebensolchen zwischen den beweisbaren Lehrsä tzen nach sich 
ehen. Die Un te r suchungen Gödels h a b e n jedoch gezeigt, d a ß dem nicht 
) i s t : die Widerspruchsfre ihei t der Lehre von den reellen Zahlen k a n n 
om S t a n d p u n k t der na tü r l i chen Zahlen nicht erwiesen werden. 

D e n tieferen Grund , w a r u m hier das Verfahren der Zurückführung 
ersagt, k a n n m a n sich so klar m a c h e n : W ä h r e n d eine Aussage über eine 
ositive oder negat ive oder eine ra t ionale Zahl restlos i n eine Aussage über 
atürl iche Zahlen umgeformt werden kann , ist dies bei den reellen Zahlen 
icht mehr möglich ; hier k o m m t vielmehr ein wesentl ich neues E l e m e n t 
inzu, näml ich der Begriff des G e s e t z e s (bei den Zahlenfolgen Cantors) , 
isp. der Begriff der K l a s s e oder der Eigenschaft (bei den Dedek ind ' schen 
chn i t t en) . D . h . der Ka lkü l m i t reellen Zahlen ist ein K a l k ü l m i t Gesetzen 
1er Klassen ra t iona le r Zahlen u n d daher n icht in die Sprache der r a t iona len 
ahlen überse tzbar . 
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14. Ultrareelíe Zahlen. 

E s gibt Probleme, die uns veranlassen, über die reellen Zahlen h inaus­
zuschre i ten zu Zahlensys temen, die sich unseren vier Forderungen nicht mehr 
fügen. W i r werden d a zunächst zwei Beispiele be t rach ten . 

1. W e n n sich der Leser die F u n k t i o n y = -~ graphisch darstel l t — er 
k a n n sich dabei auf die posi t iven W e r t e von x beschränken — so wird er 
f inden, d a ß die K u r v e gegen den U r s p r u n g hin immer steiler ansteigt u n d , 
w e n n x gegen 0 konvergier t , über alle Grenzen wächs t . E ine solche Stelle 
n e n n t m a n eine Unendlichkei tss tel le oder einen Pol . B e t r a c h t e n wir n u n 
verschiedene Funk t ionen , von denen j ede a n der Stelle x = x„ einen Pol 
besi tzen möge. Die Frage , die wir uns je tz t vorlegen wollen, ist d ie : K a n n 
m a n das T e m p o des W a c h s t u m s dieser Funk t ionen mi te inander vergleichen? 
K a n n m a n das Unendl ichwerden graduie ren? B e t r a c h t e n wir als Beispiel 

d ie Funk t ionen f (x) = ~ u n d g (x) = —\ . Wenn der Leser den Verlauf der 

le tz teren K u r v e in einer Zeichnung darstel l t , so wird er bemerken , d a ß sie 

stei ler anste igt als die Bi ldkurve der e rs ten Funk t ion , u n d zwar so, d a ß das 
g (x) 

Verhä l tn i s der beiden gegen <*> geht . Man sagt in diesem Falle, die 
F u n k t i o n g (x) werde von höherer O r d n u n g (stärker, schneller) unendl ich 
als die F u n k t i o n f (x) oder kürzer : g (x) is t infinitar größer als f (x). S t reb t 

g(x) 
dagegen das Verhäl tn is f einer festen numerischen Grenze zu (weder 0 
noch ), so sagt m a n , die beiden F u n k t i o n e n werden von derselben Ordnung 
unendl ich oder sie s ind infinitar gleich. D a die Beziehungen „größer" , „gleich", 
„k le iner" eine erschöpfende Dis junkt ion bilden, lassen sich die Pole in eine 
Reihe ordnen . Die vorher aufgeworfene Frage können wir nun so präzis ieren: 
K a n n m a n ein Maß einführen für das T e m p o des Unendl ichwerdens ? K a n n 
m a n die einzelnen Pole durch Zahlen charakter i s ie ren , so d a ß einem infinitar 
g rößeren Pol immer die größere Zahl en tspr ich t? E s ist leicht, eine u n b e ­
g renz te Folge von F u n k t i o n e n herzustel len, von denen jede schneller ins 

Unendl iche wächs t als die vorhergehende; z . B . die F u n k t i o n e n x , . . . 

Diese Reihe k a n n m a n weiter verd ichten , indem m a n gebrochene u n d 

schließlich reelle E x p o n e n t e n h inzun immt . Man wird n u n versuchen, der 

F u n k t i o n JL als „ M a ß " oder „ G r a d " die Zahl a zuzuordnen. A b e r d a n n s i n d 

z u r B e z e i c h n u n g d e r P o l e d i e s e s e i n e n F u n k t i o n e n t y p u s s c h o n 

12 Waismann : Einführung. 
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a l l e r e e l l e n Z a h l e n (von 0 aufwärts) a u f g e b r a u c h t . N u n gibt es noch 
andere F u n k t i o n e n , die an der Stelle x = 0 unendlich werden, z. B . | log x |. 

Vergleicht m a n n u n [log x | m i t i rgendeiner der F u n k t i o n e n so ergibt 

die Rechnung , d a ß log x langsamer gegen so geht als jede F u n k t i o n dieser 

Ar t . I log x u n t e r b i e t e t im Tempo alle Funk t ionen der F o r m ~^r. E i n e 

F u n k t i o n wie wird daher infinitar größer sein als — u n d doch kleiner 

als / + e-, wie klein m a n auch s wäh l t . Will m a n dieser F u n k t i o n ein M a ß 
beilegen, so kann m a n hierzu weder die Zahl 1 noch eine Zahl > 1 wählen — 
d i e S k a l a d e r r e e l l e n Z a h l e n r e i c h t n i c h t m e h r h i n , u m d i e O r d n u n g 
d e r P o l e z u b e z e i c h n e n . Der Re ihe der Pole k o m m t eine dichtere S t r u k t u r 
zu als dem K o n t i n u u m der reellen Zahlen. U m sie zu graduieren, m ü ß t e 
m a n zu einem „ul t ra ree l len" Zah lensys tem greifen — freilich u m den Pre is 
des Fal lenlassens einiger der Forde rungen , die wir an den Zahlenbegriff 
gestell t haben , e t w a des Archimedischen Axioms. — Der Leser beachte , d a ß 
es sich bei diesem Prob lem eigentl ich nu r u m das Auffinden eines Sys t ems 
von O r d n u n g s z a h l e n hande l t — denn Rechenopera t ionen mi t ihnen 
b r a u c h t e m a n n ich t unbed ing t zu definieren. 

2 . I n mehrfacher Hins icht in teressant sind die „hornförmigen W i n k e l " , 
die schon i m A l t e r t u m b e k a n n t u n d u m s t r i t t e n waren . W e n n sich zwei 
K u r v e n schneiden, so vers teh t m a n u n t e r ih rem Winke l gemeinhin den Winke l , 
den die im S c h n i t t p u n k t gezogenen Tangen t en mi te inander bi lden. Diese 
Winke l bi lden ein gewöhnliches archimedisches Größensys tem. N u n k a n n 
m a n auch einen anderen S t a n d p u n k t e innehmen. Die Anschauung legt u n s 
nahe , den hornförmigen R a u m zwischen den beiden k r u m m e n Linien, die 

Gesta l t , ins Auge zu fassen u n d zu fragen, 
ob sich diese R ä u m e n ich t d i rek t mi te in­
ander vergleichen lassen. D a s ist gewiß 
möglich. Zunächs t können wir den horn­
förmigen Winke l durch eine Gerade in 
zwei Teile zerschneiden (vgl. F ig . 25) 
u n d uns demnach auf Winke l beschränken , 
de ren einer Schenkel eine Gerade is t . M a n 

Fig. 25. wi rd dann n a t u r g e m ö ß denjenigen v o n 

zwei W i n k e l n für den größeren erk lären , 
der über den anderen hinausgreift (falls m a n sich die be iden Winke l so auf­
e inandergelegt d e n k t , d a ß ihre Scheitel u n d geraden Schenkel zusammen­
fallen), u n d es is t k lar , d a ß bei dieser B e s t i m m u n g die hornförmigen W i n k e l 
ein geordne tes Sys t em bi lden. ' 

W e n d e n wir dies insbesondere a n auf die Winke l , die von einer Geraden 

170 



u n d e inem sie be rührenden Kre i s gebildet werden (und die im gewöhnlichen 

Sinne gemessen alle gleich 0 s ind) , so sieht m a n , d a ß zu dem Kreis m i t d e m 

größeren R a d i u s der kleinere hornförmige Winkel gehör t . (Vgl. Fig. 26.) 

W i r wollen daher den reziproken W e r t des Radius y = co als Maß für die 

Größe des krummlinigen Winkels festsetzen. E s ist k lar , d a ß m a n dann die 

Re ihe co, 2 co, 3 co, . . . bilden kann , 

i n d e m m a n den Rad ius im entspre­

chenden Verhäl tnis verkleinert . Aber 

so weit m a n in dieser Reihe auch gehen 

m a g , n w wird immer kleiner bleiben 

als der geradlinige Winkel a. Das he iß t , 

co is t a k t u a l u n e n d l i c h k l e i n ge­

genüber a, u n d das zeigt sehr anschau­

lich, d a ß hier das Archimedische Axiom­

versagt . 

Wil l m a n diese Dinge mi t Hilfe der Rechnung verfolgen, so m u ß m a n 

zunächs t ausdrücken , d a ß die eben be t rach te t en Winke l a k t u a l unendlich 

klein s ind gegenüber einem gewöhnlichen Winkel . Man wird das t u n , indem 

m a n eine a k t u a l unendl ich kleine E inhe i t einführt , die m a n e twa so 

definiert : als E inhe i t rj gilt derjenige Winke l , den der Kre i s m i t d e m R a d i u s 1 

mi t seiner eigenen Tangen te einschließt. J e d e r andere Kre i s wi rd d a n n mi t seiner 

Tangen te den Winke l co = -~ .r¡ 

einschließen. Schneiden n u n zwei 

Kreise e inander , so setzt sich 

der hornförmige Winke l aus drei 

S tücken z u s a m m e n : aus dem 

Winkel a, den die beiden T a n ­

genten einschließen und aus den 

beiden a k t u a l unendl ich kleinen 

Winke ln co^ u n d co2. 

D e m g e m ä ß erklären wir als 

Maß des Gesamtwinkels die 

Summe 

a + Wj + t o 2 

oder 

wenn m a n mi t rt u n d r 8 die R a ­

d ien der beiden Kreise bezeichnet . F ü r die Größe r¡ ist es dabei cha rak ­

ter is t isch, d a ß n . r\ < 1 is t , wie groß m a n auch n wäh l t . 

12* 
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Will m a n diese Definit ion auf beliebige K u r v e n über t ragen , so wird 

m a n die K u r v e n im S c h n i t t p u n k t durch ihre „Schmiegungskre ise" ersetzen 

(d. i. du rch Kreise , die sich an der gegebenen Stelle möglichst eng an die 

K u r v e n anschmiegen) u n d nun die Fes t se tzung treffen, d a ß als Winke l 

zwischen den Kurvenbögen der Winke l zwischen den en tsprechenden Kreis­

bögen gel ten soll. Vorausse tzung ist dabei , d a ß die K u r v e n eine „ K r ü m m u n g " 

bes i tzen; das ist ebensowenig selbstvers tändl ich, wie d a ß sie eine R i c h t u n g 

haben . 

Schäl t m a n aus alledem den abs t r ak ten Formal i smus heraus , so handel t 

es sich d a r u m , einen Ka lkü l mi t E l emen ten von der F o r m a + b t] aufzubauen, 

i n welchem das Archimedische Axiom nicht mehr gilt . Man wird n u n Rechen­

regeln für diese Symbole festsetzen müssen. Dabei en t s t eh t na tü r l i ch die 

F rage , was m a n un te r r¡ .rj, r¡3 usw. vers tehen soll. E s liegt nahe , sie als 

a k t u a l unendl ich kleine Größen höherer Ordnung aufzufassen. Diesen 

S t a n d p u n k t n i m m t Veronese in seinen Arbei ten über die Grundlagen der 

Geometr ie ein. E r denk t sich eine Hierarchie a k t u a l unendl ich kleiner 

Größen, d. h. eine Re ihe von Größen r¡, Ç, . . ., von denen jede folgende a k t u a l 

unendl ich klein gegenüber den vorangehenden ist u n d b a u t m i t ihrer Hilfe 

eine n ichtarchimedische Geometr ie auf, bei der der einzelne P u n k t auf der 

Abszissenachse durch einen Ausdruck der F o r m 

a + brç + c £ + . . . 

gegeben is t , wo a, b , c, . . . gewöhnliche reelle Zahlen bedeuten . W a s in der 

gewöhnlichen Geometr ie ein P u n k t ist, spal te t sich hier gewissermaßen in 

eine P u n k t w e l t auf, e twa ähnl ich wie ein heller Fleck a m Himmel sich im 

Teleskop in eine Sternwolke auflöst. 

Die K o n s t r u k t i o n solcher Zahlensys teme gehört in die große Gruppe 

von Un te r suchungen über die Grundlagen der Geometr ie , du rch die un t e r 

ande rem die Frage der Unabhängigke i t der Axiome geklär t werden soll. E s 

i s t das die Frage , o b un te r den Axiomen, die wir einer be s t immten Geometr ie 

zugrundelegen, n icht ve rkapp t e Lehrsä tze auf t re ten, für die m a n nu r bisher 

den Beweis nicht gefunden h a t . D a m i t verhä l t es sich so : Gelingt es, eine 

widerspruchsfreie Geometr ie aufzubauen, in der alle Axiome gel ten mi t 

A u s n a h m e eines, so kann dieses eine gewiß keine logische Folge der übrigen 

sein. Der Aufbau einer n ichtarchimedischen Geometr ie ha t eigentl ich nu r 

d e n Zweck, die Unabhäng igke i t des Archimedischen Axioms von den anderen 

d a r z u t u n . 

Übe r die Ansicht , d a ß die Beschäf t igung mi t n ich ta rch imedischen 

Größensys t emen eine bloße Spielerei sei, wi rd sich der Leser j e tz t selbst ein 

Ur te i l b i lden können . D a ß uns solche Zahlen ungewohn t u n d sonderbar 

a n m u t e n , h a t seinen G r u n d wohl dar in , d a ß sie m i t d e m Begriff der ex tens iven 

Größe , a n den wir hauptsäch l ich denken , n ich ts zu t u n h a b e n . Gerade v o m 

172 



S t a n d p u n k t der Logik ist aber die Vergleichbarkeit der verschiedenen Größen 
einer Ar t , z. B . der Längen, nicht selbstvers tändl ich. „Diese E r k e n n t n i s " , 
sagt Hi lber t , „ is t bekannt l ich für die Geometr ie von wesentl icher B e d e u t u n g , 
scheint mir aber auch für die Phys ik von prinzipiellem In te resse ; denn sie 
führt uns zu folgendem E r g e b n i s : die Ta t sache , d a ß wir durch Aneinander­
fügen irdischer En t fe rnungen die Dimensionen u n d En t fe rnungen der K ö r p e r 
im W e l t e n r a u m errechnen, d. h. durch irdische Maße die himmlischen Längen 
messen können, ebenso die Ta t sache , d a ß sich die Dis tanzen im Atominne rn 
du rch d a s Mete rmaß ausdrücken lassen, s ind keineswegs bloß eine logische 
Folge der Sätze über Dreieckskongruenzen u n d der geometr ischen Konfigu­
ra t ion , sondern erst ein Forschungsresul ta t der Empi r i e . Die Gül t igkei t des 
Archimedischen Axioms in der N a t u r bedarf eben im bezeichneten Sinn 
geradeso der Bes tä t igung du rch das Expe r imen t , wie e twa der Sa t z von der 
Winkelsürrrme im Dreieck im bekann ten S i n n 1 ) . " E s wäre in te ressant , u n s 
Er fah rungen auszumalen, die uns zum Aufgeben des Archimedischen Axioms 
b räch ten . 

E s wurde schon e rwähn t , daß das anschauliche K o n t i n u u m nicht d a s 
ma themat i sche ist . Die reellen Zahlen lassen sich auf das erstere nicht g u t 
anwenden , u n d einige weitere Beispiele mögen uns das noch vor Augen 
führen. Denken wir uns , wir sähen auf einer Zeichnung eine große Zahl v o n 
P u n k t e n , die sich zusammendrängen u n d ungefähr das Bild eines Streifens 
ergeben, u n d zwar für das Auge, das sie aus einiger En t f e rnung b e t r a c h t e t . 
Dieser Streifen sei n i rgends scharf begrenzt , sondern verliere sich al lmählich 
in die Umgebung . Wie brei t ist nun der Streifen? D a man ihn n ich t scharf 
abgrenzen kann , so hande l t es sich d a u m eine Messung in einem ganz anderen 
Sinn, eher u m die Wiedergabe des E i n d r u c k s , den der Streifen m a c h t , 
also u m das , was m a n S c h ä t z u n g nenn t . (Das geht schon d a r a u s hervor , 
d a ß zwei nahe beieinander liegende Zahlangaben je tz t e inander n icht wider­
sprechen, während sie bei einer Messung im gewöhnlichen Sinn einen Wider ­
spruch darstellen.) Ähnlich ist die F r a g e : W o fängt in diesem Gebirgsprofil 
die Hochebene an? Auch hier ist keine Rede davon, d a ß m a n diesen P u n k t 
scharf markieren kann . I n einer ve rwand ten Si tua t ion befinden wir u n s , 
wenn wir gefragt werden : Von wo k o m m t der Schall? W i r k ö n n t e n zu r 
A n t w o r t in die R i c h t u n g -weisen, aber nu r ungefähr, und das deu t e t darauf 
h in , d a ß wir es hier mi t e inem anderen Begriff der R i c h t u n g oder m i t e ine r 
anderen Metr ik des Winke ls zu t u n haben . Ebenso verhäl t es sich mi t der 
F r a g e : Liegt dieses Orange g e n a u in der Mi t te zwischen rot u n d gelb? E s 
h a t keinen Sinn, von „ g e n a u " zu reden, es sei denn, d a ß eine Methode d e r 
Messung angegeben wird . (Farbmischung.) Aber d a n n bewegen wir uns. 

•) Axiomatisches Denken (Math. Ann., 78). 
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schon i m Bere ich der P h y s i k u n d n ich t der unmi t t e lba ren An­
schauung . 

I n all diesen Fäl len ist die Verwendung reeller Zahlen n ich t ganz a m 
P l a t z . Vielleicht wi rd m a n eines Tages eine M a t h e m a t i k des Verschwommenen 
kons t ru ie ren , die solchen Verhäl tnissen besser angepaß t is t . So könn te m a n 
sich Axiome für Zahlen formuliert denken, nach welchen „g röße r" , „g le ich" 
„k le ine r" keine erschöpfende Dis junkt ion bilden, sondern wo eigentümliche 
Zonen der U n b e s t i m m t h e i t oder der geringen Unte rsche idbarke i t vorgesehen 
sind. Aber schließlich würde das auf n ichts anderes hinauslaufen als auf die 
Formul ie rung der G r a m m a t i k des Wor t e s „ungefähr" . 
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15. Komplexe und hyperkomplexe Zahlen. 
E i n e andere E rwe i t e rung des Zahlensys tems ist viel ä l t e r : es s ind die 

imaginären Zahlen, die in der abendländischen M a t h e m a t i k seit der Mit te 
des 16. J a h r h u n d e r t s auf t re ten . E s g ib t zwei Motive, die zu einer solchen 
E rwe i t e rung d rängen . D a s eine is t algebraischer N a t u r . Die Nichtauflös-
ba rke i t der Gleichung x 2 - f -1 = 0 war der Anlaß, e inen neuen T y p u s von 
Zahlen in den Rechnungen zuzulassen, die Quadra twurze ln aus negat iven 
Größen. Daneben darf ein zweites Moment nicht übersehen werden, das 
e rs t spä te r he rvo r t r i t t : I n der Geometr ie wie in der Phys ik t r i t t der Begriff 
de r „ger ich te ten G r ö ß e " oder des Vektors auf, u n d es erweist sich n u n als 
wünschenswer t , z u m Begriff des Vektors ein rein a r i thmet isches Analogon 
zu bilden. Von hier gehen die Anregungen zur Schöpfung höherer komplexer 
Zahlen aus. 

Vorläufig aber wollen wir von den gewöhnlichen komplexen Zahlen 
sprechen, u n d d a müssen wir zunächs t etwas über die B e d e u t u n g der 
imag inä ren Zahlen für das Ganze der Mathemat ik sagen. Diese B e d e u t u n g 
liegt n ich t allein dar in , d a ß mi t ihrer Hilfe das Ziehen der Wurze l aus negat iven 
Zahlen möglich wird. D u r c h ihre E in führung erfährt vielmehr die Algebra 
u n d Analysis eine große Vere infachung; der wahre W e r t solcher Zahlen liegt 
dar in , d a ß durch sie ganz verschiedene Teile der M a t h e m a t i k mi t e inander 
in Verb indung gesetzt werden, ferner da r in , d a ß m a n eine vol ls tändige innere 
E ins ich t in manche Prob leme n u r d a n n er langt , wenn m a n die B e s c h r ä n k u n g 
auf das Reelle abstreift u n d sich in das komplexe Gebiet begibt . Als erstes 
Beispiel haben wir hier Eu le r s b e r ü h m t e Relat ion 

e I X = cos x + i sin x 
anzuführen, durch die mi t e inem Schlag ein Zusammenhang zwischen scheinbar 
ganz verschiedenart igen F u n k t i o n e n aufgedeckt wurde . Ih re volle E n t ­
fa l tung findet diese Idee in der modernen Funkt ionentheor ie , in der ganz 
allgemein Abhängigkei ten zwischen komplexen Zahlen s tudier t werden, also 
F u n k t i o n e n 

w = f (z), 

wobei z = x + i y u n d w = u -f- i v komplex sind. Die geometr ische D e u t u n g 
bes teh t j e tz t da r in , d a ß m a n sich zwei Ebenen denk t , die z -Ebene und die 
w - E b e n e , u n d n u n einem P u n k t der z -Ebene vermöge der Rechenvorschr i f t f 
e inen P u n k t der w-Ebene en tsprechen l ä ß t . E ine j ede solche -Funk t ion 
w = f (z) leis tet also eine Abb i ldung einer Ebene auf die andere , u n d es zeigt 
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sich n u n , d a ß die wesentl ichen, tiefer l iegenden Eigenschaf ten der F u n k t i o n e n 
ge rade i n der Art der durch sie vermi t te l t en Abbi ldung zutage t r e t en . So 
k a n n m a n ganze große Funkt ionsk lassen durch über raschend einfache Eigen­
schaf ten charakter is ieren , z. B . du rch die Eindeut igke i t , das Auftre ten von 
Po len usw. 

Manche Ersche inungen k a n n m a n v o m S t a n d p u n k t des Reellen über­
h a u p t n ich t vers tehen , z. B . das Verha l ten der F u n k t i o n log x. W e n n m a n 
fragt , was der Loga r i t hmus einer negat iven Zahl sei, so bietet sich folgende 
Über l egung an : Se tzen wir log (—1) = x, dann ist log ( — l ) 2 = 2 1 o g ( — 1 ) = 
= 2 x ; andererse i t s aber ist log ( — l ) 2 = log 1 = 0, also m u ß 2 x = 0 sein, 
u n d so k o m m t heraus , d a ß der Logar i thmus von — 1 Null ist , — was doch 
augenscheinl ich n ich t s t i m m t . ' W o der Fehler liegt, ist mi t den Mit teln d e r . 
S c h u l m a t h e m a t i k n ich t zu entdecken. Alles das wird klar, sobald m a n sich 
z u m S t a n d p u n k t der Funk t ionen theor ie e rheb t ; dann zeigt es sich, d a ß die 
F u n k t i o n log z unendl ich vieldeutig ist, gewissermaßen unendl ich viele einzelne 
F u n k t i o n e n dars te l l t , die aber doch wieder in ganz bes t immte r Weise zu­
s a m m e n h ä n g e n . E r s t dadurch erhäl t m a n einen Einbl ick in den komplizier ten 
Organ i smus dieser F u n k t i o n . Beschränk t m a n sich auf den Ausschni t t , den 
d a s Reelle g ib t , so entgeht einem das Wesent l iche ; m a n gleicht dem 
B e o b a c h t e r im Pla tonischen Höhlengleichnis , der nu r die Scha t t en der 
Gegens tände vorüberwandeln s ieht u n d dem die wirklichen Dinge ewig 
f remd bleiben. Dies h a t t e wohl auch G a u ß im Sinn, als er sagte , i hm sei 
„d ie Analyse eine selbständige Wissenschaft , die durch Zurückse tzung jener 
f ingierten Größen außerordent l ich an Schönheit u n d R u n d u n g verlieren u n d 
alle Augenbl icke W a h r h e i t e n , die sonst allgemein gelten, höchst lästige 
B e s c h r ä n k u n g e n beizufügen genöt igt sein w ü r d e " . 

Die geometr ische Versinnl ichung, die G a u ß von den komplexen Zahlen 
gab , w a r sehr b rauchba r für die Mathemat ik , aber sie g a b keine An twor t auf 
die F rage , m i t welchem Rech t die imaginären Zahlen eingeführt werden. 
1835 entwickel te H a m i l t o n eine Theorie , in der ganz im modernen Geist eine 
komplexe Zahl als ein P a a r (couple) von reellen Zahlen aufgefaßt wird, deren 
Verknüpfungsgesetze willkürlich gewählt werden können. W i r bezeichnen 
ein solches Zah lenpaa r m i t (a, b) u n d heißen a u n d b die Komponen ten . Die 
nachs t ehende Skizze wird die H a u p t p u n k t e des Aufbaues he rvor t re ten lassen. 

Df. 1. Zwei Zahlenpaare heißen gleich, wenn ihre K o m p o n e n t e n gleich 
s ind ; in Zeichen: 

(a, b) = (c, d) , wenn a = c u n d b = d is t . 
D i e Begriffe „ g r ö ß e r " u n d „k le iner" werden nicht eingeführt . 

Df. 2 . Die S u m m e (Differenz) zweier Zahlenpaare is t das Paa r , gebildet 
a u s der S u m m e (Differenz) der K o m p o n e n t e n : 

(a, b) ± (c, d) = (a ± c, b ± d ) . 



Man sieht sofort, d a ß alle formalen Bed ingungen für diese Begriffe erfüllt s ind . 

D f . 3 . — (a, b) = (— a, — b) . 

Aus der Defini t ion der S u m m e folgt, d a ß 

(a, b) + (a, b) = (2 a, 2 b) , 

was wir kürzer schreiben können, 

2 (a, b) = (2 a, 2 b). 

D u r c h I n d u k t i o n e rkenn t m a n , d a ß allgemein 

n (a, b) = (na, nb) 

i s t . E i n Zahlenpaar wird also vervielfacht, i ndem m a n seine K o m p o n e n t e n 

vervielfacht . Auch die Division durch eine ganze Zahl ist d a d u r c h e rk l ä r t ; 

se tz t m a n näml ich 

- 4 (a, b) = (x, y) , 

so folgt (a, b) = m (x, y) = (mx, my) , 
a b 

woraus sich x = —, y = m ergibt . D a r a u s folgt weiter : 

° (a,b) = ( n . ¿ ) ( a , b ) = ( ° a , - ^ b ) . 
Freil ich wurde dabei eine neue Voraussetzung gemacht : d a ß das assoziative 

Gesetz der Mult ipl ikat ion gilt . Nach Df. 3 ist die le tz te Formel auch noch 

r icht ig, wenn m negat iv is t , so d a ß wir allgemein für jede ra t ionale Zahl r 

haben 

r (a, b) = (ra, rb) . 

Dagegen läß t sich nicht beweisen, d a ß für eine beliebige reelle Zahl g 

Q (a, b) = ( g a , q b) 

is t . W i r werden dar in eine Fes t se tzung erblicken, die aber so getroffen is t , 

d a ß sie sich an die Mult ip l ikat ion mi t ra t iona len Zahlen anschl ießt , also der 

F o r d e r u n g der P e r m a n e n z genügt . 

W i r s ind n u n ims tande , jedes Zah lenpaar in einer Normalform darzu­

stellen. E s ist nämlich 

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a . (1, 0) + b . (0, 1) 

Die hier auf t re tenden Zahlenpaare (1, 0) u n d (0, 1) werden die „komplexen 

E i n h e i t e n " g e n a n n t u n d m i t e j , e 2 bezeichnet . D a n n stellt sich jedes Zahlen­

p a a r da r als eine l ineare K o m b i n a t i o n der E inhe i ten 

(a, b) = aej + b e 2 . 

W a s sollen wir n u n un te r dem P r o d u k t zweier Zah lenpaare ve r s t ehen? 

Schreiben wir (a, b) . (c, d) in der F o r m 

(aej + be 2 ) . (ce! + de 2 ) 

u n d rechnen wir dieses P r o d u k t n a c h den gewöhnlichen Regeln , also m i t 

B e n ü t z u n g des d i s t r ibu t iven Gesetzes aus , so k o m m e n vier verschiedene 

Verknüpfungen der E inhe i t en vor, die wir definieren müssen . Soll die Mul­

t ip l ika t ion n ich t aus d e m Sys tem herausführen, so m u ß e r . e s wieder e ine 



Zahl des Sys tems , d. h . eine l ineare K o m b i n a t i o n der E i n h e i t e n Xl e1 + ¿ 2 e 2 

sein. U n t e r den unbegrenz t vielen Defini t ionen, die sich darb ie ten , m u ß 

j e t z t eine gewähl t werden. Der einzige Le i t s te rn , nach d e m wir u n s r i ch t en 

können , ist der Zweck, den das Sys tem erfüllen soll. Dieser Zweck wi rd 

er re icht , wenn wir folgende Fes t se tzungen treffen: 

e1. e1 = e 1 

e^ . e 2 — e2 . e^ = e 2 

e 2 • e 2 = e^. 

D u r c h diese Formelgruppe wird un te r den unendl ich vielen mögl ichen 

komplexen Zah lensys temen eines ausgeschieden. Die Mult ip l ikat ion n i m m t 

d a n n folgende Ges ta l t a n : 

(a, b) . (c, d) = (ac — bd , ad + bc). 

W i r überzeugen u n s n u n zunächs t , d a ß die Zah lenpaare (1 , 0) u n d (0, 0) 

i n diesem Sys tem ganz die Rolle der 1 u n d der 0 spielen; so is t z. B . 

(a, b) + (0, 0) = (a, b) genau wie a - j - 0 = a 

(a, b) . (0, 0) = (0, 0) genau wie a . 0 = 0 

(a, b) . (1 ,0 ) = (a, b) genau wie a . 1 = a. 

Allgemein wird d e m Zah lenpaa r (a, 0) die reelle Zahl a en tsprechen u n d 

m a n e rkenn t so, d a ß e s e i n T e i l s y s t e m d e r k o m p l e x e n Z a h l e n g i b t , 

die Zahlen von der F o r m (a, 0), d a s d e m d e r r e e l l e n Z a h l e n e i n e i n d e u t i g 

u n d i s o m o r p h e n t s p r i c h t . (Von ähnl ich k a n n m a n je tz t n ich t sprechen, 

weil wir die Re la t ionen „größer" , „k le iner" n icht definiert haben.) 

Der Übe rgang zur gewöhnlichen Dars te l lung bes teh t n u n dar in , d a ß 

m a n e± = 1 u n d e 2 = i s e t z t ; d a n n l au ten die Mult ipl ikat ionsregeln 

1 . 1 = 1 

1 . i = i . 1 = i 

i . i = — 1 , 

u n d auf der le tz ten Formel be ruh t es eben, d a ß m a n mi t Hilfe dieses Sys tems 

die Gleichung x 2 = — 1 lösen kann . H ä t t e n wir die Mult ipl ikat ionsregeln 

anders gefaßt — was v o m S t a n d p u n k t der Logik genau so zulässig gewesen 

wäre — so h ä t t e n wir diesen Zweck n ich t erreicht . E s ist also die spä te re 

Anwendung , die über die W a h l der Defini t ion entscheidet . 

Die Division wird als die inverse Opera t ion der Mul t ip l ikat ion eingeführt . 

Se tz t m a n 

a-PbT = x + i y . 

so is t 1 = (a 4 - bi) (x + iy) , 

d. h . 1 = (ax — by) + i (ay + bx) . 

Vergleicht m a n Reelles m i t Reel lem, Imag inä res m i t I m a g i n ä r e m , so ergib t 

s ich 
a _ _ b 

x — a ' + b s « Y — — a ä + b 2 
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a + b i — a 2 - | - b 2 . a i + b * 1 ' . 
E i n e Größenordnung h a b e n wir bisher n ich t festgelegt. W i r wollen 

n u n eine Fes t se tzung treffen, i n d e m wir e twa erk lären : (a, b) soll größer oder 
kleiner sein als (c, d) , je n a c h d e m a > c oder a < c i s t ; ist aber a = c, 
so soll die E n t s c h e i d u n g davon abhängen, ob b > d oder b < d ist . I m Sinn 
dieser Fes t se tzungen w i r d 

(0, 1) < (1 ,0) 
sein. Aber so oft wir auch das l inke Zahlenpaar vervielfachen, so ist doch 
s t e t s 

n . (0, 1) = (0, n) < (1 , 0) . 
E s hö r t also (wie es nach den allgemeinen E r ö r t e r u n g e n von S. 162 sein muß) 
die Gül t igkei t des Archimedischen Axioms auf: (0, 1) erscheint in dieser Auf­
fassung a k t u a l unendl ichklein gegenüber (1 , 0) . 

K a n n m a n n ich t auch Zahlen einführen, die eine Dars te l lung i m drei­
dimensionalen R a u m , allgemein in einem n-dimensionalen R a u m ver langen? 
Man wi rd d a n- tupe l von Zahlen 

K . a * . • • • a n) 
zu b e t r a c h t e n h a b e n u n d für sie die Defini t ionen der Gleichheit , der Summe , 
der Differenz u n d der Mul t ip l ika t ion mi t einer reellen Zahl in ganz analoger 
Weise geben. J e d e r solche Ausdruck k a n n d a n n als l ineare K o m b i n a t i o n 
von n „ E i n h e i t e n " dargestel l t we rden : 

( a i , a 2 , . . . a n ) = a x ej + a 2 e 2 + . . . + a„ e n . 
Will m a n auch die Mult ip l ikat ion einführen u n d sich dabei von der Analogie 
mi t der gewöhnlichen Buchs tabenrechnung lei ten lassen, so m u ß m a n fest­
legen, was m a n un te r dem P r o d u k t zweier E inhe i t en e r . e s ve rs tehen will. 
U n d hier gibt es n u n zwei Möglichkeiten: E n t w e d e r dieses P r o d u k t l äß t 
sich mi t den bisherigen Mit te ln n ich t dars te l len; dann m u ß m a n e twa neue 
E inhe i t en einführen, deren Mult ipl ikat ion m i t den bisherigen Zahlen wieder 
neue E inhe i t en erfordert , so d a ß das ursprüngl iche Sys tem immer mehr 
erwei ter t werden m u ß . Oder das System ist geschlossen in dem Sinn, d a ß 
das P r o d u k t zweier E inhe i t en wieder eine Zahl des Sys tems is t ; m a n wird 
d a n n auf den Ansa tz geführt 

; : e r • e s = «1 e l + » 2 e 2 + • • • + « n e n -

F ü r jede der n 2 möglichen K o m b i n a t i o n e n müssen wir uns n u n eine solche 
Formel gebi ldet denken, u n d i n d e r A n g a b e d e r n 3 K o e f f i z i e n t e n d i e s e r 
F o r m e l n l i e g t d a s C h a r a k t e r i s t i s c h e e i n e s j e d e n s o l c h e n Z a h l e n ­
s y s t e m s 1 ) . 

*) Grassmann, einer der Schöpfer der höheren komplexen Zahlen, hat in einer 
Arbeit aus dem Jahre 1855 nicht weniger als 16 verschiedene Arten der Multiplikation 
behandelt. 
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D a s S t u d i u m dieser „ h y p e r k o m p l e x e n " Zahlen h a t gewisse al lgemeine 
W a h r h e i t e n zu tage gefördert . We ie r s t r aß ha t in einer 1863 in Ber l in gehal­
t e n e n Vor lesung gezeigt, d a ß solche Zahlensys teme zwar denkmögl ich s ind, 
d a ß m a n aber in ihnen auf gewisse fundamenta le Rechengesetze verz ich ten 
m u ß : en tweder hö r t bei d e m R e c h n e n mi t diesen Zahlen das k o m m u t a t i v e 
Gesetz der Mul t ip l ika t ion auf, so d a ß a . b -von b . a zu unterscheiden is t 
(und d a s h a t zur Folge, d a ß es d a n n zwei Ar ten von Divisionen g ib t ) . Ode r 
d a s k o m m u t a t i v e Gesetz l ä ß t sich aufrechterhal ten , d a n n gehen aber andere 
wicht ige Gesetze der Ar i thme t ik verloren, z. B . der Satz , d a ß ein P r o d u k t 
zweier Zahlen nu r d a n n verschwinden kann , wenn wenigs tens einer der be iden 
F a k t o r e n Null i s t ; in diesem Fal le k a n n die Division unendl ich v ie ldeut ig 
werden . D a s Pe rmanenzp r inz ip l ä ß t u n s hier im St ich, d a es n ich t m e h r 
e indeut ig den W e g vorzeichnet , den wir bei der E rwe i t e rung zu gehen haben . 
Ver langt m a n , d a ß das k o m m u t a t i v e Gesetz der Mul t ip l ika t ion e rha l t en 
bleibe u n d d a ß eine algebraische Gleichung (z. B . ax + b = 0) m i t von Nul l 
verschiedenen Koeffizienten n ich t unendl ich viele Lösungen besitze, so bleiben 
n u r die gewöhnlichen komplexen Zahlen übr ig . Diese nehmen also e ine 
ausgezeichnete Stel lung ein. D a r i n l iegt die An twor t auf die Frage , de ren 
Lösung G a u ß angekündig t , aber n ich t gegeben h a t t e , „ w a r u m die Re la t ionen 
zwischen Dingen , die eine Mannigfal t igkei t von m e h r als zwei Dimens ionen 
darb ie ten , n ich t noch andere in der allgemeinen Ar i thme t ik zulässige A r t e n 
von Größen liefern k ö n n e n " . 

D e r Leser wi rd nun fragen : I s t das alles n icht nu r eine Spielerei ? K a n n 
m a n mi t solchen hyperkomplexen Zahlen e twas Vernünft iges anfangen? 
D a wollen wir n u r auf ein solches Sys tem hinweisen, das eine gewisse An­
w e n d u n g er langt ha t , auf die Q u a t e r n i o n e n H a m i l t o n s 1 ) . E s s ind das , 
wie der N a m e sagt , viergliedrige Zahlen, die sich aus einer reellen u n d dre i 
wei teren E inhe i t en aufbauen, die m a n als ger ichte te Größen (Vektoren) in 
unse rem dreidimensionalen R a u m deu ten kann . Ohne hier genauer auf diese 
Dinge einzugehen, wollen wir nu r soviel sagen, d a ß die Qua te rn ionen eine 
sehr nütz l iche Rolle bei der m a t h e m a t i s c h e n B e h a n d l u n g der D r e h u n g 
(genauer : der Drehs t r eckung , d. h. einer Drehung des dre id imensionalen 
R a u m e s u m den Anfangspunk t , v e r b u n d e n mi t einer S t reckung in e inem 
b e s t i m m t e n Verhäl tnis) spielen u n d d a ß darauf ihre B e d e u t u n g in der P h y s i k 
b e r u h t . Solche Dreh Streckungen spielen näml ich gerade bei der D e u t u n g 
gewisser F o r m e l n der Re la t iv i t ä t s theor i e — der „Loren tz t r ans fo rma t ionen" — 
in de r v ierd imensionalen R a u m — Z e i t — W e l t Minkowskis eine Rol le . — A u s 
d e m N a c h l a ß v o n G a u ß geh t hervor , d a ß er schon 1819 die Qua te rn ionen u n d 
ih re A n w e n d u n g e n g e k a n n t h a t . 

*) . .Lectures on Quaternions", 1853. 
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16. Erfinden oder Entdecken? 
Unsere Erö r t e i ungen s ind ein gutes Beispiel , u m die Lehren der Schul­

logik auf die P robe zu stellen. N a c h dieser Lehre soll die B i ldung der Begriffe 
d u r c h A b s t r a k t i o n (Absehen von Merkmalen) resp. d u r c h D e t e r m i n a t i o n 
(Hinzufügen von Merkmalen) geschehen. Geht das n u n wirkl ich so vor 
s ich? H a t m a n e t w a zuers t einen al lgemeinen Begriff der Zahl u n d w i r d dieser 
Begriff schri t tweise eingeengt d u r c h Zusa tz a r tb i ldender Merkmale , so d a ß 
m a n zu d e m Begriff der komplexen Zahl , d a n n zu dem der reellen Zah l usf. 
h inabs te ig t? Oder sollen wir u n s umgekehr t vorstel len, d a ß m a n von den 
Begriffen der Zah la r t en ausgehend durch Hervorheben der gemeinsamen 
Eigenschaf ten zu d e m allgemeinen Zahlenbegriff gelangt ? Aber welches s ind 
diese al lgemeinen Eigenschaf ten? D a s Schema, das wir früher umrissen 
h a t t e n (auf S. 162), is t für die na tü r l i chen u n d ganzen Zahlen zu weit , ander ­
seits zu eng, u m die Veronesischen u n d die komplexen Zahlen aufzunehmen. 
U n d das ist eine sehr charakter is t i sche S i tua t ion : Welches Sys tem von 
Forde rungen immer m a n stell t , n ie is t m a n sicher, den Begriff der Zahl genau 
umgrenz t zu haben ; denn was g ib t uns die Gewähr , d a ß n ich t neue Zah l a r t en 
e n t d e c k t werden, die unsere Forde rungen ver le tzen? Oder sollen wir in d e m 
Fal l erklären, solche Gebilde dür f ten nicht Zahlen g e n a n n t werden? 

„ K a r d i n a l z a h l " , „ganze Z a h l " , „ ra t iona le Z a h l " wird m a n scharf um­
grenz te Begriffe n e n n e n ; denn jeder von ihnen ist du rch e inen K a l k ü l de­
finiert. F r a g t m a n aber, was m a n un te r einer Zahl (im allgemeinen) ve r s teh t , 
so k a n n m a n n ich ts besseres t u n als e rk lä ren : U n t e r den Begriff „ Z a h l " 
fallen die genann ten Gebilde u n d alle die, die ihnen i rgendwie ähnl ich s ind; 
wobei wir die Art der Ähnl ichkei t absicht l ich offen lassen. W e n n m a n mein t , 
i n der M a t h e m a t i k müssen alle Begriffe klar u n d scharf definiert sein, so wollen 
wir nu r darauf hinweisen, d a ß der Mathemat ike r den al lgemeinen Begriff 
der Zahl n ich t nöt ig h a t . In der T a t , w o wäre dieser Begriff bei unseren Be­
weisen vorgekommen? 

Mit der F r a g e : W a s ist eine Zahl? ve rhä l t es sich ähnl ich wie mi t der 
F r a g e : W a s ist e in P u n k t ? Z u n ä c h s t : H a t das W o r t „ P u n k t " in der 
eukl id ischen Geometr ie der E b e n e dieselbe B e d e u t u n g wie in der eukl id ischen 
Geometr ie des R a u m e s ? D u r c h a u s nicht ; von einem P u n k t gel ten in l e t z t e rem 
Fal l m e h r Regeln als im ers te ren . Dieses W o r t h a t also nu r in einer b e s t i m m t e n 
Geometr ie eine k la r umrissene B e d e u t u n g . Stellen wir die met r i sche Geo­
me t r i e , d ie affine, die projekt ive u n d die Topologie nebeneinander , so v e r b i n d e t 
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jede von ihnen mi t d e m gleichen W o r t einen anderen Sinn, der eigentl ich 
ers t d u r c h die Aufzählung sämtl icher Axiome der betreffenden Wissenschaft 
charak te r i s ie r t i s t . Gebrauch t m a n nun das W o r t „ P u n k t " schlechthin , 
ohne nähere E r k l ä r u n g , also wohl als Analogon zu dem, was m a n e t w a in der 
eukl id ischen Geometr ie der E b e n e so n e n n t , so verl ier t es seine p r ä g n a n t e 
B e d e u t u n g u n d n i m m t eine vage , verschwommene an . U n d genau dasselbe 
Umsch lagen ins Vage, Verschwommene können wir bei dem Begriff der Zahl 
verfolgen, wenn wir ihn n ich t m e h r du rch einen be s t immten K a l k ü l definiert 
sein lassen. E s wi rd d a n n e inigermaßen unsicher, was man noch eine Zahl 
nennen soll. Z. B . könn te m a n auch eine algebraische Gleichung eine „ Z a h l " 
n e n n e n oder ein E l e m e n t einer a b s t r a k t e n G r u p p e ; oder auch einen Satz , 
m i t d e m die symbolische Logik kalkul ier t (ja hierfür sprächen sogar mancher le i 
Analogien, d a für Sätze gewisse Verknüpfungen definiert sind, die m a n 
„ S u m m e " u n d „ P r o d u k t " n e n n t u n d d a m a n ferner die Rolle der Tautologie 
u n d der K o n t r a d i k t i o n mi t der der Zahlen 1 u n d 0 vergleichen kann) . O b 
m a n den Begriff der Zahl so weit fassen will, is t schließlich eine F rage des 
Gefühls u n d der T rad i t i on . 

D r ü c k e n wir es so a u s : Die einzelnen Zahlbegriffe (Kardina lzahl , ganze 
Zahl usw.) b i lden eine F a m i l i e , deren Glieder eine Fami l ienähnl ichke i t 
haben . W o r i n bes teh t die Ähnl ichkei t der Glieder einer Famil ie ? N u n , einige 
haben dieselbe Nase , andere dieselben Augenbrauen u n d andere wieder die­
selbe G a n g a r t ; u n d diese Ähnl ichkei ten überdecken sich z u m Teil. W i r 
b r auchen n ich t zu behaup ten , d a ß sie alle eine Eigenschaf t gemein haben 
müssen ; selbst wenn es eine solche Eigenschaft gäbe , m u ß n ich t sie es sein, 
welche die Fami l ienähnl ichkei t ausmach t . I n diesem Sinn werden wir die 
Ausdrucksweise verwenden, das W o r t „ Z a h l " bezeichnet n ich t e inen Begriff 
(im Sinne der Schullogik), sondern eine „Begriffsfamilie". W i r wollen d a m i t 
sagen, d a ß die einzelnen Zah lenar ten mi te inander auf mannigfache Weise 
v e r w a n d t sind, ohne d a ß sie in einer Eigenschaf t , e inem Zug übe re ins t immen 
müssen . 

Dasselbe gilt von den Ausdrücken „ A r i t h m e t i k " , „ G e o m e t r i e " , „ K a l k ü l " , 
„ O p e r a t i o n " , „Bewei s" , „ P r o b l e m " u. a. Sie alle bezeichnen Begriffsfamilien, 
u n d es h a t wenig W e r t , über ihre genaue Abgrenzung zu d i sku t ie ren . Wil l 
m a n den Begriff der Ar i t hme t ik erklären, so wi rd m a n auf Beispiele hinweisen 
u n d den Begriff soweit reichen lassen als die Ähnl ichke i t m i t diesen Beispielen 
re icht . Gerade d a s Offene, Unabgeschlossene dieses Begriffs h a t auch sein 
Gu tes , d e n n es g ib t der Sprache die Fre ihei t , neue E n t d e c k u n g e n in ein 
b e k a n n t e s Schema zu fassen. 

Diese Dinge m u ß t e n hier ausgeführt werden, weil sie den H i n t e r g r u n d 
abgeben für eine F rage , die sich der g rübe lnde Geist immer wieder s te l l t : 
S ind die Zahlen Schöpfungen des menschl ichen Geistes oder k o m m t ihnen 
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eine se lbs tändige Ar t des Seins zu? W e r d e n s i e e r f u n d e n o d e r w e r d e n 
s i e e n t d e c k t ? W e r die bisherigen B e t r a c h t u n g e n überbl ickt , k a n n über 
den Ausfall der An twor t n icht i m Zweifel sein. Sollen wir unsere Ansicht 
i n eine kurze Formel fassen, so würden wir sagen : die B e d e u t u n g eines 
Zeichens ergibt sich aus seiner Verwendung. Die Regeln der Verwendung 
v e r l e i h e n dem Zeichen erst seine Bedeu tung . W i r lehnen d a m i t die Auf­
fassung a b , d a ß die Regeln aus der Bedeu tung der Zeichen folgen. Gerade das 
is t eine Liebl ingsansicht vieler Phi losophen; wir wollen diese Meinung 
genaue r prüfen, u m zu sehen, welchen Wer t sie d a n n noch behal ten wird . 

Der bedeu tends te Ver t re te r der besprochenen Auffassung ist Frege . 
E r such t die „formale Auffassung" der Ar i thme t ik — so n a n n t e er die d a m a l s 
au fkommende axiomat ische Bet rachtungsweise — durch eine t iefdr ingende 
Analyse ih re r Voraussetzungen a d absurdum zu führen. Seine Argumen te 
treffen z u m Teil auch uns , u n d es wird daher zur Kla rhe i t be i t r agen , wenn 
wir unsere Ansicht an der Kra f t seiner Gründe messen. Seine Auffassung 
l ä ß t s ich in vier Argumen te zusammenfassen. 

1. Argument . Man kann zwar die Ar i thme t ik als ein Spiel m i t Zeichen 
ansehen ; aber d a n n geh t uns der eigentliche Sinn des Ganzen verloren. W e n n 
ich j e m a n d e m gewisse Regeln für den Gebrauch des Gleichheitszeichens 
gebe — i h m also sage, d a ß er von der Formel a = b auf die Formel b = a 
übergehen darf, ferner von den Formeln a = b u n d b = c auf die Formel 
a = c — habe ich i h m dami t den S i n n dieses Zeichens mi tge te i l t ? Vers teh t 
er n u n , was das Zeichen „ = " bedeu te t ? Oder habe ich i h m nu r eine mecha­
nische Anweisung z u m Gebrauch des Zeichens gegeben, d ie er auch befolgen 
k ö n n t e , ohne eine A h n u n g von ih rem Sinn zu h a b e n ? Doch wohl das L e t z t e r e ! 
D a n n geh t aber der formalen Auffassung der A r i t h m e t i k gerade das Wich t igs t e 
ver loren, der Sinn, der sich in den Zeichen ausspr ich t . Diesen Sinn k a n n m a n 
n u r d u r c h d a s D e n k e n erfassen, durch einen geistigen Vorgang. 

E r w i d e r u n g : Gesetzt , es sei so. W a r u m beschreiben wir d a n n n ich t 
l ieber gleich diesen geistigen Vorgang? Aber w e n n m a n mich fragt , was die 
F o r m e l „1 + 1 = 2 " bedeute t , so werde ich n ich t m i t einer Schi lderung 
meines Geis teszus tandes an twor t en , sondern mi t einer Z e i c h e n e r k l ä r u n g . 
I c h werde sagen, diese Formel bedeu te in W o r t e n , ,eins u n d eins ist gleich zwei' ' 
ode r , , '1 4- 1' darf du rch ' 2 ' erse tz t werden" ; oder ich führe in e inem Beispiel 
den G e b r a u c h dieser Formel vor . Als An twor t gebe ich also 1. Überse tzungen 
de r a r i t hme t i schen Formel in die W o r t s p r a c h e u n d 2. Anwendungen . I c h 
ve rknüpfe dieses Zeichen mi t anderen Zeichen, m a c h e es zum Teil eines 
S y s t e m s v o n Zeichen u n d Opera t ionen , u n d d a s g i b t i h m seinen Sinn. 

M a n s a g t : Aber ich weiß doch, was d a s Zeichen „ = " he iß t , u n d auf 
d ie F r a g e „ n u n , was heißt es d e n n ? " g ib t m a n sich eine R e i h e von A n t w o r t e n : 
E s h e i ß t „g le ich" , es he iß t „e r se tzbar d u r c h " , wenn es zwischen zwei Zeichen 
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s t e h t , bedeu t e t d a s l inke das Gleiche wie das rech te ; 2 X 2 ist z . B . gleich 4 , 
(a + b ) 2 is t gleich a 2 + 2 a b -f- b 2 , kurz man vers innbi ldl icht sich die ver­
schiedenen Verwendungen des Zeichens. .Man ha t s ich n ich t e i n e An twor t 
gegeben , sondern viele. Die BedeutungAler Formel 1 + 1 = 2 ist gleichsam 
d ie ganz A u r a auf d e m G r u n d unserer W o r t s p r a c h e , die wieder ein Gewebe 
v o n Zeichen u n d Opera t ionen is t . 

Diese Über legung zeigt zugleich, was der berecht ig te K e r n an Freges 
K r i t i k is t . R i c h t e t m a n näml ich das Augenmerk ausschließlich auf die 
formelhafte Sei te der Ar i thme t ik , löst m a n sie ganz von der Anwendung los, 
t r e n n t m a n all die F ä d e n durch , welche sie m i t unserer W o r t s p r a c h e ver­
b inden , d a n n erhä l t m a n freilich ein bloßes Spiel. W e n n wir ein K i n d nu r 
solche F o r m e l n l eh r t en u n d wei ter n ich t s , würde i h m das entgehen, was 
wi r den S inn des Ganzen nennen . Frege h a t t e also dar in recht , d a ß er in der 
Ar i t hme t ik m e h r sah, als ein solches Formelspiel . Aber was hier fehlt, ist 
n icht ein Vorgang des Vers tehens , der das Lesen der Fo rme ln beglei tet , 
sondern die D e u t u n g der Fo rme ln . U n d diese D e u t u n g bes teh t in gar n ich t s 
a n d e r e m als in der E ing l iederung der Regeln des Ka lkü l s in einen weiteren 
s y n t a k t i s c h e n Z u s a m m e n h a n g . W e n n ich ein K i n d außer den Forme ln a u c h 
noch die Überse tzungen dieser Fo rme ln i n die Wor t sp r ache lehre u n d ver­
schiedene Beispiele der Anwendung — en tgeh t i h m dann noch immer der 
e igent l iche S inn? U n d m a c h t es von den Zeichen noch immer einen bloß 
mechanischen Gebrauch ? 

2 . A r g u m e n t . E s ist also die Anwendung , welche die Ar i thmet ik von 
e inem Spiel un te r sche ide t . Worauf be ruh t aber die Anwendung? „ O h n e 
e inen G e d a n k e n i n h a l t " , sagt Frege , „wi rd auch keine A n w e n d u n g mögl ich 
sein. W a r u m k a n n m a n von einer Stel lung von Schachfiguren keine A n ­
w e n d u n g m a c h e n ? Offenbar, weil sie keine G e d a n k e n a u s d r ü c k t . W a r u m 
k a n n m a n -toa a r i t hme t i schen Gleichungen Anwendungen machen? N u r 
weil sie Gedanken a u s d r ü c k e n . " (Grundgesetze der Ar i thmet ik , I I . Bd . , § 9 1 . ) 

E r w i d e r u n g : D e n k e n wir uns , m a n erfände e in a r i thmet isches Spie l , 
d a s genau so aussieht wie die wirkliche Ar i thmet ik , aber z u m Unte rsch iede 
von dieser nie angewendet wird, sondern nu r z u m Vergnügen dient — 
w ü r d e es noch einen Gedanken inha l t ausd rücken? Die meis ten w ü r d e n 
diese F r a g e wohl verneinen. W a s ^ m u ß also h inzukommen , d a m i t eine 
Gle ichung der A r i t h m e t i k e inen Gedanken inha l t ausd rück t ? Die A n w e n d u n g 
u n d n u r diese. M a t h e m a t i k ist es dann , wenn die Gleichung zum Ü b e r ­
g a n g von e inem Sa tz z u m anderen verwende t w i r d (vgl. K a p . 9) ; u n d sons t 
i s t es Spiel . Zu sagen, d a ß eine Ste l lung v o n Schachfiguren keine G e d a n k e n 
a u s d r ü c k t , is t vorei l ig; d e n n d a s h ä n g t ganz von u n s a b . Gesetz t , d a ß sich die 
T r u p p e n i m K r i e g so bewegen wie die F igu ren auf d e m Schachfeld, d a n n 
k ö n n t e u n s d a s veranlassen , du rch eine Ste l lung von F igu ren e inen S i n n 
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auszudrücken ; ein Schachzug erhiel te n u n eine B e d e u t u n g , u n d die Offiziere 
w ü r d e n sich genau so über das Schachbre t t beugen wie j e t z t über die General ­
s t a b s k a r t e . Die Bewegung der F iguren wäre eben e in Abbi ld wirkl icher 
Vorgänge u n d n ich t ein „bloßes Spie l" . „Wei l ein Schachzug keine Gedanken 
ausd rück t , k a n n m a n von ihm keine A n w e n d u n g m a c h e n . " Soll te es n ich t 
richtiger he ißen : weil wir keine Anwendung vorgesehen haben , d r ü c k t ein 
Schachzug keine Gedanken aus? 

E i n Gegner w i r d vielleicht erwidern, gerade das Gesagte beweise die 
Rich t igke i t v o n Freges Anschauungen . D e n n woran liegt es n u n , d a ß eine 
Ste l lung von Schachfiguren e twas ausdrücken k a n n ? D o c h n u r d a r a n , d a ß 
die Ste ine auf dem B r e t t die T r u p p e n auf d e m Schlachtfeld b e d e u t e n ; d a ß 
sie also Z e i c h e n v o n e t w a s s ind. D a s führ t uns in den Gedankenkre i s des 

3 . Argumentes . Die Anwendung der Ar i thme t ik k a n n nu r darauf be ruhen , 
„ d a ß die Zahlzeichen e twas bedeu ten , die Schachfiguren aber n i c h t s " . (§ 90.) 
Man sage n icht , d a ß der Ma thema t ike r durch seine Defini t ion die Zahlen 
schafft . „ E s k o m m t hier darauf an, sich k la r zu machen , was Definieren 
he iß t u n d was d a d u r c h erreicht werden k a n n . Man scheint i h m vielfach 
eine schöpferische Kra f t zuzu t rauen , w ä h r e n d doch dabei wei ter n i c h t s 
geschieht , als das e t w a s abgrenzend hervorgehoben u n d mi t e inem N a m e n 
bezeichnet wird. W i e der Geograph kein Meer schafft, w e n n er Grenzlinien 
zieht u n d s ag t : den von diesen Linien begrenzten Teil der Wasserf läche 
will i ch Gelbes Meer nennen, so k a n n auch der Ma thema t ike r d u r c h sein 
Definieren n ich ts eigentlich schaffen. Man k a n n auch n ich t e inem Dinge 
durch bloße Definit ion eine Eigenschaf t anzaubern , die es n u n e inmal n icht 
ha t , es sei denn die eine, n u n so zu heißen, wie m a n es b e n a n n t h a t . D a ß 
aber ein e i rundes Gebilde, das m a n mi t T in t e auf Pap i e r hervorbr ing t , du rch 
eine Definit ion die Eigenschaft e rha l ten soll, zu E i n s addier t E i n s zu er­
geben, k a n n ich nu r für einen wissenschaft l ichen Aberg lauben ha l t en . E b e n s o ­
gu t k ö n n t e m a n d u r c h bloße Defini t ion einen faulen Schüler fleißig machen . 
E r s t wenn m a n bewiesen ha t , d a ß es einen Gegens tand u n d n u r einen ein­
zigen v o n der ve r lang ten Eigenschaf t g ibt , i s t m a n in der Lage , diesen Gegen­
s t a n d mi t dem E i g e n n a m e n „ N u l l " zu belegen. Die Nul l zu schaffen ist 
also unmögl ich . " (Bd. I , S. X I I I . ) 

Dieses Argumen t besagt a lso: E i n Zeichen m u ß e twas bezeichnen, 
sonst is t es bloße Druckerschwärze auf dem Papier . N u r weil es Zahlen gibt , 
is t die Ar i t hme t ik eine Wissenschaf t . 

E r w i d e r u n g : Der K e r n der Sache liegt in der l e tz te ren B e h a u p t u n g . 
W i r wollen sie weder bes t re i ten noch zugeben, sondern wir fragen e infach: 
Welche r Sinn k o m m t dieser B e h a u p t u n g zu? D a r a u s w i r d sich j a ergeben, 
was wi r v o n ih r zu h a l t e n haben . D a ß die Zah len n ich t dasselbe s ind wie die 
Zeichen, die wir aufs Pap i e r schreiben, d a ß es v ie lmehr auf den G e b r a u c h 

13 Wattman»: Einführung. 
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n k o m m t , den w i r von den Zeichen machen , das is t so klar , d a ß da rübe r 
r 

nich t e in W o r t zu verl ieren is t . W a s aber Frege sagen will, is t mehr , wei t 
m e h r : E r me in t , d a ß die Zahlen schon i rgendwie da sind, so d a ß die E n t ­
deckung der imag inä ren Zahlen e t w a der E n t d e c k u n g eines f remden E r d ­
teiles zu vergleichen is t . W a s sollen wir von dieser Auffassung ha l t en? 
Verdeut l ichen wir u n s die Sache a n einem Beispiel! N e h m e n wir an, wir 
h ä t t e n uns ein Zah lensys tem ausgedacht , d a s aus n E inhe i t en i 1 ( i 2 , . . . i n 

bes teh t , wir h ä t t e n ferner Vorschrif ten gegeben, wie m i t diesen Zahlen zu 
r echnen is t . W i r fragen n u n : Ex is t i e ren diese Zahlen — j a oder ne in? Frege 
m u ß diese F r a g e verne inen u n d h a t sie verne in t . E r schreibt in bezug auf 
dieses Beispiel ausdrückl ich : „Ni rgends is t bewiesen, d a ß es solche E inhe i t en 
gebe, n i rgends is t bewiesen, d a ß m a n d a s R e c h t habe , sie zu schaffen. E s 
is t unmögl ich . i ^ , , i 2 ' usw. als bedeutungsvol le E i g e n n a m e n aufzufassen, 
ähnl ich wie ,2 ' u n d , 3 ' . " (Bd. I I , §141.) E r h ä t t e höchs tens zuges tanden , 
d a s sei ein in te ressantes Spiel. W i e aber, wenn sich dieses Spiel für die 
M a t h e m a t i k als ungemein f ruch tbar erwiese? W e n n m i t seiner Hilfe die 
Lösung von P r o b l e m e n gelänge, die bis dah in unangrei fbar waren? Sollen 
wir d a n n noch i m m e r sagen, diese Zahlen exist ieren doch in Wirk l ichke i t 
n i c h t ? Ke in M a t h e m a t i k e r w i r d so denken , sondern m a n wird m i t diesen 
Gebi lden ebenso a rbe i ten wie m i t den negat iven oder m i t den i r ra t iona len 
Zah len . M a n sage n ich t , das seien leere Möglichkei ten; denn so ging es t a t ­
sächl ich zu bei der E in füh rung der imag inä ren Zahlen, der H a m i l t o n s c h e n 
Qua te rn ionen , der a k t u a l unendl ich kle inen Zahlen Veroneses, die u r sprüng­
lich alle n ich t viel m e h r gewesen s ind wie ein Spiel, b is sich ih r großer N u t z e n 
herausgeste l l t h a t . W a s is t na tür l i cher als zu sagen : I m Fal le de r imag inä ren 
Zahlen , der Qua te rn ionen usf. h a t sich eine A n w e n d u n g gefunden, u n d des­
h a l b s ind sie Gegens tände der Wissenschaft ; in anderen Fäl len is t eine solche 
A n w e n d u n g ausgebl ieben, u n d d a r u m ist es Spiel? 

E i n A n h ä n g e r Freges wi rd nun vielleicht e rwidern : D a s zeigt eben, 
d a ß in d e m einen Fa l l e twas Objekt ives vorliegt , in d e m anderen n ich t . Sehr 
woh l ! Aber d a n n bleibt jedenfalls bes tehen, d a ß das K r i t e r i u m der Ex i s t enz 
die A n w e n d b a r k e i t is t . N u n , d a n n ist auch der ganze S i n n der Aussage , 
die j e n e n Zahlen ob jek t ive Ex i s t enz zuspr icht , i n der Anwendbarke i t gelegen, 
u n d diese Aussage b e d e u t e t n ich t u m ein J o t a m e h r . 

4 . A r g u m e n t . W e n n m a n wirkl ich neue Zahlen schaffen k ö n n t e , u m ein 
bis d a h i n unlösbares P r o b l e m lösbar zu machen — z. B . de r Gle ichung 
x 2 - f 1 = 0 eine L ö s u n g z u ver le ihen, — w a r u m wende t m a n dieses einfache 
Mi t te l n ich t übera l l an , u m sich un lösba re P rob leme zu en t led igen? D i e 
Gle ichung l x = 2 l ä ß t z. B . ke ine Lösung zu , wenigs tens so lange m a n s ich 
auf die b isher b e k a n n t e n Zah len b e s c h r ä n k t . G u t , schaffen wi r e ine n e u e 
Z a h l , u n d n u n i s t diese Gle ichung lösbar 1 Ginge d a s wohl? Ne in , m i t d e m 

« O f t 



W o r t e „schaffen" is t n i ch t s g e t a n . Be i de r Aufgabe, die Gle ichung 
x 2 + 1 = 0 zu lösen, gel ingt eine E rwe i t e rung des Zahlengebie tes , bei 
•der Gleichung l 1 = 2 gel ingt es n i ch t mehr . O b es gel ingt oder n ich t , d a s 
M n g t n ich t v o n uns a b , sondern von objek t iven Gesetzen, u n d a n d iesen 
f indet jene vorgebliche Schaffensmacht ihre Sch ranken . 

Allein gerade die nähere E r w ä g u n g eines solchen Fal les ve rwande l t 
d a s A r g u m e n t gegen das Schaffen in solches für dieses. W e n n m a n näml i ch 
fragt , ob sich das Zahlengebiet erwei tern läß t oder n ich t , so setz t die F r a g e 
vo raus , d a ß der Zahlbegriff e indeut ig be s t immt is t . U n d d a scheint es n u n , 
a l s sei die F r a g e zu verne inen , als k o m m e m a n v ie lmehr i rgendwo g le ichsam 
a n den R a n d des Zahlenre iches ; d e n n die Gle ichung 1* = 2 l äß t eben ke ine 
L ö s u n g zu . I n Wirk l ichke i t ve rhä l t es sich d a m i t so : Wol l t e m a n e inen K a l k ü l 
b i lden , m i t welchem sich j ene Gleichung lösen l ä ß t , so ginge d a s schon ; n u r 
w ä r e das ein sehr se l t samer K a l k ü l , g rundversch ieden von al ledem, was m a n 
sons t „ Z a h l k a l k ü l " oder „ A r i t h m e t i k " nenn t . Gewisse fundamenta le Gesetze 
unserer Ar i t hme t ik w ü r d e n d a ihre Gel tung ver l ieren; eine Zahl dieses 
K a l k ü l s w ü r d e z. B . d u r c h Hinzufügen einer gewöhnl ichen Zahl n ich t g rößer 
werden usw. — aber alles das wäre schließlich kein E i n w a n d gegen ihn . 
Frei l ich, er wäre e twas ganz Isol ier tes , gle ichsam ein F r e m d k ö r p e r u n t e r 
den anderen Ka lkü len , u n d d a r u m erscheint u n s ein solches Sys tem n ich t 
als Fo r t se t zung unseres Zahlenreiches . Diese Ta t sache d rücken wir aus 
in der e twas unk la ren F o r m , das Zahlengebiet lasse nach dieser R i c h t u n g 
keine Erwe i t e rung zu, es gäbe keine solchen Zahlen . Aber das he iß t doch 
n u r : W i r verzichten darauf, einen solchen Ka lkü l einen Zah lka lkü l zu nennen . 

F ü r Frege s t and die Al te rna t ive so: E n t w e d e r wir h a b e n es m i t T i n t e n ­
s t r ichen auf Pap ie r zu t u n —• das gäbe keine A r i t h m e t i k ; oder wir m ü s s e n 
zugeben, d a ß die Zeichen eine B e d e u t u n g haben , u n d d a n n exis t ie r t die 
B e d e u t u n g unabhäng ig von den Zeichen. Aber die B e d e u t u n g ist j a n ich t 
e in Ding , das auf geheimnisvolle Weise mi t d e m Zeichen gekuppe l t i s t ; 
sondern sie ist die Verwendung des Zeichens, u n d über diese gebieten w i r. 
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Nachwort. 
Zule tz t erfüllt der Verfasser noch gern die Pfl icht , auf diejenigen Quellen 

hinzuweisen, die er — soweit sie n icht schon im T e x t ausdrückl ich g e n a n n t 
s ind — bei Abfassung dieses Buches b e n u t z t h a t . E s s ind das vor allem 
die Vorlesungen über „ E l e m e n t a r m a t h e m a t i k v o m höheren S t a n d p u n k t e 
a u s " von Fel ix K l e i n u n d die „Theor ie u n d A n w e n d u n g der unendl ichen 
R e i h e n " von K o n r a d K n o p p . 

Hinsicht l ich der Grundlagen der M a t h e m a t i k h a t der Verfasser e ine 
Anzahl von Gedanken aus e inem unveröffent l ichten Manuskr ip t geschöpft , 
in welches H e r r Ludwig W i t t g e n s t e i n i hm Einb l ick zu n e h m e n e r l aub t 
h a t . D ie Ausführungen über I n d u k t i o n S. 74 bis 79, die K r i t i k an Freges 
u n d Russel ls Defini t ion des Begriffs „gle ichzahl ig" (S. 86 bis 89), die auf S. 
94f. darges te l l ten Ideen , ferner die B e m e r k u n g , d a ß der Begriff der Gleich­
hei t n ich t no twendig t r ans i t i v sein müsse (S. 51), die S te l lungnahme zu ge­
wissen B e h a u p t u n g e n Brouwers (S. 166f.) , schließlich die S. 164f. u n d S. 173 
vorge t ragenen Gedanken über das anschaul iche K o n t i n u u m , die Ausführun­
gen über die Zahl als Begriffsfamilie auf S. 182 u n d die Kr i t i k a n dem 
ers ten A r g u m e n t auf S. 183f. s ind dieser Arbei t e n t n o m m e n . D o c h will 
der Verfasser hinzufügen, d a ß er schon wegen der K ü r z e der Da r s t e l l ung 
n ich t ganz sicher is t , wie weit s ich seine Ausführungen mi t den G e d a n k e n 
Wi t t gens t e in s decken u n d d a ß er desha lb selbst die V e r a n t w o r t u n g für seine 
Dar s t e l l ung ü b e r n i m m t . 
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