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Vorwort.

Auf zwei Arten wird versucht, fachwissenschaftliche Kenntnisse einem
breiteren Leserkreis bekanntzumachen. Die einen Popularisatoren behandeln
inmitten von Schilderungen der Probleme und der dufleren Umstinde, die
zu ihrer Stellung und Losung gefiihrt haben, die eigentlichen Schwierig-
keiten des Gegenstandes moglichst kurz und lassen den ILeser hochstens
durch geistreiche Vergleiche das Wesen derselben ahnen. Die anderen ver-
schmihen es, die wesentlichen Schwierigkeiten in irgendeiner Form zu
umgehen, und bemiihen sich, gerade sie dem Leser ndherzubringen, wozu
es nur einen Weg gibt: eine restlose Klarheit, wie sie sich vielfach nicht
einmal in den fiir einen engen I.eserkreis bestimmten Originalarbeiten
{indet.

Diesen zweiten Weg zu beschreiten und ans Ende zu gehen, stellt hohe
Anforderungen an den Autor. Selbst die geistreichsten Vergleiche und die
blendendsten Bemerkungen in -gemeinverstindlichen Darstellungen der
ersten Art kénnen dem Fachmann, dem sie in die Hand fallen, nur zu oft
nicht iiber den Zweifel hinweghelfen, ob der Autor selbst den Gegenstand
vollig erfafit. Restlose Klarheit hingegen ist nur einem wissenschaftlichen
Schriftsteller moglich, der den behandelten Stoff wirklich durchdrungen hat.

Freilich — gemeinverstindliche Biicher der zweiten Art stellen auch
etwas hohere Anforderungen an den Leser. Er muffi manche ihm unge-
wohnte und daher vielleicht zunidchst ein wenig miihsame Gedankenfolge
unter der Anleitung des Autors durchdenken. Dafiir kann er dann aber
sicher sein, daf er nicht einem oberfldchlichen Halbverstindnis, sondern
wirklicher Einsicht zugefiihrt wird.

Es scheint mir sehr begriiflenswert, dafl hinsichtlich der modernsten
Mathematik der Verfasser des vorliegenden Buches sein piadagogisches Ge-
schick zur Abfassung einer gemeinverstindlichen Darstellung verwendet, die
den Leser in die wirkliche Denkweise einfiithrt, die in wichtigen Teilen
dieser Wissenschaft den Forscher lenkt, Wer dieses Buch liest, erfihrt

keine Anekdoten, die mit den Auflerlichkeiten mathematischer Gelehrten-
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arbeit verkniipft sind, er erlangt auch nicht eine fliichtige Ubersicht iiber
tausend mehr oder weniger wichtige Probleme, die den Mathematiker be-
schiftigen, aber er gewinnt eine griindliche Einsicht in die Art, in welcher
einige sehr fundamentale Fragen behandelt werden. Und wenn er das Buch
gelesen und durchdacht hat, so hat er — vielleicht anfinglich mit einiger
Miihe, aber infolge der Klarheit der Darstellung jedenfalls mit einem Min-
destmafl von Mithe — einen Einblick in einige recht schwierige Fragen und
Ergebnisse der Mathematik gewonnen, vor allem in s'olche, die. fiir den

Philosophen von Interesse sind.

Dariiber hinaus werden im vorliegenden Buche auch Fragen der mathe-
matischen Philosophie behandelt und damit Gebiete gestreift, auf denen
die Meinungen der hervorragendsten Forscher seit jeher und bis auf den
heutigen Tag stark auseinandergehen.

Sind die mathematischen Sitze empirischen Ursprungs, wie M i1l und
"und M ach meinten? Sollen wir K ant glauben, der die arithmetischen und
die geometrischen Sidtze als synthetische Urteile a priori erklirte? Hat
Poincaré recht, wenn er sagte, dafl zwar die arithmetischen Grundsitze
synthetische Urteile a priori, die geometrischen Sitze hingegen analytisch
wiren, — oder Frege, der die arithmetischen Grundsitze fiir analytisch
und die geometrischen Wahrheiten fiir synthetisch hielt? Oder kdnnen wir
schliefilich denjenigen folgen, welche mit Russell die samtlichen mathe-
matischen Sitze als analytisch bezeichnen? Werden die mathematischen
Sétze durch die Erfahrung verbiirgt? Beruhen sie letztlich auf Intuition und
Evidenzerlebnissen? Sind sie dadurch begriindet, daf die Mathematik ein
Teil der Logik und diese, wie man heute ofters sagt, ein System von
Tautologien ist? Oder besteht die Begriindung der Mathematik im Be-
weis ihrer Widerspruchsfreiheit?

Ich, fiir meinen Teil, glaube, daf keine einzige von all diesen Fragen
zu bejahen ist, dab das, was der Mathematiker tut, nichts anderes ist, als
die Herleitung von Aussagen mit Hilfe gewisser aufzuz}ihlender (in ver-
schiedener Weise wihlbaren) Methoden aus gewissen aufzuzihlenden (in
verschiedener Weise wihlbarer) Aussagen — und daf alles, was Mathematik
und Logik iiber diese, einer ,,Begriindung® weder fihige noch bediirftige
Titigkeit des Mathematikers aussagen kdnnen, in dieser simplen Tatsachen-
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feststellung besteht. Ahnlich ist die Grundeinstellung des vorliegenden
Buches, das iiber einige Fragen der mathematischen Philosophie auch’ neue
Gedanken vortrigt. Dafl es kaum méglich sein diirfte, auf diesem Gebiete
ungeteilte Zustimmung zu finden, ist angesichts der geschilderten Divergenz
der Ansichten wohl klar. Aber auch in Punkten, in denen man dem Buche

vielleicht nicht ganz zustimmt, diirfte man vieles anregend finden.*)

*

In der theoretischen Physik und in manchen Zweigen der technischen
Wissenschaften, neuerdings auch in Teilen der Biologie und der Wirt-
schaftstheorie, wird Mathematik verwendet, d. h. Aussagen werden vielfach
in so allgemeiner und konziser Form vorgetragen, dafi es unumginglich not-
wendig ist, die Praxis des mathematischen Herleitens von Aussagen aus
Aussagen zu beherrschen, wenn man die Formulierung der einzelnen und
die Verkniipfung der verschiedenen Aussagen durchblicken, insbesondere
von den Ausgangssitzen zu den Folgerungen weiterschreiten will.

Aber auch in Wissenschaften, wo die Sachlage eine andere ist, wie

z. B. in der Jurisprudenz, in der Soziologie, in den ohne Mathematik

*)} Kenner der Philosophie der Mathematik werden beachten, wie in dem Ab-
schnitt iber die vollstindige Induktion auseinandergesetzt wird, daB — um es ganz
schlicht auszudriicken — ihre Hinzunahme zu den Ausgangssatzen oder Herleitungs-
regeln die Herleitung eines umfassenden Bereiches von Aussagen gestattet, die ohme
ihre Hinzunahme nicht hergeleitet werden kénnen, und zwar von Aussagen iiber ,,alle’
natiirtichen Zahlen, da die vollstindige Induktion als eine Festsetzung iiber den Gebrauch
des Wortes ,,alle’* fiir die natiirlichen Zahlen aufgefa8t wird. — Was die auf Cantor
und Frege zuriickgehende Definition der Gleichzahligkeit betrifft, so wird man wohl
zugeben, daB sie nur eine von vielen méglichen Prizisierungen des vagen und mehr-
deutigen Gebrauches darstellt, der von diesem Wort in der Umgangssprache gemacht
wird — eine Einseitigkeit, die sie freilich wohl mit jeder definitorischen Prazisierung
eines Wortes der Umgangssprache teilt; auch wird man vielleicht zustimmen, da8 die
von ihr fiir die Anwendung auf die Erfahrung angegebenen Kriterien, verglichen mit
denen der iiblichen Definitionen grundlegender physikalischer Begriffe, wie Lingen-
gleichheit, Gleichzeitigkeit u. a., nicht praziser sind — allerdings, wie mir scheint, auch
nicht weniger prazise. Die groBe mathematische Bedeutung dieser Definition beruht
denn auch vorwiegend auf ihrer Fruchtbarkeit, d. h. auf dem Umstand, daB so viele
Folgerungen aus ihr hergeleitet werden konnten. Aber gerade weil diese Definition
sich als so besonders fruchtbar erwiesen hat, da8 neben ihr bisher iiberhaupt keine andere
Definition aufzukommen vermochte, ist es gewiB von Nutzen (speziell auch, um der
irrtiimlichen Auffassung vorzubeugen, als sei sie die einzig denkbare Definition), daB
auf sonstige diesbeziigliche Moglichkeiten hingewiesen wird.
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arbeitenden Teilen. und Darstellungen der Wirtschaftstheorie, wo also eine
Praxis in den verschiedenen speziellen Methoden mathematischen Her-
leitens entbehrlich ist, wiirde doch die Kenntnis der mathematischen
Methode, wie ich glaube, oft von grofiem Nutzen sein, ja, in fast jéder
Diskussion iiber irgendeinen Gegenstand gibe es Gelegenheit, diesbeziig-
liche Einsichten zu verwerten. Nicht etwa, daB bei grofierer Verbreitung des
Einblickes in die Methode der Mathematik notwendigerweise viel mehr
Kluges gesagt wiirde als heute, aber es wiirde sicher viel weniger Un-
kluges gesagt. '

Welchen Teil der Mathematik man zum Zwecke dieser theoretischen
Propiadeutik studiert, ob es die Arithmetik oder die Algebra, ob es ana-
lytische Geometrie oder Axiomatik der Elementargeometrie, ob es Mengen-
lehre oder moderne Logik ist, ~— das ist ziemlich belanglos. Es kommt
darauf an, daB es eine Schrift oder eine Vorlesung ist, die das allgemein
Methodische nicht ganz vernachlassigt. Die Lehrbucher der Logik, véllig
unberiihrt von der modernen Entwicklung dieser Wissenschaft, wie sie heute
zur philosophischen Propideutik verwendet werden, sind allerdings zu einer
solchen Einfithrung in die mathematischen und logischen Methoden unge-
cignet. Ja, die Spezialisierung des mathematischen Unterrichtes bringt es
mit sich, daff selbst in vielen hoheren mathematischen Lehrbiichern und
Vorlesungen der prinzipielle Gesichtspunkt, aus dem auch der Nichtmathe-
matiker so vielen Nutzen ziehen konnte, vernachlissigt wird.

Hingegen ist dieser methodische Gesichtspunkt gerade das. was z. B.
in der vorliegenden Schrift in den Vordergrund geriickt wird. Und darum
wiirde eine weite Verbreitung des Buches sicher in vieler Hinsicht

Nutzen stiften.

Karl Menger.



Es ist das Ziel der folgenden Betrachtungen, einen Einblick in das Wesen
der mathematischen Begriffsbildung zu geben, also von dem, was der Mathema-
tiker treibt, etwa das herauszuheben, was einen philosophischen Betrachter
daran interessieren koénnte. Damit ist schon der Unterschied gegeniiber
den Lehrbiichern der Mathematik gegeben: der Leser findet hier nicht
ein System von Lehrsitzen mit vollstindig ausgefiihrten Beweisen, er findet
nicht Rechnungen und Beispiele, auch nicht Anwendungen der Mathematik —
alles das soll zuriicktreten zugunsten einer Darstellung der mathematischen
Ideen.

An erster Stelle soll hier nun ausfithrlicher vom Aufbau des Zahlen-
reiches gehandelt werden. Die Wah!l dieses Themas bedarf einer kurzen
Rechtfertigung. Von intuitiven Gesichtspunkten ausgehend, hatten Leibniz
und Newton die Differential- und Integralrechnung geschaffen. Das 18. Jahr-
hundert bringt einen auBerordentlichen Aufschwung dieser Forschungen,
eine glinzende Entdeckung reiht sich an die andeve, sowohl im Bezirk der
reinen Analysis wie im Gebiet ihrer Anwendungen. Nicht mit Unrecht hat
man diese Periode der Mathematik mit dem Zeitalter der groBen Entdecker
und Seehelden verglichen. Die Mathematiker jener Zeit hatten das Gefiihl,
in eine neue geistige Welt einzudringen, begierig, die Umrisse des Kontinents
zu erforschen, der sich da vor ihnen aus dem Nebel erhob. Mit jener Reihe
wunderbarer Entdeckungen kontrastiert seltsam das Dunkel, das iiber die
Grundlagen dieser ganzen Gedankenschépfung gebreitet lag. Man kann nicht
behaupten, daB sich Leibniz und Newton iiber die Bedeutung eines Differential-
quotienten sehr klar gewesen wiren. lhre Ausfithrungen schwanken, aber
in der Hauptsache schwebte ihnen wohl etwas wie ein Rechnen mit un-
endlich kleinen GréBen vor. Was das heiBen soll, ist schwer zu sagen; und
so haftet der ,,Infinitesimalrechnung’ seit ihrer Geburt eine gewisse Dunkel-
heit an. Klar denkende Geister, wie der Philosoph Berkeley, haben mit
threr Kritik nicht zuriickgehalten; in der Schrift , The Analyst (1737)
findet der Leser eine recht eingehende Erdrterung der neuen Wissenschaft,
die ziemlich vernichtend ausfillt. DaB nicht nur Philosophen so gedacht
haben, daB auch den Mathematikern selbst bei ihrem Tun nicht ganz wohl
war, bezeugt ein Ausspruch von Lagrange, der dem Ausgang des 18. Jahr-
hunderts angehort; er meinte, der Zustand der Mathematik sei wahrhaft
beklagenswert: sie wimmle von Widerspriichen und wenn sie trotzdem
zu so groBen Erfolgen gefiihrt habe, so lige das nur daran, daB Gott in seiner
Allgiite es so gefiigt habe, daB sich die Fehler gegenseitig aufheben.



Kein Wunder, wenn dieser Kalkiil als etwas Unbegreifliches, fast als
etwas Mystisches erschien, eine Kunst mehr als eine Wissenschaft, ein-
gegeben von der Inspiration, aber -nicht zuginglich dem logischen Denken.
Diese Auffassung ging dann sogar in die Lehrbiicher iiber. So ist z. B. bei
Liibsen, einem im vorigen Jahrhundert sehr bekannten Autor, zu lesen,
daB die Differentialrechnung ein mystisches Operieren mit unendlich kleinen
GroBen ist; das Differential ist ein Hauch, ein Nichts; und dann folgt
ein englisches Zitat: Das Differential ist der Geist einer abgeschiedenen
GroBe.

Im breiten Publikum lebt diese Auffassung bis auf den heutigen Tag
fort und hat da manchen seltsamen Gedanken gezeitigt. Ein Beispiel dafiir
ist das bekannte Buch Vaihingers ,,Die Philosophie des Als-Ob", in welchem
die Meinung vertreten wird, unser theoretisches Denken wiirde vielfach
von Fiktionen gefithrt, d. h. von bewuBt falschen Annahmen, die sich aber
durch den Erfolg bewihren. Eine Hauptstiitze dieser Ansicht erblickte
Vaihinger in der.Differential-- und -Integralrechnung, -deren - Grundbegriffe,
wie er meinte, durchaus fiktiver Natur sind. Es ist bezeichnend, daB die
Zeugen, die Vaihinger fiir seine Ansicht aufruft, durchwegs Mathematiker
des 17. und 18. Jahrhunderts sind, also Minner, welche die modernen Ideen
noch gar nicht kannten.

In Wirklichkeit hat schon die erste Hilfte des 19. Jahrhunderts in
dieses Dunkel einiges Licht gebracht; wir nennen hier nur Gauf, Cauchy
und Bolzano; diese Forscher bahnen die neue kritische Periode der Mathematik
an, in welcher viel mehr als frither auf klare Definition der Begriffe und
logische Strenge der Beweise gedrungen wird. Thr Werk wird fortgesetzt
und in gewissem Sinn abgeschlossen von WeierstraB, Cantor und Dedekind.
Bei den Forschungen dieser Gelehrten hat sich nun herausgestellt, daB die
eigentliche Wurzel der Schwierigkeiten in einer klaren Fassung des Begriffes
des Kontinuums lag; dieser Begriff hingt nun sehr eng mit dem Begriff
der irrationalen Zahl zusammen; und so verstehen wir es, daB jene Forscher
schlieBlich auf die Untersuchung des Zahlbegriffes gefiihrt wurden. Seit
den Vorlesungen von WeierstraB} ist es iiblich, eine strenge Darstellung der
Differential- und Integralrechnung mit einer Erorterung des Zahlbegriffes
zu beginnen,

Auch wir wollen diesen Weg einschlagen, um uns mit den wichtigsten
Begriffen der heutigen Mathematik bekannt zu machen.



1. Die verschiedenen Zahlarten.

Die Zahlen, die sich uns am frithesten darbieten, sind die natiirlichen
Zahlen oder die Kardinalzahlen 1, 2, 3, 4, . . . ., die wir zum Zihlen von
Dingen beniitzen. Um den folgenden Betrachtungen etwas mehr Anschaulich-
keit zu geben, wollen wir uns einer Methode bedienen, von der wir noch
oft Gebrauch machen werden, nimlich der geometrischen Versinnlichung
der Zahlen durch Punkte auf einer Geraden. Zu dem Zweck wihlt man
auf einer Geraden einen beliebigen Punkt, den Anfangspunkt, ferner eine
beliebige Strecke, die Lingeneinheit, und trigt nun diese Strecke wieder-
holt nach einer Richtung ab. Den so entstandenen Punkten ordnet man
die Zahlen 0, 1, 2, 3, . ... zu.

o 1 2 3 4 5

Figur 1.

Diese Punkte sind nun die ,,Bilder* der Zahlen und es ist fiir viele Zwecke
vorteilhaft, unsere Vorstellungen an diese Skala von Punkten anzukniipfen.
Statt von der Zahlenreihe werden wir fortan auch von einer Punktreihe
sprechen. .

Welche Eigenschaften kommen nun dem System der natiirlichen
Zahlen zu?

1. Esist ein geordnetes System, d. h. von zwei verschiedenen Zahlen
steht immer fest, welche der andern vorangeht; mit andern Worten: die
Beziehungen a > b, a=b, a<{b (a groBer als b, a gleich b, a kleiner
als b) bilden einc vollstindige Disjunktion.

2. Deshalb hat es Sinn, den Begriff ,,zwischen*‘ auf Zahlen anzuwenden
und etwa zu sagen: die Zahl ¢ liegt zwischen a und b. Damit ist gemeint
a>>c¢> b oder a < c <b. Untersucht man nun die Zahlen auf die Be-
ziehung ,,zwischen’‘ 'hin, so st6Bt man-auf eine ganz charakteristische Eigen-
schaft: jede Zahl liegt zwischen zwei anderen, ihrem unmittelbaren Vor-
ginger und ihrem unmittelbaren Nachfolger. Zwischenzweiunmittelbar
aufeinanderfolgenden Zahlen 14Bt sich keine weitere einfiigen.

3. Nur eine einzige Zahl macht eine Ausnahme: die Zahl 0, die keinen
Vorginger besitzt. Dagegen gibt es keine Zahl, die nachfolgerlos wire.
Wir wollen diese Tatsache in der Form ausdriicken: die Zahlenreihe besitzt
ein erstes, aber kein letztes Element; oder: sie ist einseitig unendlich.
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Uberlegt man nun, worauf die Moglichkeit der Abbildung der Zahlen
auf Punkte einer Geraden beruht, so erkennt man unschwer, daB es die
eben erwiahnten Eigenschaften sind, die genau so der Punktreihe zukommen:
auch sie ist geordnet, sobald man etwa die Punkte von links nach rechts
durchliuft und denjenigen Punkt als frither ansieht, der weiter links liegt;
und ebenso steht es mit den andern angefiihrten Eigenschaften: die Struktur
des Zahlensystems 148t sich auf die des Punktsystems iibertragen.

Auf zwei weitere Eigenschaften des Zahlensystems kommen wir, sobald
wir die arithmetischen Operationen in den Kreis unserer Betrachtung ziehen.
Welche von den vier Grundspezies der Arithmetik (Addition, Subtraktioa,
Multiplikation, Division) lassen sich im Bereich der natiirlichen Zahlen un-
umschrinkt ausfithren, sodaB das Ergebnis allemal wieder eine natiirliche
Zahl ist? Offenbar nur zwei: die Addition und die Multiplikation. Die Aus-
fithrung der Subtraktion a—b ist dagegen an die Bedingung gebunden, daf3
der Minuend a groBer ist als der Subtrahend b; und die Division geht nur
dann auf, wenn der Dividend ein Vielfaches des Divisors ist.

Verkniipft man die Zahlen des Bereiches beliebig durch Addition und
Multiplikation miteinander, so tritt man aus dem Bereich nie hinaus. Die

natiirlichen Zahlen erweisen sich in dieser Hinsicht als eine charakteristische .

Ganzheit, als ein abgeschlossenes System. Wir wollen diese Tatsache so
ausdriicken, daB wir sagen: der Bereich der natiirlichen Zahlen ist ab-
geschlossen gegeniiber der Addition und Multiplikation, nicht abgeschlossen
gegeniiber den beiden anderen Rechenoperationen. Gerade dieser letztere
Umstand war nun der AnlaB, das System der natiirlichen Zahlen nach zwei
Richtungen zu erweitern: man hat erstens die negativen und dann zweitens
die gebrochenen Zahlen eingefithrt, um so die Unabgeschlossenheit des
Zahlenbereiches zu beseitigen. Werfen wir nun einen niheren Blick auf
diese Zahlschépfungen!

Die negativen Zahlen kann man sich so entstanden denken, daB man den
AufbauprozeB der Zahlenreihe, nimlich die wiederholte Hinzufiigung der
Zahl 1, nach der entgegengesetzten Seite hin ausfithrt; so steigt man von
der Zahl 3 zur Zahl 2 hinab, von 2 zu 1, von 1 zu 0 und schlieBlich von da
zu Zahlen, die man der Reihe nach mit —1, —2, —3 usw. bezeichnet und
in der unten angedeuteten Weise durch Punkte darstellt:

—_—

G4 -3 -2 -1 (] 1 2 3 &
Figur 2.

Positive und negative Zahlen faBt man zusammen unter dem Namen ,,ganze
Zahlen®.

4



Vergleichen wir nun die ganzen Zahlen mit den natiirlichen Zahlen!
Welche Eigenschaften sind bei dieser Erweiterung intakt geblieben? Sie
sind noch immer ein geordnetes System; daher hat der Begriff ,,zwischen”
Sinn; aber es gibt jetzt keine Zahl mehr, die allen andern vorangeht; das
System hat weder ein erstes noch ein letztes Element, es ist beiderseitig
unendlich. Unbeschrinkt ausfithrbar sind jetzt drei Operationen.: neben
der Addition und Multiplikation auch noch die Subtraktion. Dagegen ist
der Quotient zweier ganzer Zahlen im allgemeinen keine ganze Zahl.

Um auch diese letztere Operation unbeschrinkt ausfithrbar zu machen,
hat man eine weitere Art von Zahlen eingefiihrt, die gebrochenen Zahlen.
Ganze und gebrochene Zahlen zusammen nennt man ,rationale Zahlen".
Das System der rationalen Zahlen ist abgeschlossen gegeniiber ailen vier
Rechenoperationen. Man kommt also aus dem System nicht hinaus, wie
immer man die einzelnen Individuen durch die vier Operationen verkniiptt.
Ein System von dieser Eigenschaft nennt man auch einen ,,Kérper” (das
Wort ist hier in einem technischen Sinn gebraucht, etwa wie in dem Ausdruck
,, JKorperschaft, ,,corpus juris). Das System der rationalen Zahlen ist
geordnet; denn von zwei verschiedenen Briichen steht eindeutig fest, welcher
der kleinere und welcher der gréBere ist; dabei kann man sich auch die
ganzen Zahlen formal als Briiche geschrieben denken. Versucht man da-
gegen die rationalen Zahlen nach dem fritheren Muster als Punkte auf einer
Geraden darzustellen, so tritt uns eine eigentiimliche Schwierigkeit entgegen:
die Briiche liegen offenbar zwischen den ganzen Zahlen, und dementsprechend
miiBten wir den Raum zwischen den dquidistanten Punkten der Fig. 2 durch
weitere Punkte ausfiillen. Aber wie sind diese Punkte gelagert? Wenn wir

. 1 . . L
etwa die Zahl 5 herausgreifen — gibt es da auch noch etwas wie einen un- -
mittelbaren Vorginger oder einen unmittelbaren Nachfolger? Ganz und
L . 1 .
gar. nicht! Denn wenn ich irgend einen Bruch nehme, der 5 S0 nahe liegt

wie man will, so ist es doch ein Leichtes, einen weiteren Bruch anzugeben,

der% noch niher liegt. (Der Leser beweise z. B., daB3 zwischen den beiden
rationalen Zahlen % und %immer die Zahl %i% gelegen ist.)

Der Gesamtheit der rationalen Zahlen kommt daher e¢ine Struktur zu,
die von der der natiirlichen und der ganzen Zahlen véllig verschieden ist:
zwischen zwei rationalen Zahlen liBt sich immer wieder eine rationale Zahl
einschalten. Zur Charakterisierung dieser eigentiimlichen Struktur hat
man den Begriff ,,d i ¢ h t** geprigt. Wir definieren: Ein geordnetes System
von Dingen heiBit dicht, wenn zwischen je zwei Dingen des Systems allemal
wieder ein Ding des Systems liegt. In den rationalen Zahlen lernen wir ein
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erstes Beispiel eines dichten Systems kennen. Die natiirlichen und die ganzen
Zahlen haben diese Eigenschaft nicht.

Die Tatsache der Dichtheit erschwert es nun auBerordentlich, ein an-
schauliches Bild von der Verteilung der rationalen Zahlen zu gewinnen,
Wir kénnen zwar zwischen den Punkten, welche die ganzen Zahlen markieren
sollen, weitere Punkte einschalten; aber wir miissen uns nun den ProzeB
des Einfiligens zwischen diesen Punkten unbegrenzt fortgesetzt denken, sodaf§
in jedes noch so schmale Intervall der Zahlenlinie unendlich viele rationale
Punkte zu liegen kommen. Versucht man sich dieses System als fertiges
Ganzes vorzustellen, so kommt man unvermeidlich zu Seltsamkeiten. Ein
Beispiel dafiir gibt schon die Gesamtheit der echten Briiche, mit Ausschluf
von Qund 1, ab. Die Klasse dieser Punkte hat offenbar Platz auf dem Intervall
der Zahlenlinie zwischen 0 und 1, wir werden also versucht sein, sie uns als
eine Punktmenge vorzustellen, welche diese Strecke wie ein unendlich feiner
mikroskopischer Staub bedeckt. Diese Vorstellung driangt uns den Gedanken
auf: Wenn ich die Gerade durchlaufe, sagen wir von links nach rechts und
dabei von einem Punkt links von O beginne, dann muB ich doch irgendein-
mal auf ein erstes Element der Punktmenge stoflen und, wenn ich das
ganze Intervall durchwandert habe, schlieBlich auf ein letztes; die Menge
muf einen Punkt besitzen, der am weitesten links und einen andern, der
am weitesten rechts gelegen ist. Und doch lehrt eine einfache Besinnung,
daB das ganz unmoglich ist: es gibt eben zufolge der Struktur der rationalen
Zahlen keinen kleinsten echten Bruch (und ebensowenig einen griBten).
Begrifflich besteht hier nicht die mindeste Schwierigkeit; die Menge der
echten Briiche ist klar und scharf definiert; aber der Versuch, diesen Begriff
in ein anschauliches Bild umzusetzen, fihrt zu Paradoxien — ein Beleg
dafiir, wie wenig uns die Anschauung iiber solche Verhiltnisse lehren kann,
sodaf8 man verfithrt wird, wenn man sich ihr allein anvertraut.

Was wir bisher geschildert haben war die schrittweise Erweiterung
des Zahlenbereiches,  die mit-den rationalen Zahlen zu einer Art Abschlul
kommt. Und mancher wird geneigt sein, zu meinen, dieser AbschiuB sei
ein definitiver, da die rationalen Punkte die Zahlenlinie vollstindig, liicken-
los ausfiillen. DafB} das ein Irrtum ist, daB die rationalen Zahlen, obwohl
unendlich dicht gesit, noch nicht -die ganze Zahlenlinien bedecken, ist die
groBe Entdeckung des Pythagoras. Er zuerst hat erkannt, daB es Zahlen
gibt, die, von den rationalen Zahlen vollstindig verschieden, doch mit ihnen
vergleichbar sind. Wir wollen uns ‘diese auBerordentliche Entdeckung ver-
deutlichen, indem wir uns iiber einer Strecke von der Linge 1 ein Quadrat
konstruiert denken und in diesem Quadrat eine Diagonale ziehen. Die An-
schauung sagt uns, daB diese Diagonale eine ganz bestimmte Linge haben
muB. Versuchen wir sie zu berechnen! Nach dem Lehrsatz des Pythagoras



ist das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Quadrate der beiden
Katheten, also 2; folglich kommt der Diagonale die Linge VE zu; Viist
diejenige Zahl, deren Quadrat 2 ist. Kann man sie in Bruchform darstellen?
Zuniichst ist klar, daB sie zwischen 1 und 2 liegt; versuchen wir es daher mit

1 9 . :
13; das Quadrat hievon ist , also zu groB. Die gesuchte Zahl mu dem-

nach groBer sein als 1 und doch kleiner als 1%; eine solche Zahl wire ;', die
aber, wie die Probe zeigt, wieder zu klein ist. In dicser Weise konnten wir
fortfahren, weitere Briiche zwischen die bisher untersuchten einzuschalten
und nachzusehen, ob wir einen darunter finden, dessen Quadrat genau 2
gibt. Wenn wir das tun, werden wir zunichst Zahlen finden, die zu groB
und andere, die zu klein sind und die wir in Form von zwei Reihen an-
ordnen kénnen:

zu klein: zu grof3:
1 2
4/ 3 a/ 2
7/ b 10/ 7
24/ 17 ]7/ 12

Nun kénnte jemand denken: wenn wir in dieser Beschiftigung immer weiter
fortfahren und uns nur genug Zeit und Mihe nehmen, dann miissen wir
doch schlieBlich einmal auf eine Zahl stoBen, deren Quadrat genau 2 ist.
Um uns Klarheit hieriiber zu verschaffen, wollen wir {iberlegen, woran es
denn eigentlich gelegen hat, daB die bisherigen Versuche fehlgeschlagen
haben, ob das sozusagen nur Zufall war oder ob ein tieferer Grund dahinter

steckt. Wenn es eine rationale Zahl gibe, die genau V2— ist, so hieBe das,

daB es einen Bruch % gibt, sodaB ﬁg = 2 ist. Nun kann ein Bruch nur dann
eine ganze Zahl ergeben, wenn der Nenner im Zihle: ohne Rest enthalten ist,
wenn also p? durch q? teilbar ist; aber das ist nur dann méglich, wenn auch
p durch q teilbar ist. Denn wenn p und q zwei teilerfremde Zahlen sind
(d. h. zwei Zahlen, die keinen gemeinsamen Primfaktor besitzen), dann sind
gewiB auch p? und @? teilerfremd; durch das Quadrieren kénnen unmog-
lich Primfaktoren entstehen, die nicht schon vorhanden waren. Soll also

% = 2 und mithin eine ganze Zahl sein, so muB auch ;l;- ganz sein. Das aber

ist unmoglich, da % zwischen 1 und 2 liegen soll, zwischen welchen es keine
ganze Zahl gibt.

So zeigt schon die einfachste Besinnung auf die Teilbarkeitseigen-
schaften der Zahlen, daB es hoffnungslos ist, eine rationale Zahl finden
zuwollen, deren Quadrat genau 2 ist. Andererseits kann.niemand zweifeln,



daB die Diagonale des Quadrates mit der Seitenlinge 1 eine ganz bestimmte
Liange hat. Denken wir uns diese Linge auf der Zahlenlinie von 0 aus aui-
getragen, so erhalten wir einen Punkt, der der geometrische Reprﬁsentéhtv
von VE ist; dort wo }'2 liegt, kann kein rationaler Punkt der Zahlenlinie
gelegen sein. Das Ergebnis ist also: obwohl die rationalen Punkte die
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Figur 3.

Zahlenlinie wie ein unendlich feiner Staub bedecken, fiillen sie sie doch.
nicht vollstindig aus. Sie bilden gleichsam ein pordses Systém, in dessen
Ritzen und Spalten noch Platz bleibt fiir eine andere Art von Zahlen, die
irrationalen. ‘ o

Was sollen wir von der Verteilung der irrationalen Zahlen halten?
Sind sie Ausnahmen, nur hie und da hineingeschneit zwischen die rationalen
Zahlen? Die Antwort auf diese Frage koénnen wir durch eine sehr einfache
Uberlegung finden. Denken wir uns namlich die ganze Zahlenlinie mit

den rationalen Punkten auf ihr im Verhiltuis 1:16 ausgedehnt, also so,
daB als Einheitsstrecke V2 verwendet wird, so wird jede rationale in eine

Zahl iibergefithrt, von der sich #hnlich wie von V.? zeigen 14Bt, daB sie

, *130 in iBii } 2 usw. Wir erhalten so ein zweites,
ebenfalls dichtes System, das nun aus lauter irrationalen Zahlen
besteht, die sich irgendwie zwischen die rationalen Zahlen hinein-
zwiangen. Bedenkt man aber, daB sich irrationale Zahlen auf mancherlei
Weise herstellen lassen, auBer durch Quadratwurzeln auch durch Kubik-
wurzeln, 4. Wurzeln usw., daBl man also auf eine einzige rationale Zahl un-.
endlich viele Operationen ,,loslassen’ kann, die irrationale Ergebnisse liefern,
so beginnt man zu ahnen, daB die irrationalen Zahlen, weit entfernt davon,
die Ausnahme zu sein, vielmehr den Hauptteil an dem Aufbau der Zahlen-
linie ausmachen. Tatsichlich wird in der Mengenlehre gezeigt, daB das
Gros der Punkte auf der Zahlenlinie irrationalen Charakters ist und die
rationalen Zahlen die verschwindenden Ausnahmen bilden. :

Rationale und irrationale Zahlen wollen wir zusammenfassen unter
der Bezeichnung ,reelle Zahlen®.

Wir kénnen diese Verhiltnisse auch von einer andern Seite her iiber-
blicken, wenn wir von der Darstellung der Zahlen durch Dezimalbriiche
ausgehen. Ein Dezimalbruch kann abbrechen oder ins Unendliche weiter-
gehen, Wir wollen nun vorab bemerken, daB wir uns jede abbrechende

irrational ist, z. B. 1 in }/ 2



Dezimalzahl in eine nicht abbrechende umgeformt denken kénnen, indem
wir die letzte Ziffer um eine Einheit erniedrigen und hierauf lauter Neunen

folgen lassen. So ist z. B. ;— = 05 =04999...

Machen wir von dieser Moglichkeit Gebrauch, so konnen wir uns die
Gesamtheit der reellen Zahlen durch endlose Dezimalbriiche dargestellt
denken. Diese zerfallen dann in zwei Kategorien: in periodische und in
aperiodische Dezimalbriiche, von denen die ersteren den rationalen Zahlen,
die letzteren den irrationalen entsprechen. (Der einfache Beweis sei iiber-
gangen.) Hier zeigt sich neuerdings, dal zwischen zwei rationalen Zahlen
immer irrationale liegen miissen: denn zwischen zwei periodische Dezimal-
briiche lassen sich beliebig viele aperiodische einfiigen.

In eine neue Richtung der Erweiterung des Zahlbegriffes begeben wir
uns mit den imaginiren Zahlen. Der Antike waren sie noch unbekannt.
Zum erstenmal sollen sie auftreten in einer Schrift des Cardano (1515),
dessen Name mit der Auflésung der kubischen Gleichungen verkniipft ist.
Doch fehlte es den Mathematikern jener Tage noch durchaus an der klaren
Einsicht in die Natur dieser GréBen. Es war vielmehr so, daB sich die imagi-
niren Zahlen wider Willen und Absicht der Mathematiker von selbst in die
Rechnungen eindringten, und zwar aus algorithmischen Bediirfnissen:
die Cardanische Formel stellt die Losung einer kubischen Gleichung, obwohl
sie reell ist, manchmal in einer Form dar, in der Quadratwurzeln aus negativen
Zahlen zu ziehen sind; nun gibt es keine reelle Zahl, deren Quadrat negativ
wire; diese Wurzeln sind also ,,unméglich’’. Man versuchte aber trotzdem,
mit diesen neuartigen Ausdriicken weiterzurechnen wie mit gewdhnlichen
Wurzeln; und der Erfolg gab diesem Bestreben recht. Wir sto8en hier auf
ein Moment, das iiberhaupt in der Geschichte der Mathematik eine groBe
Rolle spielt: es scheint, daB dem Arbeiten mit der Formel, dem Algorithmus,
eine selbstindige, vorwirtstreibende Kraft innewohnt und daB sie in unserem
Fall die Mathematiker zum Hantieren mit den imaginiren Zahlen brachte;
zum groBen Vorteil der Mathematik; denn die pedantische Forderung nach
Strenge hiitte wahrscheinlich die Weiterentwicklung gelihmt. Zum Glick
setzten sich die Mathematiker jener Tage iiber subtile logische Bedenken
hinweg; aber nicht so ganz, daB nicht in ihnen beim Operieren mit diesen
merkwiirdigen Gebilden ein gewisses Unbehagen zuriickgeblieben wire, ein
schlechtes Gewissen, das sich in Namen wie ,,unmogliche oder , eingebildete
Zahlen* verrit. Ein Beleg dafiir ist eine AuBerung voun Leibniz aus dem
Jahre 1702, welche lautet: , Die imaginiren Zahlen sind eine feine und
wunderbare Zuflucht des gottlichen Geistes, beinahe ein Amphibium zwischen
Sein und Nichtsein.”” Man merkt hier den Reflex des sonderbaren Eindrucks,
den diese Zahlen auf die Mathematiker gemacht haben miissen. Noch bei

2  Waismann: Einfghrung, qQ



Euler finden wir ein unverhohlenes Erstaunen iiber die merkwirdige Tat-

sache, daB eine Zahl wie /—1 weder kleiner noch gréBer als 5, weder positiv
noch negativ ist, daB sie sich mit den gewdhnlichen Zahlen gar nicht ver-
gleichen 14Bt. Und jeder Schiiler, der zum erstenmal etwas von den imaginiren
Zahlen hort, empfindet dabei wieder den Eindruck des Geheimnisvollen,
der sich spiter in dem MaBe verfliichtigt, als man diese Zahlen anzuwenden
lernt. Aber aufgeklirt wird die Natur dieser Zahlen dadurch nicht. Man
hat sich einfach an sie gewShnt und fragt nicht weiter. Unter diesen Um-
stinden bedeutete es einen auBerordentlichen Fortschritt, als Gaul
eine geometrische Darstellung der imaginiren Zahlen lehrte. Sie findet
sich zum erstenmal in einer Selbstanzeige einer zahlentheoretischen
Arbeit aus dem Jahre 1831 und hat einen auBerordentlich tiefen Eindruck
gemacht. Doch wissen wir aus dem TagebuchnachlaB von GauB, daB er
sich schon 1797 im Besitz dieser Interpretation befunden hat. Durch diese
Darstellung wollte Gau8 die ,,wahre Metaphysik der imaginiren Zahlen‘
aufkliren und ithnen volles Biirgerrecht in der Mathematik verleihen. Worin
besteht nun diese Darstellung? Wir wissen bereits, daB die rationalen und
irrationalen Zahlen die Zahlenlinie so erfiillen, daB nirgends auch nur die
geringste Liicke bleibt. Will man nun auch die imaginiren Zahlen geometrisch
- deuten, so muf3 man sich einer zweiten Geraden bedienen. Die GauBsche
Interpretation ist nun die, daB die reellen Zahlen als die Punkte der x-Achse,
die imaginiren als die Punkte der y-Achse eines rechtwinkeligen, Cartesischen
Koordinatensystems - gedeutet - werden, dessen Schnittpunkt-die Zahl O dar-
stellt, sodaB die positive reelle Zahlenachse durch eine Drehung um 90°
in die positive imaginire Zahlenachse iibergeht; einen Grund fiir diese Dar-
stellung hat GauB nicht gegeben, wohl aber aus ihr die Berechtigung zum
Rechnen mit den imaginiren Zahlen abgeleitet.
An Hand dieser Deutung kénnen wir uns aber auch gleich ein geometrisches
Bild von denjenigen Zahlen machen, die sich durch Addition einer imaginiren
und einer reellen Zahl ergeben, wie 2 4- 3 i, den sog. , komplexen Zahlen®.
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Eine solche Zahl kann als Punkt (x = 2, y = 3) des Koordinaten{eldes gedeutet
werden. Wir sehen daraus, daB sich die Bilder der komplexen Zahlen iiber die
Ebene verteilen. Zur Darstellung der komplexen Zahlen reicht die Linie nicht
mehr aus. Man muB die Fliche heranziehen: die Zahlenwelt hat sich zu einer
zweidimensionalen Mannigfaitigkeit ausgeweitet. Der Leser mache sich
deutlich, ein wie folgenreicher Schritt damit getan ist: hatte man bisher
unter den Zahlen etwas verstanden, das sich nach ,,gréBer’ und , kleiner*
in eine Reihe bringen liBt, so hért das im Bereich der komplexen Zahien
auf; welche von den beiden Zahlen 2 4 31 und 3 4 21 soll z. B. als die
groBere gelten? Die (lineare) Ordnung hort auf und damit der Begriff des
,,zwischen‘‘. Wir sehen hieraus, daB beim Ubergang zu den komplexen Zahlen
etwas zu gelten aufhort, was man bisher als ganz wesentlich fiir den Zahl-
begriff angesehen hat, die Vergleichbarkeit der Zahlen ihrer GréBe nach.
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2. Kritik an der Zahlenerweiterung.

Damit haben wir einen ersten orientierenden Blick auf die Erweiterungen
des Zahlenreiches geworfen, um uns s> zunichst einmal mit dem Material
bekannt zu machen, mit dem wir es weiter zu tun haben werden. Wir haben
insbesondere erkannt, daB die Forderung, die Subtraktion, die Division
und das Wurzelziehen zu einer in allen Fillen ausfiihrbaren Operation zu
machen der AnlaB war, neue Zahlen einzufiihren.

So stellt man die Sache gewohnlich dar, so lernt man es heute auf der
Schule und so haben sich die Dinge im groBen und ganzen auch historisch
entwickelt. Und doch fillt es leicht, Fragen aufzuwerfen, die uns auf diesem
Standpunkt in Verlegenheit setzen. Kann man etwa den Prozel der Ausdehnung
des Zahlenreiches noch weiter ausfithren? kann man Zahlen ersinnen,
die sich nicht mehr in der Ebene darstellen lassen, sondern die eine Anordnung
im dreidimensionalen Raum verlangen? Oder ist das unméglich? Und
wovon hingt das eigentlich ab? Mehr Gewicht als diesen Fragen miissen
wir aber ciner anderen beimessen. Wir haben es bisher so dargestellt, da}
es die Nichtausfiihrbarkeit gewisser Operationen war, welche zu einer Er-
weiterung des Zahlenreiches gedringt hat. So war es die Nichtausfiihr-
barkeit der Subtraktion, welche zur Einfilhrung der negativen, die Nicht-
ausfithrbarkeit des Radizierens, die zur FEinfithrung der irrationalen und
dann spiter der imaginiren Zahlen fithrte. Man sagte sich etwa: Die Auf-
gabe 7 von 5 abzuziehen ist unlosbar, aber nur solange man sich auf die bis-
her bekannten Zahlen beschrinkt; das beweist nicht, daB sie im absoluten
Sinn unlgsbar ist, sondern nur, daB unser bisheriger Zahlenvorrat zu arm
ist, um die Aufgabe l6sen zu konnen. Wohlan, erweitern wir diesen Zahlen-
vorrat, fiigen wir die negativen Zahlen hinzu und nun ist die Lésung moglich.
Aber geht das immer? Konnte man jede unlésbare Aufgabe dadurch 16s-
bar machen, dal man neue Zahlen einfithrt und nun die Lésung in Form

einer neuen Zahl hinschreibt? Die Operation -3 ist z. B. in der gewdhnlichen

Arithmetik unausfithrbar; denn es gibt keine Zahl, die, mit 0 muitipliziert, 1
liefert. Koénnte man auch hier argumentieren: das heiBt nur, daB die bis-
herigen Zahlen nicht hinreichen, um diese Aufgabe zu lésen. Wohlan, er-
weitern wir diesen Bereich durch die Forderung, daB auch diese Operation

eine Losung habe, setzen wir etwa-; = o und rechnen wir nun mit » wie
frither mit i! Man versuche es einmal, auf dieser Grundlage eine neue Arith-
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metik aufzubauen! Ginge das wohl? — Die Gleichung 1* == 2 hat weder
im Bereiche der reellen noch der komplexen Zahlen eine Losung; kénnte
man die Losbarkeit nicht dadurch erzwingen, da man erklart: es soll
eben eine Zahl geben, welche diese Gleichung befriedigt? — Betrachten
wir zwei Gleichungen, wie etwa

x4+ y=10, 2x + 2y =30.
Jedermann wird sagen, daB diese Gleichungen unilésbar sind; denn die zweite
widerspricht der ersten. Sollen wir darauf erwidern: Ja, aber nur dann,
wenn wir uns auf die bisher bekannten Zahlen beschrinken: an und fiir
sich hindert nichts, uns eine neue Art von Zahlen zu denken, mit welchen
ein solches Gleichungssystem gelost werden kann? Sieht man genau zu,
worin die Einfithrung der neuen Zahlen bestanden hat, so war es doch nichts
~ anderes, als daB man die Existenz von Zahlen postulierte, welche eine
gestellte Aufgabe losen sollen. Aber ist das eigentlich ein rechtmiBiges
Vorgehen? Man verwechsle doch nicht den Wunsch mit der Erfiillung des
Whunsches! Damit, da ich mir wiinsche, daB eine Zahl existieren soll, deren
Quadrat 2 oder deren Quadrat —1 ist, ist noch gar nicht gesagt, daB es
wirklich eine solche Zahl gibt. , Warum fordert man nicht auch, daB durch
drei beliebige Punkte eine Gerade gezogen werde? Weil diese Forderung
einen Widerspruch enthilt. Ei, so beweise man denn erst, da3 jene anderen
Forderungen keinen Widerspruch enthalten! Ehe man das getan hat, ist
alle vielerstrebte Strenge nichts als eitel Schein und Dunst.”” (Frege.) Und
Russell bemerkt, ,,die Methode, das zu ,postulieren‘, was man braucht, hat
viele Vorteile. Es sind dieselben, wie die Vorteile des Diebstahls gegeniiber
der ehrlichen Arbeit“. Nein, dem Postulieren wohnt keine geheime Zauber-
kraft inne. Es ist ein allzu billiges Auskunftsmittel, als daB es richtig sein
kénnte. :
So miissen wir uns denn gestehen, daB der ganze bisherige Aufbau der
Zahlenwelt in der Luft schwebt; wir wissen gar nicht, ob die negativen, die
gebrochenen, die irrationalen Zahlen ,existieren’!); wir wissen gar nicht,
mit welchem Recht wir den Zahlbereich erweitert haben. Wir miissen von
neuem beginnen.

Vielleicht aber geht unsere Kritik zu weit. Ein Verteidiger der her-
gebrachten Auffassung konnte uns entgegenhalten: Die verschiedenen
Anwendungen der Arithmetik zeigen doch sehr klar, daB es so etwas wie
negative, gebrochene, irrationale Zahlen gibt. Dal etwa V iexistiert, d.h.,
daB die Gleichung x2 — 2 = 0 16sbar ist, geht doch zwingend aus der Uber-
legung des Pythagoras hervor, nach welcher die Diagonale des Einheits-

quadrates die Linge V§ besitzt. Genau so steht es mit den gebrochenen

1) Uber den Sinn des Existierens vgl. das letzte Kap.
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Zahlen, deren Existenz ja auch rein geometrisch, durch die Teilung der
Einheitsstrecke in eine Zahl gleich gioBer Teile eingesehen werden kann.
Und was die negativen Zahlen betrifft, so zeigt uns ja, selbst wenn man
von der Darstellung auf der Zahlenlinie absieht, die Anwendung auf Wirme-
und Kiltegrade, auf Vermdgen und Schulden, auf Erhebung iiber den Meeres-
spiegel und Senkung unter denselben und dgl. m., daB das Rechnen mit
negativen Zahlen einen klaren Sinn hat. Und so sind ja auch wirklich die
Mathematiker zur Konzeption der neuen Ideen gelangt — warum sollen
wir also diesen Weg verschmihen?

Zweierlei muB hier gesagt werden, um den Wert solcher Gedanken
richtiger einzuschitzen. ‘

Erstens ist es eine billige Forderung, daf zwischen der Arithmetik und
ihrer Anwendung unterschieden werde. Gewil wohnt Gedankengingen,
wie den eben angefithrten, eine hohe anregende Kraft inne, wie sie denn
auch zweifellos die Mathematiker bei ihrer Konzeption gefiihrt haben. Aber
darum handelt es sich nicht, sondern um die Berechtigung des Operierens
mit den neuen Zahlen, und da miissen wir sagen, dafl uns die angefiihrten
Beispiele nicht iiberzeugen. Will man im Ernst behaupten, daB die Existenz
der negativen Zahlen durch die Tatsache, daB es Wirme und Kilte, Ver-
mogen und Schulden auf der Welt gibt, garantiert ist? Sollen wir uns beim
Aufbau der Arithmetik auf diese Dinge berufen? Wer sieht nicht, daBl dadurch
ein ganz fremdes Element in die Arithmetik hineinkommt, welches die Rein-
heit und Klarheit ihrer Begriffe gefihrdet? Auch wenn es in der empirischen
Welt den Unterschied von Wirme und Kilte, von Vermégen und Schulden
gar nicht gibe, so wiirde das das Recht zur Einfithrung von positiven und
negativen Zahlen nicht beriihren. Wenn wir die Existenz dieser Zahlen
auf solche Tatsachen griinden wollten, so hieBe das, die Arithmetik allzusehr
mit den zufilligen Ziigen der empirischen Welt verkniipfen. Und schlieBlich
fithlen wir uns selbst von einer solchen Darstellung nicht befriedigt, denn
sie reicht keineswegs zur Begriindung des Rechinens mit ganzen Zahlen aus. Ein
Zeichen dafiir ist es, daB bei den Versuchen, die negativen Zahlen auf an-
schaulichem Wege einzufiihren, die Vorzeichenregel Minus mal Minus = Plus
den Stein des AnstoBes bildet: sie liBt sich in keiner Weise aus jenen Ver-
anschaulichungen ablesen, sodaB uns solche Versuche mehr verwirren als
aufkliren. Und was sollen wir erst von gewissen héheren komiplexen Zahlen,
von gewissen transfiniten Zahlen, wie sie Georg Cantor eingefiithrt hat und
anderen sagen, die keiner solchen Veranschaulichung-fiahig sind? Existieren
sie deshalb nicht? Oder muB man erst warten, bis man eine Anwendung
dieser Zahlen auf Dinge oder Vorginge der Wirklichkeit gefunden hat?

Demgegeniiber ist die Forderung gewifl am Platz, die Arithmetik so auf-
zubauen, daB sie ihre Voraussetzungen in sich selbst findet und daB sie kein
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einzigesmal auf etwas AuBerarithmetisches — die Erfahrung, die Anschauung
oder sonst etwas — Bezug nehmen muB. Mit klaren Worten hat schon
H. Hankel jedes derartige Unternehmen abgewiesen: ,,Die Bedingung zur
Aufstellung einer allgemeinen Arithmetik ist daher eine von allen An-
schauungen losgeldste, rein intellektuelle Mathematik, eine reine Formen-
lehre, in welcher nicht Quanta oder ihre Bilder, die Zahlen verkniipft werden,
sondern intellektuelle Objekte, Gedankendinge, denen aktuelle Objekte
oder Relationen solcher entsprechen kénnen, aber nicht miissen.” (,, Theorie
der komplexen Zahlensysteme*‘, S. 10.)

Das Zweite aber, das gesagt werden muB, ist dieses: Selbst wenn man
sich bei der Einfithrung der irrationalen Zahlen auf die Geometrie berufen
wollte, so kénnte man auf diesem Wege doch nur die Existenz derjenigen
Zahlen erkennen, die sich konstruieren lassen; wobei der Begriff , kon-
struierbar” noch verschieden gefaBt werden kann: konstruierbar mit
Lineal, mit Zirkel, mit Lineal und Zirkel oder mit Hilfe irgendwelcher anderen -
Mechanismen. Das heiBt, der Begriff , konstruierbar* ist immer relativ zu
einem Kreis zugelassener Konstruktionsmittel zu verstehen. Wie immer
man aber diese Mitteln abgrenzt, so zeigt es sich, daB die so konstruierbaren
Punkte nur eine verschwindend kleine Minderheit bilden. Z. B. mit Zirkel
und lineal lassen sich alle Punkte auf der Zahlenlinie, welche Bilder sog.
transzendenter Zahlen sind (das sind Zahlen, die keiner algebraischen

Gleichung geniigen, wie etwa 7, log 2, 2\/2_) nicht konstruieren, ja selbst die
Mehrzahl der irrationalen Zahlen nicht, die einer algebraischen Gleichung ge-
niigen, der sog. algebraischen Zahlen: Alle diese Punkte wiirden uns also
entgehen, wenn wir nus auf solche geometrische Konstruktionen berufen
wollten.

Die Raumanschauung zur Begriindung der Arithmetik heranzuziehen,
ist aber auch schon prinzipiell nicht angingig. Wir wollen versuchen, die
Griinde zu schildern, welche dem Mathematiker diese Haltung diktieren
und miissen zu dem Zweck ganz allgemein das Verhiltnis von Arithmetik
und Geometrie ins Auge fassen. Wir beginnen mit einer kurzen Schilderung
von Aufbau und Entwicklung der Geometrie.



3. Arithmetik und Geometrie.

- Das Werk, in welchem die Geometrie zum erstenmal nach streng wissen-
schaftlichen Prinzipien behandelt wird, sind die orotyeie Euklids, das die
langste Zeit als mustergiiltig anerkannt war. Der Aufbau dieses Werkes
ist der: Es wird von einigen unmittelbar in der Anschauung gegebenen
Sitzen ausgegangen, deren Richtigkeit nicht weiter diskutiert wird; auf
diesen Sitzen wird das Gebiude der Geometrie so zu errichten gesucht, daf3
alle Sitze desselben streng logisch von jenen ersten Sitzen abgeleitet werden,
ohne daB man dabéi auch nur ein einzigesmal auf die Anschauung zuriick-
greifen miifite.r) Diese ersten Sitze, deren Richtigkeit der Anschauung ent-
nommen wird, heiBen Axiome. Unter den Axiomen Euklids lassen sich nun
zwei Gruppen unterscheiden:

1. Allgemeine GréBenaxiome (Kowai &wvowat), wie: ,Zwei GroBen, einer
dritten gleich, sind untereinander gleich*, , Gleiches zu Gleichem hinzu-
geflagt gibt Gleiches, ,,Der Teil ist kleiner als das Ganze‘.

2. Die eigentlichen geometrischen Axiome (airiuara). Als solche fithrt
Euklid fiinf Sitze an:

1. Jeder Punkt kann mit jedem Punkt durch eine Gerade verbunden
werden.

2. Jede Gerade liBt sich iiber jeden ihrer Endpunkte hinaus ver-
langern.

3. Um jeden Punkt liBt sich mit jedem beliebigen Radius ein Kreis
beschreiben.

4. Alle rechten Winkel sind einander gleich.

Und nun kommt ein sehr merkwiirdiger Satz:

5. Wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnitten werden, daB
die Winkel auf der Innenseite der beiden Geraden zu einer Seite der
dritten eine Summe ergeben, die kleiner ist als zwei Rechte, dann

1) Vollig erreicht wurde dieses Ziel von Euklid nicht; erst in der modernen
Zeit ist dank den Arbeiten von Pasch, Veronese, Hilbert u. a. der Aufbau der Geo-
metrie o streng gestaltet worden, daB man wirklich alle Beweise rein logisch, ohne
Zuhilfenabme der Anschauung fithren kann.
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schneiden sich die beiden Geraden, geniigend verlingert, auf der
erwihnten Seite. :

Die historische Entwicklung hat vor allem an das Jetztgenannte, das
. Parallelenaxiom’ angekniipft. Angesichts eines so k(;m'plizierten Satzes
erhob sich naturgemidB die Frage: Woher stammt seine GewiBheit?
Denn er ist zu verwickelt, als daB er eine unmittelbare Tat-
sache der Anschauung aussprechen koénnte. So alt die euklidische
Geometrie ist, so alt sind die Zweifel an der Geltung dieses Axioms. Die
Mathematiker der Folgezeit bemiihten sich daher, das Parallelenaxiom aus
den andern Axiomen herzuleiten und so die Geometrie von diesem , Makel
zu reinigen; allein ohne Erfolg. Dies fiihrte sie zu dem Versuch, einen in-.
direkten Beweis fiir das Parallelenaxiom anzutreten, indem sie annahmen,
das betreffende Axiom sei falsch und daraus die Folgerungen herleiteten,
in der geheimen Hoffnung, endlich auf einen Widerspruch zu stoBen, der-
die Unzulassigkeit der Annahme, mithin die Richtigkeit des Gegenteiles
dartun sollte. Dabei stieBen sie in der Tat auf seltsame Resultate:; z. B.
daB dhnliche Figuren unméglich wiren, wenn das Parallelenaxiom nicht
zutrife (Wallis); oder daB es dann in der Ebene ein Dreieck von maximaler
GroBe geben miiBte. Lambert fand: Wenn das Parallelenaxiom nicht gilte,
dann gibe es eine von Natur ausgezeichnete Lingeneinheit — es wiren also
nicht mehr alle Strecken gleichberechtigt. So merkwiirdig, ja absurd diese
Resultate klingen — einen logischen Widerspruch bedeuten sie nicht. Johann
Bolyai und Lobatschefsky haben dann der Frage eine ganz neue Wendung
gegeben, indem sie konsequent die Folgerungen aus dem Fallenlassen des
5. Axioms entwickelten in der Uberzeugung, diese wiirden niemals zu
einem Widerspruch fithren. Hier tue sich vielmehr eine ganz neue
,-antieuklidische’* Geometrie auf, die ebenso in sich konsequent und
denkmoglich ist wie die euklidische.

Aber nun taucht ein neues Problem auf: die Konsequenzen aus diesen
Annahmen haben zwar, so weit man sie verfolgt hat, zu keinem Widerspruch
gefithrt. Aber woher wissen wir, daB sie auch kiinftig zu keinem Wider-
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spruch fithren werden? Das ist die entscheidende Frage; wie, wenn die
SchluBketten eines Tages doch einen Widerspruch ergiben? Dann wiirde
das ganze bis dahin aufgefithrte Gebidude der nichteuklidischen Geometrie
zusammenstiirzen. So blieb zunichst, gleich einer drohenden Wolke ein Zweifel
iiber der Gedankenschopfung von Bolyai und Lobatschefsky schweben.
Damit trat zum erstenmal das Problem der Widerspruchsfreiheit in den
Gesichtskreis des Mathematikers.

Der Weg, den die Mathematiker in der Folgezeit beschritten hatten,
ist von grofem prinzipiellem Interesse. Ein direkter Nachweis der Wider-
spruchsfreiheit kommt offenbar nicht in Betracht. Denn ein solcher wiirde ja
genau genommen verlangen, daB die ganze uniibersehbare Kette der Schiuf3-
folgerungen vorliege und wie ein fertiges Ganzes iiberblickt werden konne. Statt
dessen beschritten sie einen indirekten Weg: F. Klein fand nimlich 1870, daB
sich das ganze Gedankensystem der nichteuklidischen Geometrie auf das
Gedankensystem der euklidischen Geometrie ,,abbilden 14Bt, sodaB
jeder Widerspruch des einen Systems einen Widerspruch des andern Systems
nach sich zdge. Priziser gesprochen: Jedem Begriff der nichteuklidischen
Geometrie wird nach einer bestimmten Vorschrift ein Begriff der euklidischen
Geometrie als sein Abbild zugeordnet, ebenso jedem Satz der einen Theorie
ein Satz der andern und zwar so, daB entsprechende Sitze dieselbe logische
Form haben. Ersetzt man nun in der nichteuklidischen Geometrie die
Grundbegriffe durch die entsprechenden Begriffe der euklidischen, so gehen
samtliche Axiome der nichteuklidischen Geometrie in Sitze der euklidischen
iiber. Man hat innerhalb der euklidischen Geometrie ein ,,Modell** fiir die
nichteuklidische hergestellt. Bei der geschilderten Ersetzung bleiben alle
logischen Beziehungen zwischen den Sitzen erhalten: Istindereinen Theorie T
der Satz p eine logische Folge der Sitze q und r, so gilt das Nimliche fiir die
ihnen in der Theorie T’ entsprechenden Sitze p’, q’, r’. Alle Schliisse innerhalb
der einen Theorie iibertragen sich ungeindert auf die andere. Wiirden nun
die Axiome der Theorie T je auf einen Widerspruch fithren (d. h. lieBen sich
zwei SchluBketten angeben, die, von den Axiomen ausgehend, einmal zu
einem gewissen Satz p, das anderemal zur Verneinung eben dieses Satzes
fithren), so miiBte dasselbe gelten von den analogen Aussagen der Theorie T'.

Wie das im Einzelnen gemeint ist, kann hier nicht ausgefithrt werden;
doch wollen wir wenigstens die ersten Schritte dieses Verfahrens andeuten:
Zu dem Zweck denken wir uns in der euklidischen Ebene einen festen Kreis k.
Wir stellen nun ein Lexikon auf, das den Grundbegriffen der nichteuklidischen
Geometrie gewisse Begriffe der euklidischen zuordnet:

Unter einem , Punkt verstehen wir einen Punkt im Innern von k.

Unter einer ,,Geraden’* verstehen wir das Stiick einer Geraden, das
innerhalb von k verliuft.
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Fiir die Winkel- und die Streckenmessung werden besondere Vorschriften
gegeben, deren Erérterung uns hier zu weit filhren wiirde. Nur soviel sei
gesagt, daB diese Bestimmungen so gewidhlt sind, daB man eine beliebige
Strecke auf einer Geraden unendlich oft hintereinander abtragen kann,
ohne daB man das Kreisinnere verliBt. Diese Strecke wird, nach euklidischem
MafBstab gemessen, natiirlich immer kleiner. Anschaulich gesprochen: Ein
Wesen, das sich von dem Mittelpunkt des Kreises gegen die Peripherie bewegt,
schrumpft immer mehr zusammen, macht immer kiirzere Schritte, so dal
es den Kreisrand nie erreichen kann: dieser erscheint ihm ins Unendliche
entriickt. (Doch wollen wir streng betonen, daB diese anschauliche Ein-
kleidung mit der Beweiskraft der ganzen Uberlegung nichts zu tun hat;
die Einkleidung kann man fallen lassen und die Uberlegung rein abstrakt
fithren, so daB jede etwaige Polemik gegen diese Einkleidung ihr Ziel verfehlt.)

Es zeigt sich dann, daB fiir die so definierten Gebilde simtliche Axiome
der euklidischen Geometrie zutreffen mit Ausnahme des Parallelenaxioms.
Denn betrachtet man die von einem festen Punkt P ausgehenden Geraden,
so sieht man, daB sie beziiglich ihrer Lage zu einer festen Geraden g (die
nicht durch P geht) in zwei Klassen zerfallen: in solche, welche die Gerade g

schneiden und in solche, die g nicht schneiden.
Diese zwei Kiassen werden getrennt durch die
zwei Geraden p und p’, die wir ,,Parallele’’ nennen
p wollen, weil sie die Gerade g, nichteuklidisch

gedacht, erst im Unendlich-Fernen schneiden.
" Maun sieht, daB sich dann durch einen Punkt
auBerhalb einer Geraden g stets zwei Gerade

ziehen lassen, die zu g parallel sind: das 5.
euklidische Axiom hat seine Geltung verloren.
Man kann also simtliche Sitze der nichteuklidi-
schen Geometrie so deuten, daB sie von Figuren innerhalb eines festen
Kreises k sprechen; und dabei kann gewi kein Widerspruch auf-
treten, vorausgesetzt, daB die euklidische Geometrie widerspruchsfrei
ist. Damit ist nun freilich kein absoluter Widerspruchsfreiheitsbeweis er-
bracht. Dennoch ist der Fortschritt ziemlich groB: die Frage der Wider-
spruchsfreiheit ist aus einem unbekannten und schwerer iiberschaubaren
Gebiet auf ein bekanntes, leichter zugingliches verlegt.

Die Mathematiker blieben aber dabei nicht stehen, sondern warfen
alsbald die Frage auf, was denn die Widerspruchsfreiheit der euklidischen
Geometrie gewihrleiste. (Denn gerade das Aufkommen der nichteuklidischen
Geometrie und gewisse andere Entdeckungen, von denen wir noch sprechen
werden, hatten das naive Vertrauen in die Anschauung erschiittert.) Hier
bot sich den Mathematikern ein Weg dar, der uns heute nur als das Zu-Ende-

Figur 6.
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Denken der Idee der analytischen Geometrie erscheint. Mit den Namen
Descartes und Fermat ist ja die Schépfung der Koordinatengeometrie ver-
kniipft, durch welche alle geometrischen (riumlichen) Beziehungen in
eine  Welt rein abstrakter Zahlbeziehungen iibertragen werden. Man
ordnet in bekannter Weise jedem Punkt der Ebene zwei reelle Zahlen zu,
seine Abszisse X und seine Ordinate y. Jede Gerade ist dann gegeben als
die Gesamtheit aller Punkte x, y, fiir welche eine lineare Gleichung
ax-+by =c besteht. In analoger Weise wird jedem Punkt des Raumes
ein reelles Zahlentripel zugeordnet. Neben den axiomatischen Aufbau
Euklids tritt so seit dem 17. Jahrhundert ein analytischer Neuaufbau,
in dem die Punkte, Geraden, Ebenens durch reelle Zahlentripel, lineare
Gleichungen und Gleichungssysteme dargestellt und die Beziehungen
zwischen ihnen durch Beziehungen zwischen diesen arithmetischen -Ge-
bilden nachgezeichnet werden. Diese Arithmetisierung wurde im Einzelnen
von Study durchgefiihrt, der Punkte der Ebene geradezu als Paare reeller
Zahlen, Gerade als lineare Gleichungen definiert usw. und analytische
Geometrie als rein rechnerische Behandlung derartiger arithmetischer
Modelle auffalt, ohne dabei auf die Anschauung zu rekurrieren.

Diesen schon vorhandenen Apparat hat nun Hilbert benutzt, um die
Frage der Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie auf die analoge
Frage fiir das Gebiet der Analysis (der Lehre von den reellen Zahlen)
zuriickzufithren: er bemerkte, daB die ganze euklidische Geometrie in der
Analysis realisiert ist, d. h. dal man aus den reellen Zahlen ein System
von Dingen aufbauen kann, fiir welches bei passender Namengebung simt-
liche Axiome der euklidischen Geometrie erfiillt sind.

Daraus kénnen wir folgenden wichtigen SchluB ziehen: Wiirde in der
euklidischen Geometrie ein verborgener Widerspruch stecken, so miifite
dieser auch schon in der Lehre von den reellen Zahlen anzutreffen sein. Im
System der reellen Zahlen haben wir danach das logische Fundament fiir die
anderen mathematischen Gedankensysteme, insbesondere fiir die verschiedenen
Geometrien zu erblicken,

Bei dieser Sachlage erscheint es nun unertriglich, — und damit
kommen wir auf die Bemerkungen am SchluB des vorigen Abschnittes
zuriick — daB man sich beim Aufbau der reellen Zahlen doch wieder auf
die Raumanschauung berufen soll — auf eben die Anschauung, die als
verdachtig aus dem strengen Aufbau der Geometrie ausgeschlossen worden
war. Wenn die Lehre von den reellen Zahlen der Geometrie als Stiitze
dient — wie kann man da die Existenz der irrationalen Zahlen der Geometrie
entnehmen ? Was trigt eigentlich den Bau und was wird getragen? Sich bei der
Begriindung der Arithmetik auf die Geometrie zu berufen, wiirde einen Zirkel
bedeuten, und darum muB der Mathematiker diesen Weg ablehnen.
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4. Strenger Aufbau der Lehre von den ganzen Zahlen.

Wir stehen also vor dem Problem: Wie soll man die verschiedenen
Zahlenarten einfithren, ohne zu geometrischen Erwigungen Zuflucht zu
nehmen? Wie kann man die Arithmetik rein arithmetisch begriinden?

Den Weg, den die Mathematiker in dieser Situation beschritten haben,
wollen wir uns zunichst an einem Beispiel deutlich machen, an dem Begriff
der Potenz. Unter einer Potenz versteht man ein Produkt, gebildet aus
lauter gleichen Faktoren.

Es ist z. B.:

usw.
und fir diese Potenzen beweist man leicht die Sitze
am al’l — am+n

a®:at=a""

(am)n — amn'
Was sollen wir nun unter einem Ausdruck wie a® verstehen? Die bisherige
Definition versagt, denn es heifit nichts, die Zahl a nulimal als Faktor zu
setzen. In Lehrbiichern finden sich manchmal ,,Beweise’’ dafiir, daB3 a® = }
ist. Ein solcher Beweis sieht etwa so aus:

Da a™ . a" = a™ " ist, so muB das auch gelten, wenn man n = 0 setzt;
dann ergibt sich a™.a® = a™"° d. h. a® .a° = a™; folglich ist a® =1.
Dagegen ist zu sagen, daB die allgemeine Gleichung, auf die sich der
Beweis beruft, ja nur fiir den Fall bewiesen worden ist, in welchem
m und n ganze, von 0 verschiedene Zahlen sind; wir haben daher kein Recht,
die Geltung dieser Gleichung auf den Fall n = 0 auszudehnen. Es ist zunichst
gar nicht definiert, was a® ist, denn die Definition der Potenz a® bezieht
sich nur auf Zahlen n, die gréBer als 0 sind. Wir konnen aber die Definition
willkiirlich fiir den Fall n = O erginzen und zwar setzen wir nun per defini-
tionem a” = 1. Von einem Beweis dieser Gleichung kann dann aber natiir-
lich keine Rede sein; jeder Versuch, einen solchen Beweis zu erbringen,
verfillt in einen Zirkel.

Gegen unsere Behauptung, daB hier eine Festsetzung vorliege, striubt
sich nun der Verstand und sagt: Aber das ist doch gewil nicht willkiirlich;
es muf} vielmehr einen Grund haben, daB wir a® gerade = 1 setzen und nicht
gleich einer andern Zahl. Wir wollen daher einen Augenblick iiberlegen,
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was geschihe, wenn wir eine andere Festsetzung treffen wiirden. Nehmen
wir an, ich wollte a® = D setzen. Ginge daswohl? GewiB; denn diese Gleichung
bedeutet ja nur die Vorschrift, das Zeichen ,,a%* iiberall durch das Zeichen ,,5*
zu ersetzen; . und warum sollte ich das nicht tun diirfen? Wenn ich den
EntschluB fasse, statt a® kiinftig 5 zu schreiben, so kann mich niemand wider-
legen; oder besser gesagt: es ist hier nichts zu widerlegen, und insofern
liegt hier wirklich eine neue Konvention vor. Aber eine ganz andere Frage
ist es, ob diese Konvention zweckmiBig wire.- Das Gesetz a™ .a® = a™*"
wiirde fiir n = 0 seine Geltung verlieren. Fiir diesen Fall miiBte ein neues
Gesetz aufgestellt werden, das mit dem fritheren nicht den geringsten Zu-
sammenhang hiatte. Nun trachtet aber der Mathematiker seine Begriffe so
zu bilden, daB die Gesetze so weit wie moglich in Geltung bleiben. Diese
Absicht wiirde vereitelt, wenn ich a® — 5 setzen wollte. Das einfache und
klare System von GesetzmiBigkeiten wiirde dadurch zerstort. Setze ich
dagegen a® =1, so bleiben die Potenzgesetze, die urspriinglich doch nur
fiir m, n > 0 bewiesen worden sind, auch fiir den neuen Fall in Kraft; diese
Konvention hat also vor den andern moglichen eine bedeutende Uberlegen-
heit. Und nun erkennen wir, was der innere Grund fiir diese Festsetzung
war: Unter all den unendlich vielen Konventionen, die ich treffen kann,
ist eine dadurch ausgezeichnet, daB bei ihrer Wahl die Rechengesetze un-
geindert bleiben. Die Aufrechterhaltung der Rechengesetze re-
guliert also die Begriffsbildung. Wir lernen hier ein erstes Beispiel
fiir das kennen, was H. Hankel das ,,Prinzip der Permanenz der Rechen-
regeln’’ genannt hat und das man so formulieren kann: Wenn man einen
Begriff in der Mathematik iiber seine urspriingliche Definition hinaus er-
weitern will, so ist unter all den méglichen Richtungen dieser Erweiterung
diejenige zu wihlen, bei welcher die Rechengesetze so weit wie méglich auf-
recht erhalten bleiben. Dieses Permanenzprinzip ist nicht eine Behauptung,
iiber deren Richtigkeit diskutiert werden konnte, sondern, wie gesagt, ein
Leitprinzip der Begriffsbildung.

Dieses Prinzips wollen wir uns jetzt bedienen, um in strenger Weise
das System der ganzen Zahlen einzufilhren. So wie wir eben den Begriff
der Potenz erweitert haben, wollen wir jetzt den Begriff der Differenz aus-
dehnen.. Zu dem Zweck stellen wir uns die Regeln fiir das Rechnen mit
Differenzen im Bereich -der natiirlichen Zahlen zusammen.

Zunichst ist klar, daB sich die Summe, die Differenz und das Produkt
zweier Differenzen wieder in Form einer Differenz darstellen 148t. Es ist
namlich '

(1) (a—b) + (c—d) = (a + ) — (b + d)
(2) (a—b)—(c—d) = (a+d)— (b +¢)
(3) (a—b) . (c—d)=(c+ bd)—(ad4 bc)
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Diese drei Formeln lassen sich innerhalb der Arithmetik der natiirlichen
Zahlen beweisen, wie wir spiter erkennen werden. Ihnen stellen wir drei
weitere Relationen an die Seite, welche die Ordnungsfihigkeit der Differenzen
aussprechen: ’

“) esist a—b=a'"—b’, wenn a - b’ =2a’' | b ist
)] esist a—b>a'—b’, wenn a+ b > a’ + b ist
(6) esist a—b<a —0b’, wenn a - b" < a’ 4 b ist.

Auch diese Sitze sind innerhalb der Arithmetik der natiirlichen Zahlen
beweisbar. Ihr Zweck ist der, uns Kriterien fiir die GréBenbeziehungen
zweier Differenzen zu liefern, in denen nicht wieder Ditferenzen auftreten.

Man sieht hieraus, daB man mit Differenzen natiirlicher Zahlen einen
Kalkiil aufbauen kann; aber dieser Kalkiil ist an die Voraussetzung ge-
bunden, daB die Differenzen natiirliche Zahlen sind, was per definitionem
(vgl. S. 69) nur dann der Fall ist, wenn der Minuend gréBer ist als der Sub-
trahend. Nur unter dieser Bedingung sind unsere sechs Formeln beweisbar.

Wir werden jetzt diese Beschrinkung abstreifen und einen allgemeinen
Kalkiil mit Differenzen aufbauen, wobei uns das Permanenzprinzip leiten
soll. Demgemi werden wir diese sechs Formeln als Festsetzungen ansehen,
die erst den Begriff der ,,Differenz‘‘ im weiteren Sinne des Wortes definieren;
es wird sich zeigen, daB die Differenzen in diesem neuen Sinn genau das
sind, was man gewdhnlich positive und negative Zahlen nennt.

Damit ist eine ganz entscheidende Wendung vollzogen: wir postulieren
nicht mehr, daB die Subtraktion immer ausfiihrbar sei, wir verzichten auf
die Hypothese, daB es negative Zahlen gebe, wir bauen vielmehr ein System
von Gedankendingen auf, das wir kraft willkiirlicher Festsetzungen mit
solchen Eigenschaften ausstatten, daB sie genau das leisten, was wir von
den positiven und negativen Zahlen wiinschen. Wir werden dann diese
Gedankendinge als ganze Zahlen bezeichnen.

Die Gedankendinge, von denen wir sprechen, sind die Differenzen
zweler natiirlicher Zahlen. Um aber selbst den Anschein zu vermeiden, als
ob dabei die unbeschrinkte Ausfithrbarkeit der Subtraktion schon voraus-
gesetzt wire, wollen wir den ganzen Kalkiil so anlegen, daB dabei iiber-
haupt nicht -von Differenzen-die Rede ist.

Statt von Differenzen handeln wir von Zahlenpaaren (a, b); daB wir
zwei beliebige natiirliche Zahlen a und b zu einem Paar zusammenstellen
kénnen, wird jeder-zugeben; darin liegt keinerlei Postulat; und mehr brauchen
wir nicht, um den folgenden Kalkiil aufzubauen.

Als einzige Grundlage, auf welcher wir diesen Bau errichten, soll
uns das System der natiirlichen Zahlen dienen und die Rechengesetze,
die in diesem Bereich gelten.



Objekt unserer Betrachtung sind Paare natiirlicher Zahlen; dabei soll
das Paar (a, b) von dem Paar (b, a) unterschieden werden. Wir wissen
vorliufig gar nicht, was ein solches Zahlenpaar ,,bedeutet’* und verbinden
mit ihm keinen anschaulichen Siun, sondern wir bauen erst die Bedeutung
aunf, indem wir Regeln fiir die Verwendung dieser Symbole geben.

(1) Definition der Gleichheit.

Wir erkliren zunichst, wann zwei Zahlenpaare ,gleich’’ heilen sollen.
Unsere Festsetzung lautet:

{(a, b) = (a’, b'), wenn a + b’ =a’ 4 b.

Kraft dieser Definition konnen wir priifen, ob zwei Zahlenpaare gleich
sind oder nicht, indem wir nachsehen, ob die rechtsstehenden Zahlenausdriicke
gleich sind oder nicht: die Gleichheit zwischen Zahlenpaaren ist damit
zuriickgefiihrt auf die Gleichheit zwischen natiirlichen Zahlen. Und das gilt
ganz allgemein: wir werden jede Aussage iber Zahlenpaare so umformen,
daB sie nur von Beziehungen zwischen natiirlichen Zahlen spricht. Die ganze
Arithmetik der Zahlenpaare stellt sich somit nur als eine neue Sprechweise
dar, die in die Sprache der gewdhnlichen Arithmetik iibersetzt werden kann.
Wenn etwa jemand fragt: ,,Sind denn diese Zahlenpaare auch wirklich gleich?*
so miillten wir erwidern: das ,,wirklich“ ist hier unberechtigt. Wir wissen
ja noch gar nicht, was hier ,,gleich* heiBt, sondern wir geben diesem Ausdruck
erst einen Sinn, indem wir ein Kriterium fiir die Gleichheit aufstellen; und
wie wir es ‘wihlen, steht in unserem Belieben.

Allein hier fragt es sich: Sind wir in der Wahl des Kriteriums wirklich frei?
Hatte jede andere Festsetzung, die uns eingefallen wire, denselben Dienst
getan? Darauf ist folgendes zu erwidern: Dem Begriff ,,gleich” kommt in
der Arithmetik der natiirlichen Zahlen schon ein ganz bestimmter Sinn zu.
Wenn wir nun jctzt eine Bestimmung iiber die Gleichheit zweier Zahlenpaare
treffen, so wird unser Vorgehen nur dann berechtigt!) sein, wenn die Gleichheit
im System der Zahlenpaare eine ganz analoge Rolle spielt wie die Gleichheit
im System der natiirlichen Zahlen; oder deutlicher gesagt: wenn der Gleich-
heitsbegriff im neuen Denkbereich dieselben formalen Ziige aufweist wie der
Gleichheitsbegriff im alten. Welches sind nun diese Ziige?

Die Gleichheit ist eine Beziehung zwischen natiirlichen Zahlen, die
1. reflexiv ist, d. h. esist a = a,

2. symmetrisch: aus a = b folgt b = a,

3. transitiv: aus a == b und b = ¢ folgt a == c.

1) Vgl. dazu die Bemerkung S. 51.
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Wenn wir nun im Bereich der Zahlenpaare oder sonst auf irgend einem
Gebiet der Mathematik eine Definition der Gleichheit aufstellen, so sind wir
verpflichtet zu beweisenl), daB sie diese drei formalen Eigenschaften hat;
denn wire dem nicht so, so hitten wir zwar eine gewisse Beziehung definiert;
aber warum sollte diese Beziehung gerade Gleichheit genannt werden?
Sie hitte mit dem, was wir sonst gleich nennen, nicht das geringste zu tun,
und es wire irrefithrend, denselben Ausdruck zu gebrauchen. Die Freiheit
in der Definition findet also in diesen drei Forderungen eine Schranke. Sind
nun diese Forderungen erfiillt?

ad 1. DaB jedes Zahlenpaar sich selbst gleich ist, ist leicht zu sehen:
denn (a, b) = (a, b) bedeutet ja laut Definition a + b = a + b, und das ist
richtig, was immer man fiir a und b setzen mag.

ad 2. Zu zeigen ist: aus der Gleichung (a, b) = (a’, b’) folgt die Gleichung
(a’, V) == (a, b).

Die erste Gleichung bedeutet: a + b = a’ + b;

die zweite Gleichung bedeutet: a’ + b = a 4 b’

Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Vertauschung der Seiten.

ad 3. Aus (a, b) = (a’, b")

und (a’, b’) = (2", b”)
folgt (a, b) = (a”, b"').
Zwecks Beweises -ersetzen wir die Gleichungen zwischen den Zahlen-
paaren durch Gleichungen zwischen Zahlen. Es ist dann zu zeigen, daB aus
at+b =a+b
und a’ + b =a" 4+ b folgt a + b = a"" 4+ b.
Addiert man die ersten beiden Gleichungen, so ergibt sich
atb da b’ =a +bt+a’ b
und nach Weghebung der Glieder a’ und b’
a-+b"=a"-+b,
das ist aber gerade die zu beweisende Gleichung.

Damit ist erkannt, daB der Gleichheitsbegriff tatsichlich die verlangten
Eigenschaften hat und daB unsere Definition rechtmiBig war.

Mancher Leser wird denken, dalB diese ganze Ableitung recht iiberfliissig
war; denn liegt es nicht schon im Sinn der Gleichheit, daB jedes Ding sich
selbst gleich ist? Ja, im Sinn der Gleichheit liegt das allerdings; aber wer
sagt uns, daB die Beziehung, die wirin Definition (1) eingefiihrt haben, wirklich
die Eigenschaften der Gleichheit hat? Das bedarf erst eines Beweises. Wenn
ich z. B. definiert hatte: .

A {(a, b) = (a’, b'), wenn a + b’'=2a’ 4 b,

1) Vgl. indes die Bemerkung S. 51.
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so wire auch das eine Definition fiir das Zeichen ,,=‘. Aber nun wire im
allgemeinen kein Zahlenpaar sich selbst gleich — ein Beleg dafiir, wie wenig
das Erfiilltsein dieser Forderung sich von selbst versteht.

Bevor wir weiter gehen, ziehen wir aus der Definition der Gleichheit
einen wichtigen SchluB: Es ist

(a, b) =(a+c¢c, b4c),
wie man sofort aus Definition (1) erkennt; d. h. ein Zahlenpaar bleibt un-
geandert, wenn man Vorderglied und Hinterglied um dieselbe Zahl vermehrt.
Liest man die Gleichung von rechts nach links, so sagt sie uns, daB ein Zahlen-
paar auch ungeindert bleibt, wenn man von beiden Gliedern dieselbe Zahl
wegnimmt, Daraus ergibt sich, daB ein Zahlenpaar in unendlich vielen
Formen dargestellt werden kann. So ist z. B.

B3, 3)=64)=031)=1(20=1(9, 7= ...
Unter all diesen Formen ist eine von besonderem Interesse, namlich (2, 0).

Es gibt nun offenbar drei Moglichkeiten fiir ein Zahlenpaar:
1. Das Vorderglied ist groBer als das Hinterglied; dann ist

(a, by = (a—b, 0).
2. Das Vorderglied ist kleiner als das Hinterglied; dann ist
(a, by = (0, b—a).
3. Vorder- und Hinterglied sind gleich; dann ist
(a, a) = (0, 0).

Im ersten Fall nennen wir das Zahlenpaar , positiv®, im zweiten
Fall ,negativ’, im dritten Fall ein , Nullpaar“. Jedes Zahlenpaar
gehort einer und nur einer dieser drei Kategorien an.

2. Definition von ,gréBer”.

Wir sagen, ein Zahlenpaar sei groBer als ein anderes, in Zeichen (a, b) >
> (a’, b), wenn a4-b" > a 4 b,

Wieder haben wir zu priifen, ob diese Definition berechtigt ist, d. h.
ob der so gebildete Begriff , groBer* die formalen Eigenschaften hat, welche

m-in der gewohnlichen Arithmetik zukommen. Dort ist dieser Begriff

1. irreflexiv, d. h. a ist niemals groBer als a,

2. asymmetrisch, d. h. wenn a > b ist, so ist niemals b > a,

3. transitiv, d. h. aus a > b und b > ¢ folgt a > c.
Der Leser iiberzeuge sich nach dem vorher durchgerechneten Muster,
daB diese drei Eigenschaften erfiillt sind. Wir miissen uns aber noch ver-

gewissern, ob die Beziehung ,groBer unabhingig ist von der besonderen
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Form der Zahlenpaare. Das heit, wenn ein Zahlenpaar groBer ist als ein
zweites, so soll diese Beziehung auch gelten, wenn man die beiden Zahlen-
paare durch irgendwelche andere, ihnen gleiche ersetzt.

Voraussetzung: (a, b) > (c, d)
(a, b) = (a’, b'), (c, d) = (¢/, d°)
Behauptung: @@, b}y > (¢, d)

Beweis: Die Voraussetzung besagt:

at+d>b--c
at+b=a+b
ct+d=c +d

Diese drei Gleichungen addieren wir, nachdem wir in der mittleren Gleichung
die beiden Seiten vertauscht haben. Dann ergibt sich

atbdctdtat+d>atbrctdib +c

oder a +d >b -+,
das ist aber gerade der Inhalt unserer Behauptung. Das Ergebnis ist somit :
Die Beziehung ,,groBer”” hat die drei formalen Eigenschaften des gewdhn-

lichen ,,groBer ‘-Begriffes und sie ist weiters unabhingig von der besonderen
Form, in welcher die Zahlenpaare dargestellt werden.

3. Definition von ,kleiner*.

Wir sagen, ein Zahlenpaar sei kleiner als ein anderes, in Zeichen (a, b) <
< (@, b), wenn a+ b < a4+ b

Hier sind genau dieselben Uberlegungen anzustellen, wie in 2. — Wir
sehen nun: Auf Grund der Definition von ,,=*, ,,>*, ,,<“ bilden die
Zahlenpaare ein geordnetes System; d. h. zwischen zwei Zahlenpaaren
besteht immer eine und nur eine von den drei Beziehungen ,,gréBer”, |, gleich®,
,kleiner“. Denn greiten wir irgend zwei Zahlenpaare (a, b) und (a’, b’) her-
aus, so haben wir, um ihre Ordnung festzustellen, nur die beiden Ausdriicke
a4 b’ und a’ 4 b zu vergleichen; diese sind natiirliche Zahlen und fir
die gilt bereits, daB sie nur in einer der drei Beziehungen zueinander stehen;
und von da iibertrigt sich das auf die Zahlenpaare.

Ferner ist leicht zu beweisen: Jedes positive Zahlenpaar ist groBer als
das Nullpaar; das Nullpaar ist groBer als jedes negative Zahlenpaar; jedes
positive Zahlenpaar ist groBer als jedes negative Zahlenpaar.

Wir wollen nun zeigen, da man mit Zahlenpaaren in ganz analoger
Weise rechnen kann wie mit natiirlichen Zahlen. Zu dem Zweck miissen
wir definieren, was unter der Summe, der Differenz und dem Produkt zweier
Zahlenpaare zu verstehen ist.
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4. Definition der Summe.

(& b4 (e, )= @+c, btd.

Bevor man diese Definition annifnmt, wird man priifen miissen, ob die
Summe diejenigen Eigenschaften hat, die dem Begrift der Summe in der
gewohnlichen Arithmetik zukommen. Diese Eigenschaften sind:

1. Die Summe existiert stets; d. h. zwei Zahlen a und b bestimmen
stets eine dritte Zahl, ihre Summe.

2. Die Summe ist eindeutig bestimmt.

3. Es gilt das kommutative Gesetz: a 4+ b=Db + a.

4. Es gilt das assoziative Gesetz: a + (b4 c) = (a + b) 4 c.

5. Es gilt das Gesetz der Monotonie: aus b > ¢ {folgt a + b > a -+ c.
Erst wenn sich zeigt, daB diese Eigenschaften simtlich erfiilit sind, sind
wir berechtigt!), die hier eingefithrte Verkniipfung ,,Addition* zu nennen.

ad 1. Was bedeutet die Aussage, daB die Summe existiert? Sie bedeutet
erstens, daB die Summe wieder die Form eines Zahlenpaares hat, daB man
also, wenn man zwei Zahlenpaare additiv verkniipft, im Bereich der Zahlen-
paare bleibt; und zweitens, daB dieses Zahlenpaar existiert, d. h. daB seine
Bestandteile wieder natiirliche Zahlen sind. DaB beide Forderungen ertiillt
sind, liest man unmittelbar aus der Definition ab; da a, b, ¢, d natiirliche
Zahlen sind, so sind auch a 4+ ¢, b + d natiirliche Zahlen.

ad 2. Diese Forderung bedeutet folgendes: Die Summe soll unabhingig
sein von der besonderen Form der Summanden; ersetzt man die Zahlenpaare,
die zu addieren sind, durch irgendwelche andere, ihnen gleiche, so soll sich
die Summe nicht indern.

Voraussetzung: (a, b) = (2, b"), (c, d) = (¢’, d')

Behauptung: (a, by + (c, d) = (a’, ) 4 (¢’, d')

Beweis: Fithren wir die angegebene Addition aus, so haben wir zu zeigen, daB
(ate btd =@+, b+d);

das heiBt
a4t cHb Ltd=a+r4+bild

Diese Gleichung ist aber eine unmittelbare Folge der Voraussetzungen, wenn

man diese als Beziehungen zwischen natiirlichen Zahlen schreibt.

Wir brechen hier ab, um nicht zu ermiiden; dem Leser wird es nach
dem Gesagten keine Schwierigkeit mehr bereiten, auch das Erfiilltsein der

Forderungen 3--5 nachzuweisen.
Bevor wir zur Subtraktion iibergehen, wollen wir auf zwei Konsequenzen
unserer Definition aufmerksam machen. Erstens geht aus ihr hervor, daB

1) Vgl. S. 51.



(a, b) + (b, a) = (0, 0) ist. Solche Zahlenpaare wollen wir -, ,inverse' oder
,.entgegengesetzte’ Zahlenpaare nennen..

Zweitens ist .
{a, by + (a, b) = (2a, 2b)
(a,b) + (a, b) + (a, b) = (32, 3b)
und allgemein

(a,by+ (@, b))+ ...... + (a, b) = (na, nb)
n mal

Statt zu sagen, das Zahlenpaar (a, b) ist n mal als Summand gesetzt, sagen
wir auch ,,wir ver-n-fachen (a, b)** und fiihren fiir diese Summe die kurze
Bezeichnung n . (a, b) ein. Dann kénnen wir das Ergebnis auch ausdriicken

in der Form:

n . {a, b) = (na, nb).
In Worten: ein Zahlenpaar wird mit einer natiirlichen Zahl multipliziert,
indem man jedes Glied des Zahlenpaares mit dieser natiirlichen Zahl mul-
tipliziert.

Aus diesen beiden Konsequenzen ergibt sich nun, daB sich jedes Zahlen-
paar (a, b)ineiner bestimmten Normalform darstellen 148t, nimlich
in der Form

a (1,0) + b (0, 1).
Denn fithrt man die angezeigten Operationen aus, so ergibt sich:
a(l,0)+b{0, 1) = (a, 0) + (0, b) = (a, b).
Die Zahlenpaare (1, 0) und (0, 1) sind das, was wir im gewdhnlichen Sprach-
gebrauch die positive, resp. negative Einheit nennen und fiir die wir
die Bezeichnungen einfithren:

(1,0)=+1
0 1)=—1
setzen wir ferner: a.(1,0)=a.(4+ 1) =1 a
b.(0,1)=b.(-—-1)=—Db,

50 kénnen wir jedes Zahlenpaar in der Normalform darstellen:
(@ b) = (+a) + (—Db).
5. Definition der Differenz.

Was soll unter der Differenz von zwei Zahlenpaaren verstanden werden?
Es liegt nahe, nach Analogie mit der Summe folgende Definition aufzustellen:

(a, by — (¢, d) = (@a—c, b—d).

Diese Definition hat aber einen Haken: Wenn niamlich ¢ gréfler als a oder d
groBer als b ist, dann existieren die Differenzen a—c, resp. b—d nicht. Die
Subtraktion im Bereich der Zahlenpaare wire also nur unter bestimmten
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Bedingungen dusfithrbar — wihrend doch die Einfithrung der Zahlenpaare
gerade den Zweck hat, die Subtraktion unbeschrinkt ausfithrbar za machen.
Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, erinnern wir daran, daB zwei
inverse Zahlenpaare, zueinander addiert, das Nullpaar ergeben; da nun das
Nullpaar, wie wir sehen werden, unter den Zahlenpaaren eine ganz dhnliche
Stellung einnimmt wie die Null unter den natiirlichen Zahlen, so kann man das
Subtrahieren eines Zahlenpaares zuriickfithren auf das Addieren des inversen.

DemgemiB erkliren wir:

(5) (a" b);(C, d)::(a'» b)+(d’ C):(a+d, b+c)

Diese Definition ist von dem Mangel {rei, der uns an der fritheren gestort
hatte. Das rechtsstehende Zahlenpaar existiert immer, d. h. die Subtraktion
ist unbeschrinkt austiihrbar.

DaB die so definierte Verkniipfung wirklich die Eigenschaften der Sub-
traktion hat, geht aus dem oben Gesagten hervor. Zunichst ist sie die Um-
kehrung der Addition. Sie ist eindeutig bestimmt und fiir sie gilt weder
das kommutative noch das assoziative Gesetz.

Bevor wir die Betrachtung der Subtraktion abschlieBen, wollen wir
noch auf eine Anwendung der Definition (5) eingehen. Aus ihr folgt, dag
speziell

(a, 0) — (b, 0) = (a, b)

ist, ein Resultat, das wir auch in der Form ausdriicken kénnen

(a, b) = (+2a) — (+ D).

Jedes Zahlenpaar kann somit als Differenz zweier positiver
Zahlen dargestellt werden.

Nimmt man die auf S. 29 abgeleitete Darstellung hinzu, so sieht man,
dag

(+ ) — (+ b) = (+ ) + (—b) |
ist. Man konnte daher sagen: Schreiben wir kurzweg (a, b)=a—Db,
woraus hervorgeht, dafl ein Zahlenpaar einfach eine Differenz zweier gewshn-
licher Zahlen ist. Wir widerstehen indes dieser Versuchung und haben
bestimmte Griinde, an der komplizierteren Schreibweise (a, b) = (4-a) — (4-b)
festzuhalten.

Machen wir uns schlieBlich noch klar, da8 die in dem letzten Ausdruck
auftretenden Plus- und Minuszeichen eine ganz verschiedene Funktion haben.
Die Pluszeichen sind V o r zeichen, withrend das Minuszeichen ein Operations-
zeichen ist. Das Pluszeichen in +a steht ja nur zur Abkiirzung fir (a, 0)
und kann entbehrt werden, wenn man sich der Schreibweise der Zahlenpaare
bedient. Von dem Minuszeichen, das die beiden Zahlenausdriicke verbindet,
gilt das keineswegs.
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6. Multiplikation.

Aus der Erklirung der Summe folgt, daB n (a, b) = (na, nb) ist. "'Wir
wissen also schon, wie ein Zahlenpaar vervielfacht wird. Aber daraus kénnen
wir noch nicht schlieBen; wie ein Zahlenpaar mit einem anderen zu multi-
plizieren ist. Unsere bisherigen Bestimmungen geben dafiir keinen Anhalts-
punkt. Wir miissen vielmehr eine neue Definition aufstellen und erkliren:

(6) ) (a, b) . (c, d) = (ac 4 bd, ad -+ bc).

Dies ist eine willkiirliche Festsetzung, und gerechtfertigt wird sie nur durch
den Umstand, daB diese Operation tatsichlich einige besonders wichtige
formale Eigenschaften der Multiplikation hat. Wir haben zu dem Zweck -
die Geltung folgender Sitze nachzuweisen:

1. Das Produkt zweier Zahlenpaare ist stets wieder ein Zahlenpaar.

2. Das Produkt ist eindeutig bestimmt, unabhingig von der beson-
deren Form der Zahlenpaare.

3. Es gilt das kommutative und

4. es gilt das assoziative Gesetz.

Um den Leser nicht zu ermiiden, unterdriicken wir hier die ausfiihr-
lichen Beweise. Nehmen wir an, daB der Nachweis erbracht ist; dann stimmt
das Produkt zweier Zahlenpaare in den erwihnten Eigenschaften iiberein
mit dem Produkt der gewohnlichen Arithmetik, und das gibt uns das Recht,
diese Verkniipfung mit dem Namen , Multiplikation’ zu belegen. DaB sich
iibrigens nicht alle Eigenschaften der gewdhnlichen Multiplikation auf die
neue Operation ibertragen lassen, zeigt das Aufhéren der Geltung des
,,Monotoniegesetzes''. Der Satz, aus B > C folgt AB > AC, gilt hier
nicht aligemein, sondern nur unter der Einschrinkung, daB der Faktos A
positiv ist.

Aus unserer Definition (6) ergaben sich insbesonders die folgenden

Beziehungen:

A
=
=
DI
Vou
—
ez
—_
=
=
e

0 1.0 1)= (1 0)
Diese besagen aber gar nichts anderes als die Vorzeichenregeln:
+H1.+)=+1
(+1) —1) =—1
=1.(=1)= ——1
(—bD.(=1)=
Man sieht, daB sie aus der Erklirung der Multlplikation der Zahlenpaare
flieBen, die an sich willkiirlich ist und nur deshalb gerade in der angegebenen
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Weise getroffen wurde, damit sie die wichtigsten Eigenschaften der Multi-
plikation der natiirlichen Zahlen wiedergebe. '
Diese Tatsache war schon Gauf3 bekannt; im Jahre 1811 schrieb er
an Bessel: ,,Man sollte nie vergessen, daB die Funktionen, wie alle mathema-
tischen Begriffszusammensetzungen, nur unsere eigenen Geschopfe sind
und daB, wo die Definition, von der man ausging, aufhért, einen Sinn zu
haben, man eigentlich nicht fragen soll, was ist, sondern was konveniert
anzunehmen? damit ich immer konsequent bleiben kann. So.z. B. das
Produkt aus Minus mal Minus. Und Hankel sagt in seinem bereits er-
wihnten Werk iiber die Vorzeichenregel: ,,Es kann gegeniiber einer sehr stark
" verbreiteten, allgemeinen Ansicht nicht scharf genug hervorgehoben werden,
daB diese Gleichungen in der formalen Arithmetik nimmer bewiesen werden
kénnen; es sind arbitrire Konventionen, zugunsten der Erhaltung
des Formalismus im Kalkil.*

7. Division.

Eine Bemerkung sei schlieBlich noch iiber die Division gemacht. DaB
diese Operation aus dem Bereich der ganzen Zahlen hinausfiihrt, wissen
wir bereits. Wie duBert sich diese Tatsache in dem von uns aufgestellten
Kalkiil ?

Setzen wir vorldufig das Ergebnis der Division in unbestimmter Form an:
(2, b): (c, d) = (x, y).
Wenn diese Division die Umkehrung der Multiplikation sein soll, so muB

(a, b) =(c, d).(x, y)
das heifit (a, b)=(cx+dy, dx+cy)

sein; diese Gleichung kann aber nach Definition (1) nur dann bestehen, wenn

at+dx+cy=b+tcx+dy.

Die Division ist demnach nur ausfithrbar, wenn sich zwei natiirliche Zahlen
x, y finden lassen, welche dieser letzten Gleichung Geniige leisten; es ist
dies eine sog. ,,Diophantische Gleichung“, und zahlentheoretische Unter-
suchungen (auf die wir hier nicht eingehen wollen) lehren, daB eine solche
Gleichung nur unter ganz bestimmten Bedingungen lésbar ist; (so sieht
man etwa, daB die Gleichung 3 x = 2y + 4 gewiB keine Lésung in natiirlichen
Zahlen hat, denn die rechte Seite der Gleichung ist durch 2 teilbar, die linke
nicht). Das hei3t aber, da8 die Division im Bereich der ganzen Zahlen nicht
unbeschriankt ausfithrbar ist. —

Blicken wir nun auf den von uns durchmessenen Weg zuriick! Das
Problem war: Wie kann man, unter alleiniger Zugrundelegung des Systems
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der natiirlichen Zahlen, die ganzen Zahlen so einfithren, daB dabei weder
von einer Hypothese noch von einem Postulat Gebrauch gemacht wird?
Der vorliegende Aufbau gibt die Antwort auf diese Frage. Wir haben aus
dem Material der natiirlichen Zahlen neue Gebilde aufgebaut und sie kraft
willkiirlicher, aber zweckentsprechender Festsetzungen mit solchen Eigen-
schaften ausgestattet, daB sie alles das leisten, was die ganzen Zahlen leisten
sollen, Wir brauchen also nur den letzten Schritt zu tun und die von uns
geschaffenen Gebilde geradezu als Zahlen ansprechen.

Nur ein Punkt bleibt dabei problematisch: Koénnen unsere Festsetzungen
nicht in Konflikt miteinander geraten? Solange man in der Arithmetik
der ganzen Zahlen Wahrheiten erblickte, die etwa auf einer inneren Evidenz
beruhen, war diese Frage bedeutungslos; in einem System jedoch, dessen
Grundsitze den Charakter willkiirlicher Verabredungen haben, besteht
keine Gewihr dafiir, daB diese nicht zu einem Widerspruch fiihren. Eine
formale Theorie erfordert den Nachweis der Widerspruchsfreiheit, und dieser
Nachweis erst wird den SchluBstein des ganzen Aufbaues bilden.

Beim Aufstellen der Rechengesetze fiir Zahlenpaare hatte uns der Kalkiil
mit Differenzen als Muster gedient; unsere sechs Definitionen sind den
sechs Formeln auf S.22f. genau nachgebildet. Wire es maglich, aus unseren
Festsetzungen jemals durch logisches SchlieBen einen Widerspruch herzu-
leiten, so miiBte sich genau dieselbe SchluBkette im Gebiet der Kardinalzahlen
berstellen lassen, nur daB sie dort von den entsprechenden Formeln des
Differenzenkalkiils ausgeht; denn die Struktur der Formeln ist ja genau die
gleiche, und nur auf diese Struktur kommt es bei den SchluBprozessen an.
Demnach miiBten auch diese Formeln einen Widerspruch in sich bergen;
damit erkennen wir aber: Die Arithmetik der Zahlenpaare ist gewil dann
widerspruchsfrei, wenn es die Arithmetik der natiirlichen Zahlen ist.

Zum Abschlu8 wollen wir noch auf eine wichtige Frage eingehen: Wie
verhalten sich die ganzen zu den natiirlichen Zahlen? Sind sie eine Er-
weiterung derselben? Das war lange die Ansicht der Mathematiker. Man
setzte in dieser Auffassung die natiirlichen Zahlen den positiven gleich und
meinte, daB sie nur dort ,,positive Zahlen* genannt werden, wo man sie von
den negativen Zahlen unterscheiden will. Aber schon der Sprachgebrauch
enthilt Hinweise, daB zwischen Anzahlen und positiven Zahlen wohl zu
unterscheiden ist. Wenn ich sage, dafl ich drei Giste eingeladen habe, so
kann ich hierin das Zahlwort ,,drei* durch jedes andere ersetzen; aber nicht
durch das Zeichen ,,+ 3, weil es sonst auch Sinn haben miilte, von der
Einladung von — 3 Gisten zu reden. , 3" und ,,4 3" haben sozusagen eine
verschiedene logische Grammatik; der sorgfiltige Aufbau der Arithmetik
bestatigt das. Die negativen Zahlen sind keine nachtrigliche Erginzung
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der natiirlichen Zahlen. In Wirklichkeit sind es zwei ganz getrennte Zahlen-
systeme. Gerade bei unserem Aufbau tritt das sehr klar hervor: Eben weil
die positiven Zahlen Zahlenpaare sind, sind sie von den natiirlichen Zahlen
scharf geschieden; deshalb haben wir sie auch nicht als Differenzen zweier
gewdhnlicher Zahlen gedeutet.

Natiirliche Zahlen und ganze Zahlen bilden also zwei gesonderte Systeme;
sie gehdren sozusagen zwei verschiedenen Ebenen an. Nur bestehen gewisse
Beziehungen zwischen ihnen, die bei oberflichlicher Betrachtung den Ein-
druck erwecken, als ob das erste System ein Teil des zweiten sei. Wir wollen
nachsehen, worin diese Beziehungen bestehen. Jeder natiirlichen Zahl
entspricht eine positive Zahl '

1 2 3 ‘ 4 . . .
v v v v
+1 +2 +3 +4 ...
und zwar so, daB die Ordnung und Verkniipfung der natiirlichen Zahlen
genau dieselbe ist wie die Ordnung und Verkniipfung der entsprechenden

positiven Zahlen. Genauer gesagt: die Zuordnung zwischen den beiden
Reihen hat folgende drei Eigenschaften:

1. Sie ist ein-eindeutig: jeder natiirlichen Zahl ist eine positive zugeordnet
und umgekehrt.

2. Die innere Ordnung der Zahlindividuen bleibt bei dieser Entsprechung
erhalten: ist a groBer (kleiner) als b, so ist auch die entsprechende positive
Zahl + a groBer (kleiner) als die entsprechende positive Zahl -+ b,

3. Den Verkniipfungen der Zahlen durch die vier Grundspezies in der
einen Reihe entspricht genau die Verkniipfung der Zahlen in der andern
Reihe; ist z. B. a + b = ¢, so ist auch (+ a) + (4 b) = 4 ¢; und analog
im Falle der anderen Operationen.

Statt dessen wollen wir kiirzer sagen: die Zuordnung ist ein-eindeutig,
dhnlich und isomorph. Darauf beruht es, daB alle Beziehungen zwischen
natiirlichen Zahlen bei den positiven wiederkehren, sodaB das eine System
als treue Kopie des andern erscheint.

Liegen allgemein zwei Zahlensysteme vor, S mit den Elementen a, b, c, ...
und §’ mit den Elementen «, 8, v, ..., dann heiBt eine Abbildung von S
und S’ isomorph, wenn das Ergebnis der Verkniiptungene¢ + 8, a — 8, « . 8,
o : 8 auch stets dem Ergebnis der Verkniipfungen a + b a—Db, a.b,
a:b zugeordnet ist.

Man darf nicht glauben, daB der Isomorphismus schon aus der Einein-
deutigkeit und Ahnlichkeit -der Beziehungen folgt. Ein einfaches Gegen-
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beispiel ist dieses: Ordnet man die Reihe der natiirlichen Zahlen der
Reihe der geraden Zahlen in der Weise zu, wie es die Pfeile andeuten:

1 2 3 4 5 6
! | | ! |

Y A\ v Y Y M

2 4 6 8 10 12
so ist die so bewirkte Zuordnung eindeutig und dhnlich, aber nicht isomorph;
das Produkt der Zahlen 2 und 3 in der ersten Zeile ergibt z. B. 6, das Produkt
der entsprechenden Zahlen in der zweiten Reihe 24; 6 und 24 sind aber ein-
ander nicht zugeordnet.

Zusammenfassend konnen wir somit sagen: Die natiirlichen Zahlen
bilden keine Provinz der ganzen Zahlen; wohl aber enthalten die letzteren
ein echtes Teilsystem — die positiven Zahlen — das dem System der natiir-
lichen Zahlen eineindeutig, dhnlich und isomorph zugeordnet ist.

Was leistet nun das neue System? Werden mit seiner Hilfe Aufgaben
1dsbar, welche mit Hilfe des alten Systems nicht gelést werden konnten?
Auch da werden wir zu einer etwas anderen Auffassung kommen.

Streng genommen wird ja die Aufgabe, von der Zahl 4 die Zahl 7 ab-
zuziehen, durch die Einfiihrung negativer Zahlen nicht gel6st; sondern eine
andere Aufgabe, nimlichdie, von der Zahl 4-4 die Zahl 47 abzuziehen. Diese
neue Aufgabe ist das Analogon zu der urspriinglichen im Bereich der ganzen
Zahlen. Ein unlésbares Problem geht also niemals durch Erfindung neuer
Zahlen in ein 16sbares iiber — das wiire eine etwas oberflichliche und falsche
Auffassung — sondern es ist so, daf sich die Aufgabe sozusagen in eine
andere Zahlebene projizieren laft und daB die ihr dost entsprechende
Aufgabe eine Losung besitzen kann.

Historisch haben sich die Dinge natiirlich nicht so entwickelt. Die nega-
tiven Zahlen sind nicht mit einem Schlag in die Mathematik eingefiihrt worden,
sondern haben sich in der Praxis des Rechnens gleichsam von selbst aufgedringt.
Wahrscheinlich sind sie eine Erfindung der Inder, denen wir ja auch unser
Ziffernsystem verdanken. Im Abendland treten sie erst auf zur Zeit der
Renaissance, als sich die Buchstabenrechnung eingebingert hatte. Vor allem
sind es Gleichungsaufgaben, die mit einem gewissen inneren Zwang zu den
negativen Zahlen hinfiihrten. So gelangt z. B. Chuquet in seinem Werk
,,.Le Triparty en la Science des Nombres'* {1484) bei der Auifgabe, eine Zahl
nach einer bestimmten Vorschrift zu zerlegen, zu negativen Ldsungen. DaB
man diese neuen Zahlen zuerst mit einigem MiBtrauen ansah, bezeugen
Benennungen der damaligen Zeit, wie ,,absurde Zahlen* (M. Stifel), ,,numeri
ficti (G. Cardano) und dgl. Ein so hervorragender Algebraiker wie Vieta
(1540—1603) wollte sie noch grundsitzlich aus der Mathematik ausschlieBen —
eine Einstellung, in der ihm manche englische Mathematiker bis zum Ende
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des 18. Jahrhunderts gefolgt sind, die hauptsichlich an der unklaren Be-
grilndung der Vorzeichenregel Ansto3 nahmen. Wie wenig selbst bedeutende
Mathematiker die Verhaltnisse iiberblickten, zeigt das Beispiel von Wallis
(1616—1703), der in den negativen Zahlen ,,iiberunendliche* GréBen erblicken
wollte.

Er argumentierte wie folgt: die Zahlen

1 1 1

1
3’2°1'°0

bilden eine wachsende Reihe; allgemein ist

1 1

m < m—1"
fiir m= 0 ergibt sich hieraus

1 1

o< =i

d. h. oo <—1. Die negativen Zahlen sind daher gréBer als o, ,,plus
quam infiniti”,

In Wirklichkeit ist natiirlich die Sache die, daf8 % kein Symbol ist, fiir

welches eine GroBenvergleichung definiert ist, sodaB8 man die Formel

L1

m m—1
nicht auf den Fall m =0 ausdehnen darf, Klarheit brachte erst das
19. Jahrhundert; in M. Obms , Versuch eines vollstindig konsequenten
Systems der Mathematik’* (1822) wird zum erstenmal das Prinzip der Er-
weiterung des Zahlbereiches deutlich ausgesprochen. Die fiithrende Stellung
des Permanenzprinzips hat dann H. Hankel erkannt.

Wir kénnten iibrigens der Idee von Wallis einen klaren Sinn geben,
wenn wir unsere Vorstellung von der Zahlenlinie ein wenig abindern. Wir
wollen uns zu dem Zweck ein anderes geometrisches Modell der reellen Zahlen,
den ,,Zahlenkreis” konstruieren. Wenn wir die Punkte der Zahlenlinie durch
,,Zentralprojektion‘’ auf die Punkte eines Kreises abbilden, wie es die unten-
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stehende Figur zeigt, so ist klar, daB jeder positiven oder negativen Zahl
ein ganz bestimmter Punkt auf dem Zahlenkreis zugeordnet ist und um-
gekehrt. Nur ein einziger Punkt macht eine Ausnahme: das Projektions-
zentrum N, dem offenbar kein Punkt auf der Zahlengeraden, somit keine
reelle Zah] entspricht. Wir hitten also zu sagen, daB zwischen den Punkten
des Kreises und den reellen Zahlen eine ein-eindeutige Entsprechung besteht,
mit alleiniger Ausnahme des Punktes N. Nun trachtet der Mathematiker, so
oft er auf Ausnahmen stoBt, eine solche Formulierung zu finden, daB er
sich von der Ausnahme befreit. So kann der Satz ,, Jede quadratische Gleichung
hat zwei Wurzeln* nur aufrecht erhalten werden, wenn man sich entschlieBt,in
Fallen, wo keine zwei verschiedenen Wurzeln existieren, die eine Wurzel
doppelt zu zdhlen. So werden wir jetzt eine reelle Zahl einfiihren, welche
dem Punkt N entspricht. Wandert ein Punkt auf der Zahlengeraden immer
weiter hinaus (gleichviel ob nach links oder nach rechts), so riickt sein Bild
immer weiter an N heran. Wir wollen nun sagen, die Gerade besitzt einen
einzigen unendlich fernen Punkt, das Bild der Zahl ~.

Der Leser wird sich gegen diese Annahme strauben. Die Punkte einer
Geraden, so wird er sagen, sind objektiv gegeben und ich kann nicht durch
meinen Willen einen neuen Punkt hinzuschaffen. Uber die Punkte einer
Geraden darf ich treilich nicht verfiigen, woh! aber iiber meine Sprechweise;
und die hier vorgeschlagene hat jedenfalls den Vorzug, daB sie die Ent-
sprechung zwischen den Punkten auf dem Kreis und den reellen Zahlen zu
einer liickenlosen macht., Durch die Hinzunahme des , uneigentlichen
Punktes* ist die Gerade zur Trigerin einer ,,zyklischen Ordnung’ geworden
und wir konnen jetzt Wallis’ Idee folgenden Sinn unterlegen: Gewdhnlich
gelangen wir von den positiven zu den negativen Zahlen, indem wir durch
0 hindurchgehen; wir konnten aber auch den Weg iiber o nehmen, und
in diesem Sinn hat Wallis ganz recht, wenn er die negativen Zahlen als iiber-
A unendlich bezeichnet, , Wie verhilt es sich
\ aber in Wirklichkeit? Sind die negativen

Zahlen groBer oder kleiner als die positi-
ven?“ Der Leser wird bemerken, daB} die
beiden Auffassungen auf zwei verschiedene
Anordnungen der reellen Zahlen hinauslau-
fen. Sagen wir es so: Wenn man zu den

B Punkten der Zahlenlinie noch die uneigent-

/_ liche Zahl oo hinzunimmt, dann ist die
Zahlenlinie geschlossen, gerade so wie der

Kreis. Von den Punkten eines Kreises kann

man z. B. nicht sagen, welcher dem andern
vorangeht. Man kann z. B. ebensogut von A nach B gelangen, wie von B

Figur 8.
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nach A und zwar durch Fortbewegung im selben Sinn. Und greift man drei
beliebige Punkte auf der Kreislinie heraus, so kann man von jedem mit glei-
chem Recht behaupten, daB er zwischen den beiden andern liegt. Der Begriff
des ,,zwischen’* verliert hier seinen Sinn. Kurz, hier liegt eine ganz andere
Ordnung vor als auf einer Geraden.

Nun kann man aber den Punkten eines Kreises auch eine lineare Ordnung
aufprigen; zu diesem Zweck brauchen wir nur einen Punkt zu tilgen, also
den Zusammenhang der Linie zu unterbrechen und von da aus die Punkte
willkiirlich in einem bestimmten Sinn zu durchlaufen. Tilgen wir den Punkt oo,
so kommen wir auf die gewShnliche Anordnung der reellen Zahlen (Fig. a);
tilgen wir aber 0, so kommen wir zu der Anordnung von Wallis (Fig. b).

Fig. 9.

Wir lernen hier ein Beispiel dafiir kennen, daB die Erweiterung des
Zahlenbereiches nicht immer auf eine Weise méglich ist. Tatsichlich liegen
hier zwei ganz verschiedene Zahlensysteme vor. Fragt man nach dem inneren
Grund fiir diese Erscheinung, so ist zu sagen, dall das Permanenzprinzip,
das uns doch bei der Erweiterung des Zahlenbereiches leiten soll, in diesem
Fall versagt, oder richtiger, daB dieses Prinzip die Begriffsbildung nicht
mehr eindeutig reguliert. Es fordert nur, daB die Erweiterung des Begriff-
systems so vorgenommen werde, daB die formalen Gesetze so weit wie
moglich aufrecht erhalten werden, d. h. daB gewisse uns besonders wich-
tige Gesetze in Geltung bleiben und nicht, daB sie alle erhalten bleiben.
Tatsdchlich miissen wir uns damit abfinden, daB beim Aufstieg zu einem
weiteren Zahlbereich die Geltung gewisser Rechengesetze des alten ver-
loren geht. So gelang der Schritt von den natiirlichen zu den ganzen
Zahlen nur um den Preis, daB man auf die Geltung des Monotoniegesetzes
der Multiplikation verzichtete. Es wird also im aligemeinen nur ein Teil
der alten Rechengesetze im neuen, weiteren Gebiet fortbestehen. Es kann
nun geschehen, daB sich fiir die Erweiterung des Zahlenbereiches verschiedene
Wege bieten und daB man dabei jedesmal auf ein anderes Rechengesetz
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verzichten muf3. Eben dieser Fall tritt hier ein. Entweder hilt man namlich
an der Geltung der Formel

m>m—1

fiirr m = O fest, dann muB man die Formel
1. 1
m < mei

m—1
opfern. Oder man kann die Erweiterung so vornehmen, daB die zweite
Formel intakt bleibt, dann muB man die erste aufgeben. Zusammenfassend
ist zu sagen, daB das Permanenzprinzip kein zuverlissiger Fiihrer ist, daB
es uns die Wah) 148t zwischen zwei Wegen, die zu verschiedenen Anordnungen
der reellen Zahlen, also zu zwei verschiedenen Zahlensystemen fithren.
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5. Die rationalen Zahlen.

Viel ilter als die negativen sind die rationalen Zahlen. Wihrend jene erst
auftreten, sobald eine bestimmte Stufe der Mathematik erklommen ist,
die Stufe der Algebra, dringte schon ‘das Bediirfnis des tiglichen Lebens,
etwa die Ausbildung eines Miinz- und Gewichtssystems zur Einfihrung
der gebrochenen Zahlen. Das 14Bt auch der Sprachgebrauch erkennen:
Wihrend die Bezeichnungen fiir die positiven und negativen Zahlen erst
im 17. Jahrhundert auftreten, weisen schon die Umgangssprachen der
Kulturvélker Ausdriicke fiir Bruchteile auf. Dennoch hat sich der Begriff
der rationalen Zahl, wie wir ihn heute haben, erst verhiltnismi8ig spit
herauskristallisiert. , Fiir unser heutiges Empfinden sind die verschiedenen
Bruchbegriffe nicht mehr wesentlich voneinander unterschieden. 1/, 1/,
17/,, erscheinen uns gruandsitzlich gleichwertig und auch unsere einheit-
liche Bezeichnungsweise durch Zihler und Nenner unterstreicht diesen
Sachverhalt. DaB dies aber keineswegs immer der Fall gewesen ist, zeigt
schon z. B. der Umstand, daB im Agyptischen fiir Briiche wie 17/, iiberhaupt
“keine Bezeichnung existiert, fiir /5 nur eine ohne Kennzeichnung des
Zshlers 1 und fir 1y, ein ganz anderes Symbol verwendet wird wie fir die
anderen Briiche.” (O. Neugebauer, Voriesungen iiber Geschichte der antiken
mathematischen Wissenschaften, Bd. 1, S. 86.) Es scheint, da8 in friiheren
Zeiten gewisse Briiche, wie 1/, 14, 2/, als selbstindige und individuelle
Zahlen angesehen wurden, die nicht als sekundire Bildung von den ent-
sprechenden ganzen Zahlen abgeleitet sind. Diese , natiirlichen Briiche",
die vielleicht mehr eine gestalthafte, qualitative Bedeutung haben mochten,
wurden erst spiter, bei der Ausbildung des Rechnens, in ein System einge-
gliedert, und damit entstand erst das, was wir heute das System der Rational-
zahlen nennen.

Geschichtlich gesehen liegen hier jedenfalls komplizierte Prozesse vor,
die allem Anschein nach zunichst an die vorhandenen sprachlichen Aus-
drucksmittel ansetzen. Die Herrschaft eines bestimmten Zeichensystems
ist nie gleichgiiltig. Das vorhandene Schriftsystem bestimmt in weitem
Sinn die Entwicklungsmoglichkeiten der Mathematik. Wie die Beschrinkung
auf ein bestimmtes Baumaterial (Quadern, Ziegel, Holz) die Architektur
zu gewissen Formen hindringt, stilbildend wirkt, so bringt auch die Ver-
wendung einer bestimmten Notation, die nur gewisse Ausdriicke kennt,
andere nicht, etwas wie einen Stil mathematischen Denkens hervor. Die
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Agypter hatten z. B. eine Bezeichnungsweise, mit der sie nur die reziproken
Werte der ganzen Zahlen und deren Komplemente (d. h. die Briiche 1/,
und 1-—1/) ausdriicken konnten. Dadurch wurde die dgyptische Mathe-
matik in ganz bestimmte Fragestellungen hineingedringt (Stammbruch-
zerlegungen), wihrend der Zugang zu anderen Problemen so gut wie ab-
geschnitten war.

So entstand in den Fragestellungen und Ldsungen etwas, wie ein be-
stimmter Stil. Die Griechen, fiir welche das einzige Ausdrucksmittel des
mathematischen Gedankens die geometrische Figur war, wurden dadurch
wieder an gewissen Moglichkeiten der modernen Mathematik vorbeigefiihrt,
vor allem an der Erfassung des allgemeinen Zahlbegriffes, DaB andererseits
die Babylonier eine Algebra von erstaunlicher Hohe hervorbrachten, scheint
tief mit der Struktur ihrer Sprache und Schrift zusammenzuhingen.

Wir wollen einen Augenblick versuchen, die Fragen, die sich hier auf-
dringen, etwas deutlicher zu formulieren. Wir verwenden heute zwei Arten
von Schriften: entweder stellt ein Zeichen einen Laut dar, wie , r’ oder ,,0°;
oder einen Begriff, wie ,, 3" oder ,,+ ‘. Demgemi8 unterscheidet man zwischen
Lautschrift und Begriffsschrift (Ideographie). Jede Begriffsschrift ist, wie
wir heute wissen, urspriinglich aus einer Bilderschrift hervorgegangen, die
nur konkrete sinnliche Dinge oder Vorginge wiedergab. Die Frage ist nun
die: Wie konnte sich aus einer anschaulichen Bilderschrift ein abstrakter
mathematischer Formalismus loslésen mit konventionellen Einzelsymbolen
fiir GroBen und fir Operationen? Oder wie konnten aus einer Buchstaben-
schrift, die dem Lautbild des Wortes foigt, die Begriffszeichen der Mathematik
hervorwachsen? Beides erscheint schwer verstindlich, da die mathematischen
Symbole sozusagen nicht in der Richtung der natiirlichen Entwicklung der
Sprachsysteme liegen. Und doch ist das Auftreten einer Begriffsschrift
grundlegend fir die Entfaltung mathematischen Denkens. In Agypten mit
seiner historischen Kontinuitit ist dieser Schritt nicht geschehen. In
Babylon, wo sich zwei ganz verschiedene Kulturen, das Sumerische und das
Akkadische (mit Sprachen mit grundverschiedenem grammatischen Typus)
iibereinanderschichten, ist der Weg fiir eine solche formale Entwicklung frei
geworden. Durch die Berihrung dieser beiden verschiedenen Sprachen
entstand nimlich die Moglichkeit, ein Wort entweder syltabisch zu schreiben
oder mittels eines Ideogramms. In den akkadischen Texten wechseln beide
Schreibweisen willkiirlich miteinander ab, und das bot nun die Moglichkeit,
die mathematischen Begrifte (GroBen und Operationen) ideographisch zu
schreiben und so zu einer Formelsprache zu gelangen, wihrend der iibrige
Text syllabisch geschrieben ist. Es waren also nicht. rationale Uberlegungen,
sondern eher historische Zufille — das Zusammentreffen verschiedener
Kulturen — die zur Ausbildung einer mathematischen Zeichensprache fiihrten.

4  Waismann: Einfiihrung. 11



Vielleicht ist es so, ,,daB im Rahmen einer kontinuierlichen geschichtlichen
Entwicklung, die ja auf der direkten Tradition von Generation zu Generation
beruht, das BewuBtsein der Willkiirlichkeit und des rein konventionellen
Charakters aller Ausdrucksmittel gar nicht entsteht, da alle diese Dinge zu
absoluten und -gegebenen Formen werden, die aus freien Stiicken wesentlich
abzuindern das analytische Vermogen der Menschen weit tbersteigt. Erst
Menschen, die selbst einer ganz anderen geschichtlichen Tradition ent-
stammen, sind imstande, die fremden Ausdrucksmittel frei zu gebrauchen
und ibre Schranken wie ihre Méglichkeiten zu erkennen‘. (Neugebauer,
S.78.)

Indem wir in allen diesen Dingen auf die Vorlesungen von T\Ieugebauer
verweisen, die dem Zusammenhang zwischen Mathematik und Sprache nach-
gehen, wollen wir jetzt unsere Frage nach einer anderen Richtung prizisieren.
Wir forschen nicht danach, wie sich das Bruchrechnen entwickelt hat und
welche Momente den Ansto dazu gegehen haben; uns interessiert nur die
Frage, mit welchem Recht die gebrochenen Zahlen in die Arithmetik
eingefithrt werden. Genau so, wie wir die ganzen Zahlen aus dem Material
der natiirlichen Zahlen aufgebaut haben, werden wir jetzt die rationalen Zahlen
mit Hilfe der ganzen konstruieren. Da die Grundsitze dieser Methode bereits
im vorigen Kapitel erértert worden sind, werden wir uns diesmal wesentlich
kiirzer tassen konnen.

Als Vorbereitung fiir den weiteren Aufbau wollen wir folgende Frage
behandeln: Gesetzt, wir betrachten Divisionen, die aufgehen; kann man
mit den Ergebnissen solcher Divisionen operieren, ohne sie wirklich ausfithren
zu miissen? Dieser Gedanke ist ziemlich naheliegend; die Divisionen 48:3
und 80 :5 liefern z. B. dasselbe Ergebnis, und das muB sich doch irgendwie
an den in der Rechnung auftretenden Zahlen selbst zu erkennen geben. Und
koénnte man nicht auch zwei Divisionen ansehen, welche von ihnen das groBere
Ergebnis liefern wird? Mit einem Wort, kénnte man nicht eine Art Kalkiil
mit Quotienten aufstellen, in dem man tatsiachlich nur mit Dividend und
Divisor rechnet? DaB das méglich ist, werden wii sofort erkennen. Dabei
werden wir durchaus auf dem Boden der ganzen Zahlen bleiben, d. h. jeder
Satz, den wir aussprechen werden, wird innerhalb der Arithmetik der ganzen
Zahlen beweisbar sein. Um dann die Briiche zu erhalten, werden wir uns von
der Annahme, daB die Division aufgehen soll, befreien und die Sitze, die
in der Arithmetik der ganzen Zahlen beweisbar waren, als Rechenregeln
fir beliebige Zahlenpaare aussprechen. Der Kalkiil mit Zahlenpaaren
wird sich so ganz natiirlich an den Kalkiil mit Quotientén anschlieBen. Unserem
Vorhaben gemiB fragen wir:

1. Wann sind zwei Quotienten gleich?

2. Wann ist ein Quotient gréBer resp. kleiner als ein anderer?
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3. Wie kann man Quotienten addieren, subtrahieren usw.? ,

ad 1. Welche Beziehung mu8 zwischen vier Zahlen a, b, ¢, d bestehen,
wenn die Divisionen a: b und c: d das gleiche Ergebnis liefern sollen?

Man wird sagen, in diesem Fall miissen die Zahlen a, b, ¢, d eine Pro-
portion bilden und die ist bekanntlich nur dann richtig, wenn ad =bc
ist. Allein, die Lehre von den Proportionen, wie sie gewdhnlich dargestellt
wird, setzt schon das System der rationalen Zahlen voraus, das wir doch
erst aufbauen wollen; wir miissen vorsichtiger zu Werke gehen.

Zuerst beweisen wir, dal das Resultat einer Division ungeindert bleibt,
wenn man Dividend und Divisor mit derselben Zahl multipliziert; wenn also

a:b=gq
ist, so soll auch
na:nb=q
sein,
Da zufolge der ersten Gleichung
a=bh.q
i5t, so muBl auch
na=nb.q
sein und das ist in der Tat der Sinn der zweiten Gleichung. (Der Leser
beachte, daB wir mit dieser Ableitung nirgends den Bereich der ganzen
Zahlen iiberschritten haben!) Auf ganz dieselbe Art erkennt man, dafl zwei
Quotienten mit gleichen Divisoren nur dann gleich sind, wenn sie auch gleiche
Dividenden haben.
Sollen wir nun entscheiden, ob irgend zwei Divisionen

a:b und c:d

das gleiche Ergebnis liefern, so werden wir von dem eben bewiesenen Satz
Gebrauch machen und ihnen eine solche Form geben, daB sie in den Divisoren -
iibereinstimmen. Dann werden sie nur dann dasselbe Resultat haben koénnen,
wenn auch ihre Dividenden gleich sind. Wir erweitern zu diesem Zweck
den ersten Quotienten mit d, den zweiten mit b und lesen aus den so er-

haltenen Quotienten
ad:bd und be:bd

ab, daB sie dann gleich sind, wenn
ad=bc ist.

ad 2. Zugleich haben wir damit die Antwort auf die zweite Frage gefunden:
Die Division a : b hat ein griBeres, resp. kleineres Ergebnis als die Division c: d,
je nachdem ob a d gréBer resp. kleiner ist als bc.
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Zusammenfassend koénnen wir sagen: es ist
a:b%'c:d, je nachdem ad%bc ist. |
ad 3. Wie kann man eine Division bilden, deren Ergebnis gerade so grof§
ist wie die Ergebnisse zweier anderer Divisionen zusammengenommen?
Die Division
{ad+4bc):bd
hat die verlangte Eigenschaft. Zunichst ist
(ad+bc):bd=(ad:bd)+ (bc:bd)
auf Grund eines Satzes, den man in der Arithmetik der ganzen Zahlen be-
weisen kann; jede der beiden Divisionen 148t sich weiter durch einen gemein-
samen Faktor kiirzen, sodal wir schlieBlich erhalten:

(ed+bc):bd=(a:b) 4 (c:d).

In ganz analoger Weise 1iBt sich offenbar die Differenz der Quotienten

bilden.
Wiinscht man die Quotienten zu multiplizieren, so braucht man die
Multiplikation nur in den Dividenden und Divisoren auszufiihren. Ist namlich

atb=q und c:d=r,
so ist
a=bq und c=dr
und durch Multiplikation ergibt sich hieraus
ac=bd-qr, das heiBt ac:bd=qr.
Man sieht hieraus, daB die letzte Division ein Ergebnis liefert, das gerade

so groB ist wie das Produkt der Ergebnisse der beiden urspriinglichen
Divisionen. — Der Leser versuche sich an dem Beweise, daB
{a:by:(c:d) =ad:bc ist.

Was haben wir nun mit diesen Sitzen gewonnen? Die Einsicht, daf3 sich
mit Quotienten ebenso rechnen lafit wie mit Zahlen. Wir kommen nun
zu dem entscheidenden Schritt: Wir werden diesen Kalkiil auf beliebige
Zahlenpaare ausdehnen und die eben bewiesenen Formeln als Definitionen
der Begriffe ,gleich”, ,groBer’, | kleiner, ,,Summe*, , Differenz usw.
ansehen.

1. Definition der Gleichheit.

Wir betrachten Zahlenpaare, mit denen wir vorliufig noch gar keinen
weiteren Sinn verbinden. Wir definieren:

{a,b)=(c,d), wenn ad—bc=0.



Wir wissen aus dem vorigen Kapitel, welche Forderungen an eine will-
kiirliche Definition des Gleichheitsbegriffes zu stellen sind: Die so definierte
Beziehung muf reflexiv, symmetrisch, transitiv sein. DaB die beiden ersten
Eigenschaften erfiillt sind, sieht man ohne jede Rechnung.

Eine kleine Uberlegung erfordert hingegen der Nachweis der Transitivitit
diese besteht in folgendem:

Ist (a, b) = (", b)
und (@, b') = (a”, b")
so ist auch stets
. (a, b) — al!, b”).
Die beiden ersten Gleichungen besagen nach (1)
a b’ —a’ b=0
a’ b’ —a”" b= 0,
und die Behauptung ist, daB dann auch
ab’—a"b=0.
Multipliziert man die erste Gleichung mit b, die zweite mit b und addiert
beide, so erhilt man
ab’ b’ -—a”bb =0,
das heift b’ (ab”—a”b) = 0.

Folgt nun hieraus, daB ab” —a” b= 0ist? Nur dann, wenn b’ von ¢
verschieden ist. Wire b’ = 0, <o kénnte sehr wohl das erste Zahlenpaar
gleich dem zweiten, das zweite gleich dem dritten sein, ohne daB das erste
gleich dem dritten ist. Die Transitivitat ist also nur dann verbiirgt, wenn
der Fall b’ = 0 nicht eintreten kann. DemgemiB verlangen wir, daBl Zahlen-
paare mit dem Hinterglied 0 ausgeschlossen werden sollen ; (in der gewdhnlichen
Ausdrucksweise heiit das: wir schlieBen die Division durch 0 aus).

Eine einfache Folge dieser Definition ist es, daB man jedes Zahlenpaar
in unendlich viele Formen setzen kann, So ist

(a, b) =(2a, 2b) == (3a, 3b) = ...

{Das besagt, daBl man einen Bruch mit einer beliebigen Zahl erweitern darf.)

2. GroBer und kleiner.

Wir definieren:
(a, b) < (c, d), wenn ad — bc < 0

(a, b) > (¢, d), wenn ad —bc > 0
Der Beweis, daB die so definierte Beziehung irreflexiv, asymmetrisch,
transitiv ist, bereitet keine Miithe. Wir iibergehen ihn.
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- Aus den Definitionen (1) und (2) 148t sich nun der wichtige SchluB ziehen,
daB die Zahlenpaare ein geordnetes System bilden, d. h., daB zwei Zahlen-
paare stets in einer der drei Beziehungen ,,gréBer, ,gleich, , kleiner zu-
einander stehen. Das ergibt sich unmittelbar, sobald wir bedenken, daB der
Ausdruck ad- bc eine ganze Zahl ist, daher gewiB entweder positiv, Null
oder negativ sein muB; und von da iibertrigt sich diese Disjunktion auf die
Zahlenpaare,

3. Addition.

Als Summe der beiden Zahlenpaare (a, b) und (c, d) erkliren wir das
Zahlenpaar (ad -+ bc, bd). Bevor wir diese Dzfinition annehmen, miissen
wir nachsehen, ob sie den formalen Anforderungen geniigt, die wir an den
Summenbegriff stellen miissen!). Die Summe soll

a) existieren; darin liegt zweierlei: sie soll die Form eines Zahlenpaares
haben und Vorder- und Hinterglied sollen ganze Zahlen sein, Nicht jede
Definition wiirde diesen Anforderungen geniigen; wollte ich etwa definieren

(a, b) 4 (c, d) = (a, b, c, d),

so wiirde die Summe nicht mehr dem Bereich der Zahlenpaare angehéren,
Ferner sind Definitionen denkbar, bei welchen das Vorder- oder das Hinter-
glied gebrochene Zahlen werden. Unsere Definition vermeidet beide Klippen.

b) Die Summe soll eindeutig durch die Summanden bestimmt sein;
der Grund, warum wir dieser Forderung einiges Gewicht beizumessen haben,
ist der, daB ein Zahlenpaar unendlich vieler verschiedener Darstellungen
fahig ist und wir nicht von vornherein darauf bauen diirfen, dal diec Summe
von der Form der Zahlenpaare unabhiingig ist. Mit anderen Worten: Bildet
man die Summe

(a, b) + (c, d) = (ad + be, bd)
und ersetzt man hierin (a, b) und (c, d) durch die ihnen gleichen Zahlen-
paare (a’, b’) und (c¢’, d’), so soll auch
(@, b) + (e, d) = (&', ) + (¢!, )

sein. Man rechnet leicht nach, daB diese Forderung erfiilit ist.

c) Die Addition ist ferner kommutativ und assoziativ und schlieBlich
gilt

d) das Monotoniegesetz, das besagt, daB A > Bstets A+ C > B + C
nach sich zieht.

Aus der Definition der Summe folgt insbesondere, daf3

{a, b) + (a, b) = (23, b),

1) Der mehr philosophisch interessierte Leser kann die weitere Entwicklung bis
S. 48 iiberschlagen. ’ ’
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ein Ergebnis, das wir auch kiirzer schreiben kénnen in der Form
2 (a,b) = (2a, b);

so fortschlieBend erkennt man, daB aligemein
n (a, b) - (na, b)

i

ist und sieht daraus, wie ein Zahlenpaar mit einer ganzen Zahl vervielfacht wird.

4. Multiplikation,

Wir definieren: L
(a, b) . (c, d) = (ac, bd).

An diese Detinition sind ganz analoge Forderungen zu stellen wie an die
Erklirung der Summe; wir iibergehen den Nachweis, daBl die Forderungen
{a) bis (d) erfiillt sind und bemerken nur, da8 sich die Forderung (d), das
Monotoniegesetz der Multiplikation nicht mehr aufrechterhalten 148t.
Addition und Multiplikation geniigen ferner dem distributiven Gesetz

A (B + C) = AB 4 AC.

5. Wie steht es nun mit der Subtraktion und der Division? Miissen
diese von neuem definiert werden? Das ist nicht nétig; sie sind bereits
vollkommen bestimmt, wenn man sie als die inversen Operationen der
Addition und Multiplikation auffaBt. Setzt man ndmlich

(a, b)—(c, d) = (x, y),
so soll im Sinn dieser Erklarung
(2, b) = (¢, d) + (x, ¥)
sein; nach Definition (3) bedeutet das aber
(a, b) = (cy + dx, dy)
und diese Gleichung kann nach (1) nur bestehen, wenn
v ady —b (cy + dx) =0
ist, d. h. wenn
{ad —bc) y — bdx = 0
ist. Eine Losung dieser Gleichung wird jedenfalls durch
x = ad —bc
y = bd

dargestellt, und jede andere ergibt sich, wenn wir diese Losung mit irgend-
einer ganzen Zahl multiplizieren; da aber das Zahlenpaar (nx, ny) auf Grund
der Bemerkung von S. 45 dasselbe bedeutet, wie das Zahlenpaar (x, y), so
konnen wir das Resultat einer Subtraktion immer darstellen in der Form

(a, b)— (c, d) = (ad — bc, bd).
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In ganz ahnlicher Weise kann man bei der Division verfahren. Setzt man

(a, b):(c, d) = (x, ),
so bedeutet das, daB
(a, b) = (¢, d) . (x, y)
.ist, und daraus ergibt sich, daB
(a, b) = (cx, dy)
oder ady — bex = 0.

Die Lésung dieser Gleichung lautet (wenn wir wieder von den ganzzahligen
Vielfachen absehen)
x = ad, y = bc.

Wir erhalten somit
(a, b): (¢, d) = (ad, bc).
Nennt man (d, ¢) den reziproken Wert von (c, d), so 1aBt sich das Ergebnis
aussprechen in der Form: ein Zahlenpaar wird durch ein anderes dividiert,
indem man es mit dem reziproken Weit desselben multipliziert. —

Die von uns konstruierten Gedankendinge sind also geordnet und man
kann mit ihnen in ganz dhnlicher Weise rechnen wie mit den natiirlichen
Zahlen. Diese beiden Tatsachen veranlassen uns, die neuen Gebilde ebenfalls
als Zahlen, und zwar als ,rationale Zahlen:‘ zu bezeichnen. Im System
der rationalen Zahlen haben wir uns ein Instrument geschaffen, mit welchem
sich die vier Grundspezies der Arithmetik unbeschrinkt ausfihren lassen,
mit Ausnahme der Division durch die Null. ‘

Auch die Widerspruchsfreiheit des neuen Systems wird man auf diesem
Standpunkt darin begriindet sehen, daB die Definition fiir die Begriffe ,,gro8er*,
,.gleich*’, , kleiner’’ sowie die Rechenregeln genau den Sitzen im Quotienten-
kalkiil nachgebildet sind, so da8 jeder Widerspruch im System der rationalen
Zahlen zugleich im System der ganzen Zahlen otfenbar werden miilte. '

Unter den ganzen Zahlen spielen die Individuen 0 und 1 eine besondere
Rolle: fiir jede Zahl a gilt

a+0=a a*1=a.
Die Zahl 0 indert also nichts, wenn man sie als Summanden zu einer anderen

Zahl hinzufiigt; und die Zahl 1 dndert nichts, wenn sie als Faktor zugesetzt
wird. Man sagt: 0 ist der Modul der Addition, 1 der Modul der Multiplikation.

Unter den Zahlenpaaren spielen nun die Paare (0,1) und (1, 1) eine
ganz analoge Rolle; d. h. es ist .

(. b) +(0,1) = (a, b)
(a,b) . {1,1) = (a, b)
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Wir werden diese Zahlenpaare deshalb die ,,rationale Zahl 0 und die , rationale
Zahl 1" nennen. Was wir fiir die Zahlen 0 und 1 dargetan hatten, gilt aber
ganz allgemein: jeder (positiven und negativen) ganzen Zahl a entspricht
eine rationale Zahl (a, 1). So ist z. B.

(8, 1)+ (b, 1) = (a+ b, 1)
(1) . (bl)=(a.b, 1)

Das System der ganzen Zahlen 148t sich mithin auf einen Teil der rationalen
Zahlen so abbilden, daBl dabei sowohl die Ordnung der Zahlen wie die Ver-
kniipfungen durch die vier Rechenoperationen erhalten bleiben. Deutlicher
gesagt: die rationalen Zahlen enthalten ein Teilsystem, das dem der ganzen
Zahlen ein-eindeutig, dhnlich und isomorph entspricht. Man meinte daher,
daB die rationalen Zahlen eine Erweiterung der ganzen Zahlen seien, daf8
sie aufler diesen auch die Briiche umfassen. Das war ein Irrtum. Tatsichlich
bildet jedes der drei Systeme: die natiirlichen Zahlen, die ganzen Zahien,
die rationalen Zahlen eine abgeschlossene Welt fiir sich, und es ist ganz
unmdoglich, von einem dieser Bereiche durch Hinzufiigen neuer Elemente zu
einem anderen zu gelangen.

Wir miissen also genau unterscheiden zwischen der natiirlichen Zahl 5,

der ganzen Zahl + 5 und der rationalen Zahl :1) diese drei Zahlen sind nicht

identisch, insofern sie Gegenstand verschiedener Kalkiile sind. Sie entsprechen
einander nur, d. h. sie spielen in ihren Kalkiilen eine analoge Rolle.

Diese Uberlegung regt uns zu folgender Frage an: Hal n eigentlich die
Rechenoperationen in jedem dieser Kalkiile dieselbe Bedeutung? Ist etwa
die Subtraktion im Bereich der ganzen Zahlen dieselbe Operation wie im
Bereich der natiirlichen Zahlen? Aber was heift hier ,,dieselbe“? Doch wohl,
daQ tiir die Operation dieselben Festsetzungen gelten; so verstanden, ist die
Frage zu verneinen. Denn wihrend der Ausdruck a—b im Bereich der
natiirlichen Zahlen nur unter der Bedingung statthaft ist, daB a > b, fillt
im Bereich der ganzen Zahlen diese Beschrinkung fort, und das ist ein wichtiger
Unterschied. Man sieht hieraus, daB man streng genommen nicht von einer
Subtraktion sprechen dart, sondern von so viel verschiedenen Operationen
dieses Namens, als es Zahlbereiche gibt. Man darf sich iiber diesen Umstand
nicht dadurch tiuschen lassen, daB man auf den verschiedenen Ebenen die-
selben Zeichen -, —, : usw. verwendet. Wenn man die Bestimmungen dieser
Begriffe nebeneinander stellt, wird klar, wie weit die Analogie zwischen
ihnen reicht und wo sie aufhért.

Man konnte diese Betrachtungen noch fortsetzen. Wenn eine Operation
auf einem neuen Gebiet nicht alle Forderungen erfiillt, die wir in dem alten
an sie zu stellen pflegen, dann fragt es sich, ob wir sie noch dieselbe Operation
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nennen sollen.  Ein Beispiel dafiir ist die Summe von zwei Kugeldrehungen.,
Jedermann versteht, daB damit das Ergebnis der Hinteréinanderausfiihrung
zweier Drehungen gemeint ist, und irisofern erscheint dieser Sprachgebrauch
natiirlich. Erfiillt aber dieser Begriff der Summe unsere fiinf formalen
Forderungen?

a) Die Summe existiert; d. h. zwei Drehungen hintereinander ausgefiihrt,
ergeben allemal wieder eine Drehung;

b) die Summe ist durch die beiden Drehungen eindeutig bestimmt;

c) befolgt die Summe das kommutative Gesetz? D. h. ist das Ergebnis
Zweier Drehungen unabhingig von der Reihenfolge, in der diese Dreliungen
vorgenommen werden? Wir wollen sehen! Wir drehen den Globus einmal um
die Erdachse NS um 90°, so daB P in Q iiber-
geht; ein anderesmal um die horizontale Achse
PP’, so daB N nach Q fallt. Was ergibt sich,
wenn man die beiden Drehungen hintereinander
ausfiihrt ? Dreht man zuerst um die vertikale,
dann um die horizontale Achse, so gelangt N
nach Q; nimmt man die Drehungen in umge-
kehrter Reihenfolge vor, dann geht N in P’ iiber.
Beide Lagen der Kugel sind véllig verschieden,
die Zusammensetzung zweier Drehungen ist

N

$

Figur 10. . .
& also nicht mehr kommutativ,

d) Dagegen 4Bt sich beweisen, daB die Zusammensetzung assoziativ ist.

e) Die fiinfte Forderung, die Geltung des Monotoniegesetzes fillt weg,
weil man nicht definiert hat, wann man eine Kugeldrehung groSer resp.
kleiner nennt als eine andere.

Von den fiinf oben aufgezihlten Forderungen sind in unserem Beispiel
nur drei erfiillt, und es ist nun in unser Belieben gestellt, ob wir hier noch
von einer Summe sprechen wollen.

Auch die Resultierende zweier Krifte pflegt man ihre Summe zu nennen.
Hier gelten die Forderungen a) bis d), e) aber nicht, weil die Krifte nicht
linear geordnet sind.

Man kénnte als weitere Beispiele anfithren die Addition zweier Wellen
oder die Summe zweier Farben (die ,,Summe’’ zweier Farben wire etwa die
aus der Mischung der beiden Farben entstandene Farbe). Man sieht, daB man
die Analogie mit dem Summenbegriff auf den verschiedensten Gebieten
verfolgen kann; nur wird man dann zu sagen haben, daB sich das Wort
,,Summe’‘ jedesmal mit einem neuen Inhalt erfiillt.

Diese Bemerkungen werfen ein Licht auf manche bei Philosophen beliebten
Ausspriiche wie ,,das,Ganze’ ist mehr als die Summe seiner Teile” ;| Die Melodie

IRy

ist mehr als die Summe ihrer Tone”* usw. Hiermit ist nichts gesagt, weil es
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zunichst unklar ist, was man denn unter der Summe von Ténen verstehen will;
dieser Ausdruck ist noch niemals definiert worden. Man kann diesen Worten
natiirlich einen Sinn geben und dann kann it jener AuBerung vielleicht
etwas Richtiges gemeint sein; nur muB man, damit iiber die Richtigkeit
oder Unrichtigkeit der betreffenden AuBerung iiberhaupt diskutiett werden
kann, vorerst angeben, w as man unter einer ,,.Summe von Tdnen* ver-
steht!). '

Ganz ihnliche Betrachtungen lassen sich auch fir den Begriff der
Gleichheit anstellen. Wir haben gesagt, daB8 wir eine Relation nur dann als
Gleichheit anerkennen kdnnen, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Aber ist das Festhalten an diesen Forderungen wirklich so unerlaBlich?
Bei einiger Besinnung wird man zu einer anderen Ansicht kommen. Es ist
z. B. nicht unbedingt notwendig, daB der Begriff der Gleichheit transitiv ist,
Beim Vergleich anschaulich gegebener Strecken im Gesichtsfeld kommt es
nicht selten vor, daB man die Strecken a und b gleich lang sieht, ebenso b
und ¢, wihrend einem a und ¢ verschieden lang erscheinen. Analoges kommt
beim Vergleich von Farben, Tonhohen usw. vor. Wir werden dieser Sachlage
am besten gerecht, wenn wir sagen: Der Begriff der Gleichheit, angewendet
auf solche Erscheinungen, ist zwar symmetrisch, aber nicht unbedingt
transitiv.

Diese Betrachtungen lockern das Vorurteil auf, der Begriff der Gleichheit
miisse gewisse Eigenschaften haben. Statt dessen werden wir sagen: Wir
kénnen Begriffe bilden, die dem Begriff der Gleichheit zwischen natiirlichen
Zahlen mehr oder weniger verwandt sind, und es wire nur unzweckmiBig,
einen Begriff von ganz anderen Eigenschaften mit demselben Namen zu
belegen. Demnach werden wir das auf S. 24 Gesagte verbessern, indem wir
das dort geschilderte Vorgehen nicht mehr , berechtigt”, sondern nur ,,zweck-
milig nennen. Genauer gesagt werden sich die Forderungen, die wir an
den Begriff der Gleichheit von Zahlenpaaren stellen, in zwei Teile zerlegen:

a) ZweckmiiBigkeit der Gleichheitsdefinition fiir Zahlenpaare, indem
man eine Art Permanenz der Eigenschaften der Gleichheitsrelation fordert.

b} ,,Berechtigung’ in dem Sinn, daB fiir diejenigen Paare, welche
hinterher den Einz:lzahlen entsprechen sollen, dieselbe Relation bestehen
soll, wie fiir Einzelzahlen.

Zum AbschiuB wollen wir noch einigen Bemerkungen Raum geben,

1. Fragt jemand, was eine rationale Zahl sei, so kann man ihm nicht
besser antworten, als indem man ihm den Kalkil mit diesen Zahlen be-
schreibt, ihm also die Regeln nennt, nach denen mit solchen Zahlen gerechnet
wird, Man stellt sich manchmal vor, daB die rationalen Zahlen schon irgendwie

1) Vgl. dazu Schlick, Uber den Begriff der Ganzheit, Erkenntnis, Bd. 5.
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,,da sind‘‘, unabhingig vom Kalkil und daB die Rechengesetze aus der
Natur oder aus dem Wesen dieser Zahlen folgen. Aber so ist es nicht, und
unsere Uberlegungen zeigen, daB der Begriff der rationalen Zahl durch den
Kalkiil der rationalen Zahlen bestimmt ist.

Die Erfahrung, daB wir Strecken, Gewichte usw. zu teilen vermégen,
begriindet das Rechnen mit rationalen Zahlen nicht, d. h. sie kann die Gesetze
des Rechnens nicht als Wahrheiten erweisen; wohl aber konnten solche
Erfahrungen den Mathematiker dazu anregen, einen Kalkiil zu schaffen,
der sich auf dieses Substrat anwenden 1aBt. Wir werden auf diesen Punkt
noch 6fter zuriickkommen.

2. Wie kommen wir aber gerade auf Zahlenpaare und nicht z. B. auf
Zahlentripel? Die Antwort ist: Weil unser Kalkiil dem Rechnen mit Quo-
tienten nachgebildet ist und ein Quotient durch Angabe von zwei Zahlen
vollig bestimmt ist. (Und dasselbe trifft fiir die ganzen Zahlen zu, deren
Kalkiil dem Rechnen mit Differenzen nachgebildet ist.) DaB die inversen
Operationen immer an zwei Zahlen ansetzen, das ist der tiefere Grund dafiir,
da8 wir gerade Zahlenpaare bendtigen.

Ein Zahlenpaar ist an sich nichts, ein leerer Rahmen, den man mit dem
verschiedensten Inhalt erfiillen kann: Dasselbe Zahlenpaar wird, je nach den
Regeln, die man festsetzt, eine ganze Zahl oder eine rationale Zahl oder eine
komplexe Zahl darstellen kénnen; wollte man von der Bedeutung eines
Zahlenpaares reden, so wiirde man am besten tun, zu sagen: Die Bedeutung
ist die Art der Verwendung.

3. Bei dem Aufbau, den wir bisher geschildert haben, ‘wurden zuerst
die ganzen und dann erst die rationalen Zahlen konstruiert. Liegt eine innere
Notwendigkeit fiir diese Rethenfolge vor? Hitte man nicht zuerst die vor-
zeichenlosen rationalen Zahlen und dann erst den Unterschied von positiv
und negativ einfithren kénnen? GewiB. Dabei wiirden wir aber nicht etwa
auf ein anderes rationales Zahlensystem kommen, sondern das so konstruierte
System wiirde sich mit dem vorher betrachteten als isomorph erweisen, indem
jeder Beziehung des einen Systems eine gleichgebaute des anderen entspricht
und umgekehrt.



6. Die Grundlagen des Rechnens mit natiirlichen Zahlen.

Die Basis unserer ganzen Entwicklung ist das System der natiirlichen
Zahlen. Wir haben dasselbe bisher als bekannt oder gegeben hingenommen,
miissen aber jetzt zu einer tieferen Ansicht vordringen, indem wir dem
Ursprung der Rechengesetze selbst nachgehen. Damit betreten wir ein
Gebiet, tiber das die Meinungen heute noch nicht geklirt sind. Wir werden
hier zunichst iiber den gegenwirtigen Stand dieser Forschungen berichten
und dann einigen Gedanken Raum geben, die vielleicht auf den einen oder
anderen Punkt ein helleres Licht werfen. Das Rechnen mit natiirlichen
Zahlen 148t sich auf einige wenige Gesetze griinden, die wir zunichst iiber-
sichtlich zusammenstellen wollen:

1. Gesetze fiir die Addition,

1. a + b ist stets wieder eine Zahl, d. h. die Addition ist unbeschrinkt
ausfiihrbar.

2. a -+ b ist eindeutig bestimmt; d. h. es gibt nur eine Zahl, die Summe
von a und b ist.

3. a+ b="b+ a (kommutatives Gesetz).
a -+ (b4 c¢)=(a+b) 4 c (assoziatives Gesetz).
Aus a > b folgt a + ¢ > b 4 ¢ (Gesetz der Monotonie).

=~
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II. Gesetze fiir die Multiplikation.

a . b ist stets wieder eine Zahl.
a.b ist eindeutig bestimmt.
a.b = b.a (kommutatives Gesetz).

B R

a.(b.c) = {a.b).c (assoziatives Gesetz).
10. Aus a > b folgt a.c > b.c (Gesetz der Monotonie).

III. Gesetze fiir die Verbindung von Addition und Multiplikation.
11. a.(b 4 c) = ab 4 ac (1. distributives Gesetz).
12. (a4 b)-c=ac 4 bec (2. distributives Gesetz).
(Wie die Rechengesetze fiir die inversen Operationen lauten, werden wir
spiter besprechen.)



Sehen wir zunichst nach, wie diese Gesetze beim elementaren Rechnen
zur Geltung kommen! Wenn man etwa die Multiplikation von 7 und 24
ausfiihren soll, so zerlegt man 24 in 20 und 4 und rechnet

7.24=7.(20+4)=7.20+7.4;

dabei ist das distributive Gesetz benutzt; das assoziative Gesetz der Multi-
plikation wird angewendet, wenn man weiter rechnet

7.20=7.(2.10) = (7.2) .10 = 14 . 10 = 140;

nun bleibt noch 28 zu addieren: zerlegt man 28 in 204 8, so ergibt sich mit
Hilfe des assoziativen Gesetzes der Addition

140 + 28 — 140 + (20 -+ 8) — (140 + 20) + 8 — 168.

Wir erkennen so in den einzelnen Schritten des Ziffernrechnens genau unsere
allgemeinen Gesetze wieder. Wo kommen die Monotoniegesetze zur Geltung?
Bei dem gewdhnlichen Rechnen nicht, wohl aber bei der abgekiirzten Mul-
tiplikation, wo es sich darum handelt, das Resultat zwischen zwei bestimmten
Grenzen einzuschlieBen. Zusammenfassend kann man sagen, daB das prak-
tische Rechnen mit Zahlen in der fortwihrenden Anwendung jener zwolf
Grundgesetze besteht, wobei die Resultate fiir die Einer einem gedichtnis-
miBig eingelernten Vorrat von Beziehungen (dem Einsundeins und Einmal-
eins) entnommen werden.

Natiirlich hat man lange gerechnet, ohne diese Gesetze explizit zu
kennen; sie muBten erst aus den Rechenprozessen hérausgeschilt und als
ihre logische Grundlage erkannt werden. Das geschah im ersten Drittel des
vorigen Jahrhunderts, hauptsichlich durch englische und {ranzésische
Mathematiker (wie Servois und Hamilton) ; in Deutschland dringen diese 1deen
erst 1867 durch Hankel ein und dann spiter durch Stolz.

Die Frage, mit der wir uns sogleich mitten in die heutige Diskussion
begeben, ist nun die: Wie rechtfertigt man diese zw6lf Gesetze? Kann man
sie beweisen oder miissen sie als unbeweisbare Grundwahrheiten hingenommen
werden? Hier gehen die Meinungen auseinander. Wir kénnen da zwischen
vier Auffassungen unterscheiden: |

I. Die Grundgesetze sind Wahrheiten, die jedem denkenden Geist
einleuchten miissen: Von dem anschaulichen Sinn der Addition als einer
Zusammenfiigung zweier Mengen liest man einfach ab, dafi es nur eine
Zahl geben kann, welche die Summe ist und daf dieses Ergebnis unabhingig
ist von der Reihenfolge, in der man die beiden Mengen zusammenfiigt. Als
Quell aller mathematischen Erkenntnis gilt hier die Anschauung, wobei man
weniger an die sinnliche Anschauung der empirischen Dinge als an die
innere Anschauung der Zahlenreihe denkt. Als Vertreter dieser Auffassung



ist unter den Philosophen Kant, unter den Mathematikern Hamilton zu
nennen. . ’ S )

1I. Man: kann versuchen, die Zahl der Grundgesetze zu reduzieren,
- indem man sie aus wenigen, tiefer liegenden Sitzen herleitet. Diese Aui-
fassung stellt eine Modifikation des ersten Standpunktes® dar: Nur die Ur-
gesetze, welche die Untersuchung bloBlegt, sollen der Anschauung entnommen
werden, wihrend alles weitere Sache der Logik ist. Angebahnt wurde diese
Richtung von H. Grassmann. Er hat in seinem , Lehrbuch der Arithmetik**
1861 gezeigt, wie sich das kommutative Gesetz aus dem assoziativen mit
Hilfe des Prinzips der vollstindigen Induktion ableiten 148t. Den Abschlufl
dieser Entwicklung bezeichnet Peano. Nach ihm 1iBt sich das gesamte
Gebiude der Arithmetik auf fiinf Grundsitzen errichten. Wird die Wahrheit
dieser Sitze zugestanden, so ergibt sich alles Weitere durch rein logisches
SchlicBen, ohne daB es notwendig wire, an die inhaltliche Bedeutung der
Rechenoperationen zu denken. Diese Untersuchungen sind auBerordentlich
mithsam. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die zahllosen Ideen-
assoziationen fernzuhalten, die der Gebrauch der geliufigen Sprache mit
sich bringt und die unbemerkt in die Uberlegung hineinzuflieBen drohen,
wodurch den Schliissen, die ja blo8 aus den explizit angegebenen Priamissen
gezogen werden sollen, ihre Strenge geraubt wiirde. Peano hat zur Erleich-
terung der Kontrolle eine Begriffsschrift erdacht, welche daslogische SchlieBen
formalisiert, so daB man sicher ist, keine unbemerkten Voraussetzungen in die
SchluBketten aufzunehmen. So sind die Anfinge der modernen Logik aus
den Forderungen der mathematischen Beweistechnik hervorgewachsen. Die
erwihnten Grundsitze lauten nun:

1. Null ist eine Zahl.

2. Der Nachfolger irgend einer Zahl ist eine Zahl.

3. Es gibt nicht zwel Zahlen mit demselben Nachfolger.

4. Null ist nicht der Nachfolger irgend einer Zahl.

5. Jede Eigenschaft der Null, die auch der Nachfolger jeder Zahl mit
dieser Eigenschaft besitzt, kommt allen Zahlen zu.

Wir werden spiter auf den genauen Sinn dieser Sitze zuriickkommen
und bemerken hier nur folgendes: Die Frage nach dem letzten Ankergrund
der mathematischen Erkenntnis war durch diese Forschungen nicht geldst,
sondern nur weiter zuriickgeschoben. Es setzten daher Bemiihungen ein, die
Grundsitze Peanos aus noch tiefer liegenden Wahrheiten herzuleiten. Eine
Begriindung derselben mit Hilfe der Arithmetik kommt nicht in Frage;
wir haben ja in den Peanoschén Axiomen schon die letzten Ausgangspunkte
der arithmetischen Deduktion erreicht. Wohl aber scheint sich eine solche
Moglichkeit aufzutun, sobald man iiber die Grenzen der Arithmetik hinaus-
blickt. Dies fiihrt uns auf den dritten Standpunkt:
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I11. auf welchem man versucht, die Arithmetik auf die Logik zu griinden,
wobei man von sehr allgemeinen Begriffsbildungen der Mengenlehre resp.
des Klassenkalkiils Gebrauch macht, Der Begriinder dieser Denkweise war
Frege; bezeichnet Peano den Endpunkt der Arithmetisierung, so beginnt
mit Frege die Logisierung der Mathematik. Die Behauptung, daB die Mathe-
matik nur ein Zweig der Logik sei, schlieBt zwei verschiedene Thesen in sich,
die nicht immer deutlich auseinandergehalten werden:

a) Die Grundbegriffe der Arithmetik lassen sich durch Definition zuriick-
fithren auf rein logische Begriffe.

b) Die Grundsitze der Arithmetik lassen sich durch Beweis herleiten
aus rein logischen Sitzen.

Wenn Freges Behauptung zu Recht besteht, so wiirde das bedeuten,
daB die gesamte reine Mathematik — soweit sie sich auf dem Fundament der
natiirlichen Zahlen erhebt — denselben Charakter hat wie die Logik. Und
hier ist vielleicht eine Anmerkung tber die Natur der logischen Sitze am
Platz. Die von den Philosophen oft erdrterte Frage, worauf denn die Geltung
der Logik berube, ob auf der inneren Wahrheit ihrer Sitze, die sich jedem
denkenden Geist aufzwingen oder auf der empirischen Beschaffenheit unseres
BewuBtseins usw., ist heute dahin entschieden, daB die Sitze der Logik
Tautologien sind.

Was eine Tautologie ist, kénnen wir uns ungetihr an folgendem Beispiel
klar machen: Stellen wir uns vor, da8 jemand nicht recht weiB, welchen
Wochentag wir gerade schreiben. Er sagt vielleicht auf unsere Frage: Heute
ist Montag oder Dienstag. Das wire keine sehr bestimmte Antwort. Noch
unbestimmter wird sie, wenn er zwischen drei Tagen schwankt. Die Antworten
lassen sich nun nach der Unbestimmtheit in eine Skala ordnen — heute
ist Montag, heute ist Montag oder Dienstag, heute ist Montag oder Dienstag
oder Mittwoch usw. — von welchen jede folgende weniger Aussagegehait hat
als die vorhergehende. Sagt einer nun: ,,Heute ist Montag oder Dienstag . . . .
oder Sonntag®, so ist das die unbestimmteste Aussage dieser Art; sie liBt
der Wirklichkeit den gréften denkbaren Spielraum. Aber dieser Satz hat
eine sehr merkwiirdige Eigenschaft, die ihn von allen vorangegangenen grund-
legend unterscheidet: er kann nicht falsch sein. Welchen Wochentag immer
wir haben, es wird entweder Montag oder Dienstag usw. sein. Ein solcher
Satz ist auf Grund seiner blofien Form wahr und sagt nichts iiber die Wirk-
lichkeit aus. Ein Gebilde dieser Art nennt man eine Tautologie. Ein anderes
Beispiel wire der Satz: , Ich gehe heute entweder aus oder ich gehe nicht aus“;
denn was immer ich tue, die Wahrheit des Gesagten ist unumst68lich. (Man
merkt leicht, daB dieses Beispiel die Form des Satzes vom ausgeschlossenen
Dritten hat, der auch eine Tautologie ist; und dasselbe gilt von allen iibrigen
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Satzen der Logik.) Tautologien sind also Sitze, die auf Grund ihrer bloBen
Form wahr sind, deren Wahrheit aber um den Preis vélliger Inhaltslosigkeit
erkauft ist.

Wenn Freges Meinung zutrifft, dann wiirde das bedeuten, daB die
Mathematik ein ungeheures System von Tautologien darstelit, also vollkommen
nichtssagend ist. DaBl dies die Konsequenz seiner Theorie ist, war Frege
seltsamerweise entgangen, denn ihm fehlte noch ganz die Einsicht in das
Wesen des Logischen. Seiner Meinung nach sollte die Logik eine be-
schreibende Wissenschaft sein, etwa wie die Mechanik, und auf die Frage,
was sie denn beschreibe, meinte er: Beziehungen zwischen idealen Gegen-
stinden wie ,und”, ,oder”, ,wenn usw. Nach dieser Vorstellung gibt
s ein Reich logischer Gebilde, unerschaffen vom Menschengeist, im Zeit-
losen thronend wie die Ideen Platons, zwischen denen mannigfache
Beziehungen bestehen, welche die Logik erforscht. Als Frege sein System
der Logik aufbaute, da glaubte er jedenfalls zu neuen und immer tieferen
Wahrheiten vorzudringen. Die Entdeckung, daB die Sitze der Logik nichts
weiter sind als Tautologien, hat diese Meinung berichtigt. Jedenfalls hat sie
der Logisierung der Mathematik eine Deutung gegeben, mit der ihr Urheber
schwerlich einverstanden gewesen wire.

Diese Gedankenginge gehoren indes schon einer spiteren Zeit anl),
Das Unheil brach von einer anderen Seite herein. Als Frege nach zehn-
jahriger Arbeit den zweiten Band seiner ,,Grundgesetze’* beendet hatte,
erhie}t er einen Brief, der die Mitteilung enthielt, daB eine der von ihm ver-
wendeten SchluBweisen auf eine Antinomie fithrt. Der Schreiber dieses Briefes
war Bertrand Russell. Frege muBte gerade in dem Augenblick, als er sein
Werk vollendet glaubte, erkennen, da8 er auf Sand gebaut hatte oder zu-
mindest, daB die Fundamente erneuert werden miissen. In einem Epilog teilt
er dem Leser diese Tatsache mit und hat dann tatsiichlich die weitere Arbeit
eingestellt.

Mit der Entdeckung der Antinomien tritt die Entwicklung der Logik in
eine neue Phase. Die Bemiithungen der folgenden Zeit galten der Aufklarung
dieses merkwiirdigen Phinomens. Man erkannte, dafl die Antinomien durch
eine zu weite und unvorsichtige Handhabung des Begriffes der Menge ent-
stehen. Wir wollen uns die Sachlage an einem Beispiel vor Augen fithren. Eine
Menge enthilt entweder sich selbst als Element oder sie enthilt sich nicht
selbst. Die Menge aller Menschen ist kein Mensch, die Menge aller Punkte
ist kein Punkt, aber die Menge aller abstrakten Begriffe ist selbst ein abstrakter
Begriff. Wir wollen eine Menge normal nennen, wenn sie sich nicht selbst
als Element enthilt. (Hierher gehoren die beiden ersten Beispiele.) Denken

%) Der Begriff der Tautologie wurde von Wittgenstein eingefithrt im Jahre 1921,
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wir uns nun alle normalen Mengen zu einer neuen Menge N zusammengefaBt
und fragen wir, ob N normal ist, d. h. ob N sich selbst als Element enthilt
oder nicht! Nehmen wir zunichst an, N enthalte sich als Element ; dann kommt
die Menge N unter ihren eigenen Elementen vor. Folglich enthilt N eine nicht-
normale Menge, eben N — wihrend sie doch nach Definition nur normale
Mengen enthalten soll. Dieser Widerspruch zeigt, daB unsere Annahme
falsch war. Folglich, so wird man sagen, kann nur das Gegenteil richtig sein.
Aber das Uberraschende ist, daB auch diese gegenteilige Annahme auf einen
Widerspruch fithrt. Enthilt N sich nicht selbst als Element, so ist N eine
normale Menge; da aber N alle normalen Mengen enthalten soll, so mu3
sie auch die normale Menge N, d. h. sich selbst enthalten — abermals ein
Widerspruch. Das Bedenkliche an dem Ganzen ist, daB die Antinomie,
wenn wir sie zuriickverfolgen, direkt auf den Begriff der Menge zuriickgeht,
so daB in dieser Begriffsbildung der Ursprung des Widerspruches liegen muB.
Russell versuchte daher den Begriff der Menge einzuengen, und zwar durch
Aufstellung gewisser Verbote. Danach darf man z. B. nicht mehr unterschieds-
los Dinge, Mengen von Dingen, Mengen von Mengen usw. zusammenfassen,
sondern mu8 streng darauf achten, daB die Glieder einer Menge eine gewisse
Homogenitit haben. Das ist der Grundgedanke der sog. Typentheorie, mit
dessen Andeutung wir uns hier begniigen. Diese Theorie hat tatsichlich den
bisher bekannten Antinomien den Weg versperrt. Aber eine vollstindige
Garantie gab sie nicht. Denn wer biirgt dafiir, daB nicht eines Tages neue
Antinomien auftauchen werden? Um mit Poincaré zu sprechen: Haben wir
mit der Hiirde, die wir um die Schafe der Mengenlehre gezogen haben, nicht
vielleicht unbemerkt auch den Wolf eingeschlossen?

IV. Die Zuriickfithrung der Mathematik auf die Logik verlor daher
in den Augen der Mathematiker viel von ihrem Wert. Eher schien es nétig,
die Widerspruchslosigkeit der neuen Logik durch mathematische Unter-
suchungen sicherzustellen. Da aber in der Mathematik selbst wieder logische
SchluBweisen angewendet werden, so gewann die Vermutung immer mehr
Raum, daB das Ziel in einer anderen Richtung gesucht werden miisse, nimlich
in einem gemeinsamen Aufbau von Mathematik und Logik. Bedenken wir
wohl, was das heiBt! Man fragt nicht mehr, wie die Widerspruchsfreiheit einer
einzelnen Theorie zu erweisen ist, z. B. der nichteuklidischen Geometrie,
sondern das viel gewaltigere Problem erdffnet sich: die Widerspruchslosigkeit
von Arithmetik und Logik zugleich zu erweisen.

Die Methode, deren man sich bei dieser Untersuchung bedient, ist die
axiomatische. Sie ist zuerst in der Geometrie angewendet worden und von da
allmihlich in andere Gebiete eingedrungen. Thr Wesen 148t sich am besten
durch folgende Gegeniiberstellung charakterisieren:

Nach der dlteren Auffassung beschreiben die Axiome Tatsachen, die



man unmittelbar in der Anschauung vortindet. Sie handeln von den
.idealen Punkten, Geraden, Ebenen und deren Beziehungen, die durch die
Worte , liegen*, , kongruent®, , zwischen*, ,,parallel** gekennzeichnet werden.
DemgemiB beginnt Euklid mit der Definition der Grundbegriffe: so heiBt es
bei ihm: onueior, 0¥ ufpos obdév, Punkt ist, was keine Teile hat. Diese
Definitionen bildeten schon von altersher einen Stein des AnstoBes, denn ihr
Sinn ist auflerordentlich dunkel. Ein Schmerz z. B. hat keine Teile: ist nun
ein Schmerz ein Punkt? Vor allem aber ist folgendes zu sagen: eine solche
Definition, selbst wenn sie verstindlich wire, hitte fiir Euklids System eigent-
lich keinen Wert. Kein einziger Beweis hingt von dieser Erklarung ab,
sie wird niemals benutzt, sie steht ganz auBerhalb des {ibrigen Satz-
systems. Nun hat die Definition den Zweck, Begriffe zu schaffen, die
Ansatzpunkte scharfer Deduktionen sind, und dieser Zweck wird hier verfehit.?)
Dazu tritt ein weiterer Umstand. In der neueren Geometrie kamen die
Mathematiker zu der Einsicht, daB sich geometrische Sitze aus einem Gebiet
auf ein ganz anderes ,,iibertragen’ lassen. So kénnen z. B. alle Sitze, die
von den Geraden unseres dreidimensionalen Raumes gelten, so gedeutet werden,
daB sie von den Punkten eines vierdimensionalen Raumes handeln. Die beiden
Gedankensysteme sind vollkommen isomorph (gleichgebaut): Hat man
einen Satz in der Geometiie der einen Mannigfaltigkeit bewiesen, so kann
man ihn sofort, ohne weiteren Beweis, durch mechanische Ubertragung als
Satz der Geometrie der anderen Mannigfaltigkeit aussprechen?). Das sinn-
liche Aussehen der Grundgebilde spielt also fiir die Geltung der
Sitze nicht die geringste Rolle. Ein anderes Beispiel einer Ubertragung
hat der Leser in dem euklidischen Modell fiir die nichteuklidische Geometrie
Bolyais kennen gelernt. Dieser Umstand hat die Mathematiker dazu gefiihrt,
das logische Gerippe einer Theorie loszuldsen von ithrem anschaulichen oder
erfahrungsmiBigen Inhalt. Man verzichtet nun bewuBt darauf zu sagen,
was ein Punkt, eine Gerade, eine Ebene ist oder den Sinn der Grundbeziehungen
zu erkliren, sondern beginnt damit, Axiome aufzustellen, welche in threr
Gesamtheit jene elementaren Begriffe charakterisieren: Unter Punkt, Gerade,
Ebene versteht man irgendwelche Dinge, fiir welche die aufgestellten Axiome

1) Erst kirzlich wurde ein geometrisches Axiomensystem angegeben, in welchem
der Begriff des Teils streng definiert ist. In diesem System werden Punkte als die-
jenigen Dinge definiert, die auBer sich selbst und dem ,leeren Ding' keine Teile haben,
und aus dieser Definition lassen sich eine Menge von Folgerungen herleiten. Gerade
dieses Beispiel zeigt besonders klar, an welchen Mingeln Euklids Definition krankt.
Das erwiahnte Axiomensystem findet sich in Menger, New Foundations of Projective
and Affine Géometry. Annals of Mathematics, 1936.

2) Ein anderes schones Beispiel fiir eine solche Ubertragung findet der Leser in
Schlick, Allgemeine Erkenntnislehre, § 7.
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zutreffen. Eine solche Theorie muB, nach dem Ausdruck Pieris, als ein
hypothetisch-deduktives System verstanden werden: Wenn die Voraus-
setzungen auf irgendeinem Gebiet zutreffen, d. h. wenn man Gegenstinde
angeben kann, welche in den durch die Axiome geforderten Beziehungen
stehen, dann sind auch alle daraus abgeleiteten Lehrsatze wahr. Jede solche
Angabe von Gegenstinden fiihrt zu einer bestimmten Deutung oder Reali-
sierung des Axiomensystems.

Selbst die Beschrinkung auf raumliche Beziehungen ist unnétig. Ein
drastisches Beispiel hierfiir hat Hilbert gegeben: , Drosophila ist eine kleine
Fliege, aber gro8 ist unser Interesse fiir sie; sie ist der Gegenstand der aus-
gedehntesten, der sorgfiltigsten und erfolgreichsten Ziichtungsversuche
gewesen. Diese Fliege ist gewohnlich grau, rotiugig, fleckenlos, rundiliigelig,
langfiiigelig. Es kommen aber auch Fliegen mit abweichenden Sonder-
merkmalen vor: statt grau sind sie gelb, statt rotaugig sind sie weiBiugig usw.
Gewdhnlich sind diese fiinf Sondermerkmale gekoppelt, d. h., wenn eine
Fliege gelb ist, dann ist sie auch weiBiugig und fleckig, spaltfliigelig und
klumpfliigelig. Und wenn sie klumpfliigelig ist, dannist sie auch gelb und weiB-
dugig usw. Von dieser gewohnlich statthabenden Koppelung kommen nun
aber bei geeigneten Kreuzungen unter den Nachkommen an Zahl geringere
Abweichungen vor, und zwar prozentuell in bestimmter, konstanter Weise.
Auf die Zahlen, die man dadurch experimentell findet, stimmen die linearen
Euklidischen Axiome der Kongruenz und die Axiome iiber den geometrischen
Begriff ,,zwischen*’, und so kommen als Anwendung der linearen Kongruenz-
axiome, d. h. der elementaren geometrischen Sitze itber das Abtragen von
Strecken die Gesetze der Vererbung heraus; so einfach und genau — und
zugleich so wunderbar, wie wohl keine noch so kithne Phantasie sie sich er-
sonnen hattel).

Wie man sieht, 1duft die axiomatische Denkweise in der Geometrie auf eine
volistindige Trennung des Logisch-Formalen von dem Rdumlich-Anschaulichen
hinaus. Diese Einstellung kann man auf andere Gebiete ausdehnen, z. B. auf
die Arithmetik. Das Bild eines solchen formalen Aufbaues sihe so aus: Wir
‘miissen zunichst die Begriffe und Sitze der Arithmethik ordnen, indem wir
diejenigen aufsuchen, deren man zum folgerichtigen Autbau der Theorie
bedarf. Die Sitze, die sich dafiir eignen, nennen wir Axiome. Was die Axiome
bedeuten, brauchen wir nicht zu wissen, sondern unsere Aufgabe beschrinkt
sich darauf, aus diesen Axiomen andere Sitze abzuleiten. In den Sitzen
und SchluBprozessen treten Begriffe auf, die in unserer Sprache durch die
Worte ,,und”, , oder*,  wenn‘, ,nicht", ,alle”,  es gibt" u. a. wiedergegeben
werden; wir setzen gewohnlich voraus, daB wir die Bedeutung dieser Worter

1) Naturerkennen und Logik, Naturwissenschaften 1930.



genau kennen und sie nach den Gesetzen der Logik zu handhaben wissen.
Nun sollte es aber gerade das Ziel des formalen Aufbaues sein, die Wider-
spruchsfreiheit der Arithmetik und Logik zu erweisen, wir diirfen daher,
wennwir nicht in einen Zirkel fallenwollen, bei der Ableitung der arithmetischen
Formeln nicht von dem logischen SchlieBen Gebrauch machen. Hilbert schlug
deshalb folgenden Weg ein: Die Arithmetik besteht aus Sitzen, die mittels
der Formelsprache, und aus Uberlegungen, die mittels der Wortsprache aus-
gedriickt sind. (Man denke nur an ein mathematisches Lehrbuch, in dem
Formeln und Textstellen miteinander abwechseln.) Diese Auffassung er-
weitern wir nun, indem wir die Uberlegungen in das Gebiude der formalen
Arithmetik einbeziehen, die wir demnach ebenfalls in Formeln bringen miissen.
Dafl das ,inhaltliche SchlieBen“ durch einen Formalismus nachgebildet
werden kann, war durch die vorangegangene Entwicklung des Logikkalkiils
(Peano, Frege, Russell} sichergestellt. Und nun tun wir den letzten Schritt,
indem wir die inhaltliche Bedeutung auch der logischen Begriffe fahren
lassen: die Zeichen des Logikkalkiils sind uns jetzt, genau so wie vordem die
Worte ,,Punkt®, ,,Gerade’’, ,, Ebene", , kongruent* usw. inhaltslose Symbole,
von denen wir nur voraussetzen, daf fiir sie gewisse Verkniipfungen, die
Axiome der Logik bestehen, die wir uns zu den Axiomen der Arithmetik
hinzugefiigt denken.

Man kénnte die so formalisierte Mathematik mit einem Spiel vergleichen:
Den Zeichen entsprechen etwa die Schachfiguren, einer Formel eine gewisse
Stellung der Steine auf dem Brett, dem System der Axiome die Anfangs-
stellung der Schachfiguren, den SchluBanweisungen die Zugregeln und einem
Beweis eine Reihe von Ziigen, die von der Ausgangsstellung zu einer bestimmten
Konfiguration der Steine fithrt. Damit ist natiirlich nicht gesagt, daB die
Mathefatik ,,nur ein Spiel ist”“ (daB ,,man sich nichts dabei denkt*), sondern
die Meinung ist bloB die, daBl man zum Zweck einer ganz bestimmten Unter-
suchung — des Nachweises der Widerspruchsfreiheit — von der inhaltlichen
Bedeutung absehen kann. Jedem Gedanken der sinnerfillten Mathematik
entspricht eine Formelfigur in unserem Beweisspiel und jeder sinnvollen
Uberlegung eine Aufeinanderfolge solcher Figuren von bestimmter, genau
angebbarer Beschaffenheit. So kénnen wir uns ein Abbild der Mathematik
in der Ebene des Formalen hergestellt denken. Man kann nun dieses Formel-
system selber studieren und fragen, ob es widerspruchsfrei ist. Da unsere
Formeln keine Gedanken ausdriicken, so hat unsere Frage noch keinen deut-
lichen Sinn. Wir miissen die Eigenschaft ,,widerspruchsfrei’’ erst definieren,
z. B. durch die Festsetzung: Diese Eigenschaft kommt einem Formelsystem
dann zu, wenn niemals 1 3= 1 als Endformel einer Beweisfigur auftritt.

Neben die formalisierte Mathematik tritt eine inhaltliche, die Meta-
mathematik, welche die Struktur der formalisierten Mathematik erforscht;
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und zwar ist es eben die Einsicht in die Widerspruchslosigkeit, welche das
Hauptziel der Metamathematik bildet. Wihrend man auf dem geschilderten
Standpunkt {iberhaupt nicht nach der ,Wahrheit* der Axiome fragen kann,
soll die Metamathematik wirkliche inhaltliche Erkenntnisse zutage férdein:
,,Die Axiome und beweisbaren Sitze'‘ erkliart Hilbert, , sind die Abbilder der
Gedanken, die das iibliche Vertahren der bisherigen Mathematik ausmachen,
aber sie sind nicht selbst die Wahrheiten im absoluten Sinn. Als die absoluten
Wabhrheiten sind vielmehr die Einsichten anzusehen, die durch meine Beweis-
theorie hinsichtlich der Beweisbarkeit und der Widerspruchsfreiheit jener
Formelsysteme geliefert werden'‘!),

Die Uberlegungen dieser Metamathematik sollen sich durchaus auf
finitem und anschaulichem Boden bewegen. Der Gegenstand dieser
Theorie sind ja die Zeichen selbst, die ,,sich vollkommen in allen Teilen iiber-
blicken lassen” und deren Aufweisung, Unterscheidung, Aufeinanderfolge
,,mit den Objekten zugleich unmittelbar anschaulich tiir uns da ist, als etwas,
das sich nicht noch auf etwas anderes reduzieren 14Bt2)"". Welcher Art die
dabei auftretenden UJberlegungen sind, mégen zwei Beispiele dartun:

1. Kommt in einer beweisbaren Formel ein bestimmtes Zeichen mehr
als zweimal vor, dann miissen wir, wenn wir den Beweis durchgehen, auf
eine Formel treffen, die zum erstenmal diese Eigenschaft besitzt.

2. Wenn in einer endlichen Reihe von Formeln die erste eine be-
stimmte Eigenschaft hat und diese sich von ihr immer auf die folgende
tibertrigt, so haben alle Formeln diese Eigenschaft. (Induktion im
Endlichen.)

Wie man sieht, werden hier gewisse Tatsachen der Anschauung for-
muliert — einfache Eigenschaften der Anordnung, zu deren Beschreibung
eine Art rudimentidrer Zahlbegriff geniigt — die so unproblematisch und
selbstgewif} sind, daB sie jeder Anwendung logischen SchlieBens vorangehen.
Es scheint, daB wir hier auf eine Art Ursystem stoBen, das den ganzen Bau
der Logik und Arithmetik trigt; diese Tatsachen muf man eben zugeben
oder iiberhaupt aufhéren zu denken und sich zu verstindigen. Ahnliche
Ziele hatte schon frither Ké6nig in seinem Buch ,,Neue Grundlagen der Logik,
Arithmetik und Mengenlehre“ verfolgt. Uber den Erfolg dieser Versuche
werden wir spiiter berichten.

1) Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. 88,
?) Neubegriindung der Mathematik, Abh. a. d. Math. Sem. d. Hamburger Uni
versitat, 1922. :



7. Strenger Aufbau der elementaren Arithmetik.

Nachdem wir so mit einem Blick die verschiedenen Standpunkte umfaBt
haben, wenden wir uns der genaueren Erérterung der einzelnen Ansichten zu
und fragen zunichst:

Wie sieht ein strenger Aufbau der elementaren Arithmetik aus? In
einem solchen System darf natiirlich nicht von stillschweigenden Voraus-
setzungen oder von undefinierten Begriffen — aufler den Grundbegriffen —
Gebrauch gemacht werden. Wir wollen dem Leser die Grundlinien eines solchen
Aufbaues vorfithren und schlieBen uns dabei an die Darstellung von Skolem?)
an. Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundformeln der Arithmetik
(unsere Grundgesetze 1 bis 12) aus bloBen Definitionen herzuleiten mit
alleiniger Verwendung des Prinzips der vollstindigen Induktion.

Unsere 12 Grundgesetze beschreiben gewisse Eigenschaften der Addition
und der Multiplikation. Nun haben wir noch gar nicht definiert, was wir
unter Addition und Multiplikation zu verstehen haben, sondern angenommen,
daB wir dies von der Schule her wissen. Bei einem strengen Vorgehen ist das
nicht erlaubt, und unsere erste Aufgabe besteht daher darin, die vier Grund-
operationen klar zu definieren. fede Definition setzt andere Begriffe voraus,
auf die sie den zu erklirenden zuriickfithrt. Wir miissen demnach angeben,
von welchen Begriffen wir bei unserer Untersuchung ausgehen wollen. Als
undefinierte Grundbegriffe sehen wir folgende an:

1. Den Begriff , natiirliche Zahl*;

2. denBegriff , Nachfolger' oder,,dieauf die Zahi n folgende Zahl n 4 1*;

3. den Begriff der Gleichheit: ,,a = b* soll bedeuten, daB man a durch b
ersetzen darf und umgekehrt.

Weiter wird in den Beweisen das Prinzip der vollstindigen Induktion
beniitzt. (Worin dies Prinzip besteht, wird bald zur Sprache kommen.)

Was sollen wir nun unter der Summe zweier Zahlen a + b verstehen?
Dem Leser wird ungefihr eine Erklirung vorschweben wie die: Das ist die
Zahl, die man erhilt, wenn man zu a so oft 1 hinzufiigt als b anzeigt. Man
kann in der Tat die Addition auf die wiederholte Ausfithrung der Operation 1
zurtiickfiihren. Was uns da vage vorschwebt, wird in eine prizise Form

gebracht durch die )
Di. 1 a+(b4+1)=(@+b+1

1) Begriindung der elementaren Arithmetik. Skrifter Videnskapsselskapet i
Kristiania, 1923. -
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Wie ist diese Definition zu verstehen? Man kann ihr Wesen am besten hervor-
heben, wenn man etwa sagt, daB sie eine Anweisung zur Bildung von Defi-
nitionen ist: sie ist die allgemeine Regel, nach der die einzelnen Definitionen

at+2=(a+1)+1

at+3=(@a+2)+1

atd4=(@a+3)+1

usw.

gebildet sind. WeiB ich also nur, was a + 1 bedeutet (d. h. was unter dem
Nachfolger von a zu verstehen ist), so erfahre ich durch die erste Definition,
was a + 2 bedeutet ; weiB ich, was a -+ 2 bedeutet, so lerne ich aus der zweiten
Definition den Sinn von a + 3 kennen usw., und die allgemeine Erklirung
ist das Schema, nach welchem alle diese einzelnen Definitionen angelegt sind.
Eine solche Erklirung heiBt eine rekurrierende Definition; sie ist das
allgemeine Glied einer Reihe von Regeln.

Vielleicht meint der Leser, daB wir uns in einem Kreis bewegen: denn
wenn ich in meiner Erklirung das Plus-Zeichen verwende, setze ich da nicht
schon den Begriff der Summe voraus? Keineswegs! Wir kennen bisher das
Zeichen ,,+“ nur in der Verbindung a + 1 und wollen es nun allgemein
erkliaren; wir geben zu dem Zweck eine Anweisung, nach der die Ausdriicke
at+2 a+3 ..... a-+b, a+ (b-+ 1) zu bilden sind, indem wir sagen:

at(b+1)=(a+b)+1.
Hierdurch wird also die Summe von a und b+ 1 gleich der auf a + b
folgenden Zahl gesetzt. Ist die Addition schon definiert fiir beliebige Werte

von a und fiir eine gewijsse Zahl b, so ist sie durch diese Definition fiir beliebige a
und fiir b + 1 erklart und somit allgemein definiert.

Wir werden im folgenden eine Anzahl von Sitzen beweisen, die der
Leser alle kennt und die ihm vielleicht als ganz selbstverstandlich erscheinen.
Und mancher wird denken, es sei doch eigentlich recht iiberfliissig, etwas
lang und breit zu beweisen, was doch ohnehin kein Mensch bezweifelt. Sollte
der Leser diese Ansicht teilen, so geben wir ihm folgendes zu bedenken:
Die kommenden Beweise haben nicht die Aufgabe, in uns ein Gefiithl der Uber-
zeugung hervorzurufen, sondern die, einen Einblick in die Abhingigkeit
der Sitze zu gewinnen. Die Forderung, alles zu beweisen, was sich beweisen
1aBt, entstammt nicht einer zweifelsiichtigen Gemiitsart, sondern ist nur der
Ausdruck des Verlangens, klar. die Struktur des Satzgefiiges zu sehen, zu
erkennen, welche Verbindung die einzelnen Wahrheiten der Arithmetik unter-
einander haben. In diesem Sinne moge der Leser die folgenden Beweise
aufnehmen.

Satz 1. at+(b+c)=(a+b)+c Assoziatives Gesetz.
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Beweis: Nach Df. 1 gilt der Satz fiir c = 1. Nehmen wir an, daB er fiir
ein gewisses ¢ fiir jeden Wert von a und b giiltig ist; dann haben wir zu
zeigen, daB er auch fir ¢ 4 1 fiir jeden Wert von a und b giiltig ist, d. h.
daB die Formel besteht

At (b+[c+1])=(a+b) 4+ 1)

Dieser Beweis wird nun so gefiihrt, daB wir den links vom Gleichheits-
zeichen stehenden Ausdruck so lange umformen, bis er die Gestalt des rechts-
stehenden Ausdrucks annimmt ; dabei werden wir die einzelnen Umformungs-
schritte deutlich hervorheben.

Nach Df. 1ist b+ (¢ + 1) = (b 4 ¢) 4 1; folglich ist

(@) at(+c+t1)=a+([b+c]+1);

nach Df. 1 ist die rechte Seite weiter gleich

) at(b+c]+1)=@+[b+c])+1;

der Annahme nach soll nun a + (b + ¢) = (a + b) 4 c sein, woraus folgt.
@) @+ ([b+ch)+1=(a+b]l+c+1

Nach Df. 1 ist schlieBlich

(9) ([a+b]+c)+1=(a+b)+(c+1).

Aus diesen vier Umformungen folgt nun, daB das erste und das letate

Glied der Kette gleich sein muB; wir erhalten dahe:

at+@+c+1)=(@a+b) +c+1
und das ist unsere Behauptung. Die Struktur des Beweises ist also, im
groBen gesehen, die: Zuerst wird gezeigt, daB der Satz fiir ¢ = 1 richtig ist;
dann wird bewiesen, daf} er, falls er fiir ¢ gilt, auch fiir ¢ 4+ 1 gelten muB;
und daraus wird geschlossen, daB er allgemein gilt. Schliisse dieser Art werden
Schliisse durch vollstindige Induktion genannt. Auf Grund dieses
Schlusses ist das assoziative Gesetz eine unmittelbare Folge der Definition
der Summe. Wir bemerken dabei, daB} das Prinzip der vollstindigen Induk-
tion nicht eine Primisse ist, aus der geschlossen wird, sondern eine An-
- weisung, nach der man schlie8t.

Eine Konsequenz des bewiesenen Satzes ist, daB man in einem Ausdruck
wie a 4 (b + ¢) die Klammern weglassen darf: auf dem assoziativen Gesetz
beruht es, daB man den Begriff der Summe von zwei Zahlen auf drei oder
beliebig viele Zahlen ausdehnen kann?),

1) Der nicht mathematisch interessierte Leser kann den Rest dieses Kapitels
iberschlagen. -
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-Dem Beweis des kommutativen Gesetzes der Addition schicken wir
folgenden

Hilfssatz voraus: a4+1=14+%a.

Beweis: Der Satz gilt fira=1 (denn 1 41 =1 4 1). Wir nehmen
nun an, der Satz gelte fiir a und zeigen dann, daB er auch fiir a 1 gelten
mufl, Kraft unserer Annahme ist a-+1 =1 +4 a und daher

(@) @+ 4+1=01-+a)+1;
‘nach Df. 1 ist weiter
B | (1+a)+1=1+(@+1),

aus (a) und (B) ergibt sich aber
@+ 4+1=1+@+1),
d. h. der Satz gilt fir a 4 1.
Satz 2. a+b=b+t{a Kommutatives Gesetz.

.Beweis: Dem Hilfssatz zufolge gilt der Satz fiir b = 1; wir nehmen
an, er gelte fiir b, dann ist zu zeigen, daB er auch fir b -+ 1 gilt, d. h. daB

at(b+1=(b+1)+a

ist. Wir werden den Beweis wieder in eine Reihe einzelner Schritte zerlegen:

(@) a+(b+1)=(a+b)+1 (D1. 1)
B (a+b)+1=(b-+a)+1 (nach Annahme)
) (b+a)+1=b+(at1) (Df. 1)
)} b+{a+1)=Db-+ (1 + a) (Hilfssatz)
(e) b+ (14a) —(b+1)+a (Satz 1)

Aus dieser Kette von fiinf Gleichungen folgt
at(b+1)=(b41) +a

Es sei erwihnt, daB in diesem Autbau das assoziative Gesetz voran-
gestellt wird; denn im Beweis des kommutativen Gesetzes wird das assoziative
bereits beniitzt (Umformung ¢).

Wir wollen nun zusehen, wie wir zu weiteren Begriffen der Arithmetik
gelangen koénnen. Wie sollen wir etwa den Begriff |, kleiner definieren?
Wenn der Leser eine Definition vorschlagen sollte, so wird er vielleicht sagen:
a ist dann kleiner als b, wenn man zu a etwas hinzufiigen muB, um b zu er-
halten, d. h. wenn es eine Zahl x gibt, so daB

at+x=D>

ist. Diese Formulierung ist nicht falsch, aber sie ist mit einem eigentiimlichen
Ubelstand behaftet. Sie enthilt namlich einen Appell an eine unendhche —_
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also undurchfithrbare — Arbeit, weil das Kriterium des Kleinerseins darin
besteht, ob man durch Probieren mit allen moglichen Zahlen eine Zahl x
finden kann, so dafl a 4 x = b wird. Wenn es eine andere Definition gibt,
die dasselbe leistet und die den Appell an die unendliche Zahlenreihe vermeidet,
so werden wir ihr den Vorzug geben. Tatsichlich kann man den Begriff
,.kleiner’* durch eine rekursive Definition fassen, indem man erkliirt:

Df. 2. " a<{1 ist immer falsch;
a<b -+ 1, wenn entweder a < b oder a — b ist.

« Zuerst wird also erklirt, wann a < 1 ist; das soll nimlich nie der Fall
sein; dann wird festgesetzt, wann die Relation , kleiner*‘ zwischen einem
beliebigen a und einem gewissen b 4 1 gelten soll, falls diese Relation schon
fir b definiert ist. Wie man sieht, kommt in dieser Definition der Existenz-
begriff nicht mehr vor,

Wir erkliren nun die Relation ,,gréBer” als Umkehrung der Beziehung
,,kleiner*‘:
Di. 3. a > b heift: b < a.

Aus diesen Definitionen lassen sich nun verschiedene Sitze ableiten, die wir
hier ohne Beweis anfiihren wollen:
3. Die Beziehung , kleiner* ist transitiv; d. h. aus a <b und b < ¢

folgt 2 < c.
4. Sie ist irreflexiv; d. h. eine Zahl ist nie kleiner als sie selbst.
5. Die Beziehungen ,kleiner”, | gleich’, , groBer” bilden eine voll-

stindige Disjunktion; d. h. von zwei beliebigen Zahlen a und b ist entweder
a < boder a= b oder a>b.

6. Ist a < b, dann ist auch a + ¢ <b +c.

7. Aus a + ¢ = b 4 ¢ folgt a = b; fiir den speziellen Fall ¢ = 1 ergibt
sich der Satz, daB jede Zahl nur einen Vorginger hat.

Wie kann man die Multiplikation definieren? Das eben beschriebene
Verfahren regt uns dazu an, auch hier eine rekursive Definition zu versqchen:
Wir werden zuerst die Multiplikation mit der Zahl 1 erkliren und dann die
Multiplikation mit b + 1 auf die Multiplikation mit b zuriickfiihren. Demnach
definieren wir:

Df. 4. a.l=a

a(b4+1)=a.b+a
Damit haben wir wieder eine Anweisung zur Bildung von Definitionen
gegeben: Aus dem ersten Teil der Erklirung erfahre ich, was a .1 bedeutet,
niamlich a. Der zweite Teil sagt mir, daB a . 2 soviel wie a.+ a, a .3 soviel
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wie a .2 -} a bedeutet usw., kurz, er ist die allgemeine Regel, nach der die
einzelnen Definitionen gebildet sind. B

Wir sind nun so weit, einige weitere von unseren Grundgesetzen beweisen
zu koénnen. )

Satz 8. a. (b4 c) == ab 4 ac (Erstes distributives Gesetz.)

Beweis: Der Satz gilt fiir c= 1 (nach Df. 4). Wir nehmen an, der Satz
gelte fiir ein gewisses ¢ und fiir beliebige Werte a und b, dann ist zu zeigen,
daB er auch fiir ¢ 4 1 gilt, d. h. daB

a.b-+[c+1])=ab+ta.(c+1).

Nun ist

(@) ab+[ct1)=a@db+c+1) (DL

(8) a(lb+cl+1)=ab+c+a (D4

(y) a(b+c)+a = (ab- ac) 4+ a (nach Annahme)
) {ab+4ac) +a = ab 4 (ac + a) (Satz 1)

(€) ab 4 (ac+a) =ab4 (afc+ 1)) Di. 4)

Aus (a), {B), (y), (8) und (&) folgt
ab+[c+1])=ab+ta(c+1). _
Satz 9. a(b.c)=(ab).c (Assoziatives Gesetz.)

Beweis ganz analog.

Satz 10. (a + b) c = ac + bc (Zweites distributives Gesetz.)

Beweis ganz analog.
Hilfssatz: l.a=a.l
Beweis ganz analog.
Satz 11. a.b=>b.a (Kommutatives Gesetz.)
Beweis ganz analog.
Weitere Sitze, die sich beweisen lassen, sind:
Satz 12: Aus a <{b folgt ac < bc und umgekehrt.
Satz 13: a< ab.
Bevor wir Subtraktion und Division definieren, miissen wir etwas iiber den
Begriff der Teilbarkeit sagen. Wie soll man ausdriicken, daB eine Zahl a
durch eine Zahl b teilbar ist? Der erste Gedanke: a ist durch b teilbar,

wenn es eine Zahl x gibt, so daB a = bx ist, enthilt wieder eine Berufung
auf die unendliche Zahlenreihe. Doch ist es leicht, sich von dem Unendlichen
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frei zu machen. Wenn es iiberhaupt eine Zahl x von der veilangten Eigen-
schaft gibt, dann muB sie eine der Zahlen 1, 2, . . .. a sein. (Satz 13.) Das
ermdglicht uns, die Teilbarkeitsrelation wie folgt zu definieren:

D(a,b) heift: a=Db oder a=2b oder a=3b oder . . . . a = ab.

Man kann also die Aussage ,,a ist teilbar durch b in eine endliche
Disjunktion zerlegen; und daher kann man die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit
dieser Aussage in endlich vielen Schritten konstatieren. Die endliche Dis-
junktion kann selbst wieder durch Rekursion definiert werden. Um dieses
Ziel zu erreichen, schlagen wir einen scheinbaren Umweg ein: Wir definieren
zuerst eine dreistellige Relation 4 (a, b, c), die bedeuten soll, daB a gleich
ist b, multipliziert mit einer Zahl, die zwischen 1 und c¢ liegt; und mit Hilfe
dieses Begriffes 4 wird dann die Teilbatkeit D erklirt. Die genauen Defini-
tionen lauten nun:

Df. 5. 4 (a,b,1) heiBt a = b,
A (a, b, c+ 1) heiBt: 4 (a, b, ¢) oder a=b (c + 1).
Df. 6. D(a, b)=A4{(a,b,a).

Auf Grund dieser Definition kann man verschiedene Sitze beweisen,
z. B.: Ist a teilbar durch b und b teilbar durch ¢, so ist auch a teilbar durch c;
oder: Wenn sowohl a wie b durch ¢ teilbar sind, ist auch a + b durch ¢
teilbar. Indem wir wegen der Einzelheiten der Beweise auf Skolems Ab-
handlung verweisen, wenden wir uns gleich der Subtraktion und Division zu.

Die Subtraktion kann in folgender Weise definiert werden:
Df. 7. ¢—b = a bedeutet: c=a+ b.

Dar Ausdruck ¢ -— b wird Differenz genannt. Es 1aBt sich beweisen, daB
dieser Ausdruck nur dann eine natiirliche Zahl darstellt, wenn ¢ > b ist
und daB e- dann nur eine Zahl darstellt. Freilich ist der Beweis etwas’ um-

stindlich, so daB wir ihn ubergehen.

In analoger Weise wie die Subtraktion wird die Division erklart.

Df. 8. = a bedeutet: c=a.b.

=

[9
Der Ausdruck :; wird Quotient genannt. Wieder 1aBt sich beweisen, daBl ¢

nur dann eine natiirliche Zahl darstellt, wenn D (c, b) wahr ist; und ist

D (c, b) wahr, dann hat % einen Wert. D (c, b) ist deshalb mit der Behauptung
der Existenz eines Wertes von ;' (zwischen 1 und c) vollig gleichbedeutend.
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Wir schlieBen mit der Anfithrung von ein paar Sitzen, die sich aus dem
Vorhergehenden ohne weiteres ergeben.

@a—b)+b=a

o e
lon
Il
®

[ ®
‘e
O

(a—b)y+c=(a+c)—b

~ T
o .
-’

(a—b)—c=a— (b =
a—(b—c)=(a—Db)+c —

{a—b).c=ac—bc




8. Das Prinzip der vollstandigen Induktion.

Bei dem Aufbau der Arithmetik, wie ihn das vorige Kapitel geschildert
hat, tritt die iiberragende Stellung des Prinzips der vollstindigen Induktion
hervor. Bedient man sich dieses Verfahrens, so kann man alle Grundgesetze
aus bloBSen Definitionen herleiten. Welche Bewandtnis hat es aber mit der
vollstindigen Induktion selbst? Der Ursprung dieses Prinzips ist heute
noch nicht ganz aufgeklirt. Wir wollen das belegen, indem wir die Ansichten
des groBten Mathematikers und des groBten Logikers um die Jahrhundert-
wende, Poincarés und Freges einander gegeniiberstellen.

Nach Poincaré besteht die Leistung des induktiven Verfahrens darin,
daB8 es, sozusagen in einer einzigen Formel zusammengedringt, eine unendliche
Anzahl von Syllogismen enthilt. Der Reihe nach formuliert besagen sie:
Der Lehrsatz A gilt fiir die Zahl 1; wenn er fiir die Zahl 1 gilt, gilt er auch
fiir die Zahl 2; folglich gilt er fiir 2. Wenn er fiir die Zahl 2 gilt, gilt er auch
fiir 3; folglich gilt er fir 3 usw. In Zecichen

A
Al)y—>A(2)

Die einzelnen Schliisse folgen aufeinander wie die Kaskaden eines Wasser-
falls: Das Ergebnis eines jeden Schlusses dient dem nichsten als Pramisse.
Poincaré fahrt fort:

,Wenn wir, anstatt zu zeigen, daB unser Lehrsatz fiir alle Zahlen gilt,
nur vor Augen fithren wollen, daB er fiir die Zahl 6 gilt, so wird es geniigen,
die fiinf ersten Syllogismen unserer Kaskade aufzustellen; wir wiirden 9
brauchen, wenn wir den Lehrsatz fiir die Zahl 10 beweisen wollten, fiit eine
groBere Zahl wiirden wir noch mehr brauchen; aber wie groB auch diese Zahl
sei, wir wiirden sie schlieBlich immer erreichen, und die analytische Verifikation
wiirde moglich sein.

Und wenn wir auch noch so weit in dieser Weise fortschreiten wiirden,
so kénnten wir uns doch niemals bis zu dem allgemeinen Lehrsatz erheben,
der fiir alle Zahlen anwendbar ist und welcher allein der Gegenstand der
Wissenschaft ist. Um dahin zu gelangen, bediirfte es einer unendlichen Anzahi
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von Syllogismen; es miifite ein Abgrund ibersprungen werden, welchen die
Geduld des Analysten, der auf die formale Logik als einzige Quelle beschrankt
ist, niemals ausfiillen kann.

Man kann sich daher der SchluBlfolgerung nicht entziehen, daB das Gesetz
des rekurrierenden Verfahrens nicht auf das Prinzip des Widerspruchs zuriick-
fithrbar ist.” Das letztere Prinzip ,,wiirde uns gestatten, immer so viele
logische Schliisse zu entwickeln, wie wir wollen; nur wenn es sich darum
handelt, eine unendliche Anzahl in eine einzige Formel zusammenzufassen,
nur vor dem Unendlichen versagt dieses Prinzip, und genau an diesem Punkt
wird auch die Erfahrung machtlos. Dieses Gesetz, welches dem analytischen
Beweis ebenso unzuginglich ist wie der Erfahrung, gibt den eigentlichen
Typus des synthetischen Urteils a priori. Man kann andererseits darin nicht
bloB ein Ubereinkommen sehen wollen, wie bei einigen Postulaten der Geo-
metrie’Y).

Frege dagegen ist der Meinung, durch seine Untersuchungen ,,wahr-
scheinlich gemacht zu haben, daB die arithmetischen Gesetze analytische
Urteile und folglich a priori sind. Demnach wiirde die Arithmetik nur eine
weiterausgebildete Logik, jeder arithmetische Satz ein logisches Gesetz,
jedoch ein abgeleitetes sein.

Kant hat den Wert der analytischen Urteile unterschatzt . . . . Die
fruchtbareren Begriffsbestimmungen ziehen Grenzlinien, die noch gar nicht
gegeben waren: was sich aus ihnen schlieBen lasse, ist nicht von vorneherein
zu iibersehen; man holt dabei nicht einfach aus dem Kasten wieder heraus,
was man hineingelegt hatte, Diese Folgerungen erweitern unsere Kenntnisse,
und man sollte sie daher Kant zufolge fiir synthetisch halten; dennoch kénnen
sie rein logisch bewiesen werden und sind also analytisch. Sie sind in der
Tat in den Definitionen enthalten, aber wie die Pflanze im Samen, nicht wie
der Balken im Hause. Oft braucht man mehrere Definitionen zum Beweis
eines Satzes, de: folglich in keiner einzelnen enthalten ist und doch aus allen
zusammen rein logisch folgt?). '

Merkwiirdig zwiespiltig ist die Stellung dieser Forscher zu Kant.
Poincaré meint: Beziiglich der Sitze der Geometrie hat Kant unrecht, diese
sind analytisch, denn die Axiome sind im Grunde nur Festsetzungen; im
Gebiet der Arithmetik hingegen hat Kant richtig gesehen, hier liegen wirklich
synthetische Urteile a priori vor. Frege ist der Ansicht, daB die Satze der
Arithmetik -analytisch seien; trotzdem habe Kant auf dem Gebiet der
Geometrie recht: indem er deren , Wahrheiten synthetisch und a priori
nannte, hat er ihr wahres Wesen enthiillt.

1) Wissenschaft und Hypothese, I. Kap.
2) Die Grundlagen der Arithmetik, V.
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Poincaré stimmten namhafte Mathematiker zu, z. B. F. Klein, der den
Ursprung- des rekursiven Verfahrens , fiir echt intuitiv'* hielt. Freges Uber-
zeugung teilt wieder Dedekind, der im Vorwort seiner Schrift , Was sind
und was sollen die Zahlen?*' ausfiihrt, der Leser werde ,,durch die lange,
der Beschaffenheit unseres Treppen-Verstandes entsprechende Reihe von
einfachen Schliissen, durch die niichterne Zergliederung der Gedankenreihen,
auf denen die Gesetze der Zahlen beruhen, abgeschreckt und ungeduldig
dariiber werden, Beweise fiir Wahrheiten verfolgen zu sollen, die ihm nach
seiner vermeintlichen inneren Anschauung von vorneherein einleuchtend
und gewiB erscheinen. Ich erblicke dagegen gerade in der Moglichkeit, solche
Wahrheiten auf andere, einfachere zuriickzufiihren, mag die Reihe der Schliisse
noch so lange und scheinbar kiinstlich sein, einen {iberzeugenden Beweis dafiir,
daB ihr Besitz oder der Glaube an sie niemals unmittelbar durch innere
Anschauung gegeben, sondern immer nur durch eine mehr oder weniger
vollstindige Wiederholung der einzelnen Schliisse erworben ist.“ In dieser
Schrift versucht er den strikten Nachweis zu erbringen, daf die ,,unter dem
Namen der vollstindigen Induktion bekannte Beweisart wirklich beweis-
kriftig und dag8 auch die Definition durch Induktion bestimmt und wider-
spruchsfrei ist”. Poincaré wurde durch diesen ,,Beweis'* nicht iiberzeugt; er
meinte: ,,Man kann leicht von einer Aussage zur anderen iibergehen und sich
so der Einbildung hingeben, als hitte man die Legitimitit des rekurrierenden
Verfahrens bewiesen. Aber man wird immer auf ein Hindernis stofen, man
wird immer zu einem unbeweisbaren Axiom gelangen, welches im Grunde
nichts weiter ist als der zu beweisende Satz, in eine andere Sprache iiber-
setzt.*

Einer anderen Auffassung begegnen wir bei Russell. , .Die Verwendung
der mathematischen Induktion bei Beweisen‘’, so lesen wir bei diesem Autor,
,,war in der Vergangenheit eine Art Mysterium. Man konnte scheinbar keinen
ernsthaften Zweifel an der Giiltigkeit dieser Beweismethode hegen. Aber
niemand wuBte, warum sie giiltig war, Manche glaubten, sie sei tatsichlich
ein Spezialfall der Induktion im logischen Sinn. Poincaré hielt sie fiir ein
Prinzip von gréBter Wichtigkeit, durch das man eine unendliche Zahl von
Syllogismen in ein einziges Argument zusammenziehen kénne. Wir wissen
heute, daB all diese Betrachtungen irrtiimlich sind. Die mathematische
Induktion ist eine Definition und kein Prinzip. Es gibt gewisse Zahlen, fiir
die sie gilt, und andere* (gemeint sind die unendlichen Kardinalzahlen Cantors),
, fiir die sie nicht gilt. Wir definieren die ,natiirlichen Zahlen' als diejenigen,
auf die man die mathematische Induktion bei Beweisen anwenden kann . . .
Doaraus folgt, daB solche Beweise auf die natiirlichen Zahlen angewendet werden
kénnen. Dies ist nicht irgendeine mysteriose Intuition oder irgend ein Axiom
oder Prinzip. Es folgt vielmehr einfach aus dem Satz selbst. Wenn Vier-

6  Waismann: Einfihrung. 73



fiiBler definiert sind als Tiere mit vier FiiBen, so folgt daraus, daB Tiere, die
vier FiiBe haben, VierfiiBler sind. Ganz #hnlich liegt der Fall der Zahlen,
die der mathematischen Indvktion geniigen.'*l)

Man sieht, die Meinungen gehen auseinander. Wir wollen nun versuchen,
uns selbst ein Urteil iiber diesen Gegenstand zu bilden?). Sehr klar tritt uns
das Wesen der vollstindigen Induktion entgegen in dem Beispiel

1:3=03333
o
10
10

Was diese Division zeigt, ist die Wiederkehr des Restes; und wir schlieBen
daraus, daB es nun ,,immer so weiter geht". Man wird sagen wollen: die
Rechnung ergibt, daB alle (unendlich vielen) Stellen des Quotienten Dreien
sind. Doch hier miissen wir vorsichtig sein. Ergibt das die Rechnung wirklich?
Eigentlich nicht, denn jede Rechnung biicht nach endlich vielen Schritten
ab; sie kénnte allenfalls ergeben, daf die ersten 10, die ersten 20, die ersten
100 Stellen Dreien sind, aber nie, dal alle Stellen Dreien sind. Andererseits
1Bt uns schon der erste Schritt der Rechnung sehen, daBl der Rest wieder-
kehrt und daB sich d a h e r die Ziffern des Quotienten periodisch wiederholen.
Sollen wir also doch sagen, daf3 der allgemeine Satz aus der Rechnung folgt ?

Um uns hieriiber klar zu werden, wollen wir von einer Fiktion Gebrauch
machen. Stellen wir uns vor, daB es irgendwo einen Volksstamm gebe, der
vnser Dezimalsystem besitzt und genau so rechnet wie wir, dem aber un-
endliche Dezimalbriiche unbekannt geblieben sind. Jene Menschen seien
etwa gewohnt, eine Division nach der 3. Stelle abzubrechen, weil ihnen das
fiir ihre praktischen Zwecke geniigt. Die Division 1:3 wiirden sie also nur
bis auf fiinf Stellen ausfiihren; die Frage, welche Ziffer d a n n kommt, hiatten
sie sich noch nie.vorgelegt. Nehmen wir nun an, daB eines Tages jemand
darautkidme, daB man die Division beliebig weit fortsetzen kann und dal
der so entspringende Dezimalbruch aus endlos vielen Dreien besteht. Worin
bestiinde seine Entdeckung? Wenn uns das klar geWorden ist, kénnen wir
hoffen, einen tieferen Blick in das Wesen der Induktion zu tun.

Man wird zunichst sagen: Die Entdeckung besteht darin, daB ihm etwas
aufgefallen ist, woran bisher die anderen achtlos vorbeigegangen sind, die
Wiederkehr des Restes. Aber das wire nicht ganz richtig ausgedriickt. Denn
hitte man einen, der die periodische Division noch nicht kennt, gefragt:

1) Einfithrung in die mathematische Philosophie. Kap. 3.

2) Die hier entwickelten Gedanken, sowie einige andere, die ausdrixckhch im
. Nachwort angefithrt sind, verdankt der Verfasser Herrn Ludwig Wittgenstein.
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,,Ist in dieser Division der erste Rest gleich dem Dividenden?** so hitte er
natiirlich ,,ja’ gesagt; es wire ihm also aufgefallen. Aber damit hitte ihm
nicht die Periodizitit auffallen miissen.

Man wird nun vielleicht sagen wollen: Wer die Periodizitit entdeckt,
der sieht die Division anders als der, der sie nicht kennt: er sieht
in sie eine unendliche Méglichkeit hinein. Das klingt nun aber, als ob es auf
etwas Psychologisches ankime, auf die Art des Sehens. In Wirklichkeit
ist die Entdeckung der Periodizitit die Konstruktion eines neuen
Kalkiils. Wir miissen uns nur klar machen, daB die Division 1:3 = 0-3
nicht eine Rechnung von der Art ist wie 1:2 = 0-3; vielmehr entspricht

1:2 =05 der Division 1:3 = 03
0 1
d. h. einer finiten Rechnung. Man kénnte auch sagen: 0-3 ist nicht in dem
Sinne Resultat der Division wie 0'5. Das letzte Zeichen war uns vor de:
Division 1: 2 bekannt; was aber bedeutet 03 losgelost von der periodischen
Division? Die Behauptung, daB die Division den Quotienten 0-3 liefert,
heiBt dasselbe wie die: die erste Stelle des Quotienten ist 3 und
der erste Rest gleich dem Dividenden; und diese Behauptung beschreibt
eben die Periodizitit der Rechnung. Den Unterschied zwischen dieser und
einer gewé'hnlichen Division kann man dadurch ausdriicken, daB man die
Wiederkehr des Restes irgendwie hervorhebt, also z. B. das eine Mal schreibt
1:3 =03, das andere Mal 1:3 =03 B
r, 1

., Das ist doch nur eine AuBerlichkeit** wird der Leser sagen. ,,DaB man die
Striche dazun macht, kann doch den Charakter der Rechnung nicht indern!*
Aber die Striche weisen auf das Gesetz in der Division hin; damit sind wir tat-
sichlich zu einer neuen Rechnungsart iibergegangen. Wer auf die Periodizitit
aufmerksam macht, der fiihrt eben damit ein neues Zeichen ein. D. h. die Art,
wie er auf die Periodizitit aufmerksam macht, gibt das neue Zeichen.

Wenn ich die Division nach einigen Schritten abbreche und sage ,.es
werden nun lauter Dreien folgen* — iiberspringe ich jetzt den Abgrund
zwischen dem Endlichen und dem Unendlichen? MuB ich ein mysteridses
Prinzip zu Hilfe nehmen, das unendlich viele Schliisse in einen Akt zusammen-
faBt? Davon ist keine Rede. Die Tduschung, der wir hier erliegen, ist die,
daB wir von einer unendlichen Extension zu sprechen scheinen (den
unendlich vielen, nicht aufgeschriebenen Ziffern), wihrend wir doch, sobald
wir die Periodizitit entdeckt haben, ein Gesetz entdeckt haben, das Ziffern
liefert. Alles ist eigentlich damit gesagt, daB wir erkliren: 0-333... ist nicht
-eine Abkiirzung fiir eine Zahl, die man nur mangels Tinte und Papier nicht
vollstindig hinschreiben kann; sondern es ist ein neues Symbol, das seine
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eigenen (und zwar endlichen) Rechenregeln hat. Mit anderen Worten, die
Piinktchen vertreten nicht in schattenhafter Weise die nicht hingeschriebenen
Ziffern, sondern sie sind selbst ein vollwertiges Zeichen in unserem Kalkiil.

Nun beginnt sich die Lage zu kliren. Der ,,Sprung vom Endlichen ins
Unendliche* ist in Wirklichkeit der Ubergang zu einem neuen Kalkiil, der
keine logische Folge des alten ist, in keiner Weise aus ihm abgeleitet werden
kann, sich aber in bestimmter Weise an ihn anlehnt. Solange uns nur die
gewohnliche Division bekannt war, konnten wir aus der Division 1: 3 nicht
ableiten, daB die Ziffer 3 periodisch wiederkehrt. Haben wir die Entdeckung
der Perjodizitit gemacht, so haben wir einen neuen Kalkiil entdeckt.

Nach diesen Bemerkungen wird uns das Wesen der Induktion ver-
stindlicher sein. Es mufB} uns auffallen, da3 ein Beweis durch Induktion
eine ganz andere Struktur besitzt als das, was sonst in der Buchstaben-
rechnung ,,Beweis** heiBit. Ein Beweis ist ja, formal betrachtet, eine Folge
von Formeln, die von bekannten Formeln ausgeht und mit der zu beweisenden
schlieBt; wobei der Ubergang von einer Formel zur nichsten nach fixen
Regeln erfolgt. Ist das der Fall, so sagen wir, die letzte Formel der Kette
sei bewiesen. Betrachten wir aber den Induktionsbeweis, so ergibt sich
uns ein ganz anderes Bild: Der Beweis fiihrt gar nicht zu der zu beweisenden
Formel. Als Beispiel wollen wir an den Beweis des assoziativen Gesetzes
der Addition erinnern. Wir gingen aus von der Definition

(D) at(b+1)=(a-+b)+1
und der Annahme, der Satz gelte schon fiir eine bestimmte Zahl c:
(A) at+(b+c)=(at+ b+ c

Wir bewiesen dann, daB der Satz auch fiir die Zahl ¢ + 1 gilt:

at+(b+ct1)=a+(b+cl+1)  (nach D)

=a+((b+c)+1 (nach D)

—(a+bl+9+1  (nach A)

=@-+b)+(c+ 1) (nach D).

In diesem Beweis kommt offenbar der bewiesene Satz gar nicht vor. Man

sagt ja auch nicht, daBl man das assoziative Gesetz ausgerechnet hat,

in dem Sinn, in welchem man etwa andere Gleichungen mit Hilfe der Grund-

gesetze ausrechnet. Die gewdhnliche Ansicht ist vielmehr die, daB zu dieser

Kette von Gleichungen noch ein besonderer SchluB hinzutrete, der sagt:

also gilt der Satz fiir alle Zahlen. Und mit diesem SchluB scheinen wir den

Abgrund zwischen dem Endlichen und dem Unendlichen zu iiberspringen.

Es ist merkwiirdig, wie eine schiefe Ausdrucksweise das Problem so ver-

hiillen kann, daB es kaum mehr moglich ist, zu der richtigen Auffassung
zuriickzufinden.
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Zunéchst fragt es sich nimlich: Ist die Induktion nur das Anzeichen
dafiir, daB der Satz fiir alle Zahlen gilt? Oder heiBen die Worte ,,der Satz
- gilt fir alle Zahlen® nichts anderes als: , er gilt fiir 1 und wenn er fiir c gilt,
gilt er auch fiir ¢ - 1“? Gewdhnlich meint man: Der Satz konstatiert eben,
daB fiir alle Zahlen das und das gilt, und der Beweis durch Induktion ist nur
einer der Wege, die uns zur Erkenntnis seiner Wahrheit fithren. Man macht
also eine Unterscheidung zwischen dem Satz — der fiir sich allein Sinn hat —
und dem Beweis, der uns gleichsam erst den Weg zu ihm bahnt. Aber was
soll denn der allgemeine Satz besagen, wenn ich von dem Beweis durch
Induktion absehe? Etwa, daB er fiir die Zahl 1 gilt und fiir die Zahl 2 usf.
ins Unendliche? Aber das erklirt uns nicht den Sinn des Satzes, d. h. es
gibt uns keine Antwort auf die Frage: Wie gebraucht man diesen Satz?
Was sieht man als Kriterium seiner Wahrheit an? Wir kénnen ja nicht alle
Zahlen durchlaufen und unendlich viele Proben anstellen; und zwar nicht
etwa darum, weil wir zu wenig Zeit und Papier haben, sondern weil es nichts
heiBt, weil es logisch unmoglich ist. Tatsichlichist der Beweis durch Induktion
das einzige Kriterium, das wir haben. Dann gibt uns aber erst der Beweis
den Sinn des Satzes an. Ganz allgemein: Wenn man wissen will, was
ein Satz bedeutet, so kann man immer fragen ,,Wie weil} ich das?“ Und
die Antwort auf diese Frage ist die Festsetzung seines Sinnes?).

Diese Bemerkung gibt uns den Schliissel zum Verstindnis der Induktion.
Es ist ganz natiirlich, zu sagen: Der Beweis zeigt, daB der Satz fiir alle Zahlen
gilt; aber dann mu8 man sich klar dariiber sein, daBl man erst durch den
Beweis den Sinn des Wortes ,,alle” bestimmt. Und dieser Sinn ist ein anderer
als etwa in dem Beispiel: , Alle Sesseln in diesem Zimmer sind aus Holz.**
Denn wenn ich die letzte Aussage verneine, so bedeutet das: ,,Es gibt min-
destens einen Sessel in diesem Zimmer, der nicht aus Holz ist. Wenn ich
aber die Behauptung ,,A gilt fiir alle natiirlichen Zahlen* verneine, so heifit
das nur: Eine der Gleichungen im Beweis von A ist falsch, aber nicht: Es
gibt eine Zahl, firr die A nicht gilt, (es sei denn, dal man den Sinn dieser
Aussage durch dieses Kriterium definieren will). — Dafiir spricht auch folgen-

1) Diese Bemerkung kann man auch auf gewisse Probleme anwenden, iiber die
heute viel diskutiert wird, z. B. auf die RechtmiBigkeit von Existenzbeweisen. Der
Intuitionist 148t nur solche Existenzbeweise gelten, die konstruktiv sind, d. h. in
welchen ein Verfahren angegeben wird, den betreffenden Gegenstand in endlich vielen
Schritten herzustellen. Alle anderen Existenzbeweise verwirft er als ,,sinnlos*; wahrend
der Formalist auch niebtkonstruktive Beweise zulaBt. Wenn unsere Bemerkung richtig
ist, so zeigt sie, wie miiBig dieser ganze Streit ist. Denn das Wort , Existenz* hat
von voreherein noeh keine klar umrissene Bedeutung und erhilt eine solche erst durch
den Beweis. Wenn nun der Beweis einmal konstruktiv, das andere Mal nichtkonstruk-
tiv gefithrt wird, so hat eben die Existenzbehauptung einen verschiedenen

Sinn.
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des: Wenn ich eine allgemeine Formel verneine, z. B. die Formel (a + b)? =
= a? <+ a b + b2, so meine ich damit: nicht diese Formel gilt, sondern . . .
und nun kommt die richtige Formel. Die Verneinung hat also nur den Zweck,
eine allgemeine Formel in Gegensatz zu bringen zu einer anderen allgemeinen
Formel, aber nicht den, eine Existenzaussage zu bilden. Es ist ganz dhnlich,
wie wenn ich etwa sage: nicht griin, sondern gelb, nicht 2, sondern 3, wo die
Verneinung einer Angabe nur die Vorbereitung fiir eine andere ist. Es ver-
hilt sich damit ganz anders als in dem Beispiel: Nicht alle alten Menschen be-
kommen graue Haare, das nur sagen soll, daB es alte Menschen gibt, deren Haar
nicht grau wird. Mit anderen Worten: Die allgemeine Formel der Mathematik
und die Existenzaussage gehoren gar nicht demselben logischen System
an. Das hat Brouwer richtig gesehen, wenn er bemerkt, da die Unrichtig-
keit einer allgemeinen Aussage liber Zahlen noch nicht die Existenz eines
Gegenbeispiels bedeutet,

Nun wird uns die Leistung der Induktion klar: Sie ist nicht ein SchluB,
der uns ins Unendliche trigt; der Satz a 4+ b = b 4 a ist nicht eine Ab-
kiirzung fiir unendlich viele einzelne Gleichungen, die wir nur unserer mensch-
lichen Schwiche wegen nicht alle hinschreiben konnen ‘-— so wenig wie
0-333... eine Abkiirzung fiir einen unendlich langen Dezimalbruch ist —
und der induktive Beweis nicht eine Abkiirzung fiir unendlich viele ein-
zelne Syllogismen. Die Induktion so auffassen, heiit, sich den Weg zu ihrem
Verstindnis verschlieBen.

Tatsdchlich beginnen wir mit der Aufstellung der Formeln

a+b=b+a
a4+ (b+ecy=(@+b)+c

etc.

einen ganz neuen Kalkiil, einen Kalkiil, der aus den Rechnungen der elemen-
taren Arithmetik auf keine Weise abgeleitet werden kann; und das ist das
Richtige an Poincarés Bemerkung, das Prinzip der Induktion sei nicht logisch
zu beweisen. Aber es stellt auch nicht, wie er meinte, ein synthetisches
Urteil a priori dar, es ist tberhaupt keine Wahrheit, sondern eine Festsetzung,
welche besagt: Wenn die Formel f (x) fir x =1 gilt und f (c + 1) aus f (¢)
folgt, so sagen wir, es sei ,,die Formel f (x) fiir alle natiirlichen Zahlen be-
wiesen‘’.

,,Aber“, so wird man fragen, ,,ist das wirklich nur eine Festsetzung?
Sehen wir denn' nicht, daB der Satz fiir jede einzelne Zahl, die wir
herausgreifen, tatsichlich richtig ist?“ Es konnte paradox erscheinen,
daB das assoziative Gesetz der Addition aus einer bioBen Definition
(der Formel D) hervorgehen soll. Aber vergessen wir nicht, daB
die Formel D nicht eine Definition im Sinne der Schullogik ist, niamlich



eine Ersetzungsregel, sondern eine Anweisung zur Bildung von Defini-
tionen. In ihr liegt also schon die Allgemeinheit, und diese iibertriigt sich
von da.auf den induktiven Beweis. Es kann ja auch der Induktionsbeweis
als eine Anweisung zur Bildung von Beweisen fiir einzelne Zahlgleichungen
angesehen werden, als das allgemeine Glied einer Reihe von Beweisen. Ja,
man kénnte den Induktionsbeweis geradezu in Form einer Reihe von Gleichun-
gen mit einzelnen Zahlen hinschreiben, als ein Reihenstiick mit einem ,,usw.*,
und er verliert dadurch nicht seine Strenge. Zugleich zeigt diese Schreibweise
viel klarer, daB die allgemeine Formel gar nicht aus dem Induktionsbeweis
folgt,—in der Formel kommen ja Buchstaben vor, in dem Beweis aber nur
Ziffern. Wohl aber kann man eine neue Bestimmung treffen, die den Uber-
gang zu der allgemeinen Formel erlaubt.

Damit klirt sich ein Ritsel auf, das die Forscher so tief beunruhigt
hat: Wie kommt es, daB wir das Resultat einer einzelnen Rechnung vor-
hersagen konnen, ohne sie auszufithren? DaB wir z. B. prophezeien kénnen,
daB 63 x 289 dasselbe ergeben wird wie 289 x 63? Das Beunruhigende
besteht darin, daB wir den Zusammenhang zwischen der aligemeinen Vorher-
sage und der besonderen Rechnung nicht sehen. Man war deshalb imme:
geneigt, in der Formel a.b = b .a eine Zusammenfassung alle: einzelnen
Rechnungen zu erblicken. Tatsichlich ist das der Sinn jener Formel
nicht. Eher kénnte man das kommutative Gesetz mit einem Pfeil ver-
gleichen: Es weist, der Reihe der Zahlen entlang, ins Unendliche. Das ist
nicht dasselbe, wie wenn man sagt, das Gesetz fasse unendlich viele einzelne
Sitze zusammen. Der Unterschied ist ungefihr derselbe wie in den Sdtzen:
Der Scheinwerfer scheint ins Unendliche und: Er beleuchtet die Unendlich-
keit.

Wir konnten demnach sagen: Dadurch, da8 wir jene Konvention treffen
— nimlich solche Formeln aufzustellen, die den induktiven Beweisen ent-
sprechen —, passen wir den Kalkiil mit Buchstaben dem Kalkiil mit Zahlen
an; d. h. wir bringen diesen Kalkiil in Einklang mit dem Kalkiil der natiir-
lichen Zahlen, wie wir ihn durch die rekursive Definition der Addition etc.

festgelegt haben.



9. Der gegenwirtige Stand der Grundlagenforschung.
A. Der Formalismus.

Wir nehmen nun den Bericht iiber das weitere Schicksal der Grund-
lagenforschung wieder auf und wenden uns zunichst dem Formalismus zu.
Welche Erwigungen zur Entstehung dieser Denkweise gefiihrt haben, ist
bekannt. Vor allem war es das Problem der Widerspruchsfreiheit, das die
Mathematiker zu einer strengen Formalisierung der mathematischen Sitze
und SchluBweisen gezwungen hat. Ist nun der Nachweis der Widerspruchs-
freiheit gelungen?

Bis vor kurzer Zeit sah es so aus, als ob die Ansitze Hilberts zu dem
gewiinschten Ziel fithren sollten; ja fiir gewisse Teile der Mathematik, z. B.
fir die elementare Zahlenlehre, schien der Beweis fiir die Widerspruchs-
freiheit bereits erbracht zu sein, und zwar mit finit-anschaulichen Mitteln.
D. h. es schien, daB man die Widerspruchslosigkeit der Zahlenlehre ein-
schlieBlich der Logik beweisen konne durch eine metamathematische Unter-
suchung, die nur von einem T eil der Voraussetzungen der Zahlenlehre und
der Logik Gebrauch macht. Inzwischen aber hat sich die Lage wesentlich
verandert: Auf Grund einer Untersuchung von Godel') hat sich namlich
das iiberraschende Resultat ergeben, da der Nachweis der Widerspruchs-
freiheit eines logisch-mathematischen Systems nie mit den
Mitteln dieses Systems erbracht werden kann, sondern da man
hierzu wesentlich neue Mittel heranziehen muf, die in dem System selbst nicht
ausdriickbar sind. Genauer formuliert besagt die von Godel gefundene
Einsicht: Fiigt man zu den Axiomen Peanos noch die Axiome des Logik-
kalkiils hinzu und nennt das so entstandene System P, dann liBt sich kein
Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit von P fiihren, der in P formuliert werden
kann, vorausgesetzt, daB P widerspruchsfrei ist. (Der letztere Zusatz ist
wesentlich: Wire namlich P widerspruchsvoll, dann kénnte aus den Axiomen
von P jede beliebige Formel abgeleitet werden, also auch die Formel,
die, inhaltlich gedeutet, besagt, daB P widerspruchsfrei ist.)

Man wird zunichst denken, daB diese Tatsache — die Unmdglichkeit,
die Widerspruchsfreiheit von P in P zu formulieren — daran liege, daB das
betrachtete System irgendwie zu ausdrucksarmist und daB man daher trachten
solle, es zu erweitern, um das Ziel zu erreichen. Allein das wiirde nichts helfen.
Gddel hat namlich ganz allgemein gezeigt: Welches formale System wir auch

1) Uber formal unentscheidbare Sitze, Monatshefte fiir Math. u. Phys., 1931.



nehmen, das die Lehre von den natiirlichen Zahlen und dem Logikkalkiil
umfaBt (schirfer: das aus P durch Hinzufligung einer rekursiv definier-
baren Klasse von Axjomen entsteht), stets wiirde in dem Widerspruchsfreiheits-
beweis eine Uberlegung auftreten, die sich in diesem System nicht dar-
stellen 1408t.

Dieses wichtige Resultat ist aber nur die Folge eines anderen, noch
tiefer liegenden Satzes von Godel, der sich ungefahr so aussprechenliBt: Jede
Arithmetik ist lickenhaft; d. h. in jedem der vorhin genannten
formalen Systeme gibt es unentscheidbare arithmetische Sitze
und fiir jedes dieser Systeme lassen sich arithmetische Begriffe
angeben, die in diesem System nicht definierbar sind. (Z. B. LiBt
sich fiir jedes formale System S eine reelle Zahl konstruieren, die in S nicht
definiert werden kann.) Man darf den Sinn dieser Behauptung nicht dahin
verstehen, als sei damit nun bewiesen, daB es definitiv unlésbare mathe-
matische Probleme gibe; sondern der Begriff | lésbar oder ,entscheidbar*
bezieht sich immer nur auf ein bestimmtes formales System; ist ein
Satz in diesem System unentscheidbar, so bleibt doch stets die Moglichkeit
denkbar, ein reicheres System zu konstruieren, in welchem der Satz einer
Entscheidung zugefiihrt werden kann. Aber es gibt kein System, in dem
alle arithmetischen Sitze entscheidbar oder in dem alle arithmetischen
Begritfe definierbar wiren. Wenn Brouwer meint, die Mathematik sei
wesentlich ein geistiges Handeln, eine Reihe sinnerfilllter Konstruktions-
schritte und daher nicht in ein starres System von Formeln zu fassen, so
liegt darin eine Ahnung des richtigen Sachverhalts. ,,Alles Mathematische
ist formalisierbar; aber die Mathematik ist nicht durch ein System erschépi-
bar, soridern erfordert eine unendliche Reihe immer reicherer Sprachen.‘%)

Diese Unabgeschlossenheit der Mathematik ist nicht etwa eine Folge
unserer menschlichen Unvollkommenheit, sondern liegt im Wesen der Sache.
Frither hatte man sich vorgestellt, da8 die Mathematik ein System ist, dessen
simtliche Sitze sich zwingend aus einigen wenigen Voraussetzungen er-
geben und in welchem jedes Problem durch eine endliche Anzahl von
Operationen gelost werden kann. Dieses Bild gibt die Struktur der Mathe-
matik nicht richtig wieder. Tatsichlich ist die Mathematik ein Neben-
einander unzihlig vieler Systeme, die sich logisch gegeneinander abschlieBen
und von denen jedes Probleme enthilt, die innerhalb dieses Systems selbst
nicht entscheidbar sind. Eines dieser Probleme ist das der Widerspruchs-
freiheit; d. h. die Aussage, daB das System S widerspruchsfrei ist, ist in S

unentscheidbar.

1) Carnap: Die Antinomien und die Unvollstindigkeit der Mathematik: (Monats-
hefte f. Math. u. Phys., 1934.}
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Mit alledem ist nicht gesagt, daB das von Hilbert gesteckte Ziel un-
erreichbar wire. Jedenfalls wird man den Ausgangspunkt, die Beschrinkung
auf einen primitiven Teil der Arithmetik und Logik abindern miissen. Ob
dann die Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik (Arithmetik,
Algebra, Analysis, Funktionentheorie) erwiesen werden kann, steht heute
dahin. Einen wichtigen VorstoB in dieser Richtung stellt eine kiirzlich
erschienene Arbeit von Gentzen dar, in welcher tatsichlich die Wider-
spruchsfreiheit der gesamten Arithmetik auf Grund eines (den Satz vom
ausgeschlossenen Dritten nicht enthaltenden) Teiles der Arithmetik und
gewisser transfiniter Methoden bewiesen wirdY).

Aber selbst wenn sich das gewiinschte Ziel auf diesem Weg erreichen
lieBe, so erhebt sich eine zweite Frage, der wir das groBte Gewicht
beilegen miissen: Kann durch derlei Untersuchungen die Arithmetik iiber-
haupt begriindet werden? DaB diese Frage sehr berechtigt ist, wird deutlich,
sobald man die Arithmetik mit der Geometrie vergleicht. Das Problem
einer , Begriindung der Geometrie’ schlieBt zwei verschiedene Aufgaben
in sich: Die eine ist die, eine Gruppe von Sitzen auszuwihlen, welche eine
logische Basis der betreffenden Geometrie bildet und die Unabhingigkeit,
Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit dieser Grundsitze darzutun. Da
nun verschiedene Geometrien denkmoglich sind, so entsteht zweitens die
Frage, wie* diese Systeme auf unsere Erfahrungswelt — die Lagerungen
der starren Korper, das Verhalten der Lichtstrahlen, der Trigheitsbahnen
usw. — anwendbar sind. Diese zweite Frage stellt eine Aufgabe der
Naturwissenschaft dar, die durch mathematisches Denken allein nicht
zu losen ist.

Wenn wir diese Uberlegung auf die Arithmetik anwenden, so eri<enn¢n
wir: Was durch die axiomatische Untersuchung geleistet wird, ist — im
giinstigsten Falle — die Erledigung des ersten Problems. Es bleibt die
Frage, inwieweit das Axiomensystem der Arithmetik auf die , ,wirklichen
Zahlen zutrifft, d. i. auf diejenigen Bedeutungen, die wir mit den Zahl-
worten verbinden. Diese Frage stellt ein neues, sehr tiefliegendes Problem
dar, das iiber dem formalen Aufbau nicht vergessen werden darf.

Betrachten wir, um unsere Gedanken zu prizisieren, die fiinf.Axiome
Peanos. Peano hatte angenommen, daB wir die Bedeutung der Worte ,,Null*,
,Zahl““, , Nachfolger* bereits kennen und daB die Axiome den Ausspruch
einer Wahrheit bilden. Der Formalist teilt diese Ansicht nicht: fiir ihn
sind die Axiome bedeutungslose Verkniipfungen von Zeichen, deren Struktur
ihn allein interessiert. Die Symbole ,Null”, ,,Zahl”“ wund ,Nachfolger*”

‘) G. Gentzen, Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. Math: Ann, 112. -



lassen sich dann auf unendlich viele Arten deuten, und jede von diesen
Deutungen wiirde der Arithmetik einen anderen Sinn verleihen. Einige
instruktive Beispiele gibt Russell:

1. ,,0° soll 100 und ,,Zahl* soll die Zahlen von 100 aufwirts bedeuten.
Dann wird unseren Grundsitzen Geniige geleistet. Selbst der 4. gilt, denn
obwohl 100 der Nachfolger von 99 ist, so ist 99 keine ,,Zahl** in dem Sinn,
den wir jetzt dem Wort ,,Zahl‘‘ geben. Offensichtlich kann man dieses Bei-
spiel statt mit 100 mit jeder beliebigen Zahl bilden.

2. ,,0°“ soll die iibliche Bedeutung haben, aber unter ,Zahl* soll eine
,,gerade Zahl in der iiblichen Bezeichnungsweise und unter ,,Nachfolger*
einer Zahl die Zahl verstanden werden, die aus ihr durch Addition von 2
entsteht. Dann bedeutet ,,1°“ die Zah! zwei, ,,2°° bedeutet die Zah) vier usw.
Die Reihe der Zahlen lautet dann:

0,2 4,68, ...

Wieder werden alle fiinf Annahmen Peanos erfiillt.
3. Es soll ,,0° die Zahl eins bedeuten, ,,Zahl‘‘ soll die Reihe

LY Ya % the - -
und ,,Nachfolger ,,die Hiltte von’ bedeuten. Fiir diese Reihe treffen dann
alle fiinf Axiome von Peano zu!).

Man sieht, daf3 die Axiome gar nicht den Begriff der Zahienreihe charak-
terisieren, sondern einen viel allgemeineren Begriff, den der Progression.
Jede Progression geniigt den fiinf Axiomen Peanos. Eine Progression braucht
nicht einmal aus Zahlen zu bestehen, sie kann ebensogut eine Reihe von
Punkten auf einer Geraden sein oder eine Rethe von Zeitpunkten usw.;
da es unendlich viele Progressionen gibt, so kann man das Axiomensystem
Peanos auf unendlich viele verschiedene Arten auslegen. Vielleicht meint
der Leser, man miisse sich eben damit abfinden; unter den Zahlen sind eben
irgendwelche Dinge zu verstehen, welche den Axiomen Peanos geniigen
und auf die Ergriindung ihres Sinnes miissen wir ebenso verzichten, wie wir
in der Geometrie auf die Definition der Grundbegriffe verzichtet hatten.
Obwohl eine solche Auffassung tiir manche Zwecke berechtigt ist, kann
sie im Allgemeinen nicht befriedigen. Denn der Zahlen bedienen wir uns
auch in der Mathematik, urn mit ihnen Mitteilungen zu machen. Wenn
ich z. B. sage ,.es gibt nur 5 regulire Kérper”, so will ich damit zweifellos

einen wahren Satz aussprechen. *Aber es ist unmdglich, mit ihm noch irgend-

einen Sinn zu verbinden, wenn ,,5‘ eine bloBe Spielmarke ist, die auf die

verschiedenste Weise ausgelegt werden kann. Wirden wir diesen Stand-
punkt einnehmen, so hitten wir keine Mdglichkeit mehr, die Mitteilung

1) Einfithrung in die mathematische Philosophie, Kap. 1.
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s gibt b regulire Kérper” zu unterscheiden von der Mitteilung ,,es gibt
105 regulire Kérper. So zeigt die Besinnung auf das einfachste Beispiel,
daB wir uns durch die Beschrinkung auf diesen Standpunkt gerade das ent-
schliipfen lieBen, was den Sinn der Zahlaussagen ausmacht.

Liegt das etwa daran, daB die Axiome Peanos noch zu unbestimmt
sind, um die Zahlenreihe festzulegen und ist es vielleicht moglich, diese Un-
bestimmtheit durch Zusatz weiterer Axiome so einzuengen, daB sich eine voll-
stindige Charakterisierung der Reihe der Kardinalzahlen ergibt ? Da ist es nun
iiberaus bedeutsam, daB Skolem jede Hoffnung dieser Art vereitelt hat.
Von ihm wurde nimlich ein allgemeiner Satz bewiesen, der besagt, daf} es
ausgeschlossen ist, mit endlich vielen Axiomen die Zahlenreihe zu charakteri-
sieren!). Jede Aussage, die in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen gilt,
gilt nimlich auch fiir Gebilde anderer Art, so daB es unmaglich ist, die Zahlen-
reihe durch irgendwelche inneren Eigenschaften vor Reihen anderer Art
auszuzeichnen,

Ein frappantes und nicht triviales Beispiel dafiir, wie eine Umdeutung
des Begriffs der ganzen Zahl méglich ist, selbst wenn die Richtigkeit von so
vielen Sitzen gefordert wird, daB man versucht sein kénnte zu glauben,
diese Sitze konnten nur fiir die ganzen Zahlen gelten, ist folgendes?). Die
ganzen Zahlen sind

1. linear geordnet;

2. sie reproduzieren sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation,
Dabei ist die Addition kommutativ und assoziativ, ebenso die Multiplikation,
und fiir beide Operationen gilt das distributive Gesetz. Es gibt zwei un-
mittelbare Nachbarzahlen 0 und 1 derart, daB fiir jede beliebige Zahl a gilt:
a+0=aund a.l =a;

3. werden die Begriffe der Teilbarkeit, der Einheiten, relativ prim usw.
in der bekannten Weise eingefiihrt, so gilt der Satz: Sind a und b relativ
prim, so gibt es zwei Zahlen x und y derart, daBax —by =1 ist.

Betrachten wir nun alle Polynome von der Form

a,t"+a, ,t" 4L L L L 4atFa,

wobei a, eine ganze Zahl ist, wihrend a,, a,, ... a, beliebige rationale Zahlen
sind. Diese Polynome denken wir uns lexikographisch geordnet (d. h. haben
zwei Polynome die Koeffizienten a, a, , ... a,und b, b, ;, ... by, so ist

das erste kleiner als das zweite, wenn a, < b, ist oder, falls a, = b, wire,
a, , > b,_, ist, usw.). Fiir den so konstruierten Polynomenbereich sind

1) ,,Uber die Unmoglichkeit einer vollstandigen Charakterisierung der Zahlenreihe
mittels eines endlichen Axiomensystems*. Norsk. Math. Forenings Skrifter, Ser. I1. 1933.

2) Vgl. Skolem, ,,Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik'. Skrifter norske
Vid.-Akad., Oslo, I. Mat. Nat. K1. 1929.



nun alle Eigenschaften erfiillt, die wir in 1 bis 3 angefiihrt hatten — ob-
wohl sie urspriinglich den Begriff der ganzen Zahl zu charakterisieren schienen,
Skolems Satz besagt nun: Eine solche Umdeutung wird stets maglich sein,
durch soviel Eigenschaften man auch den Begriff der natiirlichen Zahl zu
fassen sucht.

)

B. Die logische Schule.

Dieses Ergebnis zeigt, daB der Formalismus jedenfalls nicht die ab-
schlieBende Aufklirung iber das Wesen der Arithmetik gebracht hat. Und
der Grund hiefiir ist auch nicht schwer zu entdecken: Diese Denkweise
achtet einseitig auf die Struktur der mathematischen Aussagen und ver-
sdumt dariiber die Untersuchung der mathematischen Begriffe. Die logische
Schule hat dagegen ihre Aufmerksamkeit gerade der Analyse der Begriffe
zugewandt. Ein sehr bezeichnendes Beispiel dafiir ist folgende AuBerung
Freges: ,Es ist doch eigentlich ein Skandal, daB die Wissenschaft
noch iiber das Wesen der Zahl im Unklaren ist. DaB man noch keine
allgemein anerkannte Definition der Zahl hat, mochte noch angehen,
wenn man wenigstens in der Sache iibereinstimmte. Aber selbst dar-
iiber, ob die Zahl eine Gruppe von Dingen oder eine mit Kreide auf einer
schwarzen Tafel von Menschenhand verzeichnete Figur sei, ob sie etwas
Seelisches, iiber dessen Entstehung die Psychologie Auskunft geben miisse,
oder ob sie ein logisches Gebilde sei, ob sie geschaffen sei und vergehen konne,
oder ob sie ewig sei, selbst dariiber hat die Wissenschaft noch nichts ent-
schieden. Ob ihre Lehrsitze von jenen aus kohlensaurem Kalke bestehenden
Gebilden oder von unsinnlichen Gegenstinden handeln, weill die Arithmetik
nicht. Ebensowenig herrscht Ubereinstimmung in ihr iiber die Bedeutung
des Wortes ,,gleich” und des Gleichheitszeichens. Die Wissenschaft weiB
also nicht, welchen Gedankeninhalt sie mit ihren Lehrsitzen verbindet;
sie weiB nicht, womit sie sich beschiftigt; sie ist tber ihr eigenes Wesen
vollig im Unklaren. Ist das nicht ein Skandal?")

Frege hat als einer der ersten das Problem einer Definition der Zahlin An-
griff genommen. Er definiert den Begriff der Anzahl in zwei Schritten: erstens
erklirt er, wann zwei Mengen gleichzahlig sind; auf diesen Begriff griindet
er sodann eine Definition des Begriffs ,,Anzahl“. Zwei Mengen sind nach
Frege gleichzahlig, wenn jedem Element der einen Menge ein Element der
zZweiten und jedem Element der zweiten Menge ein Element der ersten ent-
spricht; d. h. wenn es eine eineindeutige Relation gibt, welche sie einander
zuordnet. Unter der ,,Zahl einer Menge‘* versteht er die Menge aller mit ihr
gleichzahligen Mengen. Die Zahl 5 ist danach zu definieren als die Klasse

1) ,,Uber die Zahlen des Herrn H. Schubert':



aller Fiinferklassen in der Welt; d. i. als die Gesamtheit aller derjenigen
Klassen, die sich z. B. auf die Klasse der Finger meiner linken Hand ein-
deutig beziehen lassen. '

Der Leser wird diese Definition vielleicht etwas absonderlich finden;
er wird sagen, das habe er sich unter der Zahl 5 nicht gedacht. Aber das
wire noch kein geniigender Grund zu ihrer Ablehnung, wenn sie nur sonst
die Forderungen erfiillte, die wir an eine gute Definition stellen: da8 sie
wirklich die allgemein anerkannten Eigenschaften des Begriffs widergibt.
Aber tut sie das? Mit dieser Frage wollen wir uns jetzt beschiftigen.

Unsere Bedenken setzen schon ein bei dem ersten Teil der De-
finition. Zwei Mengen werden gleichzahlig genannt, wenn sie durch
eine eineindeutige Relation aufeinander bezogen sind. Wie sollen wir also
von zwei Mengen feststellen, daB sie gleichzahlig sind? Offenbar dadurch,
daB wir eine solche Relation aufweisen. Wenn ich etwa feststellen soll, ob
ich ebensoviel Loffel habe wie Tassen, so miiBte ich nach dieser Vorschrift
zusehen, ob ich eine eineindeutige Relation finde, in welcher jeder Loffel
zu einer Tasse steht; eine solche Relation wire z. B.: Jeder Loffel liegt auf
einer Tasse und keine Tasse bleibt unbelegt. Wie nun aber, wenn die Loffel
in einer Lade liegen, die Tassen in einer anderen? Gibt es auch dann eine
Relation, welche sie einander zuordnet? Man wird sagen: ,,Nun, wenn
es keine gibt, ist es jedenfalls sehr leicht, eine solche herzustellen; ich brauche
ja nur die Loffel iiber die Tassen zu verteilen.” Dazu bemerken wir blof3:
Dann hat also jedenfalls vorher die Relation nicht bestanden, und wir hitten
zu sagen: Solange die Loffel nicht auf den Tassen lagen, waren die beiden
Mengen nicht gleichzahlig; und das entspricht nicht dem Sinn, in welchem
man das Wort , gleichzahlig’ verwendet.

Man wird entgegnen, so sei die Erklirung nicht gemeint; es komme
gar nicht darauf an, ob ich die Loffel tatsichlich auf die Tassen lege, sondern
ob ich sie auf die Tassen legen k ann. Sehr wohl! Aber was heiBt hier der
Ausdruck,,ich kann'‘? Etwa, daB ich die physische Kraft habe, die Léffel iiber
die Tassen zu verteilen? Das wire ganz uninteressant. Was man sagen will,
ist offenbar dies: Ich kann die Loéffel iiber die Tassen deshalb verteilen,
weil von beiden Sorten gleichviel Exemplare vorhanden sind. Um die Mog-
lichkeit der Zuordnung zu erkennen, muBl ich also schon wissen, daB8 die
Mengen gleichzahlig sind. Nicht die Zuordnung bestimmt die Glelchzahhg-
keit, sondern die Gleichzahligkeit ermoglicht die Zuordnung.

Man sieht, wie die Tauschung zustande kommt. Die Aussage: ,.Die
beiden Menge.: kénnen einander zugeordnet werden* wird umgedeutet
in die davon ganz verschiedene Aussage: ,Die beiden Mengen sind ein-
ander zugeordnet*, d. h. ,,Es gibt tatsichlich eine Relation, die eine solche
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Zuordnung leistet. Ob eine solche Relation besteht, kann nur die Erfahrung
lehren; und daB sie immer besteht, ist durch nichts erwiesen.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die vorgeschiagene Definition gibt
zwar eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung fiir die Gleichzahlig-
keit an und faBt daher den Sinn des Ausdrucks ,gleichzahlig” zu eng.

Welcher Sinn kommt dem Wort ,,gleichzahlig” zu? Wenn wir in dieser
Frage einen klareren Standpunkt gewinnen wollen, so werden wir vorerst
eine Unterscheidung zu machen haben. Wir haben zwar bisher von
Klassen gesprochen, es aber. unterlassen, den Sinn dieses Ausdrucks
zu erkliren. Den Ausdruck ,,Klasse’* gebraucht man nun auf zwei Arten:
erstens zur Bezeichnung dessen, was in einer Liste aufgezihit ist (Schul-
klasse); zweitens als gleichbedeutend mit dem Ausdruck ,,Begriff* (,,die Wale
gehoren zur Klasse der Siugetiere’* heifit: ,,die Wale fallen unter den Begriff
,,Siugetier ). Diese beiden Bedeutungen sind véllig verschieden: im ersten
Fall ist es tautologisch zu sagen, daB a zur Klasse k gehort (denn das folgt
aus der Definition von k); im zweiten Fall ist es eine empirische Erkenntnis.

Fragt man nun, wann zwei Klassen gleichzahlig sind, so wird die Antwort
davon abhingen, was man unter einer Klasse versteht. Handelt es sich um
zwei Begriffe, so kann man empirisch feststellen, ob sich die Umfinge ein-
-ander zuordnen lassen; auch wenn der eine mehr Elemente enthalten sollte
als der andere, ist die Annahme ,sie lassen sich einander zuordnen'' nur
falsch, nicht widerspruchsvoll. Handelt es sich aber um zwei Listen, so liegt
die Sache anders; dann ist es weder eine empirische Feststellung zu sagen
,,5ie lassen sich einander zuordnen‘‘ noch ,sie.lassen sich nicht einander
zuordnen‘. Zwei Beispiele mogen das erlautern.

1. ,,Sind in diesem Zimmer ebensoviel Personen wie im Nebenzimmer?*
Eine primitive Art zur Entscheidung dieser Frage bestiinde darin, daBl man
von jeder Person des einen Zimmers einen Faden zu einer Person des anderen
Zimmers zieht und sich iiberzeugt, daB zu jeder Person ein Faden fiihrt und
daB sich kein Faden spaltet. Das Spannen der Fidenist hierein Experiment.
Bevor das Experiment ausgefiihrt ist, kann man ebensogut sagen: die beiden
Mengen lassen sich einander zuordnen wie: sie lassen sich nicht einander
zuordnen.

2. ,,Sind 3 X 4 Tassen gleichzahlig mit 12 Loffeln?** Auch hier kénnte
die Entscheidung im Ziehen von Linien bestehen: man stellt etwa die
Tassen durch eine Reihe von Punkten dar, ebenso die Léffel, und fihrt
nun von jedem Punkt der einen Reihe eine Linie zu einem Punkt der zweiten.
Das Zichen der Linien ist jetzt kein Experiment, sondern ein Vorgang in
einem Kalkiil; Wir rechnen eben auf diese Weise aus, ob die beiden Mengen
gleichzahlig sind. Der Satz ,sie lassen sich einander zuordnen ist jetzt ein

Satz der Mathematik.
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Kehren wir nun zuriick! Freges Definition besagte: zwei Mengen
sind gleichzahlig, wenn es eine Relation gibt, die sie eineindeutig einander
zuordnet. Der erste Einwand war: stellt man eine solche Relation her, dann
sind die Mengen gleichzahlig; stellt man sie nicht her, so sind sie nicht gleich-
zahlig. Man hat zwar etwas definiert, aber nicht den Begriff , gleichzahlig*.
Man verbessert nun die Definition, indem man erklirt: zwei Mengen sind
gleichzahlig, wenn man sie eineindeutig einander zuordnen kann, d. h,
wenn es Sinn hat zu sagen, daB sie einander eineindeutig zugeordnet sind.
Das aber stimmt wieder nicht. Denn sind die beiden Mengen durch ihre
Eigenschaften gegeben, so ist es immer sinnvoll, ihr Zugeordnetensein zu
behaupten?); liegen aber zwei Listen vor, z. B. die Listen (a, b, ¢} und (a’, b’),
dann ist es ein Widerspruch, von ihnen zu behaupten, sie seien zugeordnet.

Tatsichlich gebranchen wir das Wort ,,gleichzahlig® nach verschiedenen
Kriterien, von welchen Frege nur eines hervorhebt und zum Paradigma
macht. Betrachten wir ein paar Beispiele!

1. Liegen auf dem Tisch 3 Loffel und 3 Tassen, so stellt man mit einem
Blick fest, daB sie gleichzahlig sind, ohne dafl man sie erst Glied fiir Glied
aufeinander beziehen miiBte.

2. Ist die Anzahl nicht iibersehbar, sind aber die Dinge in ein uberseh—
bares Schema geordnet, wie z. B. die Punktgruppen

so springt einem wieder die Gleichzahligkeit ins Auge.

3. Etwas anders ist der Fall, daB wir etwa von zwei Fiinfecken feststellen,
daB sie dieselbe Zahl von Diagonalen haben. Hier fassen wir die Gruppierung
der Diagonalen nicht mehr unmittelbar auf, vielmehr ist es ein Satz der
Geometrie, daB die beiden Klassen gleichzahlig sind.

4. Zwei Mengen sind gleichzahlig, wenn zwischen ihren Gliedern eine
eineindeutige Relation besteht.

5. Das normale Kriterium der Zahlengleichheit ist aber das Zihlen
(das nicht als eine Abbildung zweier Mengen durch eine Beziehung aufgefaBt
werden darf).

1) Der Leser beachte, daB8 die Aussage ,,die beiden Mengen lassen sich einander
zuordnen'* einen verschiedenen Sinn hat, je nach dem Kriterium, an dem man die
Mbglichkeit der Zuordnung erkennt: daB die beiden Mengen gleichzahlig sind,
oder-daB es Sinn haben soll, von einer Zuordnung zu sprechen.
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Diesen verschiedenartigen und biegsamen Gebrauch gibt Freges Definition
nicht wieder; sie kennt nur ein Schema, in das sie alle File pressen
méchtel, ' ’

Daf diese Auffassung zu seltsamen Konsequenzen fiihrt, kann man sich
leicht klar machen. Nach Frege miissen zwei Mengen notwendig entweder gleich-
zahlig sein oder nicht; und zwar aus rein logischen Griinden. Nehmen wir an,
daB jemand einen Augenblick auf den Sternenhimmel sieht und gefragt wiirde,
wieviel Lichtpanktchen er gesehen hat — gibt es da die Antwort: ,,Ich wei
z2war nicht, wieviel Sterne es gewesen sind, aber eine bestimmte Zahl muB
ich doch gesehen haben?* Wie unterschiede sich diese Antwort von der:
,.Ich habe viele Sterne gesehen?‘ (Man vergesse nicht, daB wir nach der
Zahl der gesehenen, nicht nach der Zahl der physikalisch vorhandenen
Sterne fragen, die man natiirlich auf einer photographischen Platte aus-
zihlen kann.} Vielleicht sagt man: ,,Ich habe eben vergessen, wie das Bild
ausgesehen hat; aber in dem Moment, da ich es sah, muB ich eine bestimmte
Zahl von Lichtpunkten gesehen haben.”” Das heiBt: Wenn ich nur
einmal zuriick kénnte zu jenem Augenblick, dann wiirde ich schon nach-
schauen, wieviel Sterne dagewesen sind. Aber der Witz ist ja gerade, daB
es kein Zuriick gibt. Das Erlebnis ist vorbei, ich kann es nicht festhalten,
um es nachher in MuBe zu betrachten. Es gibt eben keine Methode, die Anzahl
festzustellen, und damit verliert die Zahlangabe ihren Sinn.

Man konnte die Sache aber auch anders ansehen. Da man eine kleine
Zahl von Sternen — bis etwa zu 5 — noch deutlich auffassen kann und erst
dann ihre Zahl zu verschwimmen beginnt, so konnte man sagen: Verwenden
wir hier eine neue Zahlenreihe, deren Glieder lauten ,,1, 2, 3, 4, 5, viele” —
eine Reihe, die wirklich manche primitive V6lker gebrauchen. Der Leser
wird vielleicht Bedenken tragen hier von einer Zahlenreihe zu sprechen;
er wird unseren Vorschlag eher als eine Ausflucht aus einer Verlegenheit an-
sehen. Wir wollen ihm dann nur zu bedenken geben, daB jene Zahlenreihe
durchaus nicht unkomplett ist und wir nicht im Besitz einer kompletteren
sind, sondern nur im Besitz einer anderen und komplizierteren, neben der jene
primitive zurecht besteht. Man kann auch in dieser Reihe addieren und
multiplizieren und alles das in voller Strenge; nur ist sie anderen Zwecken an-
gepaBt. Stellen wir uns vor, es gibe keinerlei bestindigen Dinge in dieser Welt,
sondern alles wiirde vorbeischweben wie die Bilder fallender Tropfen, dannwiirde
uns vielleicht jene Zahlenreihe ebenso natiirlich und angemessen erscheinen
wie jetzt unsere. Oder ein anderes Beispiel: Denken wir uns, wir sollten Dinge
zdhlen; wihrend wir das tun, verschwinden welche oder es entstehen neue, ohne
daB wir es bemerken, so daB wir eine immer andere Zahl herausfinden. Solche
Erfahrungen kénnten unsere Begriffsbildung in ganz andere Bahnen lenken.
Vielleicht wiirden unbestimmte Zahlworte, wie ,,wenig®’, ,,viel, , sehr viel’‘ —

7 ‘Waismann: Einfiihrung, 83



eventuell mit feineren Abstufungen — an die Stelle unserer Zahlwortreihe
treten. Achten wir auf solche Mdoglichkeiten, so fillt das Vorurteil von uns,
daB unsere Zahlenreihe ein ausgezeichnetes, uns gleichsam von Gott ge-
schenktes Gebilde ist, das wesentlich der Grundstein dessen sein muB}, was
wir Arithmetik nennen.

Freges Definition geht an alledem vorbei. Nach ihr sind zwei Mengen
gleichzahlig oder nicht, kraft eines rein logischen Gesetzes, ob wir es nun
feststellen koénnen oder nicht. Genau so hatte man frither argumentiert,
daB die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse an sich feststehe, ganz unab-
hingig davon, durch welche Beobachtungen wir sie erkennen. Aber so ist
es nicht, sondern der Sinn einer Aussage erschopft sich in der Art ihrer Verifika-
tion. Will man wissen, was das Wort ,,gleichzahlig* bedeutet, so muB man
auf die Verfahren achten, nach welchen man tatsichlich die Gleichzahlig-
keit feststellt. Nur sind diese Verfahren komplizierter und nicht auf ein
so einfaches Schema zu bringen wie Frege meinte.

Nur mit wenigen Worten wollen wir auf den zweiten Teil von Freges
Definition eingehen. Eine Zahl soll also eine Klasse von Klassen sein. Die
Aussage z. B. ,,auf dem Tisch liegen drei Apfel* wiirde danach bedeuten:
dem Begriff ,, Apfel, der auf dem Tisch liegt’* kommt die Zahl 3 zu; oder:
die Klasse der auf dem Tisch liegenden Apfel ist ein Element der Klasse 3.
Diese Deutung, von der Russell selbst meinte, daB sie einigermaBen paradox
sei, hat einen groBen Vorzug: sie setzt von vornherein in Evidenz, daB
die Zahl nicht von den Dingen, sondern von dem Begriff ausgesagt wird,
sie vermeidet also gewisse Fehler, welche Frege mit Recht hervorgehoben
hat. Aber wird diese Deutung wirklich dem Gebrauch der Zahlworte gerecht ?
Denken wir uns etwa eine Sprache, die ausschlieSlich dazu verwendet wiirde,
Befehle zu geben, wihrend sie so etwas wie eine Aussage iiberhaupt nicht
kennt. Wie nun, wenn ich in dieser Sprache den Befeh! gebe: ,,3 Apfell*?
Hat jetzt das Zahlwort ,,3* eine andere Bedeutung? GewiB nicht; und doch
kann dieser Befehl nicht mehr gut nach dem Schema von Frege gedeutet
werden; er besagt nicht: die Klasse der Apfel, die zu holen ist, ist Element
der Klasse 3. Denn dies ist eine Aussage, und die kennt unsere Sprache
nicht. In der Subjekt-Pridikatform 148t sich der Befehl iiberhaupt nicht
ausdriicken. Freges Definition bindet also den Zahlbegriff in
unnétiger Weise an die Subjekt-Priadikatform unserer Sitze.
Tatsichlich ergibt sich die Bedeutung des Wortes ,,3* aus der Art seiner
Verwendung, und von dieser wird spiter die Rede sein.

Eine zweite Schwierigkeit wird am besten durch eine Argumentation
von Russell beleuchtet. Angenommen, sagt Russell, es gibe genau 9 Individuen
auf der Welt. Dann kénnten wir die Kardinalzahlen von 0 bis 9 konstruieren,
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aber 10, als 9 + 1 definiert, wire die Nullklasse. Folglich werden 10 und alle
folgenden natiirlichen Zahlen miteinander identisch sein, sie wiren nimlich
samtlich 0. Um eine solche arithmetische Katastrophe zu verhiiten, muB
ein besonderes Axiom eingefiihrt werden, das Unendlichkeitsaxiom. Dieses
besagt, daB es einen Tvpus gibt, dem unendlich viele Individuen angehéren.
Das erwihnte Axiom stellt eine Aussage iiber die Welt dar, und von der Wahr-
heit dieses Axioms hingt nun wesentlich der Aufbau der ganzen Artihmetik
ab. Jedermann wird daher begierig sein, zu erfahren, ob dieses Axiom wahr
ist. Auf diese Frage miissen wir erwidern: Wir wissen es nicht; wir haben
nicht den leisesten Anhaltspunkt dafiir, an die Wahrheit dieses Axioms zu
glauben. Aber noch schlimmer: Wir kénnen iiber die Wahrheit dieses
Axioms nie etwas ausmachen, da es seiner Natur nach so beschaffen ist, daB
es sich jeder Priifung entzieht. Dann miissen wir aber gestehen, daB diese
Annahme keinen angebbaren Sinn hat; denn was soll eine Hypothese, die
ewig ungewiB ist? Also: auf eine nicht verifizierbare Annahme iiber die
Welt, auf eine sinnlose Hypothese wird die Moglichkeit der Arithmetik
gegrindet. Wenn wir diese Auffassung unbefangen Denkenden vortragen,
wen konnen wir da noch iiberzeugen? Wer wird noch glauben, dag damit
die Lehre von den natiirlichen Zahlen tiefer begriindet worden ist? Wenn
aber der einfache und klare Begriff der Zahl nur unklar und problematisch
wird, so urteilen wir mit Recht, daB bestimmt etwas nicht in Ordnung ist
mit dieser Theorie und daB sie fiir eine Aufklarung des Zahlbegriffs nicht

in Frage kommt.

Es hilft auch nichts, die Schwierigkeit dadurch zu vermeiden, daB man
das Unendlichkeitsaxiom als Bedingung in den mathematischen Sitzen
mitfithrt. Denn so gewinnt man nicht die Mathematik, wie sie tatsichlich
vorliegt. Die Mathematik sagt z. B.: die Menge der Briiche ist iberall
dicht, aber nicht: die Menge der Briiche ist iiberall dicht, wenn fias
Unendlichkeitsaxiom zutrifft. Das ist eine kiinstliche Umdeutung, nur dazu
ersonnen, die Lehre aufrecht erhalten zu kénnen, daB die Zahlen aus
wirklichen Klassen in der Welt aufgebaut sind.

Fassen wir noch einmal kurz die Bedenken zusammen, so miissen wir
sagen: Was den Formalismus betrifft, so schien uns, daB die Auffassung
der Zahlen als bedeutungsloser Zeichen mit der Anwendung, welche diese
Zeichen schon innerhalb der Mathematik finden, nicht vereinbar ist. Bei
der Frege-Russellschen Theorie anerkannten wir, daB sie sich bemiiht,
den Zahlzeichen eine Bedeutung zu geben. Indem sie aber diese Bedeutung
mit den tatsichlichen Klassen in der Welt in Verbindung setzt, bringt sie ein
Element des Empirischen, Zufilligen in die Arithmetik hinein und zerstért
damit die Aprioritit, die das Kennzeichen der Mathematik ist.
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C. Ausblick.

Wir stehen also neuerdings vor der Frage: Was ist eine Zahl? Keine der
bisherigen Richtungen hat uns eine klare Antwort gegeben. Es konnte fast
scheinen, daB im einfachen Begriff der Zahl ein Geheimnis verborgen sei, das
sich gegen das ErfaBtwerden durch den Verstand striubt. Aber wie oft in
solchen Fillen solite man zuerst iiberlegen, ob nicht der Grund des MiBerfolges
in der falschen Fragestellung liegt. Mit der Frage: , Was ist eine Zahl?“
verhilt es sich in mancher Hinsicht #dhnlich wie mit der Frage des
hl. Augustinus: , Was ist die Zeit?** Wir alle verstehen dieses Wort und
wissen es im tiglichen Leben zu gebrauchen; werden wir aber gefragt, was
die Zeit ist, so geraten wir in Verlegenheit und mdéchten mit Augustinus
sprechen: ,Wenn man mich nicht fragt, wei ich es; wenn man mich fragt,
weif} ich es nicht.”

Um das Ritsel aufzukliren, brauchen wir uns nur zu besinnen, was wir
denn tun wiirden, um jemandem den Sinn dieses Wortes zu erkliren. Wir
wiirden ihm an verschiedenen Beispielen zeigen, wie man das Wort gebraucht;
z. B. in den Fillen: ,Ich habe jetzt keine Zeit', , Jetzt ist nicht die Zeit

dazu‘‘, ,,Meine Zeit ist um, ich mubB gehen, ,,Um welche Zeit willst du
kommen?‘, , Die Zeit ist sehr rasch vergangen®, , Ich muBte lange Zeit
warten‘’, ,In alten Zeiten lebte einmal ...”. Als Antwort auf die Frage

Augustins geben wir also Anwendungsweisen. Wir verkniipfen dieses Wort
mit anderen Worten, wir gliedern es in verschiedene syntaktische Zusammen-
hinge ein, wir fahren gleichsam all die Linien nach, die der Sprachgebrauch
fiir dieses Wort gebahnt hat und damit erkliren wir seinen Sinn. In der
Tat, wer imstande ist, das Wort ,,Zeit” in den verschiedenen Beispielen zu
verstehen und es anzuwenden, der weil eben, |, was die Zeit ist‘, und keine
Formulierung kann es ihm besser sagen. Die Frage: ,Was ist die Zeit?‘
fithrt uns irre, denn sie 148t uns nach einer Antwort von der Form suchen
,,die Zeit 1st ..., und die gibt es nicht.

Wenn wir uns mit dieser Einstellung der Frage zuwenden, was die Zahlen
sind, so werden wir nicht mehr dem suggestiven Bann der Frage erliegen.
Statt das Wesen der Zahl in eine Formel zu fassen, werden wir den Gebrauch
des Wortes ,,Zahl und der Zahlwérter beschreiben.

Wie also erklirt man die Zahlworte? Gibt es hier etwa eine hinweisende
Definition? Fiir den Anfang der Reihe schon: Man deutet etwa auf irgendeine
anschauliche Gruppe, oder umschreibt sie mit einer Bewegung und sagt:
2 Niisse, 3 Apfel usw.; und diese Erklirung ist nicht schlecht. Bei gréBeren
Zahlen versagt sie freilich, und das macht uns schon auf einen gewissen Unter-
schied aufmerksam, den man durch die Worte ,,visuelle Zahl, | gezihlte
Zahl” bezeichnen koénnte. DaB im Griechischen die ersten vier Zahlworte



dekliniert werden, die anderen nicht, ist wohl ein Anzeichen dafiir, daB man
hier frither einen Unterschied in der Auffassung der Zahlen empfunden hat.

Normalerweise ist der Gebrauch der Zahlworte mit dem Zihlen verkniipft.
Wie das Zahlen vor sich geht, das brauchen wir nicht zu schildern ; lieber wollen
wir einem Einwand zuvorkommen, der sich schon geregt haben wird: daB
_dies eine Methode ist, wie Kinder die Zahlworte erlernen, aber nicht eine
wissenschaftliche Erklirung des Zahlbegriffs. Diese miisse exakt und voll-
stindig sein. Aber der Sinn der Zahlworter ergibt sich aus ihrer Verwendung,
und diese ist eine vielfaltige. Wenn wir einem Kind beibringen, auf Befehle
wie ,,6 Apfel!” von 1 bis 6 zu zihlen und bei jedem Wort einen Apfel her-
zulangen — ist es sich nun iiber den Sinn des Wortes ,,6° nicht klar? Hat
es nur einen rohen oder beiliufigen Begriff von der Zahl 6? MuB erst der
Logiker den wahren Sinn herausfinden? Wir haben ja alle in der Kindheit
die Zahlworte so gelernt und verstehen sie seither; und wir kennen keine
bessere Erklirung. Warum also soliten wir uns ihrer schiamen? Tatsichlich
ist die Art, wie die Kinder auf der Schule die Zahlen lernen — mit
Strichen, mit Kugeln usw. — vollkommen korrekt.

Zuerst muB also Klarheit iiber das Ziel bestehen. Wir suchen nicht
nach einer Definition des Zahlbegriffs, sondern nach einer Klirung der
Grammatik der Zahlworte und des Wortes ,,Zahl*“. Der eigentliche Grund,
warum man sich um eine Definition bemiihte, war wohl der, daB man meinte,
dadurch die Grundlagen der Arithmetik vertiefen zu kénnen. Die Sitze
der Arithmetik sollten sich als rein logische Wahrheiten erweisen. Es sei
gestattet, unsere Stellung in dieser Frage wenigstens anzudeuten.

Nach unserer Meinung besteht die Mathematik nicht aus Tautologien.
Sie ist kein Zweig der Logik, sondern véllig autonom und ruht nur auf ihren
eigenen Festsetzungen. Der Glaube, daB die Mathematik durch Zuriick-
“fiihrung auf die Logik sicherer begriindet, glaubhafter wiirde, ist ja iiberhaupt
nur ein MiBverstindnis. Ohne auf diese Dinge im einzelnen einzugehen, wollen
wir nur bemerken, daB sich heute die Moglichkeit einer neuen Auffassung
auftut, nach der die Mathematik weder aus empirischen Sitzen (Mill) noch
aus synthetischen Urteilen a priori (Kant, Hamilton, Poincaré} noch aus
analytischen Sitzen respektive Tautologien (Frege, Russell, Ramsey, Hahn,
Carnap u. a.) besteht, sondern eine Reihe von deduktiven Systemen enthalt,
welche die Folgerungen aus willkiirlich gewihiten Voraussetzungen ent-
wickeln. Die Logik ist nur einer dieser Kalkiile, an sich nicht wichtiger als
die anderen. Diese Auffassung ist eigentlich die axiomatische, die nu
erginzt werden muB durch die Aufdeckung des Zusammenhangs, der zwischen
den mathematischen Symbolen und den Wortbedeutungen der Umgangs-
sprache besteht. Die Untersuchung dieses Zusammenhangs fallt in den
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Rahmen der allgemeinen logischen Grammatik, zu der sich gerade heute
so erfolgversprechende Ansitze zeigen. Es handelt sich hier darum, die
Verwendung der Zahlworte und des Gleichheitszeichens innerhalb der
Sprache in genaue Regeln zu fassen. Und hiebei werden all die Tatsachen
zu beriicksichtigen sein, die wir hinsichtlich der Verwendung des Wortes
,,gleichzahlig’* und der Zahlworter angefiihrt haben.

Was den Sinn einer Gleichung betrifft, so wollen wir nur erwihnen,
daB a = b in der Mathematik so verwendet wird wie eine Regel, welche
ausdriickt, daB a, wo immer es vorkommt, durch b ersetzt werden darf.
Im Zusammenhang der Sprache wieder ist 2 -4 2 = 4 eine SchluBregel,
die zum Ubergang zwischen Satzen dient. So kann ich aus den Sitzen
,,ich habe in meiner linken Tasche 2 Schilling’* und ,,ich habe in meiner
techten Tasche 2 Schilling’* schlieBen, daB ich in beiden Taschen 4 Schilling
habe. Die Gleichung entspricht also nicht einer Tautologie, sondern einer
Anweisung. (Auch innerhalb der Logik muB man zwischen diesen beiden
wohl unterscheiden.) Die Gleichung enthilt in gewissem Sinne ein aus-
sagendes Element und steht einem empirischen Satz viel niher als einer
Tautologie. Sie ist eben eine Regel, die unser Handeln fihrt (dhnlich einer
Zugregel im Schach), die befolgt oder iibertreten wird. Wire die Gleichung
eine Tautologie, so wire alles das unmdoglich. Denn was sollte es heillen,
eine Tautologie zu befolgen oder sie zu verletzen?

Soviel ist gewiB: die Auffassung, daB die gesamte Mathematik die
zwingende Folge einiger weniger Sitze, etwa der funf Axiome Peanos ist,
daB die Wahrheit des ganzen Systems gesichert ist, wenn die Wahrheit der
finf Grundsitze feststeht, diese Meinung 148t sich heute nicht mehr halten.
Die Mathematik ist nicht ein System, sondern eine Vielheit von Systemen,
wir miissen sozusagen immer von neuem zu bauen beginnen, und damit
verliert die versuchte Zuriickfithrung der Axiome Peanos auf rein logische
Sdtze viel von ihrem Wert.

Wir werden sagen: die Sitze der Arithmetik sind weder wahr noch
falsch; sondern nur vertriglich oder unvertraglich mit gewissen Festsetzungen.
Durch diese Betrachtung wird ein gewisser Dualismus iiberwunden, der heute
in der Grundlagenforschung herrscht: Von den Gesetzen der natiirlichen
Zahlen glaubt man, daB sie ewige und unumst&8liche Wahrheiten ausdriicken;
wiithrend man von den ganzen rationalen und reellen Zahlen einsehen gelernt
hat, daB ihre Gesetze bloBe Konventionen sind. Das ist eine Halbheit, eine
innere Inkonsequenz, und die ganze bisherige Entwicklung der Arithmetik
zeigt, welchen Weg wir zu gehen haben.

Der Leser wird fragen: ,,Wenn die Grundgesetze der Arithmetik will-
kiirliche Setzungen sind, kann man sie da nicht abandern und zu einer neuen.



Arithmetik gelangen?* Wir erwidern: GewiB. Die Méglichkeit der Zahlen-
reihe ,,1, 2, 3, 4, 5 viele* wurde schon erwihnt. Denken wir uns, eine Strecke
werde durch Punkte in Teile zerlegt, dann hat es Sinn zu sagen: die Strecke
hat' 2, 3,4 ... Teile, aber nicht: sie hat einen Teil. Man mochte hier viel
lieber zihlen

0, 2 3 4...

und das entspricht der Satzreihe: , die Strecke ist ungeteilt’, , die Strecke
ist in zwei Teile geteilt” usw. D. h. wir zdhlen hier die Teile nicht nach dem
Schema, das wir sonst verwenden. Dieser Fall gibt uns eine Vorstellung von
Zahlenreihen, denen gewisse Zahlen abgehen, und zwar so, daB ihr Fehlen
gar nicht bemerkt wird. Es wire interessant, sich eine Aritbmetik und eine
Moglichkeit ihrer Anwendung auszudenken, welche die Zahl 5 nicht
kennt, ohne daB das Fehlen dieser Zahl als Mangel empfunden wird.

Aber nicht nur die Zahlenreihe, auch die Operationen kénnen wir uns
geindert denken. Stellen wir uns vor, wir sollen eine Addition von vielen
Millionen Zahlen ausfithren. Die Ergebnisse zweier Rechner werden dann
nicht iibereinstimmen. Fragen wir nun: Kommt hier der Begriff der Wahr-
scheinlichkeit in die Arithmetik hinein? Ist nun die Rechnung eine Art
Experiment? Hier kann man, scheint es, zwei Standpunkte einnehmen:
Entweder man hilt an den Regeln des Addierens fest und sagt: einer der
Rechner muB sich geirrt haben. Oder man fiihrt fiir diesen Fall einen neuen
Kalkiil ein, der der Addition nur 3hnlich ist, einen Kalkiil, in welchem
man nicht mehr von einer bestimmten Summe reden kann oder wo man
sagen miiBte: die Summe liegt zwischen den und den Grenzen. Das
Verfolgen solcher Moglichkeiten wire fir die Philosophie der Arithmetik
sehr niitzlich. Denn wir sihen dann unsere Arithmetik wirklich sich von
einem Hintergrund anderer und verwandter Kalkiile abheben und verstiinden
deutlicher, welchen Tatsachen der Wirklichkeit unsere Arithmetik angepaBt ist.

Jetzt iiberschauen wir wohl den Irrtum, der in der These der logischen
Schule liegt. Durch die Zuriickfithrung der Arithmetik auf die Logik glaubte
man die Arithmetik fester unterrrauert zu haben. Die Gesetze der Logik
hielt man ja fiir die sichersten aller Wahrheiten, fiir ,,Grundsteine, in einem
ewigen Grund befestigt, von unserem Denken iiberflutbar zwar, aber nicht
verriickbar'* (Frege). Durch eine rein logische Definition des Zahlbegriffs
wollte man so Ausgangspunkte fiir strenge Deduktionen schaffen, welche
die Wahrheiten der Arithmetik auf die tieferen der Logik zuriickfiihren.
Allein der Ausdruck ,,die Arithmetik begriinden‘* gibt uns ein falsches Bild;
weil es so dussieht, als ob ihr Gebidude auf gewissen Grundwahrheiten errichtet
sei; wilirend sie ein Kalkiil ist, der nur von gewissen Festsetzungen ausgeht,
aber frei schwebend ist wie das Sonnensystem und auf nichts ruht.



Der SchluB, der sich hieraus ergibt, ist der: Wir kénnen die Arithmetik
nur beschreiben, d. h. ihre Regeln angeben, nicht begriinden. Eine Begriindung
kann -uns schon darum nicht geniigen, weil sie einmal aufh6éren muB und
dann auf etwas verweist, das sich nicht mehr begriinden 1aB8t. Nur die Fest-
setzung ist das Letzte. Alles, was aussieht wie eine Begriindung, ist eigentlich
schon verfilscht und darf uns nicht befriedigen.



10. Limes und Haufungspunkt.

Das Rechnen mit unendlichen Prozessen gibt der Mathematik des
17. und 18. Jahrhunderts ihre Signatur. Wie wenig jedoch die Mathematiker
zu klaren Ideen gelangt waren, mag ein Problem bezeugen, das im 18. Jahr-
hundert vielfach erortert worden ist, das Problem, welches die Summe der
unendlichen Reihe

1— 141 —141—14+1—14 —, ...

ist, Der Camaldulenser Ménch Guido Grandi ging in einer Schrift im Jahfe
1703 von der geometrischen Reihe aus ’

1+ x4+ x4+ x34 x4+ ...,

. 1 .
welche die Summe —;—~ ergibt und erhielt daraus fiir x =~1 das Resultat

1
1—141—141—14 — ... ="
In einer sieben Jahre spiter erschienenen Schrift, die dem Deo veritatis,
luminum patri, scientiarum domino, geometriae praesidi gewidmet ist, kommt
er auf dieses Ergebnis zuriick und sucht es durch Erzihlung einer Parabel
zu rechtfertigen: Zwei Briider erben in einer Teilung aus dem vaterlichen
NachlaB einen Stein von unschitzbarem Wert, den zu verduBern das
Testament verbietet; daher kommen sie unter sich darin iiberein, daB der
Stein abwechslungsweise in dem Museum eines jeden je ein Jahr lang nieder-
gelegt werde. Wenn nun festgesetzt wird, daB diese Bestimmung in alle
Ewigkeit zwischen den beiden Familien gelten solle, so wird der Familie
jedes Bruders der Stein unendlich oft gegeben, unendlich oft genommen
und doch hat jeder den halben Besitz des Steines. Merkwiirdig ist iibrigens,
daB Grandi aus der Formel
1
1—141—141—1+1—14 — ... =3,
indem er immer zwei aufeinanderfolgende Glieder zusammenfaBt, schlieBt,
daB
1
0+04+04+0+4 ... =5

ist, worin er einen Beweis fiir die Moglichkeit der Schépfung der Welt aus
dem Nichts findet?!). :

1 Diese und die folgenden historischen Bemerkungen nach Reiff, Geschichte der
unendlichen Reihen, 1889.
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Die Schrift von Grandi gab AnlaB zu einer Auseinandersetzung zwischen
Leibniz und Wolff, Grandi und Varignon. Wolff fragte Leibniz um seine
Ansicht {iber die merkwiirdigen Dinge, die in Grandis Buch stehen und
Leibniz gab in einem Brief, der 1713 in den Acta eruditorum verdffentlicht
wurde, seine Meinung ab. Mit der juridischen Erklirung Grandis ist er durch-
aus nicht einverstanden; in der Sache aber stimmt er ihm zu und sucht
sein Ergebnis durch folgende Uberlegung zu stiitzen: Bricht man die Reihe
nach einer geraden Anzahl von Gliedern ab, so erhdlt man als Summe 0,
bricht man sie nach einer ungeraden Anzahl ab, 1. Nun ist aber die Reihe
unendlich, und da wir dem Unendlichen weder den Charakter einer geraden
noch einer ungeraden Zahl zuschreiben kénnen, so kann die Reihe weder
die Summe 1 noch die Summe 0 haben. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung
lehrt nun, daB man, wenn zwei Werte fiir eine GroBe gleich wahrscheinlich
sind, ihr arithmetisches Mittel als den wahren Wert nehmen mufl; daher

0-+1 1 .
muB man der Reihe gerechterweise den Wert :; = - Dbeilegen. Ob-

wohl diese Art des Argumentierens, fiigt Leibniz hinzu, mehr metaphysisch
als mathematisch zu sein scheint, so ist sie dennoch vollkommen sicher.

Wesentlich gestiitzt auf die Autoritit von Leibniz hat Euler spiter
gemeint, daB jede unendliche Reihe eine bestimmte Summe besitzen mubB;
und darin war er mit Goldbach, Daniel Bernoulli und anderen groBen Mathe-
matikern seiner Zeit einig. Ja, Euler berief sich (in einem Brief an Gold-
bach 1745) ausdriicklich darauf, daB der Wert einer unendlichen Reihe gleich
ist dem Wert des analytischen Ausdrucks, durch dessen Entwicklung die
Reihe entsteht. Wie triigerisch diese Uberzeugung ist, geht daraus hervor,
daB man verschiedene Ausdriicke bilden kann, deren Entwicklung auf die-
selbe Reihe fiihrt; so ist z. B.

T_;_:__:xg =1—x%+ x3—x54 x“——g,/+
eine Reihe, die fiir x = 1 wieder auf die Grandis fiithrt:; wir wiirden also mit
demselben Recht ,,beweisen’* kénnen, dalB
1—141—1+4 ... =%,
ist. Welches ist also der wahre Wert dieser Reihe?

Die Analyse dieser Frage lieB erkennen, daB es sich da um ein typisches
Scheinproblem handelt. Man muB erst definieren, was man unter der
Summe einer unendlichen Reihe versteht; denn das Wort ,,Summe’ ist ja
zundchst nur fiir endlich viele Zahlen erklirt. Dabei zeigt sich, daB die
Definition der Summe einer unendlichen Reihe auf einen fundamentaleren
Begriff tiihrt, auf den des Grenzwertes, dem wir uns jetzt zuwenden wollen.

Was versteht man unter einem Grenzwert? Wir wollen das zuerst an
einem Beispiel erlantern und betrachten zu diesem Zweck den Ausdruck E—;i ;




setzt man hierin der Reihe nach fiirndie Werte n = 1, 2, 3, 4, ... so erhilt
man 0, 4, %, %, ... und diese Folge von Zahlen kommt dem Werte 1 umso
niher, je weiter man sie fortsetzt; man meinte nun, daB unser Ausdruck
fiir n = oo geradezu den Wert 1 annehme und faBte dabei unbedenklich
das Unendliche selbst als Zahl auf. Diese Vorstellung kann vor der Kritik
nicht bestehen. Denn was soll man sich eigentlich unter einer unendlichen
Zahl denken? DaB unendlich nicht ein scharf umrissenes Zahlenindividuum
ist wie etwa die Zahl 5, ist klar. Die Attribute: gerade, ungerade, Primzahl,
teilbar usf. finden auf das Unendliche keine Anwendung. Es hat also keinen
prazisen Sinn zu sagen, dal man fiir nden ,,Wert unendlich* setzt. Inunserem
Beispiel bedeutet n vielmehr eine endliche Zahl, die fortgesetzt wichst. n ist
gewissermafen niemals unendlich, sondern wir d nur unendlich. Im Begriff
des Unendlichen liegt immer ein Werden, das nie zum AbschluB8 kommt.
Man nennt diesen Begrifi des Unendlichen auch den des Potential-Unendlichen
(zum Unterschied von dem des Aktual-Unendlichen, der eine unendliche
Totalitat meint). — Die Formel liefert also nie 1. Wenn man sagen woilte,
daf die Glieder der Folge allmihlich in 1 iibergehen, so wire das um nichts

klarer; denn die Glieder der Folge sind eben niemals 1; wir werden statt
dessen richtiger sagen, daB der Ausdruck = o fir unendlich wachsendes n

unbegrenzt gegen 1 strebt und werden die Zahl 1 als den Grenzwert oder
den Limes dieser Folge auffassen, Der Grenzwert ist also gedanklich etwas
Neues, das zu dem Vorrat der wirklich in der Folge vorkommenden Zahlen
hinzugefilgt wird und zu diesen nur in einer bestimmten Beziehung steht.
Um das anzudeuten, bedient man sich seit Cauchy der Schreibweise

i e
n—sao n

Indem wir diesen Begriff des Grenzwertes ein wenig anders formulieren,
gelangen wir schlieBlich zu derjenigen Auffassung, welche heute herrschend

—1
ist. Statt zu sagen, der Ausdruck —Il;l — habe den Grenzwert 1, kann man

offenbar auch sagen, die Reihe der Zahlen 0, 4, §, 1, ... unterspheide sich
von 1 umso weniger, je weiter man sie fortsetzt, oder der Unterschied

zwischen 1 und i_n_l werde umso kleiner, je groBer die Zahi n wird. In der

Jkurzen, aber AuBerst prignanten Formelsprache der Mathematik driickt
—1 o

man das folgendermaBen aus: die Differenz 1———-“—;——‘ sinkt schlieBlich

unter jeden noch so kleinen Wert ¢ hinab, d. h. es wird
“n—1
1— = g,

n

wofern nur n einen gewissen Betrag N iibersteigt, d. h. wotern nur
n>N st



Um z. B. die Differenz unter 0-002 hinabdriicken, geniigt es, N = 500
zu wihlen. D, h. von der 500. Stelle ab unterscheiden sich die Glieder der
Folge von dem Grenzwert 1 um weniger als 0-002. Je kleiner ich das ¢ wiihle,
d. h. je dichter die Glieder der Folge an 1 heranriicken sollen, desto gréBer wird
das n werden, d. h, desto weiter muB ich in der Zahlenfolge hinausschreiten.

In dieser Beziehung zwischen den Zahlen ¢ und N spricht sich genau

. .. . n—1 .
dieselbe Tatsache aus wie in der Aussage lim —n = 1; sie ersetzt geradezu
n-»

diese Aussage. Vergleicht man diese beiden Aussagen miteinander, so ist
anfinglich nicht einzusehen, welche Vorziige die zweite besitzen soll; man
kénnte eher sagen, daB sie viel komplizierter ist. Ein Umstand verleiht
ihr aber einen ganz gewaltigen Vorzug: inihr kommt vom Unendlichen
nichts mehr vor; sie ist vielmehr ein System von Relationen, die sich
durchaus auf endliche GroBen beziehen. Aus diesem Beispiel geht nun eine
Einsicht von auBerordentlicher Tragweite hervor, die sich so aussprechen
laBt: Wenn in einer mathematischen Aussage der Begriff , unendlich” vor-
kommt (im Sinne des Potential-Unendlichen), so 148t sich derselbe Sach-
verhalt auch durch ein System von Aussagen beschreiben, in die nur Be-
ziehungen zwischen endlichen Zahlen eingehen. Man kénnte somit den Aus-
druck ,,unendlich” ganz aus dem Wortschatz der Mathematik verbannen,
ohne damit das Geringste von dem Inhalt ibrer Sitze zu opfern. Ja man
mag sogar einen eigenen Reiz daran finden, die Infinitesimalrechnung so auf-
zubauen, daBl man dabei auch nicht ein einzigesmal, sei es mittelbar oder
unmittelbar, den Begriff des Unendlichen verwendet; daB ein solcher Aufbau
mdglich ist, steht auBer Zweifel; dennoch ist ein Versuch dazu schwerlich
auch nur unternommen worden; vielmehr hat man Griinde, das Unendliche
auch weiterhin in den Formeln mitzufiihren, aber nicht im Sinn eines Ur-
begriffes. Die Formel

n—

1
=1

lim

N~s N
erweist sich namlich in den Rechnungen als so viel bequemer und zweck:=
mifiger als das komplizierte System von Ungleichungen, daB es vorteilhaft
ist, das Unendliche als eine fagon de parler beizubehalten. Dieser Begriff
ist also ein Symbol, dessen wir uns bedienen, um gewisse verwickelte Be-
ziehungen in kurzer und iibersichtlicher Weise zu beschreiben.

Wir wollen jetzt den Begriff des Grenzwertes allgemein formulieren.
Man sagt, daB die unbegrenzt fortsetzbare Folge von Zahlen
a;, a, ag, ... a,, ...
gegen den Grenzwert a konvergiert, in Zeichen
' lim a, = a,

n~»®



wenn die Zahlentolge, geniigend weit fortgesetzt, beliebig nahe an a
heranriickt, d. h. wenn

a—a, g,
wofern nur : n > N ist.
Diese Formulierung besagt: Einen wie kleinen , Schwellenwert ¢ man
mir auch vorgibt, stets kann ich einen Index N finden, so daB die Glieder

AN41s AN42r AN4gy oo
von dem Grenzwert a um weniger als ¢ abweichen. Eine Folge, die nicht
konvergiert, wird divergent genannt.

Nur ein Punkt ist noch zu beachten. Unser Kriterium, wie es dasteht,
driickt noch nicht das aus, was wir sagen wollen, Denn wenn ich statt des
Grenzwertes a irgend eine andere Zahl a* nehme, die nur kleiner ist als alle
Zahlen der Folge, so wire das Kriterium fiir diese Zahl a* erfiillt. Denn a*—a,
ist eine negative Zahl, was immer n sein mag, also gewiB kleiner als . Das
Kriterium driickt also nur aus, daB a von allen Zahlen der Folge iibertrotfen
wird, aber nicht, daB a der Grenzwert der Folge ist. Doch ist es leicht, dem
abzuhelfen: wir brauchen nur hinzuzufiigen, daB die Differenz a—a, ihrem
absoluten Betrag nach (d. h. ohne Riicksicht auf das Vorzeichen) beliebig
klein werden soll. Wir schreiben, um das anzudeuten, das Kriterium in der
Form

a—a, | <e fir n>N.
N wird dabei abhingen von ¢; je kleiner £ gewihlt wird, desto groBer wird
im allgemeinen die Zahl N genommen werden miissen; will man diese Ab-
hingigkeit betonen, so kann man die zweite Ungleichung in der Form schreiben

n >N (e).

Das Fundament dieser ganzen' Erérterungen ist der Begriff der Zahlen-
folge, den wir jetzt etwas genauer betrachten wollen. Eine Zahlenfolge
entsteht, wenn man die Glieder der Reihe 1, 2, 3, 4, . . . . durch irgendwelche
andere Zahlen ersetzt, 1 durch a;, 2 durch a, usw. Aber wie ist das zu ver-
stehen? Etwa so, daB wir diese Ersetzungen nach Willkiir vornehmen?
Sollen wir die Moglichkeit unendlich vieler Wahlakte zulassen? Oder sollen
wir verlangen, daB di: Glieder der Folge nach einem Gesetz gebildet sind?
Dariiber sind die Ansichten geteilt. Manche Mathematiker wollen ausdriicklich
auch gesetzlose Folgen zulassen. Diese Ansicht fithrt zu gewissen Schwierig-
keiten, die wir spiter darlegen wollen. Tatsichlich angewendet werden jeden-
falls nur Folgen, fiir die man ein bestimmtes Bildungsgesetz kennt. Unter

n~1

einem solchen Gesetz ist entweder eine Formel zu verstehen, z. B. a, = i
oder eine Beschreibung in Worten; das Bildungsgesetz der Formel
2,3,5, 7, 11, 13, 17, ...
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kann man nicht anders ausdriicken, als indem man sagt: an der n-ten Stelle
soll die n-te Primzahl stehen. Man kennt heutzutage keine Formel, nach
der sich die Primzahlen berechnen lassen. Man kann daher das sprachlich
ausgedriickte Gesetz in keine Formel umsetzen. Dennoch liegt hier eine
klare Vorschrift zur Bildung einer Zahlenfolge vor. Das Wesentliche ist,
daB diese Vorschrift jeder natiirlichen Zahl n eine ganz bestimmte Zahl a,
zuweist,

Eine weitere Schwierigkeit ist diese: Nach unserer Erkliarung liegt eine’
Folge dann vor, wenn wir ein Gesetz kennen, nach welchem die Glieder
der Folge gebildet sind. Diese Erklirung wire dann prizis und deutlich,
wenn es der Begriff des Gesetzes wire. Allein ist er das? Wenn wir die Sache
~ etwas niher betrachten, miissen uns alsbald Bedenken aufsteigen. Nehmen wir

an, wir bilden eine Reihe von Zahlen t,, t,, t5, . . . nach folgender Vorschrift:
die Zahl t, soll 1 sein, wenn sich drei ganze Zahlen x, y, z finden lassen, so daB
Xt + yn — g8

ist; ist diese Gleichung in ganze Zahlen unlésbar, so soll t, = 0 sein. Die
Reihe fingt also so an:

1,1,0,0,0, ...

und niemand kann heute sagen, ob auf die beiden ersten Einsen lauter Nullen
folgen oder nicht. Die Entscheidung hieriiber hingt von der Losung eines
berithmten zahlentheoretischen Problems ab. Hat Fermat, nach dem dasselbe
benannt ist, mit seiner Vermutung recht, dann folgen lauter Nullen; hat er
unrecht, dann werden irgendwo Einsen auftreten. Bewiesen ist heute nur, da8
Fermats Behauptung zutrifft fiir alle Zahlen n im ersten Hundert und fiir
manche groBere Zahlen. Bis 100 kénnen wir also unsere Reihe fortsetzen,
dann aber wird ihr Aussehen ungewiB. Da es gar nicht gesagt ist, da3 dieses
Problem eine Losung zulaBt, werden wir méglicherweise nie wissen, wie die
Reihe weitergeht. Ist nun unsere Vorschrift ein Gesetz? Oder stellt sie erst
dann ein Gesetz dar, wenn die Losung des Fermat’schen Problems gelungen
ist?

Der Begriff der Zahlenfolge ist also nicht frei von Schwierigkeiten. Doch
wollen wir einstweilen diesen Punkt auf sich beruhen lassen und uns im
Reich der Folgen ein wenig zu orientieren suchen. Wir wollen jetzt einige
Zahlenfolgen betrachten und das Gesetz zu erraten suchen, nach dem sie
gebildet sind.

1. 1,2 3,4, ... a, =n.

2. 24,816, ... a =2

3. —1,2 —3,4, ... ag=(—1)".n
4. 3,3,3,3, ... a, =
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5. L4414 8, = —
6. 0,431 a, = n—1
n
7. 0,3, 84 % ... an:’i‘_ﬁfﬂ’
8. 1,443 4 8, ... das Gesetz dieser Folge kann man nur durch

eine Rekursionsformel ausdriicken; bezeichnet g% dasn-te Glied der
Folge, so ist py =1, ;=1 und P4y = Qu, Qus1 = Pa + G
9. 3, 5255258 .. La= 5 [n— (—1)" .0+ 11,
10. 0,1,0,1,0, 1, . .. a =4[+ (1"
Diese zehn Folgen zeigen groBe Strukturverschiedenheiten. Ein klares Bild
gewinnen wir, wenn wir sie geometrisch darstellen. Es ergeben sich dann die
nachstehenden Bilder:

o 1 2 3 4 s

12 =y

0 2 a
2 + i
g o2 72 Y W s
o 3
4, ———t——t '
0 % % ) 1
5. TR -
0 3 2 23 1
6. + —r rve—
0 2% 1 2 3
T —
0 3 %% 1
8. ———
03 3 1 2 u
9. _ + + -t
0 1
10, —+ +

Figur 11.
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Der wichtigste Unterschied, der uns ins Auge fillt, ist der: ein Teil der
Folgen zerstreut sich ins Unendliche (1—3); ein anderer Teil (5—8) drangt
"sich gegen einen bestimmten Punkt zusammen, konvergiert gegen
diesen Punkt (im Beispiel 5 ist es der Punkt 0, in den Beispielen 6

und 7 der Punkt 1, im Beispiel 8 ein Punkt, der jedenfalls zwischen %und %
gelegen ist und den wir nicht weiter kennen); die Anniherung an den Grenz-
punkt erfolgt dabei manchmal durch wachsende Zahlen hindurch, von links
her (6); manchmal durch abnehmende Zahlen hindurch, von rechts her (5);
und manchmal von beiden Seiten (7 und 8): die Glieder der Folge umhiipfen
gleichsam den Grenzwert und schlieBen ihn in immer engere Intervalle ein.
Eine dritte Art von Folgen 148t schlieBlich mehrere Verdichtungszentren
erkennen, gegen die sie sich zusammendringen. Die Folge 9 verdichtet sich
z. B. gegen die Punkte O und 2. Die iibrigen Beispiele bestehen in der
unendlichen Wiederholung eines oder mehrerer Punkte. Auf sie werden wir
spater zuriitckkommen.

X Fir das Studium der Folgen ist die Frage sehr wichtig, ob es Stellen
auf der Zahlenlinie gibt, wo sie sich gleichsam kondensieren, unendlich dicht
zusammendringen; wir werden solche Stellen ,, Hiufungspunkte’ nennen
und das eben beschriebene anschauliche Verhalten in eine strenge Definition
zu fassen suchen. '

Wann also wollen wir einen Punkt einen Hiufungspunkt nennen? Offen-
bar dann, wenn in seiner unmittelbaren Nachbarschaft (rechts oder links von
ihm oder zu beiden Seiten) ein schreckliches Gedringe von Gliedern der Folge
herrscht; wir definieren somit: Ein Punkt hei3t dann ein Haufungspunkt der
Folge, wenn in jedem noch so kleinen Interv;all, das man um diesen Punkt
konstruiert, bereits unendlich viele Glieder der Folge gelegen sind.

Der Leser wird gut daran tun, sich in den Sinn dieser Definition mittels
anschaulicher Behelfe einzuleben. Er stelle sich zu dem Zweck etwa die Punkte
der Folge als Perlen vor, die auf einem Faden aufgereiht sind. Die Definition
besagt dann folgendes: schneidet er ein noch so kleines Fadenstiickchen
heraus, das einen Hiufungspunkt im Innern enthilt, dann hat er zugleich
damit unendlich viele Perlen herausgeschnitten.

Eirt Grenzwert ist danach immer ein Haufungspunkt; aber nicht um-
gekehrt: ein Hiufungspunkt braucht noch kein Grenzwert zu sein (siehe
Beispiel 9). Wie ist nun das genaue Verhiltnis zwischen diesen Begriffen zu
formulieren? Das ergibt sich, wenn wir nachsehen, in welchen Eigenschaften
diese beiden Gebilde iibereinstimmen und in welchen nicht. Gemeinsam ist
beiden, daB in jedem noch so schmalen Intervall, das man um einen solchen
Punkt schligt, unendlich viele Punkte der Folge gelegen sind. Der Unter-
schied ergibt sich, sobald man auf die Glieder achtet, die auBerhalb des Inter-
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valls bleiben: im Falle eines Grenzwertes sind es nur endlich viele, im Falle
eines Haqfungspunktes (der nicht zugleich Grenzwert ist) unendlich viele.
Wenn ich etwa im Beispiel 9 um den einen Hiufungspunkt 2 ein kleines

Intervall schlage, sagen wir mit dem Radius 1—0105 {also das Intervall von
1-999 bis 2:001), so liegen in diesem Intervall gewiB unendlich viele Punkte
der Folge; aber auBerhalb desselben liegeh unendlich viele andere, nimlich
alle die, die sich gegen den Haufungspunkt 0 zusammendrﬁhgen. Hat dagegen
die Folge einen Limes, dann gehen in jedes Intervall, das den Limes enthilt,
,,fast alle’ Glieder der Folge (d. h. alle, mit Ausnahme von héchstens endlich
vielen). Mit Hilfe dieses Ausdrucks ,fast alle*!j kann man den Wortlaut
der beiden Definitionen ziemlich dhnlich gestalten:

Haufungspunkt ist ein Punkt, der in jeder noch so engen Umgebung
unendlich viele Glieder der Folge enthilt.

Limes ist ein Punkt, der in jeder noch so engen Umgebung fast alle
Glieder der Folge enthilt. '

Besteht aber die Folge {wie in den Beispielen 4 und 10) aus der unend-
lichen Wiederholung eines oder mehrerer Glieder, so versagen diese Defini-
tionen; und doch ist es fiir den Kalkiil niitzlich, auch in solchen Fillen der
- Folge einen Grenzwert, resp. einen Hiufungspunkt zuzuschreiben. Dem-
gemil fassen wir diese Begriffe etwas weiter, indem wir erkliren:

a heiBt Haufungspunkt der Folge a,, a,, a,, ..., wenu fiir unendlich
viele n

la—a,| <e ist;
a heiBit Grenzwert der Folge a,, a,, a,, ..., wenn fiir fast alle n
13——:1,,' <& ist;
wobei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet.

Schon der erste Blick hat uns auBerordentliche Unterschiede enthiilit:
Folgen, die keinen Hiufungspunkt besitzen, solche, die genau einen Haufungs-
punkt aufweisen und solche, die mehrere Hiufungspunkte haben.

Vielleicht meint der Leser, daB die Folgen mit genau einem Haufungs-
punkt identisch sind mit den konvergenten Folgen. Das wire ein Irrtum.
Betrachten wir die Folge

LES LD LT 6 ...
Fiir jedes ungerade n ist hier a, = n, fiir jedes gerade n ist a, = 1/, Diese
Folge hat ersichtlich den einzigen Haufungspunkt 0; dennoch ist er nicht
Grenzwert, weil sich unendlich viele andere Glieder der Zahlenfolge ins
Unbegrenzte zerstreuen. Man wende gegen dieses Beispiel nicht ein, daB es
eigentlich aus zwei verschiedenen Folgen besteht, die rein duBerlich zu einer

1) Er stammt von G. Kowalewski.
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Folge zusammengestiickelt sind. Denn erstens haben wir ein klares Gesetz
fiir die Bildung dieser Folge angegeben; und zweitens kann man das Bildungs-
gesetz sogar durch eine einheitliche Formel ausdriicken, nimlich durch -

w7

Wir sehen aus diesem Beispiel, daB ein Hﬁufungspunkt, auch wenn er
in der Einzahl auftritt, noch nicht Limes zu sein braucht. Wenn wir ver-
langen, daB eine Folge einen Limes besitzen soll, so fordern wir mehr, als
wenn wir nur verlangen, daB sie einen Haufungspunkt aufweise.

Wir wollen nun ein Beispiel einer Folge kennen lernen, die unendlich viele
Hiufungspunkte besitzt. Zu dem Zweck betrachten wir die Gesamtheit der

1 1
Zahlen von der Form =+ —und ordnen sie in Gestalt folgenden Tableaus an:

Figur 12.

Die erste Zeile entsteht, wenn wir m = 1 setzen und n die Reihe der natiir-
lichen Zahlen durchlaufen lassen: die zweite Zeile, indem wir m = 2 setzen

und mit n ebenso verfahren; und so fort. Es ist klar, daB unser Schema

. 1 1 .
jeden Bruch von der Form _- - - enthalten wird; z. B. den Bruch % + 319

in der 25. Zeile an der 39. Stelle. Wir wollen nun diese unendlich vielen Folgen
zu einer einzigen verschmelzen, indem wir ihre Glieder in der durch Pfeile
angedeuteten Weise durchlaufen. Wir erhalten dann eine Folge, die jeden
Bruch von der verlangten Form aufweist, und zwar jeden zweimal, nimlich

1 1 1 1 . . . .
alsp + und als 2 T o will man die Wiederholung vermeiden, so braucht



man nur die Briiche, die schon einmal dagewesen sind, zu streichen. Die so
gewonnene Folge besitzt unendlich viele Hiufungspunkte. -Die Zahlen
der ersten Zeile konvergieren nimlich gegen 1, die Zahlen der 2. F olge gegen 15,
die Zahlen der dritten gegen 14 usw. und 1, 14,"%, ... werden somit die
Haufungspunkte der gesamten Folge sein. Folgendes Bild mag eine Vorstellung
von dem Aussehen dieser Folge geben:

0 ##iix $ 1 2
R DB v
Figur 13.

Das Bild zeigt, wie sich die Hiufungspunkte immer dichter gegen 0 zu-
sammendringen: 0 selbst ein Hiufungspunkt von Hiufungspunkten.

Man kann sogar Folgen konstruieren von der paradoxen Eigenschaft,
daB j e d er ihrer Punkte Hiufungspunkt ist. Die Gesamtheit der rationalen
Zahlen bietet ein Beispiel dafiir. Um sie in eine Folge zu ordnen, denken wir
uns zuerst alle Briiche mit dem Zihler 1 angeschrieben, dann alle Briiche mit"
dem Zihler 2, hierauf alle mit dem Zihler 3 usf. Die positiven darunter
lassen sich dann in Gestalt des nachfolgenden zweidimensionalen Schemas

anschreiben:
1 1 1
'1—’ 'Ey g; —4—, ........
2 2 2 2
T’ 2’ 3’ i
3 3 3 3
T'y 2 1 3 £ 3 H
. s ] 4
_'l_' ’;: 3 ) red
Figur 14.

Ordnet man die Briiche, indem man sie etwa nach aufeinanderfolgenden Quer-
linien anreibt (wie in Figur 12), so erhilt man ein Folge, die so beginnt:
LLLLLLLLLY .

Dabei wird allerdings ein und derselbe Bruch noch mehrmals vorkommen, wie
z. B. Y/,, ¥,. LiBt man jetzt noch alle Briiche, die schon einmal dagewesen



sind, weg, so erhalt man eine Anordnung, die jeden Bruch nur einmal auf-
weist und die_schlieBlich zu jedem Bruch vordringt. Damit ist die Menge
der positiven rationalen Zahlen in eine F olge geordnet; freilich um den Preis,
da8 die natiirliche Anordnung der Briiche nach ihrer GréBe griindlich zerstort
ist. Will man jefzt alle Briiche haben, so braucht man nur hinter jedem Bruch
der Folge den negativen Bruch einzufiigen und vor das erste Glied 0 zu setzen.
. In dieser Folgeist j e d e rationale Zahl Hiufungspunkt, so daB die Folge nur
aus Haufungspunkten besteht. Haufungspunkte sind aber auch dieirrationalen
Zahlen (die in jeder Umgebung unendlich viele rationale Zahlen enthalten),
so daB die Folge mehr Haufungspunkte als Glieder besitzt. —-

Nachdem wir uns so eine erste Orientierung verschafft haben, kénnen
wir zu der Frage zuriickkehren, welche Summe die Reihe

fl—14+1—14+1—14 ...
besitzt. Wir erwihnten schon, daB der Begriff der Summe in der Arithmetik
nur fiir endlich viele Zahlen erklirt ist. Wiinscht man von der Summe einer
unendlichen Reihe zu sprechen, so muB man den Ausdruck ,,Summe‘‘ von
neuem definieren. Wie sollen wir ‘das tun? Am natiirlichsten erscheint fol-
gender Vorschlag: Statt alle Glieder einer vorgelegten unendlichen Reihe

a,+a,+a;+...... +a,+ .....

zu addieren, was wir nicht kénnen, wollen wir zunichst nur die ersten zwei
Glieder, dann die ersten drei Glieder usw. in Summe ziehen. Die so erhaltenen
Teilsummen ’

Sy = ay -+ 4,

S3=a; + 2, + a,

usw.

bilden eine Folge s,, S;, ... s,, ..., und wir sehen nun zu, ob diese Folge
einem bestimmten Grenzwert zustrebt. Wenn ja, dann wollen wir ihn die
Summe der unendlichen Reihe nennen. Mit anderen Worten: die Summe s
der unendlichen Reihe

8y +a,+az+ ..... +a,+ ...
ist definiert durch den Ausdruck

s = lim s,.
n— ag

Es ist wohl zu beachten, daB s nicht eine Summe im bisherigen Sinn des
Wortes ist, sondern der Grenzwert einer Folge von Summen. Es ist
daher von vornherein nicht zu erwarten, daf sich alle Eigenschaften endlicher
Summen unterschiedslos bei den.unendlichen Gebilden wiederfinden. Eine
endliche Reihe von Zahlen besitzt immer eine Summe; von unendlichen
Reihen gilt das keiheswegs, da die Folge der s nicht zu konvergieren braucht.
Gerade die Reihe 1 —1 41 —1 4+ ..... ist ein Beispiel dafiir. Bildet



man ndmlich die Folge der Teilsummen, so sind diese abwechselnd 0 und 1,
die Folge der Zahlen
0,10, 10,1, .....

strebt keiner festen Grenze zu, und wir haben daher zu sagen, daB unsere
Reihe keine Summe besitzt. i

Wir diirfen aber nie vergessen, daB dieses Resultat von unserer Definition
der Summe abhingt, also von einem willkiirlichen Faktor. Eine unendliche
Reihe besitzt von Natur aus keine Summe; sondern sie erhilt eine solche
erst, wenn wir ihr durch ein Verfahren eine solche zuordnen. Nun kénnte
man den Begriff der Summe auch anders fassen und dann kénnte es ge-
schehen, daB sich unsere Reihe als summierbar erwiese; ein solcher Vorschlag
wire z. B. der: da die Teilsummen unserer Reihe zwischen 0 und 1 hin- und

herpendeln, so liegt der Gedanke nahe, ihre arithmetischen Mittel

B S15y S14-Sy-+53
S, = 1,52:—2‘y53: 3 RN

zu bilden, in der Erwartung, daB diese einem Grenzwert zustreben. Ist dies
der Fall, dann wollen wir diesen Grenzwert die Summe der unendlichen
Reihe nennen. Tatsédchlich liefert dieses Verfahren die Folge
LELLLL L. ,

die sich ersichtlich dem Grenzwert 15 nihert. Durch die neue Summen-
definition kénnen wir also der Behauptung von Grandi und Leibniz einen
klaren Sinn verleihen; freilich einen Sinn, der jenen Mannern noch unbekannt
war.

Wenn wir diese Definition akzeptieren, dann 14Bt sich folgendes beweisen:
Jede im bisherigen Sinn konvergente Reihe ist auch konvergent im neuen Sinn
und liefert dieselbe Summe. Andererseits konnen sich Reihen, die im alten Sinn
divergent waren, als konvergent (summierbar) im neuen Sinn erweisen, so
daB die summenbildende Kraft des neuen Verfahrens groBer ist als die
des alten. Man kennt heute eine ganze Anzahl von Verfahren, divergente
Reihen zu summieren, Verfahren, die sich zum Teil in eine Skala ordnen
lassen von der Art, daB jedes folgende Verfahren ein groBleres Wirkungsfeld
hat, mehr Reihen zu summieren gestattét, als das vorhergehende. Geregelt
wird die Bildung dieser Verfahren wieder durch die Forderung der Permanenz:
eine im Sinn des Verfahrens V, summierbare Reihe soll auch im Sinn des
Verfahrens V, ;summierbar sein und denselben Summenwert ergeben.
Solche Betrachtungen lehren eindringlich, daB es wirklich nur von der
Definition abhingt, ob eine unendliche Reihe eine Summe besitzt oder nicht.



11. Das Rechnen mit Folgen. Der Differentialquotient.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, ob
es moglich ist, mit unendlichen Folgen zu rechnen. DaB diese Méglichkeit
besteht, mag das Beispiel der Addition dartun. Kennt man zwei Folgen

a,, a4, a4, ..... a, ...
b, by, by, ..... b, ..

welche gegen die Grenzwerte a resp. b konvergieren, so liegt es nahe, unter
ihrer Summe die Folge

‘ a,+ by, a4+ by, ... a, 4+ b, ...

zu verstehen. Diese ist tatsichlich wieder konvergent und hat a + b zum
Grenzwert. Bevor wir den strengen Beweis dafiir erbringen, wollen wir uns
das Gesagte an einem Beispiel plausibel machen. Nehmen wir an, da8 die
erste Folge gegen 1, die zweite gegen 2 konvergiert; das heiBt, daB sich
die Glieder der ersten Folge nach einiger Zeit nur unmerklich wenig von 1,
die Glieder der zweiten unmerklich wenig von 2 unterscheiden; dann wird
aber die Summe zweier solcher Glieder nur ganz wenig von 3 abweichen,
und eben dies war der Inhalt der Behauptung. ‘

Der strenge Beweis benutzt die Beziehung
latb|<]a|+ b];
haben nimlich a un.g b das gleiche Vorzeichen, dann ist
Jatvi={al+]b];
ist aber z. B. a positiv und b negativ, dann ist
lat+b| <|al+|b].
Im allgemeinen kann man daher nicht mehr aussagen, als daB der absolute

Betrag einer Summe kleiner oder héchstens gleich ist der Summe der
absoluten Betrige,

Indem wir uns nun dem Beweis selbst zuwenden, haben wir nur unser
anschauliches Raisonnement von vorhin in eine strenge Form zu bringen.
Die Folgen (a,;) und (b,) sollen gegen a, resp. b konvergieren; das heiBt:

|a—a, | < e firn > N,
| b—t, | < g firn > N,

Die Zahlen N, und N, werden dabei im allgemeinen verschieden sein, da
sie ja ganz von dem Tempo abhiingen, mit dem die Folgen.gegen ihre Limiten
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streben. (Wenn die erste Folge rasch konvergiert, werden schon wenig
Glieder geniigen, um die Annaherung bis unter & zu férdern; konvergiert
die zweite langsam, so sind weit mehr Glieder nétig, um dasselbe zu er-
reichen.) Bezeichnet N die groBere der beiden Zahlen N, und N,, dann gilt
auf jeden Fall )

| a—a, | < & wofern nur n > N

| b—b, | < & wofern nur n > N

Vom N-ten Glied ab wird also jede der beiden Folgen um weniger als ¢ von
ihrem Grenzwert abweichen. Wenn nun die Folge (a, + b)) gegen a + b
konvergieren soll, so mu8 der Ausdruck
| (@+B)—(a, +by) |
mit wachsendem n beliebig klein werden. Nun ist
| @+b)— @, +b) | =|(@a—a) 4+ (b—b,) |
und dieser Ausdruck ist anf Grund unserer Vorbemerkung
<la—a|+]|b—b,]
<e+te=2¢

wird also tatséichlich beliebig klein, wofern nur n geniigend groB gewihlt wird.

Den eben bewiesenen Satz koénnte man auch in folgender Form aus-
sprechen: Der Grenzwert einer Summe zweier Folgen ist gleich der Summe
der Grenzwerte der Folgen; in Zeichen:

(1) lim (2, + by) = lim a, + lim b,.
In Analogie dazu lassen sich nun drei weitere Formeln aufstellen:
2) lim (a,—b,) = lim a, —lim b,
3) ) lim (a,.hb,) =lima, . lim b,
4) lim (a, : by) =lim a;, : lim b,

Die letzte Formel gilt nur mit der Einschrankung, daBlim b, von 0 verschieden
ist (und das entspricht genau dem Satz, daB man durch O nicht dividieren
darf). Addition, Subtraktion, Mulitiplikation, Division fithren
also aus dem Bereich der konvergenten Folgen nicht hinaus. Oder
die konvergenten Folgen bilden einen Kérper.

Man kann unsere vier Formeln unter einen etwas allgemeineren Gesichts-
punkt fassen, wenn man sich entschlieft, den Ubergang zur Grenze als eine
neue Operation anzusehen, als Limesoperation, die jetzt neben die vier
Grundspezies der Arithmetik tritt. Unsere vier Formeln lassen sich dann in dem
einen Satz zusammenfassen: Die Limesoperation ist mit den vier
Grundoperationen der Arithmetik vertauschbar. DaB wir hier
von einer Operation sprechen, wird auf den ersten Blick befremden, wird
aber durch folgende Uberlegung verstindlich: Wie die Addition ein Ver-
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fahren ist, das von einer Reihe vorgelegter Zahlen, den Summanden, zu
einer neuen Zahl, der Summe fithrt, genau so stellt der Grenziibergang ein
Verfahren dar, das von den unendlich vielen Zahlen einer Folge zn einer
neuen Zahl, dem Limes fithrt. Das Wort ,,Operation betont diese Analogie.
Die Frage, ob der Grenziibergang ,,wirklich eine Operation sei, ist mii8ig,
da wir dem Begriff ,,Operation‘‘ keine scharfe Grenze gezogen haben; das
Wort wird eben nach Analogie vergeben.

Die Analogie mit den Operationen der Arithmetik 148t sich noch ein
Stiick weiter verfolgen. Man kann ja allerlei iiber eine Division erfahren —
z. B. ob sie dasselbe Ergebnis hat wie eine andere —, ohne sie wirklich aus-
fithren zu miissen. So kann man es auch zwei Folgen ansehen, ob sie dem-
selben Limes zustreben, ohne daB man es notig hitte, diesen Limes zu kennen.
Die Durchfithrung dieser Gedanken setzt aber einige Begriffe voraus, denen
wir uns jetzt zuwenden wollen. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, wird
eine , Nullfolge” genannt. Das Kriterium fiir eine Nullfolge ist, daB

Ca, ' < & wenn nur n > N ist,

d. h. daB die Glieder unbeschrinkt abnehmen. Eine konvergente Folge,
die keine Nullfolge ist, wird entweder einen positiven oder einen negativen
Grenzwert haben. Im ersten Fall dringen sich ihre Glieder um einen Punkt
auf der positiven Zahlenlinie zusammen. Wenn wir uns nun irgendwo zwischen
diesem Limes und O einen Punkt ¢ markieren, so werden fast alle Glieder
der Folge rechts von c liegén. Eine Folge ist somit positiv, wenn sich eine
positive Zahl c angeben l48t, die von fast allen Gliedern der Folge iiber-
troffen wird. Die Folge ist negativ, wenn eine negative Zahl — c existiert,
die von fast allen Gliedern der Folge untertroffen wird.

Mit Hilte dieser Begriffe konnen wir jetzt folgende drei Sitze formulieren:

1. Die Folge (a,) liefert einen groBeren Limes als die Folge (b,), wenn
die Differenzenfolge (a, — b,) positiv ist.

2. Die Folge (a,) liefert einen kleineren Limes als die Folge (b,), wenn
die Differenzenfo.ge (a, — b,) negativ ist. .

3. Die Folge (a,) liefert denselben Limes wie die Folge (b,), wenn die
Differenzenfolge (a, —b,) eine Nullfolge ist.

Es mag geniigen, auf den Beweis des ersten Satzes einzugehen. Ist dje
Differenzenfolge (a, — b,) positiv, so heiBt das, daB lim (a, — b,) > 0 ist;
nach Formel (2) heit das aber genau so viel wie: lim a,—1lim b, > 0,
d. h. lim a, > lim b,. .

Ein Vorzug dieser Formulierungen liegt darin, daB es oft viel leichter
ist, etwas iiber das Verhalten der Differenzenfolge als iiber die Grenzwerte
selbst zu erfahren. Hauptsichlich aber fithren wir diese Sitze deshalb an,
weil sie uns spiter, beim strengen Aufbau der reellen Zahlen, als Muster
dienen sollen: da werden wir einen Kalkil mit Folgen aufbauen und die
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Definitionen fir ,,gréBer”, ,gleich®, , kleiner, , Summe*, , Differenz'* usw.
den eben bewiesenen Sitzen nachbilden.

Wir haben gesagt, daB man durch eine Nulliolge nicht dividieren darf
und zwar darum nicht, weil dann eine Folge entstehen kann, die nicht mehr
konvergiert. Nun hindert nichts, den Begriff der Konvergenz weiter zu fassen,
so daB auch solche Folgen konvergent heiBen. Ja, eine solche Erweiterung
dringt sich uns geradezu auf, sobald wir an die Darstellung der Zahlen auf
der Kreislinie denken?). Bilden wir etwa die Folge '

0,1,2 3,4, ...

auf den Kreis ab, so riicken die Bildpunkte immer dichter an N heran: in
jeder noch so kleinen Umgebung, die man um N schiigt, sind fast alle Glieder
der Folge gelegen. Der Punkt N ist daher der Grenzwert der Folge, und
wir haben — indem wir diese Sprechweise auf die Zahlengerade aibertragen —
von der urspriinglichen Folge zu sagen, sie strebe gegen den ,.uneigentlichen'!
Grenzwert . Nach Hinzunahme der Zahl ~ muB man also auch die un-
begrenzt wachsenden Folgen zu den konvergenten rechnen. Dann kénnen
wir aber fiir Folgen, die nicht Nullfolgen sind, das Verbot der Division
durch eine Nullfolge zuriickziehen. Will man z. B. die Folge
0, Yo, s, 3y 45 ... T —1 ...

durch die Nullfolge

Lo Ye Yo Yo Yo oe Ma e
dividieren, so ergibt sich die Folge

0,1,23, 45, ...n, ...,
die in der neuen Ausdrucksweise gegen ~ konvergiert.

Etwas mehr Sorgfalt miissen wir jetzt auf die Frage verwenden, was-
sich ereignet, wenn wir den Quotienten zweier Nullfolgen bilden. tHier sind
verschiedene Fille maéglich:

1. Die Folge der Quotienten besitzt einen endlichen Grenzwert. Das
zeigen etwa die beiden Folgen

]v 1/31 1/51 1/7’ e 1/21’1»~1' v

Yoo Yuo Moo Yo oo Yame ---
die, durcheinander dividiert, die Folge

2% Y Yo Yo oor Pan e -

ergeben, die sich ersichtlich dem Grenzwert 1 néhert.

1y Vgl Fig. 7. S. 36. .
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2. Lauten die Folgen
1’ 1/2' %1 1/4; L l/n, .o
1’ 1/4' 1/9' 1/]3; o I/nt, ey

so ergibt die Division der zweiten Folge durch die erste

1, Y, ¥, Y4, oo Yoo -
und die Division der ersten durch die zweite
1,2,3,4, ... n, ...

Man sieht hieraus: Der Quotient zweier Nullfolgen kann auch 0 oder
sein; ‘in ilteren Biichern findet sich wohl die Formulierung, daB die beiden
Folgen unendlich klein werden, daB aber das Unendlich-Kleine der einen
Folge von héherer Ordnung sei als das der andern. Das hei8t natiirlich nur,
daB die Glieder der einen Folge in einem viel rascheren Tempo gegen 0
streben, so daB sie im Verhiltnis zu denen der ersten selbst beliebig klein
werden,

3. Es kann ein Fall eintreten, der von allen bisher betrachteten grund-
verschieden ist: daB die durch Division erhaltene Folge gar keinem Grenz-
wert zustrebt (sondern nur Hiufungspunkte besitzt). Ein Beispiel dafiir
wiren die Folgen

1' 1/3' 1/9' 1/5’ 1/25’ 1/7! 1/49’ 1/9' l/Blv

1/2’ 1/47 l/sv 1/8’ 1/lﬂv 1/12' 1/14r 1/18? 1/18’ vt

Wird die zweite Folge durch die erste dividiert, so ergibt sich

1/2' 3/4' l’/6' 5/8’ 25/10' 7/12' 49/14' 9/16’ 81/18’ tccs
d. h Yo %o 10 *fe 2 The 3% %he 4,

Diese Reihe zeigt folgendes Gesetz: Die ungeraden Glieder wachsen immer
um 1, bilden also eine unbegrenzt aufsteigende Folge, die geraden Glieder
aber nihern sich absteigend immer mehr 15. Die Folge hat demnach die
beiden Hiufungspunkte 0 und c.

Uber den Quotienten zweier Nullfolgen kann man also im allgemeinen
nichts Bestimmtes aussagen. Er kann O sein oder ~ oder irgend eine andere
Zahl. Er braucht iiberhaupt nicht zu existieren, wenn die durch Division
entstandene Folge divergiert. Welcher dieser Fille eintritt, kann nur eine
besondere Untersuchung lehren.

Diese Uberlegungen iiber Nullfolgen sind von auBerordentlicher
Bedeutung, da auf ihnen die Erklirung eines Begriffes beruht, der in der
Mathematik fast zwei Jahrhunderte in Dunkel getaucht war: ich meine
den Begriff des Differentialquotienten. Das Problem, das zur Entstehung
der Differentialrechnung gefithrt hat, ist das Tangentenproblem. Wie man
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eine Tangente an den Kreis zieht, ist dem Leser zweifellos bekannt. Versucht
er, diese Konstruktion auf eine Ellipse zu ﬁbeftragen, so wird er merken,
daB sie versagt. Die griechischen Geometer hatten fiir diesen Fall ein eigenes
Verfahren erdacht, das jedoch schon bei der Parabel, der nichstverwandten
Kurve, versagt; und die Konstruktion der Parabeltangente a8t sich wieder
nicht auf die Hyperbel iibertragen; kurzum, man muBte fiir jede Kurve eine
besondere Konstruktion ersinnen, die nur gerade auf diese Kurve und auf
keine andere anwendbar ist. Das war vielleicht unbequem, konnte aber
hingehen, solange man nur einige wenige Kurven kannte. Die Situation
dnderte sich aber mit einem Schlage, als durch die Erfindung des Descartes,
die Koordinatengeometrie, eine unabsehbare Menge von Kurven .in den
Gesichtskreis der Mathematiker trat. Es entstand das Problem, eine
universelle Methode zu entwickeln, mit der man den Verlauf der Tangente
fiir jede beliebige Kurve studieren konnte. Dieses Problem, das Descartes
der Nachwelt vererbt hatte, wurde eine Generation spiter gelost, und zwar
ungefihr gleichzeitig von Newton und Leibniz. Die Losung dieses Problems
ist das, was man heute Differentialrechnung nennt.

Wir wollen uns jetzt mit der Idee des Leibniz an Hand eines Beispiels
bekannt machen. Um die Tangente im Punkt P zu erhalten, schlagep wir
einen Umweg ein: wir denken uns zunichst eine Sekante gezogen, indem
wir P mit irgend einem anderen, auf der Kurve gelegenen Punkte P, verbinden.
Lassen wir nun P fest, P, aber immer niher und niher lings det Kurve an P
heranriicken, so wird sich die Sekante langsam um P drehen und einer festen
Grenzlage zustreben. Diese Grenzlage ist die Tangente.

So einfach und selbstverstindlich dieser Gedanke erscheint, so bedeutete
er doch eine gewisse Revolution. Bis Leibniz bestand in der Mathematik

eine tiefe Kluft zwischen Sekante

und Tangente; fiir die Kreissekan-

ten gelten z. B. ganz andere Sitze

y / als fiir die Kreistangenten, und

" keinem "Geometer wire es in den

Ay Sinn gekommen, fiir diese beiden

Arten von Linien gemeinsame Sitze

A autzustellen. Es scheint, da8 Leib-

Ax niz durch seine philosophischen

Gedanken iiber einen stetigen Zu-

sammenhang alles Seins, seine loi

de continuité zu der Anschauung

: angeregt wurde, die Tangente als

Grenzfall unter die Sekanten aufzunehmen. Jedesfalls bedeutete diese Art
des Sehens die Geburtsstunde der Differentialrechnung.

Figur 15.
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Will man den Grenziibergang rechnerisch verfolgen, so wird man zunichst
das der Kurve zugrundeliegende Gesetz durch eine Gleichung zwischen den
Koordinaten ‘

y=1f(x)
ausdriicken. Der Punkt P habe die Koordinaten (x, y); gehe ich von P zu P,
iiber, so muB ich die Abszisse von x um einen bestimmten Betrag vermehren,
sagen wir um 4 x; dann erfihrt auch die Ordinate einen Zuwachs Ay, der
offenbar gleich ist dem UberschuB8 der neuen Ordinate iiber die alte, d. h.
gleich ist f (x + A x) — f (x). Das Verhiltnis

gibt uns nun ein Ma$8 fiir die mittlere Steigung der Kurve zwischen den
Punkten P und P,. Wenn wir uns die Zeichnung etwa als die (iibertriebene)
Ansicht einer BergstraBe denken, so ist die Steigung in der Gegend von P
gro8 und nimmt von da allmihlich ab. Verbindet man Anfangs- und End-
punkte durch eine Gerade, so wird diese die mittlere Steigung der StraBe
darstellen.

Was wir suchen, ist aber nicht die mittlere Steigung, sondern die
momentane Steigung der Kurve in P. Um dieses Ziel zu erreichen, werden
wir das Intervall, innerhalb dessen sich unsere Rechnung bewegt, auf einen
immer engeren Raum zusammenschrumpfen lassen, d. h. wir werden das /4 x
fortgesetzt verkleinern und so den Punkt P, zwingen, mehr und mehr an den
Punkt P heranzugehen. Wenn wir das prizis ausdriicken woller, so werden
wir sagen: Durchliuft A x eine Nullfolge, dann wird wegen des stetigen
Zusammenhanges der Kurve auch 4y eine Nulifolge durchlaufen und wir

betrachten nun das Schicksal, das der Quotient }i dabei erfihrt. Wir
glauben in der Anschauung unmittelbar zu sehen, daB dieser Quotient einem
Grenzwert zustreben m u B, und dieser Grenzwert wird eben das Ma8 fir
die gesuchte momentane Steigung der Kurve im Punkt P sein. Wir schreiben,
um das auszudriicken

. Ay dy
m 35 =dx
dy . . . Ay .. .
4x nennt man Differentialquotient, a x Differenzenquotient.

Hierbei miissen wir aber von allem Anfang an eine Vorstellung fernhaiten,
die den Begriindern der Differentialrechunng vorgeschwebt und einen Schatten
auf ihre Schoptung geworfen hat, die Vorstellung némlich, als ob der Differential-
quotient ein Quotient zweier unendlich kleiner GréBen wire. Demgegeniiber
muB mit klaren Worten gesagt werden, daBl der Differentialquotient iiber-
haupt kein Quotient ist, sondern der Grenzwert einer Folge von Quotienten,
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Das war aber den Begrindern der Differentialrechnung noch nicht klar,
wiewohl sie gelegentlich der Wahrheit ganz nahe kamen. Im groBen ganzen
bildeten sie sich die Auffassung, der Differentialquotient sei das Verhiltnis
der GréBen A x, 4y in dem Augenblick, da sie gerade entschwinden — die
,,ultima ratio evanescentium incrementorum‘s, wie Newton sagte. Leibniz und
Newton fiihlten wohl, da8 in dieser Begriffsbildung eine Schwierigkeit wohnt,
konnten sich aber dariiber nicht recht ins Klare kommen. Und die Nachfolger,
nicht kritisch, mehr auf die Eroberung neuer Gebiete als auf die Klirung
der Begriffe bedacht — allez en avant, et la fois vous viendra! soll d’Alembert
gesagt haben — glaubten vollends hier mit unendlich kleinen GréBen zu
rechnen, die, zwischen 0 und den eigentlichen Zahlen liegend, ein geheimnis~
volles Zwischenreich bilden sollten.

Der Leser wird mit einigem Erstaunen fragen: Wie kommt es denn,
daB so bedeutende Mathematiker den Sachverhalt nicht lingst durchschaut
haben? Das Verwirrende ist, daB der Differentialquotient, obwohl kein
Quotient, sich in vielen Dingen so verhilt, als ob er ein Quotient wire. Zum
Beispiel: Wenn y von x abhingt, dann hiingt auch x von y ab. Die Differential-
rechnung lehrt nun, daB der Differentialquotient dieser letzteren Funktion

der reziproke Wert von gx ist, d. h. da B g;{_ 1 ist, ganzso, als ob
es sxch um gewdhnliche Briiche handelte. Oder: Ist y eine Funktion von u und u
eine Funktion von x, dann ist durch Vermittlung von u auch y eine Funktion
von x. Es gilt nun das Gesetz:
dy dy du

dx™ du dx-

Sieht man diese Formel an, so ist man versucht, zu sagen: Das ist selbst-
verstindlich, das du fallt ja heraus. (Das ist indes eine Tduschung: Das dy
und das dx haben fiir sich allein iiberhaupt keine Bedeutung, sondern aus-
schlieBlich in der Verbmdung dx Y. Dieses Symbol hat nur als Ganzes Sinn,
d. h. die Gesetze des Rechnens handeln von einem unzerlegbaren Symbol, das
nur in der Form eines Quotienten geschrieben wird.) Kurzum, es ist, als ob
sich der Ditferentialquotient vorgenommen hitte, den Mathematikern einen
Streich zu spielen, indem er sich ganz wie ein wirklicher Quotient gebardet.

Im Begriffe des Differentialquotienten ist noch eine Schwierigkeit ent-
halten, die wir zur Sprache bringen miissen. Nach unserer Darstellung ist
der Differentialquotient der Limes, dem 21 zustrebt, wenn man 4 x eine
Nullfolge durchlaufen 148t. Aber hier fragt es sich: Welche Nullfolge?
Es gibt ja unendlich viele Folgen, die gegen Null konvergieren. Gefordert
ist nun, daB %i fir jede beliebige Nullfolge konvergiere und daB alle so
erhaltenen Grenzwerte iibereinstimmen. Mit anderen Worten, wir fordern
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vom Differentialquotienten; daB sein. Wert feststehe, unabhingig von der
besonderen Art, wie wir 4 x gegen Null riicken lassen. Erwigt man das,
so sicht man, daB es eigentlich gar nicht so selbstverstindlich ist, daB ein
Differentialquotient von diesen Eigenschaften existiert. Ja wie will man
iiberhaupt kontrollieren, ob bei allen mdoglichen Grenziibergidngen dasselbe
Resultat herauskommt? Die letzte Frage ist zum Gliick leichter zu beant-
worten als es scheint; denn bei den meisten Funktionen, mit denen man es
in der Praxis zu tun hat, geht schon aus dem Gang der Rechnung hervor,
daB das Resultat unabhiingig ist von der besonderen Wahl der Nullfolge.
Manchmal aber kann der Differentialquotient wirklich von der Art des Grenz-
iiberganges abhingen, und diesen Fillen wollen wir uns jetzt zuwenden.
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12. Merkwiirdige Kurven,

Wir betreten damit ein Gebiet, das fiir den Erkenntnistheoretiker und
den Psychologen von gleichem Interesse ist; wir werden niamlich XKurven
kennen lernen, die ein so paradoxes Verhalten zeigen, daB sie sich der gewdhn-
lichen Anschauung entziehen.

Wir beginnen mit einem Fall, der noch ganz unproblematisch ist: wir
denken uns eine Kurve, die stetig verlduft und die irgendwo eine Ecke hat.
Fragt man, welche Richtung die Kurve in dem Eckpunkt hat, so muB man
sagen: sie hat zwei Richtungen, je nachdem ob man sich von der Ecke nach
links oder nach rechts bewegt. Will man diese Verhiltnisse mit Hilfe der
Rechnung verfolgen, so wird man auf zwei verschiedene Ansitze gefiihrt, je
nachdem ob man 4 x durch positive oder durch negative Werte hindurch
nach Null gehen liBt. Man spricht in diesem Falle von einem ,,vorwirts*,
resp. , riickwiirts genommenen_ Differentialquotienten’’.

Von diesem Falle gehen wir zu einem anderen iiber, der schon mehr
Interesse bietet. Der Leser hat gewiB schon etwas von Wellenlinien gehort,
wie sie etwa eine schwingende Stimmgabel auf eine beruBte Trommel auf-
zeichnet. Der Mathematiker pflegt von einer Sinuslinie zu reden, da der
Reprisentant. dieser -Klasse-von -Linien die Kurve y =-sin x ist. x bedeutet

v4

+1

& = ] 0 \ ¥ A/
\ P 1\§/21

-1

Figur 16.

einen Winkel, nur wird dieser nicht in Graden, Minuten und Sekunden
gemessen, sondern im BogenmaB: als MaB eines Winkels dient uns die Lange
des zugehorigen Kreisbogens, gemessen in einem Kreis mit dem Radius 1. Ein
Winkel von 360° wird also jetzt durch 2z dargestellt, ein solcher von 1809

durch 7, von 90° durch% usw. Der Leser ersieht aus der Figur, daB die Kurve
y = sin x den Wellenzug OA enthilt und daB die ganze Kurve entsteht, wenn
man dieses Wellenstiick unendlich oft aneinanderreiht. Den hochsten Wert -1
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nimmt die Kurve unendlich viele Male an, nidmlich in den Punkten

X = %, .721 +2 7 % 4+ 47 usw. Den Wert — 1 hat die Kurve in allen

Punkten von der Form x = i_;z_ +2nx und die x-Achse wird von ihr in

den Punkten 0, +n, +2x, +3=x, ..... durchsetzt.
Die Kurve, duf die es uns ankommt, ist aber nicht die Sinuslinie, sondern

1 .

die Kurve y = sin - % da der Sinus zwischen den Werten 4 1 und — 1 liegt,
muB die Bildkurve ganz in dem Flichenstreifen verlaufen, der die x-Achse
beiderseits im Abstand 1 begleitet. Den héchsten Wert 1 erreicht die Funktion

. 1 5 9 .
allemal dann, wenn;entweder g_ oder _; oder T: ... ist, d. h., wenn

2 2 2

;, g;, E", cen

eines Wellenberges annehmen und diese Punkte dringen sich immer dichter
2 2 2

E, _,;;, Tl—n, P

X = ist. In allen diesen Punkten wird die Kurve die Form

gegen 0 heran. Ein Wellental stellt sie in den Punkten x =

1 1
dar. Fiir groBere Werte von x ist % sehr klein und sin x fast gleickr0, d. h.
die Kurve schmiegt sich weit drauflen an die Abszissenachse an. Daraus
ergibt sich folgendes Ausseheu!): ' '
. . .

1

A

Figur 17.

Die Kurve besteht aus unendlich vielen Wellenziigen, die sich gegen den
Ursprung zu immer dichter aneinanderdringen und sichtlich immer steiler
werden. An der Stelle x = O selbst ist die Funktion nicht definiert: man

kann ihr dort willkiirlich irgendeinen Wert vorschreiben, z. B. 0 oder% oder
sonst eine Zahl. Kann man sich nun von dem Verlauf der Kurve eine klare
Vorstellung machen ? Was man anschaulich auffaBt, das sind wohl die einzeinen
Wellenziige - vielleicht auch die Intention des Sichzusammendringens gegen
den Ursprung hin, Aber im Ursprung selbst scheint uns die Vorstellungskraft
im Stiche zu lassen, und der Verfasser dieses Buches miiBte, falls er in eine
Diskussion verwickelt wiirde, mit Berkeley bekennen: , Falls irgend jemand

" 1) Die Kurve ist in der Figur in die Lange gezogen.
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die Fahigkeit besitzt, in seinem Geiste eine solche Vorstellung zu bilden, so
ist es vergeblich, sie ihm abdisputieren zu wollen; ich unternehme das nicht.
Mein Wunsch geht nur dahin, der Leser moge sich vollstindig und mit
GewiBheit iiberzeugen, ob er im Besitz einer solchen Vorstellung sei oder nicht.*

Stellt nun die Kurve im Ursprung eine stetig zusammenhingende Linie
dar? Fragen wir zunéchst, worin das Wesen des stetigen Zusammenhanges be-
steht. Wenn der Leser sich ein Stiick Kurve aufzeichnet, so wird er folgendes be-
merken: Wenn er einen Punkt mit den Koordinaten x, y herausgreift und das x
nur sehr wenig dndert, so wird sich auch das y nur unbedeutend indern. Schirfer
formuliert: Eine Kurve ist stetig dann, wenn geniigend kleinen Anderungen
von x beliebig kleine Anderungen von y entsprechen. Wendet der Leser

diese Uberlegung auf die Kurve y = sin ;1;_ an, und zwar auf den Ursprung,
so merkt er sogleich das Unstetigwerden: Ein so schmales Intervall er auch
von 0 aus abgrenzt (sagen wir von 0 bis ¢), stets wird die Kurve zwischen + 1
und — 1 oszillieren, — er kann es durch Verkleinerung des Intervalles auf
der x-Achse nicht erzwingen, daB die Schwankung der Funktion z. B. unter

1
den Betrag ,, hinabsinkt.

" Nun modifizieren wir das Beispiel, indem wir die Funktion y =x . sin i
betrachten. Das Dazutreten des Faktors x bewirkt es, daB die Amplituden
der Schwingungen selbst sich mit x dndern, also groB sind, wenn x grofB ist,
und klein sind, wenn x klein ist. Die Folge ist, daB die Wellenziige sich zwar
gegen 0 unendlich dicht zusammendringen, aber gleichzeitig an Hohe verlieren,
so daB sie gewissermaBen ersterben, wie eine unendlich feine Kriuselung am
Strand. Die ganze Kurve ist jetzt zwischen den beiden Geraden y = x und
y.= — x eingeschlossen und zeigt folgendes Aussehen?):

H

Figur 18.

Diese Kurve ist im Ursprung stetig. Denn einer kleinen Anderung

von x entspricht jetzt auch eine kleine Anderung von y. Welche Richtung

hat nun die Kurve an der Stelle x = 0? Unter der Richtung verstehen wir
1) Vgl die vorige Fulnote.



ja die Grenzlage, der die Sekante zustrebt, wenn der Punkt P festgehalten
wird, wihrend P, lings der Kurve niher und niher an P heranriickt. Denken
wir uns nun einen Punkt, der sich lings der Wellenkurve gegen 0 herau-
bewegt, dann wird er unendlich oft ganz hinauf und unendlich oft ganz hin-
unter kommen (auf OA, resp. OB liegen) und die Folge davon wird sein, daf3
der Sekantenstrahl unauthérlich in dem Winkelraum A OB hin- und her-
schwankt, ohne sich fiir eine bestimmte Grenzlage zu entschlieBen. Der ein-
zige SchluB, der sich hieraus ergibt, ist der, daB die Kurve im Punkt O keine
Tangente " besitzt, daB sie richtungslos ist, - obwohl sie vollkommen stetig
verlautt.

An diesem Beispiel kann man in der Tat studieren, daB der Wert des
Differentialquotienten ganz davon abhingt, wie man 4 x gegen 0 gehen 148t.

) : - 2 2 2 2
LiBt man A x z. B. die Folge 2 Em’ 9 13

alle Differenzenquotienten 1 und daher auch der Differentialquotient 1 sein.

... durchlauien, so werden

. . 2 2 27 2 .
LiBt man A4 x die Folge 3 7w 1w 15w durchlaufen, .so werden die
Differenzenquotienten — 1 und der Differentialquotient — 1 sein; 148t

) 11 1 1 ) .
man A x die Folge —, —, ~, —, ... durchlaufen, so werden alle Differen-
n’ 27’ 3n° An

zenquotienten 0 und auch der Differentialquotient 0 sein. Durch geeignete
Wahl der Nullfolge hat man es ganz in der Hand, dem Differentialquotienten
jeden beliebigen Wert zwischen 4+ 1 und — 1 zu verleihen.

Man war geneigt, das fiir eine Ausnahmserscheinung zu halten, die
hochstens an einzelnen Punkten eintreten kann. Da iiberraschte Weierstral
die mathematische Welt mit der Entdeckung, dall es Kurven gibt, die iiberall
stetig, aber nirgends differenzierbar sind, die also in jedem Punkt das Ver-
halten unserer Kurve im Ursprung zeigen. Solche Kurven entsprechen
offenbar nicht mehr dem Bild, das uns bei diesem Wort vorschwebt.

Die Idee von WeierstraB beruht ungefihr darauf, einer Wellenlinie
eine feinere zu iiberlagern, dieser eine noch feinere usw. ad infinitum, so
daB Schlielich eine Kurve entsteht, die nirgends ,,glatt” verlautt, sondern
bis ins Unendliche gekriuselt und gefaltelt ist, ahnlich wie die Kurve y = x .

. sin 31; an der Stelle x = 0. Die Entwicklungen von WeierstraB darzulegen
wire zu beschwerlich. Aber zum Gliick sind wir heute in der Lage, mit viel
einfacheren Mitteln Kurven herzustellen, welche das von WeierstraB ent-
deckte Verhalten zeigen. Ein sehr einfaches Beispiel stammt von H. v. Koch:

Wir gehen von der Einheitsstrecke aus und tilgen das mittlere Drittel
mit AusschluB der Endpunkte, die stehen bleiben, Die Liicke ersetzen wir
durch eine Zacke, indem wir iiber dem getilgten Drittel die beiden Seiten
eines gleichseitigen Dreieckes konstruieren. Mit jedem der stehengebliebenen



Streckenziige verfahren wir ebenso: wir tilgen wieder das mittlere Drittel
und ersetzen es durch eine entsprechend kleinere Zacke. Die nebenstehende

Figur zdigt die ersten Stadien dieser
A B Konstruktion. Unbegrenzt fortgesetzt,
; liefert dieses Verfahren eine Kurve, die
stetig und nirgends differenzierbar ist.

DaB die Kurve stetig ist, liegt da-
ran, daB die aufgesetzten Zacken mehr
und mehr an GréBe abnehmen. DaB
sie nicht differenzierbar ist, wollen wir
uns zunichst fiir die Stelle A klar
machen. Wenn wir die Bahn eines Punk-
tes verfolgen, der sich etwa lings des
zuletzt gezeichneten Niherungspolygons
auf A zubewegt, so wird er manchmal

Py P, ’ eine Spitze ‘erklimmen (in P, und.P,),

Figur 19. manchmal bis zur x-Achse hinabtauchen
(in P, und P,). Nun muB sich der
Leser vorstellen, daB8 die .Situation, die er in der Figur im GroBen sieht,
bei Fortsetzung des Verfahrens in jedem Stiickchen wiederkehrt, so daBi
an die Stelle jeder noch so kleinen Strecke wieder ein dhnliches, entsprechend
verkleinertes Abbild der ganzen Figur tritt. Bewegt sich also der Punkt
lings der Kochschen Kurve gegen A, so wird der von A ausgehende Sekanten-
strahl unendlich oft auf- und niederschwanken, zwischen 30° und 0 hin-
und herspielen, ohne sich auf eine bestimmte Gienzlage einzustellen. Viel-
leicht hat der Leser den Eindruck: Aber in der unmittelbaren Umgebung
von A muB} doch die Kurve ein kleines Stiick horizontal verlaufen! Das ist
eine Tiuschung; denn iiber jeder noch so kleinen Strecke, die mit A beginnt,
erhebt sich wieder das Zackenmuster der ganzen Figur, d. h. in jeder noch
so engen Umgebung von A liegen Kurvenpunkte, die in einem Winkelsektor
von 30" verteilt sind. Und ganz analoge Betrachtungen lassen sich fiir jeden
andern Kurvenpunkt anstellen.

DaB solche Verhiltnisse moglich sind, war der fritheren Mathematik ent-
gangen. Man nahm da ohne weiteres an, daB eine stetige Funktion auch
differenzierbar seit). Die Weierstra3sche Entdeckung bedeutete darum eine
schwere Erschiitterung des naiven Vertrauens in die Anschauung. Diese
Erschiitterung regte zu der allgemeinen Frage an: Was ist eigentlich eine
Kurve? Diese Frage gehort zu denen, die leichter aufzuwerfen als zu be-

-+

1) Es herrschte damals in der Mathematik, wie F. Klein sagte, noch der ,,para-
diesische** Zustand, indem man gut und bose, differenzierbar und nichtdifferenzierbar
bei einer stetigen Funktion nicht unterschied.
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antworten sind. Wir wollen versuchen, dem Leser einen Einblick in die
Schwierigkeiten zu geben, auf welche eine prizise Definition stoBt.

Um das Jahr 1880 hat C. Jordan eine Definition auigestellt, die un-
gefihr das wiedergibt, was uns anschaulich vorschwebt. Diese Definition
besagt im Grunde folgendes: Eine Kurve ist das, was ein Punkt bei stetiger
Bewegung durchliuft. Die Bewegung eines Punktes beherrschen wir, wenn
wir von jedem Zeitaugenblick angeben konnen, wo sich der Punkt befindet,
wenn wir also den Ort als Funktion der Zeit kennen. Wenn sich der Punkt
in einer Ebene bewegt, ist der Ort durch zwei Zahlen x, y bestimmt, die
Zeit durch eine Zahl t. Die Bewegung wird also vollstindig beschrieben
sein, wenn ich angebe, wie x und y von t abhingen, d. h. wenn ich x und y
als Funktionen von t gebe

x=g(t)
y = (t).

Dabei sollen die Funktionen ¢ und o eindeutig sein, d. h. in jedem Moment
soll Abszisse und Ordinate der Lage des Teilchens eindeutig feststehen. Von
einer stetigen Bewegung sprechen wir dann, wenn die Funktionen ¢ und o
stetig sind, also das bewegte Teilchen in hinreichend benachbarten Momenten
beliebig benachbarte Raumstellen einnimmt, womit also plétzliche Spriinge
(Verschwinden an einer Stelle und Wiederauftauchen an einer anderen)
ausgeschlossen sind. Nehmen wir an, da die Bewegung in der Zeiteinheit
(sagen wir in einer Minute) vor sich gehe, dann konnen wir t auf das Intervall
von 0 bis 1 beschrinken. Die Definition Jordans lduft dann auf folgendes
hinaus: Eine Kurve ist ein stetiges und eindeutiges Abbild der
Einheitsstrecke. Dagegen miissen wir uns damit abfinden, daB dann
ein Kreis z. B. nicht mehr zu den Kurven gehort, weil er in sich zuriick-
Yiuft, wihrend die Einheitsstrecke zwei Enden hat, Sehen wir von dem letzten
Umstand ab, so scheint diese Definition genau das zu treffen, was uns bei dem
Wort ,,Kurve® vorschwebt. Umso merkwiirdiger ist die Entdeckung Peanos
aus dem Jahre 1890, daB es Gebilde gibt, die eindeutige und stetige Bilder
der Einheitsstrecke sind, die also Kurven darstellen im Sinne Jordans, die
aber im strengen Sinn des Wortes ein ganzes Quadrat erfiillen. Wollte man
so eine Kurve zeichnen, so miiite man eine ganze Quadratfliche schwarz
anfirben — das wire das Bild der Kurve.

Wir wollen nun eine Darstellung dieser merkwiirdigen Kurve geben
und zwar in einer vereinfachten Form, die von Hilbert herriihrt. Das Problem,
das sich Peano und Hilbert gesetzt hatten, war folgendes: Gegeben sind
die Einheitsstrecke und das Einheitsquadrat. Wie kann man diese beiden
Gebilde so aufeinander beziehen, daB jedem Punkt der Einheitsstrecke genau
ein Punkt des Quadrates entspricht und daB die Abbildung stetig ist? An-
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schaulich gesprochen: Denken wir uns einen Reisenden, der in einer Minute
alle Punkte eines Quadrates passieren soll. Wie wird seine Reiseroute aus-
sehen?

Wir teilen die Minute in vier gleiche Teile und ebenso das Quadrat und
richten es nun so ein, daB der Reisende in einer Viertelminute immer gerade
ein Viertel des Quadrates bereist. In der ersten Viertelminute soll er das
erste (Quadratviertel durchwandern, ohne es spiter wieder zu beriihren,
in der zweiten Viertelminute das zweite Quadratviertel usw. Der Leser
wird sagen, daB die Aufgabe dadurch um nichts leichter geworden ist: denn
‘wie soll es der Reisende anfangen, in einer bestimmten Zeit eine ganze Fliche
zu durchfahren? Stehen wir nicht vor genau derselben Schwierigkeit wie zu An-
fang? Nein! Man kdnnte dem folgenden Verfahren das Motto vorsetzen: ,, Du
kannst im GroBen nichts verrichten und fingst es nun im Kleinen an. Wir
setzen den TeilungsprozeB fort, wir teilen also jedes Viertel der Quadratfliche
wieder in vier gleiche Teile, die ganze Quadratfliche also in 16 kleine Quadrate,
die wir mit den Zahlen 1, 2, ... 16 numerieren. Ganz entsprechend teilen
wir auch die Minute in 16 gleiche Intervalle, die ebenfalls die Nummern 1
bis 16 erhalten und ordnen nun jeder Teilstrecke das Teilquadrat mit der
gleichen Nummer zu. Dabei miissen wir nur darauf achten, daf zwei Quadrate
mit aufeinanderfolgenden Nummern eine Seite gemein haben. Durch fort-
gesetzte Wiederholung dieses Verfahrens 1af8t sich die Teilung des Quadrates
und der Strecke beliebig verfeinern. Beim Ubergang zur Grenze verschwindet
nun der Unterschied der Dimension: als Limes ergibt sich ein Punkt, gleich-
viel, ob wir von der Teilung einer Strecke oder von der Teilung einer Fliche
ausgegangen sind.

Das ermdglicht es uns, Strecke und Quadrat in der gewiinschten Weise
aufeinander abzubilden. Zu dem Zweck haben wir dreierlei nachzuweisen:
1. Jedem Punkt der Einheitsstrecke entspricht ein Punkt des Quadrats
(d. h. in jedem Augenblick befindet sich der Reisende an genau einer Stelle
der Fliche). 2. Kein Punkt des Quadrates geht leer aus (der Reisende kommt
iiberall hin). 3. Die Abbildung ist stetig (er bewegt sich in einer zusammen-
hingenden Linie).

ad 1. Wenn wir irgend einen Punkt t auf der Einheitsstrecke heraus-
greifen, so konnen bei fortgesetzter Teilung nur zwei Fille passieren:

a) Fallt der Punkt t immer in das Innere einer Teilstrecke (z.B. t = %*),
so denken wir uns die aufeinanderfolgenden Intervalle markiert, in welche t
bei den sukzessiven Teilungsschritten fillt. Diese werden immer kiirzer und
ziehen sich auf den Punkt t zusammen. Jedem solchen Intervall entspricht
auf Grund unseres Verfahrens ein Teilquadrat, und diese Teilquadrate bilden
eine. unbegrenzt fortsetzbare Folge von Parzellen, die dank unserer Teilungs-

x
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vorschrift - ineinander geschachtelt sind und sich auf einen bestimmten
Punkt q zusammenziehen; dem Punkt t ist dann der Punkt q zugeordnet.

b) Fillt aber t nach einigen Schritten mit einem Teilpunkt zusammen

(z. B. t= 16) dann vereinigen wir die beiden in t aneinanderstoBenden

Teilintervalle und verfahren wie vorhin; der einzige Unterschied ist der,
daB den Doppelintervallen Doppelquadrate entsprechen, die natiirlich wieder
gegen einen bestimmten Punkt q konvergieren. Auf jeden Fall entspricht
einem Punkt der Einheitsstrecke ein und nur ein Punkt im Quadrat.

ad 2. Wir wollen jetzt irgend einen Punkt aus der Quadratfliache heraus-
greifen und weisen nach, da8 ihm mindestens ein Punkt der Einheitsstrecke
entspricht. Damit wird gezeigt sein, da8 unsere Abbildung keinen Quadrat-
punkt ausliBt. Wir unterscheiden wieder zwei Fille:

a) Der Punkt q liegt, soweit man auch die Teilung fortsetzen mag, stets
im Innern eines Teilquadrates. q bestimmt dann eine Folge ineinander-
geschachtelter Quadrate und dieser entspricht eine Folge ineinander-
geschachtelter Intervalle, die sich auf einen bestimmten Punkt t zusammen-
ziehen,

b) Fillt aber q auf den Rand oder gar in die Ecke eines Quadrates, wo
zwei oder mehr Quadrate mit nicht benachbarten Nummern zusammen-
stoBen, dann kénnen wir gegen diesen Punkt von verschiedenen Seiten her
vordringen. Wenn sich der Leser etwa die Skizze eines Quadrates anfertigt,
das in 16 Teile geteilt ist, wie in Abbildung b), S. 127, dann wird er bemerken.
daB im Mittelpunkt drei Quadrate mit nicht benachbarten Nummern zu-
sammenstoBen. Man kann daher von drei verschiedenen Seiten her konver-
gente Prozesse anlaufen lassen, die alle gegen einen und denselben Punkt
tendieren. Ihnen entsprechen offenbar drei ganz getrennte Intervall-
schachtelungen auf der Einheitsstrecke, welche da drei Punkte t,, t,, t, fest-
legen.

In umgekehrter Richtung ist also die Zuordnung nicht eindeutig; in
dem eben erwihnten Fall gibt es drei verschiedene Augenblicke, da der
Reisende an dieselbe Stelle des Quadrates gelangt; das heiBt aber, daB
sich die Bahnkurve iiberschneidet.

ad 3. Die Bahnlinie reiBt nirgends ab. Das ergibt sich eigentlich ganz
von selbst, sobald man sich nur die Art der Abbildung etwas genauer iiber-
legt. Ein AbreiBen des Bahnkurve kénnte ja nur so zustande kommen, da8
der Punkt springt, d. h. daB er sich in knapp aufeinanderfolgenden Zeiten
an ganz verschiedenen Stellen der Fliche befindet. Das ist aber unméglich.
Der Leser stelle sich einmal zwei Punkte auf der Zeitlinie vor, die ganz nahe
benachbart sind. Wenn erf sich die Einheitsstrecke in eine entsprechend
groBe Zahl von Intervallen geteilt denkt, so werden. diese zwei Punkte in das-
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selbe Intervall oder in zwei anstoSende fallen. Dasselbe wird aber dann
von ihren Bildern im Quadrat gelten: - auch diese werden in dasselbe kleine
Teilquadrat oder in zwei angrenzende fallen. Je niher die Punkte auf der
Zeitlinie liegen, desto mehr werden auch ihre Bilder im Quadrat zusammen-
riicken. Nachbarschaft in der Zeit wird also abgebildet in Nachbarschaft
im Raum. :

Durchlduft t die Einheitsstrecke, so beschreibt der Bildpunkt q einen
stetigen, das ganze Quadrat erfiillenden Linienzug. Zur Veranschaulichung
dieser Peanokurve mogen nachstehende Niherungspolygone dienen:

L 3

a
1 2 3 4
—t iy
11311211
15|14 9 |10
2131817
1J4 1516
b
s L]
Figur 20.

Die Polygone geben an, in welcher Reihenfolge die einzelnen Teilquadrate
von der Kurve durchlaufen werden. Wir haben uns vorzustellen, daB jede
geradlinige Strecke bei dem nichsten Niherungsschritt durch einen gebro-
chenen Linienzug ersetzt wird. Die Peanokurve selbst ist das unendlich ferne
Grenzgebilde, dem sich die einzelnen Mianderziige nihern.

Ist diese Kurve differenzierbar? Unter der Tangente wollten wir ja die
Grenzlage der Sekanten verstehen. Denken wir uns nun auf der Quadrat-
flache einen Punkt P markiert und mit einem anderen Punkt P, verbunden.
Was geschieht, wenn P, lings der Kurve gegen P heranriickt? Wir kdnnen
das dadurch bewirken, daB wir mit t, immer niher an t herangehen; wenn
sich t, nach t bewegt, also ein Intervall durchfihrt, wird der zugehérige
" Bildpunkt ein ganzes Flichenstiick durchlaufen. Verbinde ich also P mit P,,
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so. wird der Sekantenstrahl hin- und herschwanken, ohne sich auf eine
Grenzlage einzustellen. Ja er wird, wenn man die Umgebung von t passend
wihlt, in aile Richtungen der Windrose weisen.

Diese Entdeckung hat wohl etwas Paradoxes, und sie wird bisweilen
in einem Ton vorgetragen, als ob wir die Anschauung auf einem Irrtum
ertappt hitten. Man hat in diesem Sinn wohl von einer Krise der Anschauung
gesprochen. Wir wollen daher noch einen Augenblick auf die Frage eingehen:
Triigt die Anschauung, wenn sie za lehren scheint, daB eine stetige, ohne
Knick verlaufende Linie in jedem Punkt eine bestimmte Richtung besitzt?
Ich glaube nicht, daB die vorstehenden Ausfithrungen zu diesem SchluB
berechtigen. Das wird klarer, wenn wir uns iiberlegen, wie sich denn die
Begriffe des Mathematikers zu den uns geliufigen anschaulichen Gebilden
verhalten.

Was ist z. B. eine anschauliche Kurve? Eigentlich bezeichnet man
mit diesem Wort dreierlei: einen Strich, dessen Breite gegeniiber der Linge
zuriicktritt, dann die Grenze zwischen zwei Farbflichen und eine gewisse
Art von Bewegungen {,Kurven laufen). Jedenfalls lernt man den Sinn
dieses Wortes durch eine hinweisende Definition kennen, ebenso wie den
der Worte ,,Strich*, , Draht, ,,Faden usw. D. h., wir nennen , Kurve
alles das, was einem Paradigma (etwa einer gezeichneten krummen Linie)
einigermaBen Ahnlich ist, ohne daB wir die Art der Ahnlichkeit prizisieren,
und daher fehlt diesem Begriff die scharfe Grenze. D. h. es gibt Falle, wo
man schwanken wird, ob man etwas noch eine Kurve nennen soll oder nicht.
Der Begriff ist ebenso diffus umgrenzt wie etwa die Begriffe ,linglich”,
,rundlich*, ,,gezackt’, ,,zerfranst” usw. Bei der Anwendung dieser Worte
st6B8t man auf gewisse Zonen der Unbestimmtheit, die wir als ,,schwebende
Klassen* bezeichnen konnen. Die Begriffe der Mathematik aber sind prizis
definiert.

Wie gelangen wir nun zu einer solchen prizisen Definition? Sehr klar

wird dieser Vorgang in der folgenden Ausfithrung Mengers umschrieben
(,,Dimensionstheorie*, S. 751.):

,,Wenn ein Wort, mit dem man im tiglichen Leben eine Vorstellung
verbindet, in der Wissenschaft durch eine Definition prizisiert werden soll,
so besteht kein AnlaB, sich mit dem tiglichen Gebrauch des Wortes in
Widerspruch zu setzen, d. h. Dinge, welche allgemein mit dem betreffenden
Wort bezeichnet werden, aus dem Begriff auszuschlieBen, oder Dinge,
welche allgemein von der Bezeichnung mit dem betreffenden Wort aus-
geschlossen werden, in den Begriff aufzunehmen. Eine formale Forderung
an die strenge Definition eines der tiglichen Sprache entnommenen Wortes
ist also, daB sie die Prazisierung und Ergénzung des in Grenzfillen
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schwankenden und unvollstindigen Wortgebrauchs darstellt, welche
mit demselben nicht in Widerspruch tritt.

Eine derartige Erginzung und Prizisierung kann nun aber in ver-
schiedener Weise, und zwar nicht nur formal, sondern- (mit Riicksicht auf
die schwebenden Klassen) auch inhaltlich in verschiedener Weise erfolgen.
Beispielsweise konnen gewisse verwickelte Gebilde, fiir welche der einzelne
auf die Frage, ob sie eindimensional seien, keinen Bescheid weiB oder ver-
schiedene Menschen verschiedene Antworten geben, sowohl zu den ein-
dimensionalen Gebilden gerechnet als auch von ihnen ausgeschlossen werden,
ohne daB die Definition deshalb in Widerspruch zum allgemeinen Sprach-
gebrauch tritt. Jede Festlegung auf eine bestimmte Prazisierung enthilt
also ein gewisses MaB von Willkiir, deren Rechtfertignng ausschlieSlich
durch die Fruchtbarkeit der Definition geliefert werden kann. Der Zweck
des Wortes im tiglichen Leben ist die Verstindigung der Menschen unter-
einander; der Zweck einer strengen Definition ist es, den Ausgangspunkt
eines deduktiven Systems zu bilden.*

Halt man sich das vor Augen, so wird man zu der Frage, ob. uns die
Anschauung triigt, wohl eine andere Stellung einnehmen. Der Mathematiker
will ja gar nicht die in der Anschauung vorliegenden Verhiltnisse beschreiben.
Er verwendet ein Begriffssytem, das nur streckenweise mit der Anschauung
parallel geht, sich aber dann wieder von ihr entfernt, so daB man sich nicht
wundern kann, wenn Unstimmigkeiten entstehen. Aber dann ist es un-
billig, dies der Anschauung zur Last zu legen, sondern man sollte sich eher
bemiihen, die anschaulichen Begriffe in ihrer Eigenart besser zu verstehen.
(Vgl. dazu den SchluB des Kapitel 13.) —

Durch die Entdeckung Peanos scheint sich einer der fundamentalsten

Unterschiede zu verwischen, der Unterschied zwischen den Dimensionen.
Wenn eine Kurve eine Fliche erfiilllen kann — wie soll man dann zwischen
ein- und zweidimensional unterscheiden? Dies fiihrt uns auf eine tiefer
liegende Frage, die wir hier wenigstens andeutungsweise erértern wollen.
‘ Wir miissen uns zunichst mit einer merkwiirdigen Entdeckung Cantors
bekanntmachen, nimlich mit der Tatsache, daB sich eine Strecke ein-
eindeutig auf ein Quadrat abbilden liBt, da man also aus einer Strecke
durch blo8e Umordnung ihrer Punkte eine Fliche machen kann. Um
uns etwas praziser auszudriicken, nehmen wir die Einheitsstrecke und
ein Quadrat von der Seiteniinge 1 her und zeigen nun, daB sich die beiden
Gebilde eineindeutig aufeinander beziehen lassen, so daB jedem Punkt der
Strecke genau ein Punkt des Quadrates und jedem Punkt des Quadrates
genau ein Punkt der Strecke entspricht.

Um diesen Beweis zu erbringen, erinnern wir zunichst daran, daf sich
alle reellen Zahlen in Form von Dezimalbriichen schreiben lassen, und zwar
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als unendliche Dezimalbriiche. So ist z. B. %:0'5 =04999 ... In
dieser Form denken wir uns alle Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 dargestellt.

Ein Punkt des Quadrates bedarf zu seiner Bestimmung zweier Zahl-
angaben; am einfachsten verwenden wir seine Abstinde von zwei anstoB8enden
Quadratseiten, die wir x und y nennen. Da der Punkt innerhalb oder am Rande
des Quadrates liegt, werden die Zahlen x und y nur zwischen 0 und 1 liegen;
wir kénnen sie daher wieder als Dezimalbriiche, und zwar als nicht ab-
brechende Dezimalbriiche anschreiben. Einem jeden Quadratpunkt ent-
spricht dann eindeutig ein gewisses Dezimalbruchpaar, und die Menge aller
Quadratpunkte stellt sich dar als Menge aller moglichen Dezimalbruch-
paare x, y. _ ,

Die verlangte Zuordnung wird nun darauf hinauskommen, einem jeden
Dezimalbruch t ein gewisses Dezimalbruchpaar x,y zuzuweisen und um-
gekehrt. Das gelingt durch den einfachen Gedanken, einen gegebenen Dezimal-
bruch in zwei neue Dezimalbriiche zu ,,spalten”, aus denen sich riickwirts
wieder der gegebene Dezimalbruch finden li8t. Um das niker auszufithren,
nehmen wir an, es sei der Dezimalbruch

’ t=0"2a,bja;byazh; ...
vorgelegt; wir bilden nun das einemal aus den ungeraden, das anderemal
aus den geraden Stellen die Dezimalbriiche
x=0'a,3,8;..., y=0"b byb;...
Damit ist gewissermaBen der Dezimalbruch t — oder vielmehr sein Ziffern-
vorrat -— in zwei neue Dezimalbriiche zerlegt, und diese Zerlegung ist nur

. . . 4
auf eine Art moglich. Die Zahl t = {7 = 0363636 ... filhrt z. B. zur
Zerlegung x —0°333 ..., y = 0666 ..., d. h. der Zahl t — |\ entspricht

das Zahlenpaar x = ;, y = ; Deuten wir nun x,y als einen Punkt der
Quadratflache, so ist durch diese Vorschrift jedem Punkt der Einheitsstrecke
genau ein Punkt des Quadrates zugewiesen.

Umgekehrt geh6rt aber auch jedem Quadratpunkt ein Punkt der
Einheitsstrecke zu. Greifen wir namlich aus der Quadratfliche irgend einen
Punkt heraus, so bestimmt er zunichst zwei Abstinde x, y von den Seiten
des Quadrates; diese Abstdnde liegen zwischen 0 und 1, wir kénnen sie daher
als Dezimalbriiche und zwar gleich als nicht-abbrechende Dezimalbriiche
darstellen:

"x=0"3;3,3;, ..., y=0"bbyb; ...
Verschmelzen wir jetzt diese beiden Darstellungen, indem wir aus jhren
' Ziffern den neuen Dezimalbruch
0-a; byagbyazb, ...
komponieren, dann ist das offenbar gerade derjenige Dezimalbruch, dessen



Zerlegung wiedeér auf x und y fiihrt, d. h. es ist der Dezimalbruch t. Vermoge
unseres Verfahrens ist also tatsichlich jedem Punkt der Einheitsstrecke ein
Punkt des Quadrates zugewiesen und umgekehrt. :

Gegen diese Uberlegung 148t sich ein Einwand erheben, den wir uns an
einem Beispiel vor Augen fithren wollen: Welcher 'Quadratpunkt entspricht
dem Punkt

t = 0-33030303 ...?

Offenbar der Punkt
y=0-3333 ...,

Aber nun erhebt sich die Schwierigkeit, daB eine Zahl von der Form x verboten
ist. SchlieBen wir die abbrechenden Dezimalbriiche aus, so erhalten wir also
nicht alle moglichen Werte von t; wenn der eine Punkt das Quadrat durch-
fahrt, so durchliutt der andere Punkt nicht die volle Einheitsstrecke. Diese
Schwierigkeit 148t sich aber nach Konig beseitigen, wenn wir unter a,, a,, . . .
by, by, ... nicht die Ziffern, sondern gewisse Ziffernkomplexe, gleichsam die
., Molekiile“ des Dezimalbruches verstehen, indem wir immer eine von 0
verschiedene Ziffer des Dezimalbruches mit allen ihr etwa vorangehenden
Nullen zusammenfassen. Gruppieren wir also die Ziffern von t in der nach-
stehenden Weise
, _ t=0-3]3,03/03/03 ...
so erhalten wir durch Aufteilung

x=0-30303 ...

v=0-30303 ...

Jetzt kann jede Zahl t in dei geschilderten Weise zerspalten werden, ohne
daB abbrechende Dezimalbriiche entstehen, Strecke und Quadrat sind also
eineindeutig aufeinander abgebildet.

Die Entdeckung von Cantor erscheint deshalb paradox, weil man bis
dahin immer geglaubt hatte, eine Pliche miiBte unendlich viel mehr Punkte
enthalten als eine Gerade. Da der Leser sich mit dem Beweis vielleicht nicht
abfinden und eher das Gefiithl haben wird, daB in winserer Uberlegung irgend
ein Trick enthalten ist, den er nicht durchschaut — Schopenhauer hat dies
MiBtrauen einmal ausgedriickt mit den Worten: ,,DaB alles so sei, muf3 man,
durch den Satz vom Widerspruch gezwungen, zugeben: waium es aber so ist,
erfihrt man nicht. Man hat daher fast die unbehagliche Empfindung wie nach
einem Téscheﬁspielerstréich. Oft schlieBt ein apagogischer Beweis alle Tiiren;
eine nach der andern, zu, und 1Bt nur die eﬁne offen, in die man nun blo8
deswegen hinein muB' — so wollen wir noch ein paar Worte dariiber sagen.
Das Verbliiffende besteht ja darin, daB uns der Beweis zeigt, dal man aus den
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Punkten einer Strecke ein Quadrat machen kann, wihrend doch die Punkte
der Strecke nur einen unendlich kleinen Teil der Punkte des Quadrates
bilden. Sollen wir einem Beweis trauen, der zu so abstrusen Konsequenzen
fithrt?

Uberlegen wir uns die Sache noch einmal! Es ist schon wahr, dafl der
Teil kleiner ist als das Ganze, so lange wir uns auf endliche Mengen
beschrianken. Ob aber der Satz avch noch fiir unendliche Mengen gilt,
steht von vornherein gar nicht fest, weil wir hier auf ein ganz neues Gebiet
iibergegangen sind und ja noch gar nicht wissen; was wir unter ,gleich®,
,.groBer”, | kleiner* zu verstehen haben. Man muB diese Begriffe vielmehr
von neuem definieren, und tut man das, so zeigt es sich, daB hier fiir die
Beziehung des Ganzen zum Teil nicht mehr die alten Gesetze aufrechterhalten
werden kénnen. Die unendlichen Mengen miissen sich eben irgendwie von
den endlichen unterscheiden und schon darum darf man nicht erwarten,
alle Eigenschaften der letzteren unterschiedslos bei der -ersteren wieder-
zufinden. Uberlegt man sich das, so verschwindet das Erstaunen dariiber,
daB der uralte Satz ,,Der Teil ist kleiner als das Ganze* fiir unendliche Mengen
nicht mehr gilt. Ja fiir die unendlichen Mengen ist es geradezu charakteristisch,
daB sie diesen Satz verletzen. Dedekind kam so auf den geistvollen Gedanken,
das Unendliche gerade durch diese seine paradoxe Eigenschaft zu definieren:
ein System von Dingen ist unendlich, wenn es sich Glied fiir Glied auf einen
Teil seiner selbst beziehen 1i0t. Man e1miBt den Fortschritt dieser Definition:
wihrend alle fritheren Erklirungen im Unendlichen immer nur etwasNegatives,
das Nichtendliche erblickten, ist hier das Unendliche zum ersten Mal durch
eine positive innere Eigenschaft charakterisiert.

Doch damit genug von den unendlichen Mengen! Fragen wir jetzt: Ist
die von Cantor aufgefundene Abbildung stetig? Das werden wir sofort er-

kennen, wenn wir das Verhalten der Abbildung etwa an der Stelle t _—_%

untersuchen. Schreibt man t in der Form

t=049999 ..,
so ergibt die friither beschriebene Zerlegung
T ox=0499 ...
y=0999 ..,

1
d. h. dem Punkt t =  ist im Quadrat der Punkt g, mit den Koordinaten

(%, 1) zugeordnet. Was geschieht nun, wenn t nur ganz wenig iiber diesen
Betrag hinauswichst? Setzen wir den Fall, t sei 0-50000111 ...; dann ist
x == (r500111 , ..
y = 000111 ... .



Der Bildpunkt macht also, wenn t darch den kritischen Wert ; hindurchgeht,

einen Sprung von dem oberen Quadratrand auf den unteren (in der Figur
von q, nach q,). Solche Spriinge finden sich iiberall, wo t ein Dezimalbruch
ist, der in lauter Neunen ausliuft, also itberall dort, wo
J1 t auch als abbrechender Dezimalbruch geschrieben
werden kann, und diese Zahlen sind dicht gesit. Deutet
man t als Zeit, so bewegt sich der Punkt q ganz und
gar nicht stetig, sondern durchzuckt das Quadrat, wenn
man sich so ausdriicken darf.
Vergleichen wir nun die Abbildungen von Peano
und Cantor! Die Abbildung von Peano ist

dz2
Figur 21.

1. eindeutig in der Richtung von der Strecke auf
das Quadrat (d. h. einem Punkt der Einheitsstrecke entspricht genau ein
Punkt im Quadrat);

2. mehrdeutig in der Richtung vom Quadrat auf die Einheitsstrecke
(d. h. einem Punkt des Quadrates entsprechen im allgemeinen verschiedene
Punkte der Einheitsstrecke);

3. stetig.
Die Abbildung von Cantor ist
1. eindeutig in der Richtung von der Strecke auf das Quadrat,

2. eindeutig in der Richtung vom Quadrat auf die Strecke, also ein-

deutig, aber

3. unstetig.

Man sieht: ist die Abbildung stetig, so ist sie nicht eindeutig; ist sie
eindeutig, so ist sie nicht stetig. Ist das vielleicht nur Zufall? Solite es nicht
gelingen, eine Abbildung zu ersinnen, die beide Vorziige in sich vereinigt,
die eineindeutig u n d stetig ist? Da ist nun das Merkwiirdige, da8 das durch-
aus nicht geht. Jiirgens hat einen sehr einfachen Beweis dafiir gefunden,
den wir hier mitteilen wollen. Nehmen wir an, es gibe eine Abbildung der
Strecke auf das Quadrat, die eineindeutig und stetig ist; wir werden dann
zeigen, daB diese Annahme auf einen Widerspruch fithrt. Greifen wir namlich
aus der Quadratfliche zwei Punkte q,, g, heraus. Nach Voraussetzung
entsprechen ihnen auf der Einheitsstrecke die Punkte t, und t,. Bewegt sich
nun auf der Quadratfliche ein Punkt lings irgend eines Weges stetig von q,
nach q,, z. B. lings des Weges I, so miiBte nach Voraussetzung auch der
zugehdrige Punkt auf der Einheitsstrecke stetig von t, nach t, wandern,
also das ganze Intervall zwischen diesen beiden Punkten durchlaufen. Wie
nun, wenn der Quadratpunkt statt der Route, die er gewahlt hat, irgendeine



andere eingeschlagen hatte, die ihn auch von q, nach q, fiihrt, z. B. die
Route II’ Dann miiBte der zugehonge Punkt ebenfalls das ganze Intervall
von t, bis t, durchlaufen. Dieses Intervall wiirde also
auf zwei verschiedene Linienstiicke des Quadrates
q, I abgebildet, entgegen der Annahme, daB einem Punkt
\ N\ der Strecke nur ein Punkt im Quadrat entsprechen
soll. Wollen wir also die Stetigkeit durchsetzen, so
miissen wir die Eineindeutigkeit opfern.

Als abschlieBendes Ergebnis dieser Forschungen
kristallisierte sich der beriihmte Satz von der In-

Figur 22. varianz der Dimensionalzahl heraus, dessen erster

Beweis von L. E. J. Brouwer (1911) stammt. Danach

kann man ein Stiick eines k-dimensionalen Kontinuums eineindeutig und

stetig wieder nur auf ein Stiick eines k-dimensionalen Konitinuums abbilden,
niemals auf ein Stiick eines m-dimensionalen, wenn m = k.

-Ausgegangen sind wir von der Frage: Wie soll man den Unterschied
zwischen Kurve und Fliche begrifflich fassen? Die Antwort, welche noch
Riemann und Helmholtz gegeben hatten: daB ein Punkt auf einer Kurve
durch eine Koordinate, ein Punkt auf einer Fliche durch zwei Koordinaten
charakterisiert ist — diese Antwort 16st die Frage nicht vollstindig. Denn
heute muB man sagen, daB es willkiirlich ist, wie viele Koordinaten man
verwenden will. Will man die Punkte eines Quadrates nur voneinander
unterscheiden, sie mit Eigennamen versehen, so kommt man mit einer
einzigen reellen Koordinate aus. Was Riemann und Helmholtz vorschwebte,
ist offenbar, daB die Verteilung der Zahlen iitber die Punkte stetig sein soll:
dann braucht man fiir den Fall der Fliche in der Tat zwei Koordinaten,
nicht mehr und nicht weniger.

Die Frage: ,,Was ist eine Kurve?* hat aber damit noch keine Beant-
wortung gefunden. Denn wenn man z. B. sagen wollte, die Kurve sei einein-
deutiges und stetiges Bild der Einheitsstrecke, so wiirde man die in sich
zuriicklaufenden, die sich iiberschneidenden und die sich verzweigenden
Kurven ausschliefen; aber auch Gebilde, wie das in Fig. 17 dargestellte, das
doch jeder als linienhaft bezeichnen wird. Die Aufgabe, den Kurvenbegriff
allgemein zu charakterisieren, wurde nach einer Vorgeschichte, die sich an
Bolzano, Poincaré und Brouwer kniipft, definitiv von Menger und Urysohn
gelost. Mit wenigen Worten kann man die Ldsung so andeuten: Das wesent-
lichste Merkmal der Kurve ist ihre Eindimensionalitit. Diese Angabe er-
fordert die Erklirung des Begriffs der Dimensionszahl. Denken wir uns
irgendein geometrisches Gebilde (eine Punktmenge M) in unserem eukli-
dischen Raum. Dieses kann an verschiedenen Stellen eine verschiedene
Dimensionszahl haben; z. B. wenn aus einem Kérper Flichen hervorwachsen
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wie Blatter aus einem Stamm, von denen wieder Kurven ausgehen wie
Stacheln. Wir wollen nun versuchen zu erkliren, was es heiBit, daB so ein
Gebilde in einem bestimmten Punkt die Dimensionszahl 1, 2 oder 3 besitzt.
Zu diesem Zweck stellt Menger') folgendes Gedankenexperiment an:
Wie kann man den Punkt mit seiner in M liegenden Umgebung aus dem
ibrigen Raum herauslésen? Liegt der Punkt im Inneren eines drei-
dimensionalen Gebildes (etwa eines Holzkérpers), so wird man mit einer
Sige den iibrigen Kérper entfernen und zu diesem Zweck eine ganze
Fliche durchsigen miissen; liegt er in einem zweidimensionalen Gebiet
(etwa auf einer Blattfliche), so wird man mit einer Schere die Um-
gebung herauslésen, indem man eine Kurve durchschneidet; liegt er auf
einem eindimensionalen Gebilde (einem diinnen Stachel), so braucht man
den Stachel nur in zwei Punkten (oder jedenfalls in endlich vielen) zu durch-
zwicken. Das heit aber: eine Menge ist in einem Punkt 3 dimensional,
wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses Punktes innerhalb der Menge
gibt, deren Grenze 2 dimensional ist; eine Menge ist in einem Punkt
2 dimensional, wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses Punktes innerhalb
der Menge gibt, deren Grenze 1 dimensional ist ; eine Menge ist in einem Punkt
1 dimensional, wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses Punktes innerhalb
der Menge gibt, deren Grenze 0 dimensional ist (in gewdhnlicher Ausdrucks-
weise: die aus einzelnen Punkten besteht); eine Menge ist in einem Punkt
0 dimensional, wenn es beliebig kleine Umgebungen dieses Punktes in der
Menge gibt, deren Grenze (— 1) dimensional ist; und (— 1) dimensional
soll nur die leere Menge sein, d. h. die Menge, die kein Element enthilt.
Manssieht, wie hier durch ein rekursives Verfahren die Dimensionszahl von einem
absoluten Anfangspunkt aus— dem Begriff (—1) dimensional — definiert wird.

Diese Gedanken sind ein Beispiel fiir eine eigentiimliche Klasse geo-
metrischer Untersuchungen, bei denen es sich nicht um das Studium von
Lingen und Winkeln handelt, auch nicht um Tatsachen, die mit den Begriffen
gerade oder krumm zusammenhingen, sondern allein um Eigenschaften, die
bei stetigen und eineindeutigen Transformationen erhalten bleiben. Der
Leser denke sich eine Figur auf einer Gummifliche gezeichnet und nun die
Fliche beliebig verzerrt, ohne daB sie zerreiBt oder daB Neuberiihrungen
auftreten. Alle Lingen und Winkel werden sich dabei dndern, eine Gerade
mag in eine noch so kritzelige Kurve verzerrt werden, und doch zeigt es
sich, daB dabei ganz bestimmte andere Eigenschaften erhalten bleiben,
z. B. die Dimensionszahl. Die Topologie studiert nun gerade diejenigen
Eigenschaften eines Raumgebildes, die bei beliebigen Verzerrungen dieser Art
invariant bleiben. Doch das leitet uns zu einem neuen Gedankengang hiniiber.

1) Dimensionstheorie, S. 78.



Anhang: Was ist Geometrie?

Wenn der Laie gefragt wiirde, was er unter Geometrie versteht, so wird
er vielleicht etwas sagen wie: Die Wissenschaft von den Eigenschaften der
Raumgebilde oder auch: von den geometrischen Eigenschaften. Aber wenn
er nun aufgefordert wiirde, den Begriff der geometrischen Eigenschaft genauer
zu umgrenzen, so wird er merken, da seine Antwort noch nicht hinreichend
ist, sondern daB eben hier ein neues Problem einsetzt: Ist jede riumliche
Eigenschaft zugleich eine geometrische? Wir wollen sehen! Finde ich etwa
beim Messen einer Strecke, daB sie !/, m lang ist, so ist das gewiB eine Eigen-
schaft dieser Strecke; aber niemand wird das Aufsuchen solcher Eigen-
schaften der Geometrie zuschreiben. F. Klein hat diesen Punkt einmal sehr
drastisch erldutert durch den Ausspruch eines Kollegen, der behauptet hatte:
wenn man von einem Dreieck den Mittelpunkt des Inkreises und den Mittel-
punkt des Umkreises markiert, so liegt der zweite immer 3 mm 8stlich vom
ersten; er habe sich durch wiederholte Messungen davon iiberzeugt. Wenn
ein solcher Satz wahr wire, so wiirde er eine Tatsache der Topographie oder
Geographie beschreiben. Ein Lehrsatz iiber das gleichseitige Dreieck dagegen
ist ein Satz ganz anderer Art: er spricht eine Tatsache aus, die nicht nur
dieses eine Mal, sondern allemal zutrifft, er ist richtig nicht nur fiir diese
eine Figur, sondern fiir eine Klasse von Figuren. Fragt man, was denn den
Figuren einer Klasse gemeinsam ist, so lautet die Antwort: ihre Ahnlichkeit.
Wir sehen erstens ab von der Lage, welche die Figur im Raum einnimmt,
und zweitens von ihrer GroBe; d. h. wir fassen nur diejenigen Eigenschaften
ins-Auge, welche die Figur mit allen anderen der Klasse teilt. Was nicht
allen Figuren einer Klasse zukommt, verdient nur ein individuelles Interesse
und scheidet aus der Geometrie aus.

Was unter einer Klasse von Figuren zu verstehen ist, das hingt von uns
ab, und in diesem Gedankengang kommt man leicht dazu, verschiedene
,,Geometrien” zu unterscheiden, je nach der Klasseneinteilung, die man
trifft. In unserem Beispiel entstehen alle Figuren einer Klasse, wenn man eine
von ihnen herausgreift und sie zwei Arten von Umformungen unterwirft:
einer Bewegung im Raum und einer Ahnlichkeitstransformation, d. h. einer
VergroBerung oder Verkleinerung bei Erhaltung der Form. (Bei raumlichen
Gebilden tritt noch die Spiegelung hinzu, die z. B. einen rechten Handschuh
in einen linken @berfithrt.) Nun kann man aus einer Figur auf mancherlei
:andere Weise neue herleiten, z. B, durch Zentralprojektion. Photographieren
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wir eine auf der Tafel gezeichnete Figur von der Seite, so erhalten wir ver-
schiedene Bilder, die im allgemeinen nicht mehr #hnlich sind. Denken wir
uns nun die Figur auf alle erdenkliche Weise projiziert, so entsteht eine
neue Klasse von Figuren, umfangreicher als die frithere, und wir kénnen
nun zusehen, ob wir Eigenschaften finden, die allen Figuren einer solchen
Klasse gemeinsam sind. DaB es tatsichlich solche Eigenschaften gibt, ist

leicht zu sehen. Der Leser zeichne sich

A . 8 irgend zwei Gerade auf und wihle auf
N - C jeder drei Punkte, die der Reihe nach

\, \\\/," ‘\\/,:,” A, B, C, resp. A’, B, C’ heiBen mégen.
NNy N Verbindet er nun die Punkte krenzweise

//i\& e ‘\:7':\_ ....... ~  miteinander (d. h. A mit B’, A’ mit B;
TN AN A mit C', A’ mit C; B mit C’, B’ mit
4::’/ \\_ “\\‘_ C), und markiert er die drei Schnitt-
A B’ C' punkte, so wird er finden, daB sie auf
Figur 23. einer Geraden liegen. Diese Eigenschaft

bleibt unzerstért, wenn man die ganze
Figur photographiert. Bei der Formulierung dieses Satzes kommt es offenbar
nicht auf die Lingen oder die Winkel in der Figur an, sondern nur darauf,
daf gewisse Punkte auf einer Geraden liegen. Mit der Untersuchung dieser
Eigenschaften befalt sich die ,projektive Geometrie“. Auf diesem
Standpunkt spricht der Satz von dem gleichseitigen Dreieck keine geo-
metrische Eigenschaft mehr aus, ja es ist bei der projektiven Denkart gar
nicht mehr méglich, das gleichseitige Dreieck vor den anderen Dreiecken
auszuzeichnen. Die Eigenschaften, welche die projektive Geometrie an den
Tag hebt, sind mit dem Raumgebilde inniger verkniipft und viel weniger
leicht zerstorbar als die Eigenschaften, welche die gewdhnliche Geometrie
behandelt. .

Hitten wir statt des Photographierens das Umformen durch Parallel-
projektion gewahlt, so wiren wir auf eine andere Geometrie gestoBen, die
zwischen der gewdhnlichen und der projektiven eine Mittelstellung einnimmt :
es ist dies die affine Geometrie. Der Leser denke sich im Raum zwei
beliebige Ebenen. Auf die erste Ebene sei irgendeine Figur gezeichnet; welche
Eigenschaften dieser Figur bleiben erhalten, wenn man sie durch Parallel-
strahlen auf die zweite Ebene iibertragt? Wenn die Figur ein Kreis ist, so
wird sie in eine Ellipse iibergehen. Kreis und Ellipse sind vom Standpunkt
der affinen Geometrie nicht mehr zu unterscheiden. Die projektive Geometrie
geht noch weiter, indem sie auch noch die Parabeln und Hyperbeln in die-
selbe Klasse wirft, denn diese gehen durch Projektion auseinander herwor.
Steigt man also von der gewdhnlichen oder der ,,metrischen” Geometrie iiber .
die affine zur projektiven auf, so verschwinden mehr und mehr die Unter-

10  waimnann: Einfihrung. 137



schiede der Figuren und statt dessen treten die tiefer liegenden, allgemeineren
Wesensziige hervor. Es ist, als ob man von einem Gegenstand immer weiter
zuriicktrite: die Einzelheiten flieBen zusammen und wir gewahren nur mehr
die groBen Linien.

Will man diesen Gedanken schirfer umreiBen, so mui man den funda-
mentalen Begriff der Gruppe heranziehen. So nennt der Mathematiker
gewisse Systeme von Operationen, die in sich geschlossen sind. Betrachten
wir zur Erliuterung eine Kugel, der ein Tetraeder eingeschrieben ist und
fassen wir diejenigen Kugeldrehungen ins Auge, die das Tetraeder in sich
iiberfithren. Der Leser wird leicht feststellen, daB es genau 12 solche Drehungen
gibt. Fiihrt man zwei solche Drehungen hintereinander aus, so ergibt sich
wieder eine Drehung derselben Art. Das Hintereinanderausfiihren zweier
Drehungen wollen wir ihre Zusammensetzung nennen. Unsere 12 Drehungen
haben nun die Eigenschaft, daB man durch Zusammensetzung immer wieder
eine dieser Drehungen erhilt, daB man also aus dem Kreis dieser 12 Opera-
tionen nicht heraustreten kann. Das ist die wichtigste Eigenschaft einer
Gruppe. Bei den verschiedenartigsten Untersuchungen sind die Mathematiker
auf solche merkwiirdige Organismen gestoBen und haben allmihlich ihre
Eigenschaften herausgeschilt. Die vollstindige Definition lautet: Eine
Gruppe ist ein System von Dingen — etwa Operationen — in endlicher oder
unendlicher Anzahl, die folgenden fiinf Forderungen geniigen:

1. Es soll eine Vorschrift bestehen, nach der zwei Dinge zu einem zu-
sammengesetzt werden kénnen. Wir pennen die Dinge die Elemente und
bezeichnen sie mit A, B usw., die Zusammensetzung nach Art der Multipli-
kation mit A .B. Die erste Forderung besagt nun, daB die Zusammen-
setzung A . B eindeutig sein soll.

2. Das Element A .B soll wieder demselben System angehéren: man
soll also aus dem System nicht heraustreten konnen, wie immer man die
Elemente zusammensetzt.

3. Die Zusammensetzung soll assoziativ sein, d. h. es soll A. (B .C) =
= (A .B).C sein. Kommutativitit wird dagegen nicht gefordert.

4. Es soll in unserem System ein bestimmtes Element E geben, das,
mit jedem beliebigen anderen Element zusammengesetzt, dieses Element
wiedergibt, fir das also die Beziehung giit: A.E=E.A=A. (Das
Element E heiBt , Einheitselement’, da es bei der Zusammensetzung der
Elemente eine dhnliche Rolle spielt wie die Zahl 1 bei der Multiplikation
von Zahlen.

5. Zu jedem Element A soll es ein inverses Element A geben, so daB
A.A=A.A=E ist
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Ein Beispiel einer Gruppe ist die Gesamtheit der Bewegungen im Raum;
denn zwei Bewegungen setzen sich wieder zu einer Bewegung zusammen
und jede Bewegung kann durch eine inverse riickgingig gemacht werden:
das Einheitselement entspricht dabei der Ruhe als dem Grenzfall der Be-
wegung.

Kehren wir nun zur Betrachtung der verschiedenen Geometrien zuriick,
so finden wir, daB die riumlichen Transformationen, die eine bestimmte
Klasse von Figuren erzeugen, gerade immer eine Gruppe bilden. So sind
es die Bewegungen, die Ahnlichkeitstransformationen und der ProzeB der
Spiegelung, welche die elementar-geometrischen Eigenschaften eines Raum-
gebildes ungeindert lassen. Diese Transformationen (sowie alle weiteren,
die sich aus ihnen zusammensetzen) bilden eine Gruppe, die man als Haupt-
gruppe der riumlichen Transformationen bezeichnet. Man kann nun sagen:
Die gewohnliche Geometrie faBt solche Eigenschaften ins Auge, die invariant
bleiben gegeniiber allen Transformationen der Hauptgruppe. Damit hat
das, was man sonst mehr gefiihlsmiBig als ,,wesentliche Eigenschaft eines
Raumgebildes ansieht, im Gegensatz zu einer ,,zufilligen’’, eine exakte For-
mulierung erfahren.

Ersetzt man die Hauptgruppe durch eine umfassendere, so bleibt nur
ein Teil der Eigenschaften invariant. Fiigt man die Parallelprojektionen
hinzu, so entsteht die affine Gruppe, nimmt man auBerdem die Zentral-
projektionen auf, so entsteht die projektive Gruppe, die in der affinen,
resp. projektiven Geometrie ganz dieselbe Rolle spiclt wie die Hauptgruppe
in der ,metrischen’ Geometrie. Je umfassender die Gruppe ist, die wir
ansetzen, desto mehr dringen wir in die Tiefe. Die Eigenschaften, welche
die metrische Geometrie erforscht, sind am leichtesten zerstorbar, sie liegen
in der obersten Schicht. Die affinen Eigenschaften liegen schon tiefer, die
projektiven noch tiefer. Bei dieser Auffassung erscheint die Gruppe als das
Fihrende: Ein Typus geometrischen Forschens entsteht erst, wenn eine
Mannigfaltigkeit und in ihr eine Gruppe von Transformationen gegeben ist.
Wir konnen mit Felix Klein, der diese Gedanken zuerst in seinem , Erlanger
Programm* ausgefithrt hat, sagen: Jede Geometrie ist Invarianten-
theorie beziiglich einer bestimmten Gruppe.

Hier erdffnet sich uns ein Ausblick auf eine unendliche Reihe von Geo-
metrien, die sich ergeben, wenn man die Hauptgruppe nach verschiedenen
Richtungen erweitert. So kann man von der metrischen Geometrie aus-
gehend, zur ,,Geometrie der reziproken Radien” gelangen. Man faBt hier
nur solche Eigenschaften einer Figur auf, die auBer bei den Transformationen
der Hauptgruppe auch noch bei der Spiegelung an einem festen Kreis (der
Abbildung durch reziproke Radien) erhalten bleiben. Dabei zeigt es sich
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z. B., daB Gerade und Kreise ineinander iibergefiihrt werden, so daBl man diese
beiden Arten von Figuren in eine Klasse vereinigen muf.

SchlieSlich fiihren wir einen letzten Schritt aus und erheben uns zur
Geometrie aller ein-eindeutigen und stetigen Punkttransfornationen. Hier
sucht man das Bleibende gegeniiber beliebigen stetigen Verzerrungen. Von
diesem Standpunkt aus sind z. B. eine Kugel, ein Wiirfel und eine Pyramide
nicht wesentlich verschieden; jedes dieser Gebilde kann durch eine stetige
Verzerrung in das andere iibergefiihrt werden. Dagegen gehdren z. B. eine
Kugel und ein Torus (ein Pneumatikschlauch) ganz verschiedenen Kérper-
klassen an: es ist offenbar unméglich, das eine Gebilde stetig durch eine Reihe
von Zwischenformen in das andere {iberzufithren. Die Eigenschaften, die
jetzt zutage treten, bilden den Gegenstand der Topologie. Ein Lehrsatz
der Topologie sagt z. B., daB Knoten weder im 2- noch im 4-dimensionalen
Raum moglich sind, sondern nur im 3-dimensionalen. Ein anderes Beispiel
einer topologischen Eigenschaft kénnen wir uns an dem Mobius’schen Band
klarmachen. Der Leser nehme einen Papierstreifen, biege seine beiden
Enden zusammen, so daBl ein geschlossener Ring entsteht, verdrehe aber
vorher das eine Ende um 1809 so daB die Vorderseite des Streifens in die
Riickseite iibergeht — er erhilt dann eine Fliche, welche nur eine Seite
hat. Ein Wanderer, welcher sich auf dieser Fliche bewegt, wiirde nach
einem Umlauf zwar an dieselbe Stelle zuriickkommen, sich aber nun auf der
entgegengesetzten Seite des Papierstreifens befinden, so da8 eine Unter-
scheidung zweier Seiten der Fliche keinen Sinn mehr hat. Es ist klar, daB
diese Eigenschaft gegeniiber beliebigen stetigen Umformungen invariant
bleibt und da8 die Unterscheidung von einseitigen und zweiseitigen Flichen
eine topologische Bedeutung hat. Um auch eine Fragestellung auf diesem
Gebiet zu nennen, sei der ,,Vierfarbensatz* zitiert: Die Geographen haben
empirisch gefunden, daB, wie immer die politische Karte eines Erdteils
aussieht, vier Farben zur Unterscheidung der verschiedenen Staaten geniigen.
Ein exakter Beweis fiir diesen Satz konnte bisher nicht erbracht werden.

Geht man noch weiter zu den allgemeinsten ein-eindeutigen Punkt-
transformationen, so hat man den Standpunkt der Mengenlehre erreicht.
Von diesem Gesichtspunkt ist auch der Unterschied der Dimensionen ver-
schwunden: eine Strecke, eine Fliche, ein Kérper kénnen Punkt fiir Punkt
aufeinander abgebildgt werden, sind also nur verschiedene Reprisentanten
einer Klasse. Von der ganzen reichen Welt geometrischer Gestalten bleiben

jetzt nur ganz wenige Ziige iibiig, so der Unterschied zwischen endlichen
und unendlichen Punktmengen.

Der Begriff der Dimension gehort dem Begriffssystem der Topologie
an, und wir erkennen nun klarer, warum er bei den allgemeinsten, auf die
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eineindeutigen Transformationen gerichteten Untersuchungen Cantors keine
Stelle hat. .

In der Reihe der Geometrien steht also an dem einen Ende die metrische
Geometrie (oder eigentlich die Topographie, die jedes riumliche Gebilde
individuell auffaBt), am anderen Ende die Mengenlehre. Jeder anderen
Geometrie kommt ein bestimmter Platz zwischen diesen Extremen zu.
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13. Die reellen Zahlen.

Ab und zu erscheinen populire Schriften, in denen die Frage aufgeworfen
wird, ob denn die irrationalen Zahlen iiberhaupt existieren; sie sind ein
Nachhall aus einer fritheren Periode der Wissenschafit, in der die Natur dieser
Zahlen noch in geheimnisvollem Dunkel lag. Und in der Tat kann man
gut verstehen, was zu solchen Zweifeln Anlall gibt. Uberlegungen, wie die
im vorigen Kapitel angestellten, sind nicht leicht zu verstehen. Wir sprachen
dort z. B. von Intervallschachtelungen, die sich auf einen Punkt zusammen-
ziehen. Diese Sprechweise stellt, genau genommen, eine starke Zumutung
an unser Denken dar. Wenn ich aus einer Strecke eine andere herausschneide,
aus dieser wieder eine usf., so erhalte ich doch immer wieder eine Strecke.
Es ist durchaus nicht zu entdecken, wie aus der Strecke ein Punkt werden
soll. Die Kluft zwischen beiden scheint immer die gleiche zu bleiben. ,,Gro83
oder klein sagt P. du Bois Reymond!), ,,bleibt die Strecke immer eine Strecke
zwischen zwei rationalen Punkten. Lassen wir nun plétzlich ohne logische
Begriindung an die Stelle der Strecke €en Punkt treten, so ist dies ein
Akt, bei dem wir offenbar willkiirlich eine neue Vorstellung einfiihren, sie
unvermittelt auf die erste folgen lassen und genau das vorweg nehmen, was
bewiesen werden sollte. Ein allmihliches Zusammenfallen zweier Punkte,
wie man dieses Geschehen auch wohl bezeichnet findet, ist vollends Unsinn.
Die Punkte sind entweder durch eine Strecke getrennt, oder es ist nur ein
Punkt da, ein Mittelding gibt es nicht*.

Dies ist eine ernste Schwierigkeit. Der entscheidende Punkt liegt in
der Frage: LiBt sich beweisen, daB sich eine Intervallschachtelung auf
einen Punkt zusammenzieht? Oder ist sein Dasein eine bloBe Hypothese?
Wir werden indes in dieser Frage einen anderen Standpunkt beziehen. Wir
werden nimlich lernen, diese Intervalischachtelungen selber als
Zahlen aufzufassen. Aber um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir uns
zuvor mit einer etwas bescheideneren Frage beschiftigen.

Wir hatten erkliart: Eine Folge a), a,, a; ... a,, ... ist konvergent,
wenn es eine Zahl a gibt, der sich die Glieder der Folge unbegrenzt nihern.
Diese Definition ist zwar in Ordnung, doch leidet sie an einem Ubelstand:
sie setzt voraus, daB wir den Grenzwert kennen. Nun ist es oft viel
schwieriger, den Grenzwert anzugeben, als das Verhalten der Folge zu priifen.

1) Die allgemeine Funktionentheorie, 1882, S. 61.
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Der Leser wird, wenn er sich das Bild der Folge 8 auf S.103 vor Augen hilt,
sofort den Eindruck der Konvergenz haben, obwohl er vielleicht nicht im-
stande ist, den Grenzwert zu berechnen. Es ist daher wiinschenswert, den
Begriff der Konvergenz von dem des Grenzwertes loszulésen. DemgemiB
stellen wir uns die Frage: LaBt sich der Begriff der Konvergenz so fassen,
daB sich auf Grund des Verhaltens der Zahlenfolge allein entscheiden liBt,
ob sie konvergiert?

Das ist in der Tat moglich. Nehmen wir an, die Zahlenfolge a,, a,,
ag, ... 2 . konvergiere gegen den (rationalen) Grenzwert a. Dann 148t

1’

sich ein Index N angeben, von dem ab
[a—a, | < ; wenn n > N.
Fiir jedes weiter drauBen liegende Glied a, , gilt erst recht
—a, p]< ;; , wenn n > N.

Aus diesen beiden Beziehungen kann man nun eine neue herstellen, aus der
die Zahl a herausfillt. Betrachten wir namlich die Differenz a, —a, ;
diese Differenz wird nicht gedndert, wenn wir a hinzufiigen und wieder weg-
nehmen; es ist also
Ay — 8 p =3, — 2 +a— an+p = (a" an~‘rp) - (a'— an)~

Bilden wir nun den absoluten Betrag dieses Ausdrucks und beherzigen wir
die Bemerkung von S. 110, so ist

|8, —a,

‘ (a_—'an-ep)_— (3———311)§

A<} a—a, ) + a—a,
£ €
< 9 -+ 9 = &.
Folgen, die dieses Verhalten zeigen, wollen wir konvergent nennen. Die
Definition lautet somit:
Die Folge a,, a,, ... a, ... heiBt konvergent, wenn

n

a,—a,., < ¢& wofern nur n > N ist.

Das ist ein immanentes Kriterium, d. h. ein Kriterium, das sich nur auf
die Glieder der gegebenen Folge bezieht und nicht ein Hinausschreiten iiber
den Vorrat dieser Glieder nétig macht. Anschaulich gesprochen besagt
das Kriterium, daB sich die Glieder der Folge so zusammendriangen miisser,
daB der Unterschied zwischen einem Glied und irgend einem spiteren be-
liebig klein ausfillt, wofern nur das Glied geniigend weit drauBen liegt;
oder noch einfacher: daB alle weit drauBen liegenden Glieder sehr dicht
beieinander liegen. ’

Wie der Leser weiB, gibt es Folgen, die konvergent sind, die aber einem
irrationalen Grenzwert zustreben z. B. die Folge, die gegen J'2 konvergiert.
Da wir aber bisher nur iiber die rationalen Zahlen verfiigen, so diirfen wir
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eigentlich nicht so tun, als ob es einen irrationalen Grenzwert gibe, sondern
wir haben, genau genommen, zu sagen: Es gibt zwei Arten von konvergenten
Folgen: erstens solche, die einen rationalen Grenzwert haben, zweitens
solche, die keinen rationalen Grenzwert haben. Das ist nur ein anderer Aus-
" druck fiir die uns schon bekannte Tatsache, daB das rationale Zablensystem
nicht abgeschlossen ist gegeniiber der Limesoperation.

Wir stehen demnach wieder 'vor der Aufgabe, das Zahlengebiet zu
erweitern. Und der Weg dazu ist uns durch die vorangegangenen Betrach-
tungen klar vorgezeichnet: Wir werden einen Kalkiil mit Folgen nach dem
Muster von Kapitel 11 aufbauen. Die Elemente unserer Betrachtung werden
also Folgen rationaler Zahlen sein und zwar konvergente Folgen in dem
eben erklirten Sinn. Wir werden zeigen, daB sich diese Folgen vermittels
der Beziehungen ,,gréBer”, ,.gleich®, ,kleiner' ordnen lassen und daB man
fiir sie klare Rechenoperationen definieren kann. Das wird uns schlieBlich
das Recht geben, die Folgen selbst als eine neue Art von Zahlen, als ,,reelle
Zahlen'* zu bezeichnen.

Diese Art der Einfithrung 14Bt mit einem Schlag die Schwierigkeiten
verschwinden, mit denen die &ltere Auffassung den Begriff der irrationalen
Zahl behaftet. Es gibt heutzutage mehrere Theorien der irrationalen Zahlen.
Wir geben im Nachstehenden eine Skizze dieses Aufbaues A nach Cantor,
B nach Dedekind.

A. Cantors Theorie.

Df. 1. Eine Folge a,, a,, a,, ... a,, ... heiBt eine Nullfolge, wenn

fiir jedes ¢ ein N existiert, so daB
 a; | < &, wofern nur n > N,

Infolgedessen ist die Folge 0, 0, ... 0, ... eine Nullfolge.

Satz 1. Wenn (a,) eine Nullfolge ist, dann ist auch (— a,) eine Nullfolge.

Satz 2. Sind (a,) und (b,) Nullfolgen, so ist auch (a, 4 b,) eine Nuilfolge.

Df. 2. Zwei Folgen heiBlen gleich, wenn ihre Differenzenfolge eine Null-
folge ist. In Zeichen: (a,, a, ... a, ...)=(b, b,, ... b
(a,—by, a,—Db,, ... a,—Db,, ...) eine Nullfolge ist.

Diese Definition geniigt den Forderungen, die wir an den Gleichheits-
begriff stellen; sie ist

a) reflexiv: (a,) = (a,), denn (a, —a ) = (0) ist eine Nulifolge;

b) symmetrisch: aus (a,) = (b,) folgt (b,) = (a,), denn mit (a,— b))
ist zugleich (b, — a,) eine Nullfolge;

¢) transitiv: aus (a,) = (b,) und (b,) = (c,) folgt (a,) = c,); dennsind
(a, — b,) und (b, — c,) Nullfolgen, so ist auch die durch Addition entstandene
Folge (a, — c,) eine Nulifolge.

o e}, Wenn
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Eine Folge dieser Definition ist es, daB es stets unendlich ﬁele Zahlen-
folgen gibt, die einander gleich sind. (Das erinnert an die Tatsache, da8
es unendlich viele Zahlenpaare gibt, welche dieselbe rationale Zahl dar-

stellen.)
Wir kommen nun zu den Begriffen , positiv’‘ und ,.negativ’.
Df. 3. Eine Folge a,, a,, ... a,, ... heiBt positiv, wenn es eine positive

rationale Zahl r gibt, so daB fast alle Glieder der Folge rechts von r liegen.
Eine Folge heiBit negativ, wenn es eine negative rationale Zahl s gibt, so
daB fast alle Glieder der Folge links von s liegen.

Es muB nun bewiesen werden, daf die Eigenschaften positiv, negativ
und Nullfolge unvertriglich sind und daB sie eine erschépfende Disjunktion
bilden. Dies sprechen wir aus in den beiden folgenden Sitzen:

Satz 3: Eine Folge kann nicht sowohl positiv wie negativ oder eine
Nullfolge sein. '

Ist nimlich eine Folge positiv, so liegen ihre Glieder nahezu alle rechts
von einer festen positiven Zahl r; dann koénnen sie aber nicht beliebig klein
werden, konnen also gewil keine Nullfolge und noch weniger eine negative
Folge darstellen. Ebenso erkennt man: Ist eine Folge negativ, so ist sie
keine Nullfolge und erst recht nicht positiv. Ist eine Folge schlieBlich eine
Nullfolge, so heiBt das, daBl ihre Glieder beliebig klein werden; dann 148t
sich aber weder eine positive noch eine negative Konstante angeben, so da8
ihre Glieder fast alle rechts von der einen oder fast alle links von der
anderen ligen.

Satz 4. Diese drei Moéglichkeiten bilden eine erschépfende Disjunktion:
eine konvergente Folge ist entweder positiv oder negativ oder eine Nullfolge.

Denn entweder gibt es eine positive Zahl r, so daBl fast alle Glieder a,
rechts von r liegen; oder es gibt eine negative Zahl s, so daB fast alle Glieder
links von s liegen; oder es tritt keiner dieser Fille ein. Das konnte z. B.
daran liegen, daB unendlich viele Glieder der Folge rechts von r und un-
endlich viele andere links von s liegen, d. h. daB die Glieder hin- und her-
springen; das aber wire mit der Konvergenz der Folge unvertriglich. Es
bleibt also nur die Moglichkeit, daB die Glieder der Folge weder fast alle
rechts von r noch fast alle links von s liegen, sondern daB sie zwischen r
und s gelegen sind; da nun r und s ganz beliebige Zahlen sein sollten, so
heiBt das, daB fast alle Glieder in einem beliebigen (also auch beliebig kleinen)
Intervall um O gelegen sind, mithin eine Nullfolge bilden.

Aber noch eine Frage taucht auf. Nach einer frither gemachten Be-
merkung gibt es stets unendlich viele Folgen, die untereinander gleich sind.
Ist nun die Eigenschaft einer Folge, positiv zu sein, auf die ihr gleichen
Folgen iibertragbar? Mit andern Worten: Ist positiv ein Merkmal, das etwa an
der besonderen Form der Folge haftet und das verloren geht, wenn man
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die Folge durch eine beliebige andere, ihr gleiche ersetzt? Antwort daraut
gibt der

Satz 5. Ist (a,) positiv und ist (a,) = (b,), so ist auch (b,) positiv.

Ist ndmlich (a,) positiv, so liegen fast alle Glieder rechts von einer ge-
wissen positiven Zahl r; dasselbe muB aber von den Gliedern der Folge (b,)
gelten, da diese immer dichter an die Glieder der ersten Folge heranriicken.

Was wir eben von den positiven Folgen bewiesen haben, gilt genau so
fiir den Fall, daB die Folge negativ oder eine Nullfolge ist.

Fiir das Folgende brauchen wir noch zwei weitere Sitze:

Satz 6. Ist die Folge (a,) positiv, so ist die Folge (— a,) negativ.

Satz 7. Sind (a,) und (b,) beides positive Folgen, so ist auch (a, 4 b,)
positiv.,

Wie schreiten nun weiter zur Definition von ,,groBer* und ,kleiner*’.

Df. 4. Die Folge (a,) heiBt groBer als die Folge (b,), in Zeichen

_ (an) > (by),

wenn die Differenzenfolge (a, — b,) positiv ist.

Df. 5. (a,) < (b,), wenn (a, — b,) negativ ist. )

Die so definierten Beziehungen sind a) irreflexiv, b) asymmetrisch,
) transitiv.

ad a) Keine Folge ist groBer als sie selbst; wire ndmlich (a,) > (a,),
so hieBe das, daB (a, — a ), das ist die Folge (0), positiv wire, wihrend sie
eine Nullfolge ist.

ad b) Ist (a,) > (b,), soist (a, — b,) positiv (Df.4); dann ist aber (b, — a_)
negativ (Satz 6) und folglich (b,) < (a,) (Df. 5).

ad c) Ist (a,) > (b,) und (b,) > (c,), so sind (a,— b,) und (b,—c,) beide
positiv; nach Satz 7 ist auch die durch Addition entspringende Folge (a, —
—b, + b,—c¢) = (a,—¢,) positiv, d. h. es ist (a,) > (c,).

Wir sind nun so weit, folgenden grundlegenden Satz zu beweisen:

Satz 8. Die konvergenten Folgen bilden ein geordnetes System.

Greift man ndmlich zwei beliebige Folgen (a,) und (b)) heraus, so soll
(a,) entweder groBer, gleich oder kleiner als (b,) sein; der Fall der Unvergleich-
barkeit, an den man etwa noch denken kénnte, soll also ausgeschlossen sein.
Das geht einfach darauf zuriick, daB (a, — b,) entweder eine positive, negative
oder eine Nullfoge ist und daB8 diese drei Moglichkeiten eine erschopfende
Disjunktion bilden.

Nachdem wir uns so iiber die Ordnungsfihigkeit der konvergenten Folgen
orientiert haben, wenden wir uns der Erklarung der Rechenoperationen zu.

Definition der Summe: (a,) + (b,) = (a, + b,).
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Der Leser erinnert sich, welche Forderungen wir an den Begriff der
Summe zu stellen haben:

a) Die Summe soll existieren; d. h. die Summe zweier konvergenter
Folgen soll wieder eine konvergente Folge sein.

b) Die Summe soll eindeutig bestimmt sein; ersetzt man (a,) und (b,)
durch irgendwelche andere, ihnen gleiche Folgen (a,’) und (b,’}, so soll
(8, + b,) = (a,” + b,) sein,

¢} Sie soll dem assoziativen und

d) dem kommutativen Gesetze gehorchen.

Indem wir den genauen Nachweis des Erfiilltseins dieser Forderungen
iibergehen — einiges ist in dem Kapitel {iber das Rechnen mit Folgen an-
gedeutet —, wollen wir gleich die Erklirung der anderen Rechenoperationen
anschlieBen:

(a'n) - (bn) = (an'— bn)

(ag) . (b)) = {a,.by)

(8) ¢ (bo) = (5)-
Es zeigt sich, daB diese Rechenoperationen dieselben formalen Eigenschaften
besitzen wie die gleichbenannten Operationen im Bereich der rationalen
Zahlen.

Das Ergebnis ist somit: Wir konnen die Folgen vergleichen und wir
konnen mit ihnen ganz analoge . Rechenoperationen ausfithren wie mit
rationalen Zahlen.

Es liegt also nichts mehr im Wege, die konvergenten Folgen als eine
neue Art von Zahlen zu bezeichnen, als reelle Zahlen. Wie verhalten sich
nun die rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen? Wieder miissen wir uns
vor dem Irrtum hiiten, die rationalen Zahlen als Teil in die reellen einzu-
fiigen; wohl aber konnen wir eine Zuordnung herstellen zwischen einem
Teil der Folgen und den rationalen Zahlen: wir kénnen nimlich jeder

rationalen Zahl r die Folge
fr,r, ... 1, ...)

entsprechen lassen — oder iiberhaupt jede Folge, die gegen r konvergiert —
und erkennen dann sofort, daBl zwei solche Folgen, etwa (r, r, ... 1, ...)
und (s, s, ... S, ...), in genau denselben Beziehungen zu einander stehen
wie die rationalen Zahlen r und s: Die beiden Folgen heiflen gleich, wenn
r und s gleich sind, die eine Folge heiit gréBer als die andere, wenn r groBer
ist als s, der Summe der beiden Folgen entspricht die Summe der Zahlen r
und s, kurzum, die rationalen Zahlen und diese besonderen Folgen (die
Folgen mit rationalem Grenzwert) sind eineindeutig, dhnlich und isomorph
aufeinander bezogen. Daran liegt es offenbar, daf die rationalen Zahlen
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als spezieller Fall der reellen erscheinen. Wir werden aber den Unterschied
deutlich hervorheben, indem wir zwischen der rationalen Zahl r und der
rationalen reellen Zahl (r, 1, ... r, ...) unterscheiden.

Wenn wir die Folgen als Zahlen bezeichnen, so halten wir uns dabei
nur an ein Prinzip, das schon die ganze Zeit hindurch unser Fithrer war und
uns bei der Begriffsbildung der ganzen und der rationalen Zahl geleitet hat.
Dennoch lag in der Idee, die Folgen selbst als Zahlen anzusehen, als sie zuerst
auftauchte, etwas so Kiihnes, daB manche Mathematiker davor zuriick-
schreckten: Eine Folge, so haben sie etwa gesagt, ist doch etwas, das aus
unendlich vielen Zahlen zusammengesetzt ist; sie hat nicht die geringste
Ahnlichkeit mit dem Begriff einer GroBe, die sich auf der Zahlenlinie dar-
stellen 148t. Und wenn man die Folge als Vorschrift oder als Gesetz zur
Erzeugung von Zahlen deutet, so gehdrt sie doch erst recht einer anderen
logischen Kategorie an als die Zahlen selbst — ist es nicht absurd, mit Vor-
schriften oder Gesetzen zu rechnen?

Sehr drastisch zeigt sich dieser Abwehrkampf gegen die , formale Theorie**
der Irrationalzahlen bei du Bois Reymond. ,Ein rein formalistisch-literales
Gerippe der Analysis‘, so lesen wir bei diesem Autor, ,,worauf die Trennung
der Zahl von der GroBe hinausliefe, wiirde diese Wissenschaft zum blo8en
Zeichenspiel hinabwiirdigen, wo den Schriftzeichen willkiirliche Bedeutungen
beigelegt werden, wie den Schachfiguren und Spielkarten. So ergétzlich
ein solches Spiel sein kann, so wiirde diese literale Mathematik bald genug
in unfruchtbaren Trieben sich erschépfen. Ohne Frage wird man mit Hilfe von
sogenannten Axiomen, von Konventionen, ad hoc erdachten Philosophemen,
unfafBbaren Erweiterungen urspriinglich deutlicher Begriffe nachtriglich
ein System der Arithmetik konstruieren kénnen, welches dem aus dem GroBen-
begriff hervorgegangenen in allen Punkten gleicht, um so die rechnende
Mathematik gleichsam durch einen Kordon von Dogmen und Abwehr-
definitionen gegen das psychologische Gebiet abzusperren. Auch kann ein
ungewdhnlicher Scharfsinn auf solche Konstruktionen verwendet worden
sein. Allein man wiirde auf dieselbe Weise auch andere arithmetische Systeme
sich ausdenken kénnen. Die gewdhnliche Arithmetik ist eben die einzige,
dem linedren GroBenbegriff (damit meint der Autor den Begriff der meB-
baren GroBe) ,entsprechende!). Sehr merkwiirdig ist auch, daB H. Hankel,
der Schopfer einer rein formalen Theorie der rationalen Zahlen, sich mit
Schiarfe gegen diese Theorien wendet: ,,Jeder Versuch, die irrationalen
Zahlen formal und ohne den Begriff der GroBe zu behandeln, muB auf héchst
abstruse und beschwerliche Kinsteleien fithren, die, selbst wenn sie sich

1) Die allgemeine Funktionentheorie, S. 53f.
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in vollkommener Strenge durchfiihren lassen, wie wir gerechten Grund haben
zu bezweifeln, einen hoheren wissenschaftlichen Wert nicht haben).

Diesen Autoren scheint also eine Folge nicht das zu treffen, was sie sich
unter einer reellen Zahl vorstellen. Sie sind vielmehr geneigt, die Folge,
als den NiherungsprozeB, von dem Limes, der irrationalen Zahl zu unter-
scheiden und stehen dann freilich vor der Schwierigkeit, zu erkliren, mit
welchem Recht die Einfithrung der irrationalen Zahlen geschieht.

Aber im Grunde genommen sind es nur Unklarheiten des Denkens,
psychologische Schwierigkeiten, welche dieser Angelegenheit den Schein
eines Problems verleihen. Was meinen wir eigentlich damit, wenn wir sagen,
wir kennen eine irrationale Zahl, z. B. l/ 2? wir konnen uns eine Vorstellung
von ihrer GroBe machen? Was steckt hinter diesem Gefith1? Doch nicht
mehr als die Kenntnis eines Verfahrens, l"2u auf beliebig viele Dezimalen
zu berechnen. Eine irrationale Zahl kennen heiBt, ein Verfahren zu ihrer
niherungsweisen Berechnung kennen, und in diesem Sinne ist es vollstindig
berechtigt, die irrationalen Zahlen mit dem Niherungsverfahren (der Folge)
zu identifizieren. Wenn man als Beispiel eines logischen Problems die Frage
aufgeworfen hat: ,nihert sich eine Folge bloB ihrem Grenzwert oder
erreicht sie ihn wirklich?*‘ so kénnen wir jetzt wohl dem Leser selbst die
Antwort iiberlassen.

Ein zweiter Grund, der manche von dieser Gleichsetzung zuriickhielt,
ist der, daB} man sich unter einer irrationalen Zahl einen Punkt auf der Zahlen-
linie vorstellt und nun eine Schwierigkeit darin findet, ein Gesetz oder eine
Vorschrift eine Zahl zu nennen. Was einen hier irrefiihrt, ist wohl die Verwen-
dung eines zu rohen und primitiven Gleichnisses: Man stellt sich etwa vor, da
man in die Menge der reellen Zahlen hineingreift, um eine herauszulangen,
und bedenkt gar nicht, daB die irrationale Zah! nur durch eine Konstruktion
gegeben ist, etwa durch einen konvergenten ProzeB, von dem sie nun einmal
nicht abzuldsen ist. In der Tat kann man das Wesen einer irrationalen Zahl
am besten wiedergeben, wenn man sagt, sie set eine Vorschrift zur Erzeugung
von rationalen Zahlen. —

Wir haben nun einer Modifikation dieser Auffassung zu gedenken, die
dem Bilde, das wir uns gewohnlich von einer irrationalen Zahl machen, etwas
niher kommt. Bisher haben wir beliebige (konvergente) Folgen zugelassen,
" ohne Gewicht darauf zu legen, ob die Folgen wachsend oder abnehmend
oder hin- und herschwankend sind. Nun wollen wir die Betrachtung ein-
engen auf ,,monofone“ Folgen, das ist auf Folgen, deren Glieder nur in einem
Sinn variieren. Wir denken uns zwei solche monotone Folgen

1) Theorie der komplexen Zahlensysteme, S. 46.
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a; ag, ... 3, ...
by, by, ... by, ..
gebildet, die folgende Eigenschaften haben:
1. Die erste Folge ist monoton aufsteigend, d. h.

< <~--

<
a; - ap >
2. Die zweite Folge ist monoton absteigend, d. h.
b~ by~ by ...
3. Kein Glied der ersten Folge ist groBer als das entsprechende Glied
der zweiten Folge, also

by~ a;, by > ay, by~ ag ...
4. Die Differenzen b, —a,, sollen mit wachsendem n beliebig klein werden.
Ein Paar solcher Folgen wollen wir nun zusammenfassen und durch ein

Symbol, etwa (g“) bezeichnen. Es ist nicht schwer, die vorhin gegebenen

Definitionen und Rechenregeln fiir Folgen auf solche Folgenpaare zu iiber-
tragen; statt mit konvergenten Folgen kénnten wir einen Kalkiil mit Folgen-
paaren aufbauen. Geometrisch bedeutet ein solches Folgenpaar eine Intervall-

schachtelung. Die Punkte a,, a,, a5, ... riicken immer weiter nach rechts
ai a: a8 — > <"~ by b, b4
die Punkte b,, b,, b;, ... immer weiter nach links, so daB sie eine Serie von

Intervallen begrenzen, die sich unbeschrinkt zusammenziehen. Es ist also
nur eine geringfiigige Abinderung der Cantorschen Theorie, wenn wir eine
solche Intervallschachtelung als reelle Zahl bezeichnen.

Gerade diese Form der reellen Zahl dringt sich uns bei vielen Unter-
suchungen auf. Wir wollen nur zwei Beispiele anfiihren:

1. Ein unendlicher Dezimalbruch ist nichts weiter als ein abgekiirzter
Ausdruck fiir eine solche Intervallschachtelung. Wenn wir z. B, bei der
Berechnung von V2 finden :
V2 =141421...,

so konnen wir das auch in der Form schreiben
V;)‘_ 2, 1'5, 142, 1°415, . . . .
= TN, 104, 1°41, 19414, .. .. )

und ersehen daraus, daB durch die Dezimalbruchentwicklung von V2 ein
Gesetz festgelegt ist, nach welchem Intervalle (von denen jedes folgende
ein Zehntel des vorhergehenden ist) ineinandergefiigt werden.

2. Wenn man die Fliche eines Kreises mit Hilfe der Elementargeometrie
berechnen will, so geht man bekanntlich so vor, da man deln Kreis der
Rethe nach ein regulires Sechseck, Zwdalfeck, Vierundzwanzigeck, ... ein-
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schreibt, andererseits ihm ein regulires Sechseck, Zwdlfeck, Vierundzwanzig-
eck, ... umschreibt, und so den Flicheninhalt des Kreises in ein immer
enger werdendes Intervall einklemmt. Die Flicheninhalte der eingeschriebenen
Vielecke bilden eine monoton aufsteigende, die ‘Flicheninhalte der um-
geschriebenen Vielecke eine monoton absteigende Folge, kein Glied der
ersten Folge ist groBer als ein Glied der zweiten und der Unterschied zwischen
der Flache eines umgeschriebenen und des entsprechenden eingeschriebenen
Vielecks sinkt bei Fortsetzung dieses Verfahrens unter jeden positiven Wert
hinab. Unsere vier Forderungen sind also erfiillt und man sieht, daB der
Flicheninhalt des Kreises durch eine Intervallschachtelung,
wie wir sie hier betrachten, dargestellt ist. (Man darf iibrigens nicht glau-
ben, daf das ein Beweis dafiir ist, da8 der Flicheninhalt eines Kreises so
und so groB ist: sondern der Flicheninhalt wird dadurch definiert, daB
wir sagen, er sei die gemeinsame Grenze, der sich die umgeschriebenen und
die eingeschriebenen Vielecksflichen nihern. Der Begriff des Flicheninhalts
ist ja zunichst nur fiir geradlinig begrenzte Gebilde erklirt und muB fiir
krummlinig umgrenzte von neuem definiert werden.)

Das Verfahren der Intervallschachtelung ist oft ein sehr bequemes
Mittel, um die Existenz gewisser Zahlen zu beweisen. Als Probe diene der
Beweis des Satzes von Bolzano-WeierstraB:

Jede beschriankte unendliche Punktmenge besitzt mindestens
einen Hiaufungspunkt.

Das Beiwort ,,unendlich’’ besagt, daBl die Menge aus unendlich vielen
Punkten besteht, das Beiwort , beschrinkt’, daB alle diese Punkte zwischen
zwei festen Schranken a und b liegen, so daB die ganze Menge auf einem
endlichen Stiick der Geraden Platz hat.

Der Beweis besteht darin, daB wir das Intervall (a, b) halbieren und
run diejenige Hilfte auswihlen, die unendliche viele Punkte enthilt. (Falls
in jedem Teilintervalle unendliche viele Punkte liegen, wihlen wir nach
Willkiir eines aus.) Mit dem so ausgewihlten Teilintervall verfahren wir genau
so: wir teilen es wieder in die Hilfte und markieren uns dasjenige Teil-
intervall, das unendlich viéle Punkte enthilt. Auf diese Weise fortfahrend,
gewinnen wir eine Serie ineinander geschachtelter Intervalle, deren Lingen
unbegrenzt abnehmen und die sich auf einen Punkt zusammenziehen. Dieser
Punkt ist Haufungspunkt, denn er ist ja eben so konstruiert, daB jedes
der Teilintervalle, in dem er gelegen ist, unendlich viele Punkte der Menge
enthilt. Ereignet es sich einmal, daB nach Teilung eines Intervalls in jede
der beiden Hilften unendlich viele Punkte der Menge fallen, so gabelt sich
das Verfahren: wir konnen den ProzeB mit der einen oder mit der anderen
Intervallhilfte fortsetzen und erkennen so, da8 es dann verschiedene Hiufungs-
punkte gibt.
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Eine andere Frage ist es, ob man immer entscheiden kann, welches
Teilintervall dasjenige ist, das die unendlich vielen Punkte enthilt. Wir
setzen voraus, daB eine Strecke entweder endlich oder unendlich viele Punkte
der Menge enthilt, daB das objektiv feststeht, gleichviel ob wir es feststellen
konnen oder nicht. An dieser SchluBweise wurde in letzter Zeit Kritik geiibt,
und der Intuitionist bestreitet z. B. die RechtmiBigkeit eines solchen Ver-
fahrens. Fiir ihn hat eine Aussage nur dann Sinn, wenn sie sich in endlich
vielen Schritten nachpriifen 1i8t. Da der Satz von Bolzano-Weierstral
ein tragender Pfeiler der gesamten Analysis ist, so ermiBt man, wie tief die
Wirkungen dieser Kritik gehen. Die Verfolgung dieser Fragen wiirde aber
iiber den Rahmen dieses Buches hinausfiihren.

Wir hatten uns das Ziel gesteckt, die Liickenhaftigkeit der rationalen
Zahlen zu iiberwinden, d. h. die Limesoperation unbeschrinkt ausfiithrbar
zu machen. Dieses Ziel ist erreicht: Jede konvergente Folge rationaler
Zahlen a,, a,, ... a,, ... hat einen Grenzwert, die reelle Zahl «, wobei @ durch
eben diesen konvergenten ProzeB definiert ist. Hier meldet sich aber eine
weitere Frage: Was geschieht, wenn wir dieses Verfahren im Bereich der
reellen Zahlen wiederholen? Das heiBit, wenn wir Folgen bilden, deren Glieder
reelle Zahlen sind? Werden wir dadurch etwa zu neuen Zahlen gefiihrt,
die mit den bisherigen Mitteln unerreichbar sind? Diese Frage ist fir
die Mathematik von betrichtlicher Bedeutung. Wenn sie zu bejahen wire,
wiirde sich folgendes Bild von dem Aufbau des reellen Zahlenreiches ergeben:
Uber das System der rationalen Zahlen wiirde sich zunichst eine Schicht
von reellen Zahlen erster Stufe lagern, definiert als konvergente Folgen
rationaler Zahlen; auf diesen Zahlen erster Stufe wiirden sich solche zweiter
Stufe erheben, die konvergente Folgen von reellen Zahlen erster Stufe sind usf.
Die Gesamtheit der reellen Zahlen wiirde sich demnach in eine Hierarchie
gliedern, und man konnte nicht mehr von den reellen Zahlen schlechthin
sprechen. DaB dadurch der Aufbau der Arithmetik viel verwickelter wiirde,
liegt auf der Hand: bei jedem Beweis der Analysis miiite man erst nach-
sehen, fiir Zahlen welcher Stufe er gilt, und es wire vielleicht unméglich,
allgemeine Gesetze auszusprechen. Zum Gliick ist diese Unterscheidung
nicht nétig. Es gilt namlich der Satz, daB jede konvergente Folge reeller
Zahlen ersetzt werden kann durch eine konvergente Folge rationaler Zahlen,

so daB die Bildung konvergenter Folgen im Bereich der reellen Zahlen nichts
Neues liefert.

Vorber eine Bemerkung. Eine Folge von reellen Zahlen ist ein neues
Symbol, dessen Verwendung noch nicht erklart ist. Wir setzen nun fest,
daB die Regeln, die fiir konvergente Folgen rationaler Zahlen aufgestellt
worden sind, auch fiir konvergente Folgen reeller Zahlen in Kraft bleiben
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sollen; insbesondere sollen also zwei solcher Folgen gleich heiBen, wenn ihre
Differenzenfolge eine Nullfolge ist.

Um jetzt die Wahrheit der Behauptung einzusehen, bilde man irgend-
eine konvergente Folge reeller, z. B. irrationaler Zahlen

() ay, Oy, gy o ov Uy, -

Jede dieser Zahlen ist definiert als eine Folge rationaler Zahlen?)

@ = (g3, 19, .. Ay, ...)
a3= (agl, dgg, ... gy, ...)

%y = (3m1,3ma, - -+ Bpgg,- ),
so daB die Folge (I) eigentlich eine Folge von Folgen rationaler Zahlen dar-
stellt. Die Behauptung geht nun dahin, daB diese Folge von Folgen durch
eine einfache Foige ersetzbar ist. Wir miissen also eine Folge rationaler
Zahlen angeben konnen, deren Glieder sich beliebig wenig von den Gliedern
der vorgelegten irrationalen Folge unterscheiden; dann kann die eine Folge
durch die andere ersetzt werden. Wir bestimmen uns nun in der ersten Folge
einen Index N; so, daB von da ab der Unterschied der Glieder der Folge
von @, kleiner ausfillt als 12), in der zweiten Folge gehen wir bis zu einem

. . . 1
Index N, von dem ab der Unterschied von a, kleiner ist als 5 usf.

Indem wir aus jeder dieser Folgen das Glied mit dem entsprechenden Index
aussondern, stellen wir uns eine Folge rationaler Zahlen her
(IT) ANy Aoy AaNg -
Vergleichen wir nun die Folgen (I) und (II) miteinander, so bilden ihre
Differenzen
@ — Ay, Gy Ag, B3~ gy, .-
eine Folge, deren Glieder der Reihe nach kleiner sind als
1 1
1) “2—, ‘_‘3’—’ A |
die mithin eine Nullfolge ist. Demnach sind die Folgen (I) und (II) im Sinne
unserer Definition gleich.

Das Ergebnis konnen wir auch so aussprechexf: Das System der
reellen Zahlen ist abgeschlossen gegeniiber der Limesoperation.
Damit tritt uns die formale Ahnlichkeit. dieser Erweiterung mit den beiden
fritheren Erweiterungen des Zahlenbereiches klar vor Augen.

) Wir verwenden in dem folgenden Tableau Doppelindizes.
% d. b. s0, daB der Unterschied (ay, @y, 245,. - .) — (Buy;, 3wy 2ang,- < 1 st
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B. Dedekinds Theorie.

Eine Theorie anderen Stils ist die Dedekinds. Dedekind wurde dadurch
auf seine Uberlegungen gefiihrt, daB er bei seinen Vorlesungen nie eine klare
Definition der Stetigkeit geben konnte. Was es heiBt, daB eine Gerade stetig
ist, scheint anschaulich recht klar zu sein; aber dem Mathematiker ist das
nicht genug, da er ein prizises Kriterium sucht, an das seine Deduktionen
ansetzen kénnen. Mit vagen Redensarten Uber das Aneinanderhaften der
Punkte, iiber den liickenlosen Zusammenhang in den kleinsten Teilen usw.
ist natiirlich nichts getan, denn es liBt sich keine logische Ableitung von
Satzen darauf griinden. Dedekind nahm sich also vor, so lange iber die
Stetigkeit nachzudenken, bis er zu einer begrifflich klaren Definition kiame.
SchlieBlich fand er, was er suchte. Sein Gedankengang ist ebenso einfach
wie originell. Der Leser stelle sich eine Gerade vor (etwa horizontal) und wihle
auf ihr nach Belieben einen Punkt. Dieser Punkt ruft dann eine Zerlegung
der Geraden in zwei Stiicke von der Art hervor, daB jeder Punkt des einen
Stiickes links von jedem Punkt des anderen liegt. Den Punkt selbst kann
man nach Gefallen dem einen oder dem anderen Stiick zurechnen. Dedekind
findet nun das Wesen der Stetigkeit in der Umkehrung, also in dem folgenden
Prinzip:

,,Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, dal3
jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkt der zweiten Klasse
liegt, so existiert ein und nur ein Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte
in zwei Klassen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stiicke hervor-
bringt.*

Dedekind fahrt fort: ,,Wie schon gesagt, glaube ich nicht zu irren, wenn
ich annehme, daB jedermann die Wahrheit dieser Behauptung sofort zugeben
wird; die meisten meiner Leser werden sehr enttiuscht sein, zu vernehmen,
daB durch diese Trivialitit das Geheimnis der Stetigkeit enthiillt sein soll.
Dazu bemerke ich folgendes. Es ist mir sehr lieb, wenn jedermann das 6bige
Prinzip so einleuchtend findet und so iibereinstimmend mit seinen Vor-
stellungen von einer Linie; denn ich bin auBerstande, irgendeinen Beweis
fiir seine Richtigkeit beizubringen, und niemand ist dazu imstande. Die An-
nahme dieser Eigenschaft der Linie ist nichts als ein Axiom, durch welches
wir erst der Linie ihre Stetigkeit zuerkennen, durch welches wir die Stetxg—
keit in die Linie hineindenken.*

Die Tragweite dieses Gedankens wird sogleich hervortreten, wenn wir
uns die Frage vorlegen, ob das System der rationalen Zahlen stetig ist in dem
eben erklirten Sinn. Die rationalen Zahlen liegen bekanntlich dicht, und
da wird leicht die Meinung entstehen, daB dicht soviel bedeute wie stetig.
Das Kriterium von Dedekind zeigt sofort, daB dem nicht so ist. Nehmen wir
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nimlich eine Zerlegung der rationalen Zahlen in zwei Klassen vor nach fol-
gendem Prinzip: In die Klasse links tun wir alle rationalen Zahlen, die
negativ sind, ferner Null und alle positiven Zahlen, deren Quadrat kleiner
-ist als 2; in die Klasse rechts tun wir alle {ibrigen Zahlen. Wir haben dann
eine vollstindige Zerlegung des rationalen Zahlensystems durchgefiihrt,
bei der jede rationale Zahl in eine und nur in eine Klasse fallt. Aber wird
nun diese Zerlegung durch eine rationale Zahl hervorgerufen? Das heifit,
gibt es eine rationale Zahl, die entweder das groBte Element der Unterklasse
oder das kleinste Element der Oberklasse ist? Nein! Denn gerade an der
Stelle, wo die beiden Klassen sozusagen zusammenstoBen, liegt nichts, denn
V2 ist irrational. Es gibt also Zerlegungen der rationalen Zahlen in zwei
Klassen, die durch keine rationale Zahl hervorgerufen werden. (Natiirlich
existieren auch Zerlegungen, die von einer rationalen Zah! herrithren. Wenn
wir z. B. in die Unterklasse alle rationalen Zahlen links von 1 und in die
Oberklasse alle rationalen Zahlen von 1 aufwirts tun, so werden die beiden
Klassen gerade durch die Zahl 1 getrennt.) Jedenfalls gibt es Zerlegungen,
die keiner rationalen Zahl entsprechen; es wiirde sich uns also die Unstetig-
keit des rationalen Zahlensystems auch dann enthiillen, wenn wir noch nie
etwas von irrationalen Zahlen gehort hitten.

In den reellen Zahlen werden wir dagegen ein Beispiel eines stetigen
Systemns kennen lernen, miissen uns aber zuvor mit ein paar Begriffen bekannt
machen. Denken wir uns ein System von Dingen irgendwelcher Art (Zahlen,
Punkte, ...), von denen wir nur voraussetzen wollen, daB sie geordnet sind,
so daB von je zwei Dingen feststeht, welches das frithere und welches das
spitere ist. (Die Dinge brauchen also nichts Quantitatives an sich zu haben.)
Nun betrachten wir Zerlegungen der Dinge des Systems in zwei Klassen A
und B, die folgende Eigenschaften haben:

1. Keine Klasse soll leer sein (d. h. es soll nie vorkommen, daB alle Dinge
nur in eine Klasse fallen).

2. Jedes Ding der Klasse A soll jedem Ding der Klasse B in der Ordnung
vorangehen,
3. Von jedem Ding soll eindeutig feststehen, in welche Klasse es

gehort.
Eine solche Zerlegung werden wir einen ,,Schnitt” nennen und mit

(A/B) bezeichnen. Achten wir auf die Arten der Begrenzung der beiden
Klassen, so sind vier Fille méglich:

1. A hat ein letztes, B hat ein erstes Element.

2. ‘A hat ein letztes, B hat kein erstes Element.

3. A hat kein letztes, B hat ein erstes Element.
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4. A hat kein letztes, B hat kein erstes Element.

Im ersten Fall heifit der Schnitt sprunghaft, im zweiten und dritten
Fall stetig, im vierten Fall liickenhaft. Wir kénnen demnach Dedekinds
Definition so formulieren: Ein geordnetes System ist stetig, wenn jeder
Schnitt stetig ist, d. h. wenn weder Spriinge, noch Liicken auftreten. —
Der Leser beachte noch einmal, daB die Verwendung dieser Definition nicht
auf Zahlen beschrinkt ist. Er mag auch an Helligkeiten, Tonhéhen u. a.
denken. Doch wird er gut daran tun, sich diese Begriffe zunichst an Hand
von Zahlbeispielen zu verdeutlichen.

1. Die Reihe der ganzen Zahlen weist Spriinge, aber keine Liicken auf.
Wenn wir nimlich diese Zahlen irgendwie in zwei Kategorien zerlegen —
z. B. alle Zahlen, die kleiner sind als 2 nach A, alle Zahlen von 2 aufwirts
nach B werfen —, so wird die Unterklasse eine groBte und die Oberklasse
eine kleinste Zahl besitzen.

2. Das System der rationalen Zahlen weist Liicken, dagegen keine
Spriinge auf (vgl. das auf der vorigen Seite erwihnte Beispiel).

In der letzteren Tatsache ist das gelegen, was man die Liickenhaftigkeit
oder Unstetigkeit des rationalen Zahlensystems nennt. Der Zahlenvorrat ist
eben zu arm, als daB jeder Schnitt durch eine Zahl erzeugt werden konnte.
Im System der rationalen Zahlen gibt es mehr Schnitte als Zahlen. Das
bringt uns nun auf den Gedanken, das Zahlensystem so zu erweitern, daB wir
die Schnitte selbst als Zahlen in einem neuen Sinn auffassen. Ganz im Sinne
unseres bisherigen Vorgehens versuchen wir einen Kalkill mit Schnitten
aufzubauen, dessen erste Schritte im nachstehenden skizziert sind.

Df. 1. Zwei Schnitte (A/B) und (A’/B’) heiBen gleich, wenn A mit A’
und B mit B’ zusammenfillt.

Wenn wir das System der rationalen Zahlen an der Stelle 2 zerlegen,
so konnen wir die Zahl 2 nach Gefallen der unteren oder der oberen Klasse
zuweisen. Zwei solche Schnitte sehen wir als nicht wesentlich
verschieden an; im Sinn unserer Definition aber wiren sie ungleich. Aus
diesem Grunde werden wir die Definition verbessern, indem wir erkliren:
Zwei Schnitte heiBen gleich, wenn ihre Klassen zusammenfallen, héchstens
mit Ausnahme einer Zahl.

Df. 2. Der Schnitt (A/B) heiit kleiner als der Schnitt (A’/B’), wenn
es rationale Zahlen gibt, die zu A’, aber nicht zu A gehéren.

Ganz analog lautet die Definition fiir ,,gréBer.

Di. 3. Ein Schnitt heiBt positiv, wenn seine Unterklasse mindestens eine
positive Zahl enthilt,
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Df. 4. Ein Schnitt heit negativ, wenn seine Oberklasse mindestens eine
negative Zahl enthilt.

Df. 5. Ein Schnitt heiBt ein Nullschnitt, wenn es in der Unterklasse keine
positive und in der Oberklasse keine negative Zahl gibt.

Df. 6. Unter der Summe der zwei Schnitte (A/B) und (A’/B’) versteht
man denjenigen Schnitt, den man erhilt, wenn man immer eine Zahl aus
A zu einer Zahl aus A’ addiert und alle diese Summen zu einer neuen Unter-
klasse vereinigt und entsprechend mit den Zahlen aus B und B’ verfihrt.

Diese wenigen Striche mdgen geniigen, um dem Leser ein Bild von dem
Aufbau dieser Theorie zu geben. Natiirlich muB er sich vorstellen, daBl man
bei dem genauen Aufbau beweisen muB, daB die Begriffe der Gleichheit
oder des Kleinerseins, der Summe usw. die formalen Eigenschaften besitzen,
die wir von der Arithmetik der rationalen Zahlen her kennen.

Unter einer rationalen reellen Zahl werden wir jetzt einen Schnitt
verstehen, der durch eine rationale Zahl hervorgerufen wird, nicht die
rationale Zahl selbst. Zwischen den rationalen Zahlen und den zugehdrigen
Schnitten besteht nur eine Entsprechung, die eineindeutig, #hnlich und
isomorph ist.

Was geschieht nun, wenn man im Bereich der so gewonnenen reellen
Zahlen (der Schnitte) neuerdings Zerlegungen vornimmt? Kommt man
dann etwa aus dem Bereich heraus? Da ist es nun von fundamentaler
Bedeutung, daB das nicht der Fall ist, daBl vielmehr der Satz gilt: Jeder
Schnitt im Bereich der reellen Zahlen kann durch einen Schnitt im Bereich
der rationalen Zahlen ersetzt werden. Um zwei solche Schnitte vergleichen
zu kénnen, miissen wir erst erkliren, wann wir sie gleich nennen wollen. Be-
zeichnen wir einen Schnitt im System der reellen Zahlen mit (¥/%), einen
Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen mit (A;B), dann wird % nur aus
reellen Zahlen, A nur aus rationalen bestehen. Beim Vergleich kénnen wir
uns auf die in 9 vorhandenen rationalen reellen Zahlen beschrinken;
wir erkliren nun: Die zwei Schnitte sind gleich, wenn ihre Klassen in den
rationalen Zahlen iibereinstimmen.

Ist uns nun ein reeller Schnitt (Y;B) vorgelegt, so bestimmen wir uns
einen rationalen Schnitt (A/B) nach folgender Vorschrift: Eine rationale
Zahl r wird dann in die Unterklasse A aufgenommen, wenn die entsprechende
rationale reelle Zahl in der Unterklasse ) vorkommt; sie wird dann in B auf-
genommen, wenn die entsprechende Zahl in der Oberklasse 8 vorkommt. Der
so gebildete Schnitt (A/B) ist offenbar dem Schnitt (%/B) gleich.

Unser Ergebnis ist also: Jeder Schnitt im Bereich der reellen Zahlen
ist selbst eine reelle Zahl, Die Schnittbildung fithrt somit aus dem Bereich
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nicht hinaus, und das heiBt: Die reellen Zahlen bilden ein stetiges
System, das reelie Kontinuum.

Wieder wollen wir an den Aufbau der abstrakten Theorie ein Beispiel
anschlieBen, das uns zeigen soll, wie man mit diesen Begriffen tatsichlich
arbeitet. Bekanntlich braucht eine unendliche Punktmenge weder ein
Maximum noch ein Minimum zu besitzen, auch wenn sie auf einem begrenzten
Stiick der Zahlenlinie Platz hat — denken wir nur an die echten Briiche
zwischen 0 und 1! Dagegen besitzt eine solche Menge immer eine obere und
eine untere Grenze; in unserem Fall die Zahlen 0 und 1. Diese sind folgender-
weise definiert: Nennen wir eine Minorante eine Zahl, die von allen Gliedern
der Menge iibertrofferr wird; anschaulich gesprochen: einen Punkt, der links
von der ganzen Punktmenge liegt. Offenbar gibt es unendlich viele solcher
Minoranten. Wenn wir uns von allen Minoranten die groBte genommen
denken, so erhalten wir die untere Grenze. Diese ist also eine Zahl, die von
allen Gliedern der Menge iibertroffen wird, die aber sofort diese Eigenschaft
verliert, sowie sie durch eine etwas gréBere Zahl ersetzt wird. Das mathe-
matische Problem liegt nun in der Frage: Existiert die untere Grenze?
Besitzt die Menge der Minoranten ein Maximum? Um das nachzuweisen,
teilen wir die rationalen Zahlen folgenderart in zwei Klassen: in die Unter-
klasse nehmen wir alle Zahlen auf, die links von simtlichen Zahlen der Menge
liegen; in die Oberklasse nur solche, die von mindestens einer Zahl der Menge
untertroffen werden. Es ist klar, daB diese Einteilung die Eigenschaften
eines Schnittes hat und daher eine reelle Zahl g definiert. Diese Zahl g
kann nicht groBer sein als irgend eine Zahl der Menge. Wire sie niamlich
groBer als eine Zahl der Menge, sagen wir «, so hieBe das, daB es in der Unter-
klasse von g rationale Zahlen gibt, die rechts von « liegen, wihrend doch
diese Klasse, so definiert war, dafB sie keine rationale Zahl dieser Art enthalten
solite. Demnach liegen alle Zahlen der Menge links von g, folglich ist g eine
Minorante. Ersetzt man sie aber durch eine etwas gréBere Zahl g + ¢, so
hért sie auf, Minorante zu sein; in die Unterklasse von g + ¢ werden jetzt
auch Zahlen fallen, die frither in der Oberklasse von g gelegen waren, das
sind aber Zahlen, die von mindestens einem Glied der Menge untertroffen
werden. Folglich ist g 4 ¢ keine Minorante mehr. g ist demmnach eine
Minorante, zu der es keine groBere gibt, d. h. sie ist das Maximum der
Minoranten. — Wenn der Leser es schwierig finden sollte, diesem Beweis zu
folgen, so gibt es ein gutes Mittel, um dem abzuhelfen: er versuche es, in ganz
entsprechender Weise die Existenz einer oberen Grenze zu beweisen. Er wird
dadurch gezwungen sein, in sich selbst die ganze Gedankenkette noch einmal
zu erzeugen, und dann wird er die Sache verstehen.

Dedekinds Theorié l:iBt eine Modifikation zu. Da die Oberklasse eines
Schnittes eindeutig bestimmt ist durch die Unterklasse, so geniigt die letztere
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zur Festlegung einer reellen Zahl. Wir wollen sie ein Segment nennen. Es
ist nicht schwer, alle Definitionen auf Segmente zu iibertragen. In dieser
Weise werden die reellen Zahlen von Russell aufgebaut.

C. Vergleich der beiden Theorien.

Vergleichen wir nun die Systeme Cantors und Dedekinds! Die Gebilde
beider Theorien wurden von uns reelle Zahlen genannt. Ist das nun eigentlich
erlaubt? Sind es denn dieselben Zahlen? Nun, von einer Identitit ist gewiB
keine Rede, weil die Gebilde ganz verschieden definiert sind. Wohl aber
besteht eine auBerordentliche enge Entsprechung zwischen ihnen: die von
Cantor und Dedekind geschaffenen Zahlensysteme lassen sich eineindeutig,
ihnlich und isomorph aufeinander beziehen. Sie stellen also ein Zahlen-
system von genau derselben Struktur dar. Wir werden das sofort erkennen,
wenn wir folgende einfache Uberlegung anstellen: Die Cantor’sche Theorie
arbeitet mit Folgen oder, wie wir jetzt lieber sagen wollen, mit Intervall-
schachtelungen. Nun gibt es unendlich viele verschiedene Intervall-
schachtelungen, die sich auf einen und denselben Punkt zusammenziehen.
Denken wir uns nun alle diese Schachtelungen (etwa auf der Zahlenlinie)
iibereinandergelagert, dann bilden alle linken Endpunkte die Unterklasse,
alle rechten Endpunkte die Oberklasse des Dedekind’schen Schnittes, Der
Schnitt ist demnach nichts anderes als eine Art von Zusammenfassung aller
moglichen Intervallschachtelungen, die auf einen Punkt zusammenschrumpfen.

Vom Standpunkt Dedekinds kann man beweisen, daB eine Intervall-
schachtelung einen Punkt festlegt; vom Standpunkt Cantors kann man
beweisen, daB jedem Schnitt eine reelle Zahl entspricht. Beide Theorien sind
unabhingig voneinander und jeder Satz der Analysis kann sowohl in der
einen wie in der anderen Theorie formuliert werden. Das ist der Grund,
warum man in der Mathematik von reellen Zahlen schlechthin spricht und
keinen Wert darauf legt, ob es Zahlen im Sinne von Cantor oder von Dedekind
sind.

Das Grundelement der Cantor’schen Theorie ist die Folge, das Grund-
element der Dedekind’schen die Klasse. Damit hingt ein gewisser Vorzug
der Dedekind’schen Theorie zusammen: Sie bestimmt eine reelle Zahl durch
einen einzigen Schnitt, wogegen es bei der Cantor’schen Theorie verschiedene
Arten gibt, eine Zahl darzustellen. Wahrend wir bei den Festsetzungen iiber
,grofer’, ,gleich®,  kleiner, ,positiv,  Summe” usw. nach Cantor
jedesmal beweisen muBten, da8 die formalen Eigenschaften der Beziehungen
und Operationen unabhingig. sind von der besonderen Wahl der Folge, fallt
diese Notwendigkeit bei Dedekind weg. Dedekinds Theorie kommt also mit
wenigen Mitteln aus, sie geht sparsamer zu Werke und ist insofern als die
einfachere anzusehen.
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Von einem andern Standpunkt aus wird man wieder Cantors Theorie
den Vorzug geben: Dedekind kann nur lineare Kontinua behandeln, Cantor
beliebigdimensionale (Intervallschachtelungen in der Ebene, im Raum usw.).

Dedekinds Theorie fiihrte zu einer iiberraschend einfachen Charakteri-
sierung der Stetigkeit einer geraden Linie. Fragen wir noch zuletzt: Wie
wiirde dieselbe Tatsache vom Ausgangspunkt Cantors zu formulieren sein?

Man konnte denken, eine Punktmenge sei stetig, wenn sie gegen die
Limesoperation abgeschlossen ist, d. h., wenn jeder ihrer ‘Haufungspunkte
ihr angehort. DaB das nicht zutrifft, zeigt schon die Menge

0q L 11 1

. R LI TR S
die abgeschlossen, aber nicht stetig ist. Das liegt offenbar daran, daB sie
bis auf 0 aus lauter isolierten Punkten (d. h. Punkten, die eine von Punkten
der Menge freie Nachbarschaft besitzen) besteht. Man wird daher von einer
stetigen Menge verlangen, daB jeder Punkt der Menge in beliebig enger
Nachbarschaft von Nachbarpunkten umgeben ist, oder anders ausgedriickt,
daB jeder Punkt der Menge ein Hiufungspunkt ist. Das Wesen des stetigen
Zusammenhangs einer Menge scheint demnach in folgenden zwei Eigenschaften
aufzugehen:

1. Jeder Punkt'der Menge ist Hiufungspunkt.

2. Jeder Haufungspunkt der Menge gehort ihr an.

In der Mengenlehre wird die Gesamtheit der Hiufungspunkte einer
Menge M ihre Ableitung genannt und mit M! bezeichnet. Die beiden Eigen-
schaften lassen sich dann so ausdriicken:

1. Die Menge ist ganz in ihrer Ableitung enthalten: M ist ein Teil von ML

2. Die Ableitung ist ganz in der Menge enthalten: M* ist ein Teil von M.

Das kommt aber darauf hinaus, daB M und M! zusammenfallen. Mengen
dieser Art werden perfekt genannt. Cantor glaubte zunichst mit der Eigen-
schaft , perfekt’ das getroffen zu haben, was man gemeinhin , stetig* nennt.
Aber spiter entdeckte er, daB es perfekte Mengen gibt, die nirgends
dicht sind, d. h. die so locker gefiigt sind, daB sich kein noch so kleines
A g Intervall auf der Geraden aufweisen 1aBt, in

¥ *  dem die Punkte dicht ligen.

Um eine solche Menge herzustellen, gehen
— F——+  wir von einer beliebigen Strecke A B aus, til-

gen ihr mittleres Drittel mit Ausnahme der

_ ™ ™ Endpunkte, die stehen bleiben und wieder-

_holen dieses Verfahren mit jeder der beiden

neome Fie. 24 BT "™ Reststrecken: wir tilgen wieder ihre mittleren
ig. 24.

Drittel und setzen diesen Proze8 unbegrenzt
fort. (Vgl. die obenstehende Skizze.) Auf diese Weise entsteht eine sozu-
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sagen unendlich fein durchlécherte oder porése Punktmenge, die folgende
Eigenschaften hat:

1. Sie ist abgeschlossen, d. h. sie enthiilt ihre simtlichen Haufungspunkte.
Da bei jedem Konstruktionsschritt immer nur das Innere eines Intervalles
getilgt wird, wihrend die Randpunkte stehen bleiben, kann aus der abge-
schlossenen Menge AB, von der wir ausgegangen sind, immer nur wieder eine
abgeschlossene Menge entstehen. (Das gilt auch dann noch, wenn man das
Verfahren ins Unendliche fortsetzt.)

2. Da niemals zwei getilgte Intervalle zusammenstoBen, kann kein
isolierter Punkt entstehen; folglich besteht die Menge nur aus Hiufungs-
punkten. 1 und 2 sagen zusammen, daB die Menge perfekt ist.

3. Es gibt kein Intervall von der Beschaffenheit, daB zwischen je zwei
Mengenpunkten immer wieder ein Mengenpunkt lige; denn so klein ich dieses
Intervall auch wihle, stets werden Punktepaare auftreten, namlich die
Endpunkte der getilgten Intervalle, zwischen denen kein weiterer Punkt
liegt. Sie ist also nirgends dicht.

Die Eigenschaft , perfekt” geniigt demnach nicht, um die Stetigkeit
der Geraden zu charakterisieren. Man mulBl auBerdem verlangen, daB die
Menge dicht ist — erst dann ergibt sich das (lineare) Kontinuum.

D. Die Einzigkeit des reellen Zahlensystems.

Die rationalen Zahlen wurden zwischen die ganzen, die irrationalen
zwischen die rationalen Zahlen eingefiigt, wobei {iber den Sinn dieses , Ein-
fiigens** wohl kein Zweifel mehr bestehen wird. Wendet man im Bereich der
reellen Zahlen die Limesoperation (oder die gleichbedeutende Schnittbildung)
noch einmal an, so fithrt sie zu nichts Neuem. Danach erscheint der Proze
der Zahlenerweiterung mit der Stufe der reellen Zahlen einen gewissen Ab-
schluB erreicht zu haben. Aber das ist vorldufig nur eine Vermutung. Was
sollen wir jemandem entgegnen, der uns sagt, es sei doch denkbar, daB
eines Tages neue Operationen entdeckt werden, die uns zu einer abermaligen
Verdichtung des reellen Zahlensystems nétigen?

Wir wollen zusehen, wie es mit dieser Frage bestellt ist. Zuvor aber
miissen wir uns iiber die Voraussetzungen der Fragestellung verstindigen,
namlich iiber das, was man unter einem ,Zahlensystem’ verstehen will.
Wenn wir fragen, ob sich das System der reellen Zahlen durch Einschaiten
neuer Elemente erweitern 1i8t, so schwebt uns doch vor, daB das erweiterte
System irgendeine Art Ahnlichkeit mit dem der reellen Zahlen hat. Worin
soll nun diese Ahnlichkeit bestehen? Es gibt ein paar naheliegende For-
derungen, die das zu umreifien scheinen, was man von einem Zahlensystem
(im erweiterten Sinn) verlangen wird:
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.1. Das System soll geordnet sein.

2. Es sollen in diesem System vier Rechenoperatlonen definiert sein,
welche dieselben formalen Eigenschaften haben wie die Grundspezies der
Arithmetik.

3. Das System soll einen echten Teil enthalten, der sich auf das rationale
Zahlensystem eineindeutig, dhnlich und isomorph abbilden 1aBt (es soll
somit eine Art Erweiterung des rationalen Zahlensystems darstellen). ‘

4. Gefordert wird schlieBlich die Geltung des Archimedischen Axioms:
sind ¢ und g irgend zwei positive Zahlen des Systems und ist ¢ < §, so soll es
moglich sein, ¢ so oft zu sich zu addieren, daB die Summe

at+a+ ... +a
schlieBlich B ibertrifft; kurz gesagt: es soll stets eine natiirliche Zahl n
geben, so daB na > B ist.

Wenn wir den Begriff des Zahlensystems so prazisieren, dann gibt fol-
gender Satz Antwort auf die eingangs gestellte Frage: '

Vollstandigkeitssatz. Die reellen Zahlen bilden ein System, das bei
Aufrechterhaltung der Forderungen 1—4 keiner Erweiterung mehr fihig ist.

Wir bezeichnen mit R das System der reellen Zahlen, mit R ein System,
das den vier Bedingungen geniigt und das simtliche Zahlenindividuen von R
enthilt. Greifen wir nun eine beliebige Zahl aus R heraus, sagen wir «. Nach
Forderung 3 enthilt das System R ein Teilsystem, das dieselbe Struktur auf-
weist wie die rationalen Zahlen und das wir jetzt kurz ,,die rationalen Zahlen
von K‘‘ nennen wollen. Man kann nun alle rationalen Zahlen von R in zwei
Klassen teilen, je nachdem ob sie kleiner oder gréBer sind als @. Der so
gebildete Schnitt definiert eine reelle Zahl @, die ebenfalls zu R gehort. Was
kénnte aber dann der Unterschied zwischen ¢ und ‘« sein? Beide Zahlen
werden durch genau dieselbe Klassenzerlegung erfaBt, eingespannt, so dafB
sie auf der Zahlenlinie um kein noch so kleines endliches Stiick differieren
konnen. Wenn also iiberhaupt, so kénnten sie sich nur um aktual unendlich-
kleine GroBen unterscheiden. Das Auftreten solcher aktual unendlichkleiner
GroBen widerspricht aber dem Archimedischen Axiom, wie wir hier nur
vorgreifend bemerken und bald ausfithrlich dartun werden. Jedes Element
von R ist sonach eine gewdhnliche reelle Zahl, so daB R kein zahlenreicheres,
R umfassendes System darstellen kann.

Eine zweite Frage ist die: In der Absicht, die Liickenhaftigkeit der
rationalen Zahlen zu beseitigen, sind wir zu vier verschiedenen Konstruktionen
gelangt; es sind dies:

Konvergente Folgen,
Intervallschachtelungen,
Dedekind’sche Schnitte,
Segmente.
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Alle diese Systeme haben sich als #hnlich und isomorph erwiesen. Kénnte
man indes nicht andere Wege einschlagen, die uns zu wesentlich neuen Zahlen-
systemen fithren? Genauer gesagt: Kann sich ein System, das den For-
derungen 1—4 geniigt und in welchem die Limesoperation (oder die Schnitt-
bildung) unbeschrinkt ausfithrbar ist, in irgendwelchen wesentlichen Ziigen
von dem System der reellen Zahlen unterscheiden? Diese Méglichkeit wird
ausgeschlossen durch den

Einzigkeitssatz. Jedes solche System laBt sich auf das System
der reellen Zahlen eineindeutig, dhnlich und isomorph beziehen. Es gibt also
im wesentlichen nur ein solches System.

Es bezeichne R wieder das System der reellen Zahlen, R ein System
irgendwelcher Dinge, das unseren Voraussetzungen geniigt. $R muB dann ein
Untersystem von der Struktur der rationalen Zahlen enthalten. Wir gehen
jetzt darauf aus zu zeigen: jedem Element von R 148t sich ein Element von i
zuweisen. Greift man namlich aus R irgendeine reelle Zah! « heraus, so wird
sie etwa durch einen Schnitt im System der rationalen Zahlen definiert sein,
so daB man schreiben kann

a = (A/B).

Ein genau entsprechender Schnitt kann aber in den rationalen Zahlen von it
gefithrt werden (da jedem rationalen Element von R ein rationales Element
von ‘R entspricht); wir erhalten also auch dort eine Zerlegung

(U/B),
die wegen der Stetigkeit des Systems H wieder eine Zahl a dieses Systems
darstellt. Jeder reellen Zahl a = (A/B) in R entspricht sonach ein
Element a = (A/B) in R, und diese Entsprechung ist offenbar shnlich
und isomorph. R muB also mindestens so viel Elemente enthalten wie R
(schirfer: ein Teilsystem von i muB sich eineindeutig dhnlich und isomorph
auf R abbilden lassen), aber auch nicht mehr, da es nach dem Voll-
stindigkeitssatz nicht erweiterbar ist. Folglich muB es im wesentlichen mit R
zusammenfallen. Damit ist aber erkannt, da das von uns geschaffene
System der reellen Zahlen das einzig mégliche ist, das frei von Liicken
ist und den Forderungen 1-—4 geniigt. —

Fragen wir nun zuletzt: Entspricht dem Kontinuum der reellen Zahlen
etwas Objektives in der 1ealen AuBenwelt? Hat es in der Sprechweise Cantois
eine transiente Realitit? Man konnte denken, daB das arithmetische
Kontinuum nur das Abbild des rdaumlichen ist. Boltzmann und Clifford
haben darauf hingewiesen, daB mdglicherweise unser Raum, ja auch die Zeit
unstetig sind, daB z. B. alle Bewegungen in der Natur in winzig kleinen
Spriingen vor sich gehen konnten, wie im Film. Alle Beobachtungen wiren
auch mit der Annahme eines unstetigen Raumes und einer unstetigen Zeit
vertriglich. Und die beutigen Vorstellungen der Wellenmechanik zeigen,
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daB es physikalisch sinplos wird, von geométrischen Eigenschaften des
physikalischen Raumes unterhalb einer gewissen Schwelle, nimlich der-
jenigen der GroBenordnung der Atome zu sprechen. Von Dedekind wurde
bemerkt, daB auch die Geometrie in mancher Hinsicht keinen stetigen Raum
erfordert. Sieht man etwa nur diejenigen Punkte des Raumes als vorhanden
an, die sich in einem bestimmten Koordinatensystem durch ,algebraische
Zahlen (vgl. S. 15) darstellen lassen, so ist dieser Raum iiberall unstetig;
,,aber trotz der Unstetigkeit, Liickenhaftigkeit dieses Raumes, sind in ihm
alle Konstruktionen, welche in Euklids Elementen auftreten, genau ebenso
ausfithrbar, wie in dem vollkommen stetigen Raum; die Unstetigkeit dieses
Raumes wiirde daher in Euklids Wissenschaft gar nicht bemerkt, gar nicht
empfunden werden. Dedekind fihrt fort: ,Wenn mir aber jemand sagt,
wir kénnten uns den Raum gar nicht anders als stetig denken, so méchte ich
das bezweifeln und darauf aufmerksam machen, eine wie weit vorgeschrittene,
feine wissenschaftliche Bildung notwend{g ist, um nur das Wesen der
Stetigkeit deutlich zu erkennen?).”

Fiir den physikalischen Raum pflegt man die Berechtigung dieser
Gedanken zuzugestehen. Um so hartnickiger verficht man die Ansicht,
daB die Anschauung das eigentliche Urbild des mathematischen Kontinuums
sei. Was sollen wir von dieser Ansicht halten? Kann die Anschauung das
leisten, was ihr da zugemutet wird? Beginnen wir mit einer ganz einfachen
Frage: Sieht derjenige, der in ein Spektrum schaut, eine bestimmte Zah!
von Farben? Offenbar nicht, wenn hier unter den Farben die einzelnen
Farbnuancen gemeint sind. Sollen wir sagen, er sieht unendlich viele Farben —
vielleicht so viele, wie es reelle Zahlen gibt? Das wire eine Verirrung in ein
falsches Gedankensystem hinein. Tatsichlich hat das Farbkontinuum eine
ganz andere Struktur als das Zahlenkontinuum. Von zwei reellen Zahlen
steht eindeutig fest, ob sie gleich oder verschieden sind. Mégen sie auf der
Zahlenlinie noch so knapp nebeneinander liegen, so sind und bleiben es doch
verschiedene Zahlen. Eine Farbe aber geht unmerklich in eine andere iiber,
sie verschwimmt mit ihr, oder richtiger gesagt: Es hat keinen Sinn, von
isolierten Elementen zu sprechen, aus denen sich das Kontinuum aufbauen soll.
Auf Gebilde dieser Art ist der Begriff der Zahl nicht anwendbar; denn die
erste Voraussetzung des Zihlens ist die, daB sich die zu zihlenden Dinge
deutlich unterscheiden lassen. Die Sprache sagt daher mit einem ganz
richtigen Gefiihl, daB man zahllos viele Farben sieht. Es wird damit jede
Zahlenangabe iiber Farben verboten und weiter nichts.

Ganz ahnlich steht es mit dem Sehraum. Der Leser frage sich, wie viele
Punkte er im Gesichtsfeld wahrnimmt. Wenn er zu der Ansicht neigt, daB es

1) ,,Was sind and was sollen die Zahlen?"* S, XII, {.
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unendlich viele sind, so iiberlege er, wie er diese Meinung rechtfertigen konnte.
Besitzt er etwa ein Verfahren, jeder beliebigen Menge. von Punkten einen
weiteren hinzuzufiigen, wie im Fall der Zahlenreihe 1, 2, 3, 4 usw? Im Falle
der Zahlen ist dieses ,,und so weiter’* die Quelle, aus der der Zahlenstrom
flieBt. Aber im Fall der Punkte? Versucht er, das Kriterium von Dedekind
anzuwenden und die Punkte des Gesichtsfeldes auf einen echten Teil ihrer
selbst abzubilden, — so sieht er wieder, daB das ,,nicht geht’: in der Tat
heiBt es gar nichts.. nach einer solchen Abbildung zu suchen, da das einzige
Mittel, das dem Mathematiker hierfiir zur Verfiigung steht, die induktive
SchluBweise, hier unverwendbar ist. ,,Ich sehe unendlich viele Punkte
heiBt nur, es hat keinen Sinn zu sagen: ich sehe nur zwanzig Punkte oder ich
sehe nur dreiBig Punkte oder ich sehe nur vierzig Punkte. Mit dem Unendlich
der Mathematik hat das nichts zu tun. Dem anschaulichen Kontinuum kommt
eben eine wesentlich andere Struktur zu. (Eben deshalb scheitert auch der
Versuch, sich etwa die Menge der rationalen Zahlen im Gesichtsraum bildhaft
vorzustellen.)

Nach alledem kann man nicht sagen, da uns die reellen Zahlen in der
Natur oder in der Anschauung vorgezeichnet sind. Sie sind eine freie Schépfung
unseres Geistes — freilich eine Schépfung, zu welcher der Mathematiker von
verschiedenen Seiten her angeregt wird. Und zwar stammen diese Antriebe
aus zwei Richtungen: erstens von der Geometrie her (die Entdeckung des.
Irrationalen durch Pythagoras); zweitens von dem numerischen Rechnen
mit Dezimalzahlen her, wie es sich seit der Renaissance allmihlich eingebiirgert
hat. Indem man alle méglichen Dezimalbriiche betrachtet, entsteht ganz von
selbst die Idee der reellen Zahl, die dann in den Theorien von Cantor und
Dedekind nur eine Klirung und Prizisierung erfahren hat.

Kehren wir jetzt noch einmal zu den Grundlagen der analytischen
Geometrie zuriick! Diese beruht darauf, da8 eine Beziehung zwischen den
Punkten einer Geraden und den reellen Zahlen angenommen wird, derzufolge
jedem Punkt genau eine Zahl und jeder Zahl genau ein Punkt entspricht.
LaBt sich das beweisen? Nein; sondern hier setzt ein neues Axiom ein, das
von den Punkten der Geraden verlangt, daB sie eineindeutig den reellen
Zahlen entsprechen sollen. Dieses Cantor-Dedekind’sche Axiom bildet die
eigentliche Grundlage unserer gewGhnlichen analytischen Geometrie. Doch
werden wir spiter eine Geometrie kennen lernen, in welcher dieses Axiom

nicht gilt.
E. Verschiedene Bemerkungen.

Zuletzt soll noch auf gewisse Schwierigkeiten hingewiesen werden, die
im Begriff der reellen Zahl liegen. Diese Schwierigkeiten werden am besten
durch einen Gedankengang von Brouwer beleuchtet. Nehmen wir an, ich
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bilde eine Reihe natiirlicher Zahlen a,, a,, ... a,, ... nach folgender Vor-
schrift: a, =1, a, = 2; fiir jeden weiteren Index n soll a, = n sein, wenn die
Fermat’sche Gleichung x® 4 y® = z" in ganzen Zahlen x, y, z unldsbar ist;
gibt es dagegen fiir n > 2 Lésungen dieser Gleichung und bezeichnet » den
kleinsten Wert von n, fiir den eine Lsung existiert, so soll von dem Index
vaba immer =vsein,d. h. 2, = a,y1=2a,42=... =7 Da das Fermat'sche
Problem nicht geldst ist, wissen wir nicht, ob die Zahlenreihe a,, a,, a,, . ..
ins Endlose wichst oder ob das Wachstum einmal abbricht und von da ab

alle weiteren Glieder konstant sind. Mit Hilfe dieser Zahlenreihe bilden wir

nun die Folge
t 2‘ y \ _— '2‘ , - E 3o e

die demnach so anfiangt:
1

1 1
-2 t % T

Falls die Fermat’sche Gleichung keine Lésung hat, konvergiert diese Folge
gegen 0; falls es dagegen eine kleinste Lésung mit geradzahligem Exponenten
gibt, konvergiert die Folge gegen eine positive Zahl und falls sie einen
ungeradzahligen Exponenten hat, gegen eine negative Zahl. = Welcher
von diesen drei Fillen eintritt, wissen wir nicht. Brouwer meint
nun, daB wir hier eine reelle Zahl vor uns haben, die weder positiv, noch Null,
noch negativ ist. Und mit Hilfe dieses Ergebnisses sprengt er eine ganze Reihe
berithmter Sitze der klassischen Mathematik in die Luft.

Der Leser wird natiirlich sagen, es sei ein Unterschied, ob die Gleichung
eine Lésung hat oder ob wir sie kennen. An sich kann doch nur einer der drei
Fille eintreten: die Folge geht entweder gegen 0 oder sie bleibt bei einem
positiven oder negativen Wert stehen; daB wir es nicht feststellen kénnen,
hat damit nichts zu tun. Brouwer wiirde ihm darauf erwidern, daB méglicher-
weise das Problem prinzipiell unentscheidbar ist und daB er daher
kein Recht habe, so zu argumentieren. -

Wenn wir hierzu Stellung zu nehmen hitten, so wiirden wir sagen:
[st das Fermat’sche Problem unentscheidbar, so stellt diese Folge gar keine
eelle Zahl dar. Denn das Wesentliche an einer reellen Zahl ist ja ihre Ver-
jleichbarkeit mit den rationalen Zahlen — nur deshalb kann sie als Punkt
wf einer Geraden gedeutet werden. Gibt es zahlihnliche Gebilde, die sich
nit den rationalen Zahlen nicht vergleichen lassen, so haben wir kein Recht,
ie zwischen diese einzufiigen, und es ist nur folgerichtig, wenn wir solchen
Sebilden den Charakter reeller Zahlen absprechen.

Man kann genau dieselbe Uberlegung mit Dezimalbriichen anstellen,
ndem man etwa die Ziffernfolge -eines Dezimalbruches irgendwie von der
.Osung eines mathematischen Problems abhingig’ machi. Ein Beispiel
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dafiir wire der Dezimalbruch 0a, a;a,a, ... wobei die Ziffer a, gleich 1
oder gleich 0 sein soll, je nachdem die Fermat'sche Gleichung x* -+ y® = z*
fiir n'16sbar ist oder nicht. Der Dezimalbruch wiirde also beginnen 0°11000 . . .,
aber wir wiiBten heute nicht, ob er = 0-11 oder > 0:11 ist. Wir wiirden
wieder sagen: Wenn das Problem unlésbar ist, so ist durch diese Vorschrift
keine reelle Zahl definiert. ’

Diese Betrachtungen regen uns an, dem Verhiltnis zwischen reeller
Zahl und Dezimalbruch nachzugehen. Man glaubt gewdhnlich, daB ein
Dezimalbruch festliegt, definiert, gegeben ist, wenn wir seine Ziffern kennen,
wenn uns also etwa die Folge der Ziffern ins Unendliche hingeschrieben wird.
Aber ist das eigentlich richtig? Steckt nicht hinter der Ziffernfolge das
Verfahren, das Gesetz, das die Ziffern erzeugt? Man kénnte die Frage so
stellen: Sind regellose, unendliche Dezimalbriiche denkbar? Sind sie iiber-
haupt reelle Zahlen? Wie wiire es z. B., wenn man die Aufeinanderfolge der
Ziffern durchs Los bestimmte, wire damit eine reelle Zahl definiert — ja
oder nein? Diese Frage wiirde heute wohl verschieden beantwortet werden.
Wir wiirden sagen: Auch wenn das Intervall bei Fortsetzung des Verfahrens
immer weiter eingeengt wird, so haben wir doch nicht das Recht, hier von
einer Zahl zu sprechen, und zwar deshalb nicht, weil von soichen Bildungen
andere Gesetze gelten als von reellen Zahlen. (Kann man fragen, ob so ein
Dezimalbruch rational oder irrational ist?) Was einen hier irrefiihrt, ist
eine Analogie mit dem Sehraum: da geht eine Strecke, wenn man sie ver-
kleinert, allmihlich in einen Punkt iiber, und so ahnlich stellt man sich die
Approximation einer reellen Zahl vor. Wenn man die Ziffernfolge, so denkt
man, nur weiter und weiter fortsetzt, so nihert sich das Intervall einem
Punkt. Der SchluB ist irrig: so weit man auch geht, die Lage des Punktes
ist immer unendlich unbestimmt. Anders wire es, wenn man ein Gesetz
kennt; denn dann ist eben dieses Gesetz selbst die reelle Zahl. Und damit
kommen wir auf den Punkt zu sprechen, der die ganze Tduschung hervorruft:
das ist die Verwechslung der E xtension mit dem Gesetz. Man bildet sich
ein, daB man einen unendlichen Dezimalbruch auf zwei Weisen bestimmen
konnte: durch Aufzidhlung der Ziffern o d e r durch ein Gesetz. Aber so ist
es nicht: Eine reelle Zahl erzeugt Extensionen, sie ist keine Extension.

Es wire interessant, von hier auf gewisse Theorien der Wahrscheinlichkeit
zu blicken, die darauf beruben, daB man einen Limes durch ein empirisches
Verfahren, z. B. durch eine statistische Reihe definiert sein 1aBt. Wenn
der Leser etwas mehr hieriiber zu erfahren wiinscht, so mége er einen Aufsatz
des Verfassers in der , Erkenntnis” von 1930 nachlesen.

Zusammenfassend kann man sagen: Die reellen Zahlen wurden ge-
schaffen, um die Limesoperation unbeschrinkt ausfithrbar zu machen. Nur
ist das keine so einfache, klare und durchsichtige Operation wie etwa die
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ibtraktion, sondern eine Vorschrift, ein Gesetz zur Erzeugung rationaler
shlen. Es gibt nun sehr verschiedenen Typen von Gesetzen und dem-
—=B wird es auch verschieden Arten reeller Zahlen geben. Zunichst
sht es so aus, als obsie ein einheitliches System bildeten, wie die rationalen,
- unterstrichen wird diese Auffassung durch die gemeinsame Schreibweise
s Dezimalbriiche. Aber schon die Entdeckung Godels zeigt, daB hier
‘rchaus andere Verhiltnisse bestehen. Denn fiir jede Arithmetik lassen sich
elle Zahlen angeben, die mit den Mitteln dieser Arithmetik nicht definierbar
-1, Vor dem schirferen Blick 18st sich das System der reellen Zahlen in
~e unendliche Menge verschiedener Systeme auf, die nur eine gewisse
hnlichkeit miteinander haben.

Fragen wir zuletzt: Geht die Widerspruchsfreiheit der Theorie der
ellen Zahlen aus der Art ihrer Konstruktion aus den rationalen Zahlen
srvor? Frither glaubte man das. Die Definitionen fiir das Rechnen mit
olgen sind ja genau gewissen Lehrsitzen nachgebildet (vgl. Kapitel 11);
iglich, so meinte man, muB jeder Widerspruch zwischen unseren Fest-
itzungen einen ebensolchen zwischen den beweisbaren Lehrsitzen nach sich
ehen. Die Untersuchungen Gédels haben jedoch gezeigt, daB dem nicht
) ist: die Widerspruchsfreiheit der Lehre von den reellen Zahlen kann
om Standpunkt der natiirlichen Zahlen nicht erwiesen werden.

Den tieferen Grund, warum hier das Verfahren der Zuriickfithrung
ersagt, kann man sich so klar machen: Wihrend eine Aussage iiber eine
ositive oder negative oder eine rationale Zahl restlos in eine Aussage iiber
atiirliche Zahlen umgeformt werden kann, ist dies bei den reellen Zahlen
icht mehr moglich; hier kommt vielmehr ein wesentlich neues Element
inzu, nimlich der Begriff des Gesetzes (bei den.Zahlenfolgen Cantors),
sp. der Begriff der Klasse oder der Eigenschaft (bei den Dedekind’schen
chnitten). D. h. der Kalkiil mit reellen Zahlen ist ein Kalkiil mit Gesetzen
der Klassen rationaler Zahlen und daher nicht in die Sprache der rationalen
ahlen iibersetzbar.



14. Ultrareelle Zahlen.

Es gibt Probleme, die uns veranlassen, iiber die reellen Zahlen hinaus-
zuschreiten zu Zahlensystemen, die sich unseren vier Forderungen nicht mehr
fiilgen. Wir werden da zunichst zwei Beispiele betrachten.

1. Wenn sich der Leser die Funktion y = lx graphisch darstellt — er

kann sich dabei auf die positiven Werte von x beschrinken — so wird er
finden, daB die Kurve gegen den Ursprung hin immer steiler ansteigt und,
wenn x gegen 0 konvergiert, iiber alle Grenzen wichst. Eine solche Stelle
nennt man eine Unendlichkeitsstelle oder einen Pol. Betrachten wir nun
verschiedene Funktionen, von denen jede an der Stelle x = x, einen Pol
besitzen moge. Die Frage, die wir uns jetzt vorlegen wollen, ist die: Kann
man das Tempo des Wachstums dieser Funktionen miteinander vergleichen?

Kann man das Unendlichwerden graduieren? Betrachten wir als Beispiel
1 1

die Funktionen f (x) = und g (x) = 2+ Wenn der Leser den Verlauf der

letzteren Kurve in einer Zeichnung darstelit, so wird er bemerken, daB sie

steiler ansteigt als die Bildkurve der ersten Funktion, und zwar so, daB das

(x)

Verhiltnis der beiden fg—(x)

Funktion g (x) werde von héherer Ordnung (stirker, schneller) unendlich
als die Funktion f (x) oder kiirzer: g (x) ist infinitir gréBer als f (x). Strebt

gegen ~ geht. Man sagt in diesem Falle, die

dagegen das Verhiltnis f{% einer festen numerischen Grenze zu (weder 0
noch -~ ), so sagt man, die beiden Funktionen werden von derselben Ordnung
unendlich oder sie sind infinitar gleich. Da die Beziehungen ,,gr68er*, ,,gleich®,
, kleiner’* eine erschopfende Disjunktion bilden, lassen sich die Pole in eine
Reihe ordnen. Die vorher aufgeworfene Frage konnen wir nun so prizisieren:
Kann man ein MaB einfiihren fiir das Tempo des Unendlichwerdens? Kann
man die einzelnen Pole durch Zahlen charakterisieren, so daBl einem infinitar
groferen Pol immer die groBere Zahl entspricht? Es ist leicht, eine unbe-
grenzte Folge von Funktionen herzustellen, von demen jede schneller ins

. . . 1 1
Unendliche wichst als die vorhergehende; z. B. die Funktionen _, -, 45, ...
_ Diese Reihe kann man weiter verdichten, indem man gebrochene und

schlieBlich reelle Exponenten hinzunimmt. Man wird nun versuchen, der
Funktion xl, als , MaB8‘ oder,,Grad** die Zahl « zuiuordnen.Aber dannsind

zur Bezeichnung der Pole dieses einen Funktionentypus schon
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alle reellen Zahlen (von 0 aufwirts) aufgebraucht. Nun gibt es noch
andere Funktionen, die an der Stelle x = 0 unendlich werden, z. B. ' log x |

1 .
Vergleicht man nun jlog x1 mit irgendeiner der Funktionen —7, so ergibt

die Rechnung, daB log x langsamer gegen ~ geht als jede Funktion dieser

. . . 1 .

Art. ’log x unterbietet im Tempo alle Funktionen der Form . Eine
. logx! . e ) . 1 .

Funktion wie lf;x“ wird daher infinitar gréBer sein als — und doch kleiner

als Siyes wie klein man auch ¢ wihlt. Will man dieser Funktion ein MaB

beilegen, so kann man hierzu weder die Zahl 1 noch eine Zahl > 1 wihlen —
die Skala derreellen Zahlen reicht nicht mehr hin, um die Ordnung
der Pole zu bezeichnen. Der Reihe der Pole kommt eine dichtere Struktur
zu als dem Kontinuum der reellen Zahlen. Um sie zu graduieren, miiBte
man zu einem ,,ultrareellen’” Zahlensystem greifen — freilich um den Preis
des Fallenlassens einiger der Forderungen, die wir an den Zahlenbegriff
gestelit haben, etwa des Archimedischen Axioms. — Der Leser beachte, daB
es sich bei diesem Problem eigentlich nur um das Auffinden eines Systems
von Ordnungszahlen handelt — denn Rechenoperationen mit ihnen
brauchte man nicht unbedingt zu definieren.

2. In mehrfacher Hinsicht interessant sind die ,hornférmigen Winkel*,
die schon im Altertum bekannt und umstritten waren. Wenn sich zwei
Kurven schneiden, so versteht man unter ihrem Winkel gemeinhin den Winkel,
den die im Schnittpunkt gezogenen Tangenten miteinander bilden. Diese
Winkel bilden ein gewdhnliches archimedisches GroBensystem. Nun kann
man auch einen anderen Standpunkt einnehmen. Die Anschauung legt uns
nahe, den hornférmigen Raum zwischen den beiden krummen Linien, die

Gestalt, ins Auge zu fassen und zu fragen,

ob sich diese Riume nicht direkt mitein-

= ander vergleichen lassen. Das ist gewiB

moglich. Zunichst kénnen wir den horn-

féormigen Winkel durch eine Gerade in

zwei Teile zerschneiden (vgl. Fig. 23)

und uns demnach auf Winkel beschré'mken,

_deren einer Schenkel eine Gerade ist. Man

Fig. 25. wird dann naturgeméB denjenigen von

zwei Winkeln fiir den groBeren erkliren,

der iiber den anderen hinausgreift (falls man sich die beiden Winkel so auf-
einandergelegt denkt, daB ihre Scheitel und geraden Schenkel zusammen-
fallen), und es ist klar, daB bei dieser Bestimmung die hornformigen Winkel

ein geordnetes System bilden. !
Wenden wir dies insbesondere an auf die Winkel, die von einer Geraden
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und einem sie bertihrenden Kreis gebildet werden (und die im gewéshnlichen
Sinne gemessen alle gleich 0 sind), so sieht man, daB zu dem Kreis mit dem
gréBeren Radius der kleinere hornformige Winkel gehoért. (Vgl. Fig. 26.)

.1
Wir wollen daher den reziproken Wert des Radius— = w als Ma8 fiir die

GréBe des krummlinigen Winkels festsetzen. Es ist klar, daB man dann die
Reihe w, 2 w, 3 w, ... bilden kann,

indem man den Radius im entspre-
chenden Verhaltnis verkleinert. Aber
] so weit man in dieser Reihe auch gehen
mag, nw wird immer kleiner bleiben
, als der geradlinige Winkel a. Das heiBt,
o ist aktual unendlich klein ge-
Jo

geniiber ¢, und das zeigt sehr anschau-
lich, daB hier das Archimedische Axiom
versagt.

Fig. 26.

Will man diese Dinge mit Hilfe der Rechnung verfolgen, so mufl man
zunichst ausdriicken, daB die eben betrachteten Winkel aktual unendlich
klein sind gegeniiber einem gewdhnlichen Winkel. Man wird das tun, indem
man eine aktval unendlich kleire Einheit einfithrt, die man etwa so
definiert: als Einheit # gilt derjenige Winkel, den der Kreis mit dem Radius ]
mit seiner eigenen Tangente einschlieSt. Jeder andere Kreis wird dann mit seiner

Tangente den Winkel w = ir .
einschlieBen. Schneiden nun zwei
Kreise einander, so setzt sich
der hornférmige Winkel aus drei
Stiicken zusammen: aus dem
Winkel «, den die beiden Tan-
genten einschlieBen und aus den
beiden aktual unendlich kleinen
Winkeln o, und ,.

DemgemilB erkliren wir als
MaB8 des Gesamtwinkels die
Summe

e+ o, + 0,
oder
U 1
Fig. 27. et -+

wenn man mlt r, und r, die Ra-
dlen der beiden Kreise bezeichnet. Fiir die GroBe 7 ist es dabei charak-
teristisch, daB n .7 < 1 ist, wie groB man auch n wihlt.
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Will man diese Definition auf beliebige Kurven iibertragen, so wird
man die Kurven im Schnittpunkt durch ihre ,,Schmiegungskreise* ersetzen
(d. i. durch Kreise, die sich an der gegebenen Stelle moglichst eng an die
Kurven anschmiegen) und nun die Festsetzung treffen, daB als Winkel
zwischen den Kurvenbdgen der Winkel zwischen den entsprechenden Kreis-
bogen gelten soll, Voraussetzung ist dabei, daB die Kurven eine ,,Kriimmung®
besitzen; das ist ebensowenig selbstverstindlich, wie daB sie eine Richtung
haben.

Schilt man aus alledem den abstrakten Formalismus heraus, so handelt
es sich darum, einen Kalkiil mit Elementen vop der Form a - b # aufzubauen,
in welchem das Archimedische Axiom nicht mehr gilt. Man wird nun Rechen-
regeln fiir diese Symbole festsetzen miissen. Dabei entsteht natiirlich die
Frage, was man unter 7.7, 1® usw. verstehen soll. Es liegt nahe, sie als
aktual unendlich kleine GroBen hoherer Ordnung aufzufassen. Diesen
Standpunkt nimmt Veronese in seinen Arbeiten iiber die Grundlagen der
Geometrie ein. Er denkt sich eine Hierarchie aktual unendlich kleiner
GréBen, d. h. eine Reihe von GroBen #, £, . . ., von denen jede folgende aktual
unendlich klein gegeniiber den vorangehenden ist und baut mit ihrer Hilfe
eine nichtarchimedische Geometrie auf, bei der der einzelne Punkt auf der
Abszissenachse durch einen Ausdruck der Form

a+byp+cli+ ...
gegeben ist, wo a, b, ¢, ... gewShnliche reelle Zahlen bedeuten. Was in der
gewohnlichen Geometrie ein Punkt ist, spaltet sich hier gewissermaBen in
eine Punktwelt auf, etwa dhnlich wie ein heller Fleck am Himmel sich im
Teleskop in eine Sternwolke aufldst.

Die Konstruktion solcher Zahlensysteme gehort in die groBe Gruppe
von Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie, durch die unter
anderem die Frage der Unabhingigkeit der Axiome geklirt werden soll. Es
ist das die Frage, ob unter den Axiomen, die wir einer bestimmten Geometrie
zugrundelegen, nicht verkappte Lehrsitze auftreten, fiir die man nur bisher
den Beweis nicht gefunden hat. Damit verhilt es sich so: Gelingt es, eine
widerspruchsfreie Geometrie aufzubauen, in der alle Axiome gelten mit
Ausnahme eines, so kann dieses eine gewil keine logische Folge der iibrigen
sein. Der Aufbau einer nichtarchimedischen Geometrie hat eigentlich nur
den Zweck, die Unabhingigkeit des Archimedischen Axjoms von den anderen
darzutun.

Uber die Ansicht, daB die Beschiftigung mit nichtarchimedischen
GroBensystemen eine bloBe Spielerei sei, wird sich der Leser jetzt selbst ein
Urteil bilden kénnen. DaB uns solche Zahlen ungewohnt und sonderbar
anmuten, hat seinen Grund wohl darin, daB sie mit dem Begriff der extensiven
GréBe, an den wir hauptsichlich denken, nichts zu tun haben. Gerade vom
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Standpunkt der Logik ist aber die Vergleichbarkeit der verschiedenen GréBen
einer Art, z. B, der Lingen, nicht selbstverstindlich. ,Diese Erkenntnis*,
sagt Hilbert, ,,ist bekanntlich fiir die Geomeétrie von wesentlicher Bedeutung,
scheint mir aber auch fiir die Physik von prinzipiellem Interesse; denn sie
fithrt uns zu folgendem Ergebnis: die Tatsache, daB wir durch Aneinander-
fiigen irdischer Entfernungen die Dimensionen und Entfernungen der Korper
im Weltenraum errechnen, d. h. durch irdische MaBe die himmlischen Lingen
messen kénnen, ebenso die Tatsache,.daB sich die Distanzen im Atominnern
durch das MetermaB ausdriicken lassen, sind keineswegs bloB eine logische
Folge der Sitze iiber Dreieckskongruenzen und der geometrischen Konfigu-
ration, sondern erst ein Forschungsresultat der Empirie. Die Giiltigkeit des
Archimedischen Axioms in der Natur bedarf eben im bezeichneten Sinn
geradeso der Bestitigung durch das Experiment, wie etwa der Satz von der
" “"Winkelsumme im Dreieck im bekannten Sinn').” Es wire interessant, uns
Erfahrungen auszumalen, die uns zum Aufgeben des Archimedischen Axioms
brichten.

Es wurde schon erwihnt, daB das anschauliche Kontinuum nicht das
mathematische ist. Die reellen Zahlen lassen slch auf das erstere nicht gut
anwenden, und einige weitere Beispiele mogen uns das noch vor Augen
fithren. Denken wir uns, wir sdhen auf einer Zeichnung eine grole Zahl von
Punkten, die sich zusammendringen und ungefihr das Bild eines Streifens
ergeben, und zwar fiir das Auge, das sie aus einiger Entfernung betrachtet.
Dieser Streifen sei nirgends scharf begrenzt, sondern verliere sich allmihlich
in die Umgebung. Wie breit ist nun der Streifen? Da man ihn nicht scharf
abgrenzen kann, so handelt es sich da um eine Messung in einem ganz anderen
Sinn, eher um die Wiedergabe des Eindrucks, den der Streifen macht,
also um das, was man Schitzung nennt. (Das geht schon daraus hervor,
daB zwei nahe beieinander liegende Zahlangaben jetzt einander nicht wider-
sprechen, wihrend sie bei einer Messung im gewohnlichen Sinn einen Wider-
spruch darstellen.) Ahnlich ist die Frage: Wo fingt in diesem Gebirgsprofil
die Hochebene an? Auch hier ist keine Rede davon, dafl man diesen Punkt
scharf markieren kann. In einer verwandten Situation befinden wir uns,
wenn wir gefragt werden: Von wo kommt der Schall? Wir konnten zur
Antwort in die Richtung -weisen, aber nur ungefihr, und das deutet darauf
hin, daB wir es hier mit einem anderen Begriff der Richtung oder mit einer
anderen Metrik des Winkels zu tun haben. Ebenso verhilt es sich mit der
Frage: Liegt dieses Orange genau in der Mitte zwischen rot und gelb? Es
hat keinen Sinn, von ,,genau’* zu reden, es sei denn, daB eine Methode der
Messung angegeben wird. (Farbmischung.) Aber dann bewegen wir uns.

1) Axiomatisches Denken (Math. Ann., 78).
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schon im Bereich der Physik und nicht der unmittelbaren An-
schauung. _ .

In all diesen Fillen ist die Verwendung reeller Zahlen nicht ganz am
Platz. Vielleicht wird man eines Tages eine Mathematik des Verschwommenen
konstruieren, die solchen Verhiltnissen besser angepaBt ist. So kénnte man
sich Axiome fiir Zahlen formuliert denken, nach welchen ,gréBer*, , gleich*
..kleiner keine erschdpfende Disjunktion bilden, sondern wo eigentiimliche
Zonen der Unbestimmtheit oder der geringen Unterscheidbarkeit vorgesehen
sind. ' Aber schlieBlich wiirde das auf nichts anderes hinauslaufen als auf die
Formulierung der Grammatik des Wortes ,,ungefihr.
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15. Komplexe und hyperkomplexe Zahlen.

. Eine andere Erweiterung des Zahlensystems ist viel ilter: es sind die
imaginiren Zahlen, die in der abendlindischen Mathematik seit der Mitte
des 16. Jahrhunderts auftreten. Es gibt zwei Motive, die zu einer solchen
Erweiterung dringen. Das eine ist algebraischer Natur. Die Nichtauflds-
barkeit der Gleichung x? 4+ 1 = 0 war der AnlaB, einen neuen Typus von
Zahlen in den Rechnungen zuzulassen, die Quadratwurzeln aus negativen
Gr6Ben. Daneben darf ein zweites Moment nicht iibersehen werden, das
erst spiter hervortritt: In der Geometrie wie in der Physik tritt der Begriff
der ,,gerichteten GréBe’” oder des Vektors auf, und es erweist sich nun als
wiinschenswert, zum Begriff des Vektors ein rein arithmetisches Analogon
zu bilden. Von hier gehen die Anregungen zur Schopfung hoherer komplexer
Zahlen aus.

Vorliufig aber wollen wir von den gewéhnlichen komplexen Zahlen
sprechen, und da miissen wir zunichst etwas iiber die Bedeutung der
imagindren Zahlen fiir das Ganze der Mathematik sagen. Diese Bedeutung
liegt nicht allein darin, da8 mit ihrer Hilfe das Ziehen der Wurzel aus negativen
Zahlen méglich wird. Durch ihre Einfithrung erfahrt vielmehr die Algebra
und Analysis eine groBe Vereinfachung; der wahre Wert solcher Zahlen liegt
darin, daB durch sie ganz verschiedene Teile der Mathematik miteinander
in Verbindung gesetzt werden, ferner darin, daB man eine vollstindige innere
Einsicht in manche Probleme nur dann erlangt, wenn man die Beschrinkung
auf das Reelle abstreift und sich in das komplexe Gebiet begibt. Als erstes
Beispiel haben wir hier Eulers berithmte Relation

e* = cos x +1 sin x
anzufithren, durch die mit einem Schlag ein Zusammenhang zwischen scheinbar
ganz verschiedenartigen Funktionen aufgedeckt wurde. Thre volle Ent-
faltung findet diese Idee in der modernen Funktionentheorie, in der ganz
allgemein Abhingigkeiten zwischen komplexen Zahlen studiert werden, also
Funktionen
w = { (2),

wobei z = x + i y und w = u + i v komplex sind. Die geometrische Deutung
besteht jetzt darin, daB man sich zwei Ebenen denkt, die z-Ebene und die
w-Ebene, und nun einem Punkt der z-Ebene vermége der Rechenvorschrift f
einen Punkt der w-Ebene entsprechen liBt. Eine jede solche -Funktion
w = £ (z) leistet also eine Abbildung einer Ebene auf die andere, und es zeigt
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sich nun, daB die wesentlichen, tiefer liegenden Eigenschaften der Funktionen
gerade in der Art der durch sie vermittelten Abbildung zutage treten. So
kann man ganze groBe Funktionsklassen durch iiberraschend einfache Eigen-
schaften charakterisieren, z. B. durch die Eindeutigkeit, das Auftreten von
Polen usw.

Manche Erscheinungen kann man vom Standpunkt des Reellen uber-
haupt nicht verstehen, z. B. das Verhalten der Funktion log x. Wenn man
fragt, was der Logarithmus einer negativen Zahl sei, so bietet sich folgende
Uberlegung an: Setzen wir log (— 1) = x, dannistlog (—1)? = 2log (— 1) =
= 2 x; andererseits aber ist log (—1)2 =log1 =0, also muB 2 x = 0 sein,
und so kommt heraus, daB der Logarithmus von — 1 Null ist, — was doch
augenscheinlich nicht stimmt.  Wo der Fehler liegt, ist mit den Mitteln der.
Schulmathematik nicht zu entdecken. Alles das wird klar, sobald man sich
zum Standpunkt der Funktionentheorie erhebt; dann zeigt es sich, daB die
Funktion log z unendlich vieldeutig ist, gewissermaBen unendlich viele einzelne
Funktionen darstellt, die aber doch wieder in ganz bestimmter Weise zu-
sammenhingen. Erst dadurch erhilt man einen Einblick in den komplizierten
Organismus dieser Funktion. Beschrinkt man sich auf den Ausschnitt, den
das Reelle gibt, so entgeht einem das Wesentliche; man gleicht dem
Beobachter im Platonischen Hahlengleichnis, der nur die Schatten der
Gegenstiinde voriiberwandeln sieht und dem die wirklichen Dinge ewig
fremd bleiben. Dies hatte wohl auch GauB im Sinn, als er sagte, ihm sei
,.die Analyse eine selbstindige Wissenschaft, die durch Zuriicksetzung jener
fingierten GréBen auBerordentlich an Schonheit und Rundung verlieren und
alle Augenblicke Wahrheiten, die sonst allgemein gelten, héchst lastige
Beschrinkungen beizufiigen genétigt sein wiirde.

Die geometrische Versinnlichung, die Gau8 von den komplexen Zahlen
gab, war sehr brauchbar firr die Mathematik, aber sie gab keine Antwort auf
die Frage, mit welchem Recht die imaginiren Zahlen eingefithrt werden.
1835 entwickelte Hamilton eine Theorie, in der ganz im modernen Geist eine
komplexe Zahl als ein Paar (couple) von reellen Zahlen aufgefaBt wird, deren
Verkniipfungsgesetze willkiirlich gewihlt werden kénnen. Wir bezeichnen
ein solches Zahlenpaar mit (a, b) und heiBen a und b die Komponenten. Die
nachstehende Skizze wird die Hauptpunkte des Aufbaues hervortreten lassen.

Df. 1. Zwei Zahlenpaare heien gleich, wenn ihre Komponenten gleich
sind; in Zeichen:

(a, b) = (c, d), wenn a =c und b = 4 ist.
Die Begriffe ,groBer’ und ,kleiner werden nicht eingefiihrt.

Df. 2. Die Summe (Differenz) zweier Zahlenpaare ist das Paar, gebxldet

aus der Summe (Differenz) der Komponenten:

@bt d=@tc b+td.



Man sieht sofort, daB alle formalen Bedingungen fiir diese Begriffe erfiillt sind.
- Df.3. —(a, b) = (—a, —b).
Aus der Definition der Summe folgt, daB
(a, b) + (a, b) = (2a, 2D),

was wir kiirzer schreiben kénnen,

2 (a, b) = (2a, 2D).
Durch Induktion erkennt man, da8 allgemein

n (2, b) = (na, nb)
ist. Ein Zahlenpaar wird also vervielfacht, indem man seine Komponenten
vervielfacht. Auch die Division durch eine ganze Zahl ist dadurch erklirt;
setzt man nimlich

w @b =(xy)
so folgt (a, b) = m (%, y) = (mx, my),
b

woraus sich x == %, y =, ergibt. Daraus folgt weiter:

n

m (& b)= (n.}n) (a,b) = (ma'}i{b)‘
Freilich wurde dabei eine neue Voraussetzung gemacht: daB das assoziative
Gesetz der Multiplikation gilt. Nach Df. 3 ist die letzte Formel auch noch

richtig, wenn - negatlv ist, so daB wir allgemein fiir jede rationale Zahi r

haben

r (3, b) = (ra, rb).
Dagegen 148t sich nicht beweisen, daB fiir eine beliebige reelle Zahl g

e(a b)=(oa, gb)
ist. Wir werden darin eine Festsetzung erblicken, die aber so getroffen ist,
daB sie sich an die Multiplikation mit rationalen Zahlen anschlieBt, also der
Forderung der Permanenz geniigt.

Wir sind nun imstande, jedes Zahlenpaar in einer Normalform darzu-
stellen. Es ist nidmlich
(a, by = (a, 0) + (0, b) = a.(1,0 + b.(0, 1)

Die hier auftretenden Zahlenpaare (1, 0) und (0, 1) werden die , komplexen
Einheiten* genannt und mit e,, e, bezeichnet. Dann stellt sich jedes Zahlen-
paar dar als eine lineare Kombination der Einheiten

(a, b) = ae, + be,.
Was sollen wir nun unter dem Produkt zweier Zahlenpaare verstehen?
Schreiben wir (a, b) . (¢, d) in der Form

(ae; + bey) . (ce; + dey)

und rechnen wir dieses Produkt nach den gewéhnlichen Regeln, also mit
Beniitzung des distributiven Gesetzes aus, so kommen vier verschiedene
Verkniipfungen der Einheiten vor, die wir definieren miissen. Soll die Mul-
tiplikation nicht aus dem System herausfithren, so muB e, . e, wieder eine



Zahl des Systems, d. h. eine lineare Kombination der Einheiten 4; €, 4- 4, €,
sein. Unter den unbegrenzt vielen Definitionen, die sich darbieten, muB
jetzt eine gewihlt werden. Der einzige Leitstern, nach dem wir uns richten
konnen, ist der Zweck, den das System erfiillen soll. Dieser Zweck wird
erreicht, wenn wir folgende Festsetzungen treffen:

e, .e =¢e
€ .€,=12¢5.€ =€,
€y.€y = — €.

Durch diese Formelgruppe wird unter den unendlich vielen méglichen
komplexen Zahlensystemen eines ausgeschieder. Die Multiplikation nimmt
. dann folgende Gestalt an:
(a, b) . (c, d) = (ac— bd, ad + bc).
Wir iiberzeugen uns nun zunichst, daB die Zahlenpaare (1, 0) und (0, 0)
in diesem System ganz die Rolle der 1 und der O spielen; so ist z. B.
(a, b) + (0, 0) = (a, b) genau wie a +0=a
(a,b) . (0,0)=(0,0) genau wie a . 0 =0
{a,b) . (1,0) = (a, b) genau wie a . 1 =a.
Allgemein wird dem Zahlenpaar (a, 0) die reelle Zahl a entsprechen und
man erkennt so, daB es ein Teilsystem der komplexen Zahlen gibt,
die Zahlen von der Form (a, 0}, das dem derreellen Zahleneineindeutig
und isomorph entspricht. (Von dhnlich kann man jetzt nicht sprechen,
weil wir die Relationen ,,gréBer®, | kleiner” nicht definiert haben.)
Der Ubergang zur gewdhnlichen Darstellung besteht nun darin, daB
man e, = 1 und e, =1 setzt; dann lauten die Multiplikationsregeln

1.1=1

l.i=i.1=i

1.i=—1,
und auf der letzten Formel beruht es eben, daB man mit Hilfe dieses Systems
die Gleichung x® = —1 16sen kann. Hitten wir die Multiplikationsregeln
anders gefafit — was vom Standpunkt der Logik genau so zulissig gewesen
ware — so hitten wir diesen Zweck nicht erreicht. Es ist also die spitere

Anwendung, die iiber die Wahl der Definition entscheidet.
Die Division wird als die inverse Operation der Multiplikation eingefiihrt.
Setzt man
iy,
so ist 1 = (a+ bi) (x 4 iy),
d. h. 1 = (ax —by) +1i (ay + bx).
Vergleicht man Reelles mit Reellem, Imaginidres mit Imaginirem, so ergibt

sich
a b

X= b Y= g2y
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‘und man hat _t . a b .
atbhi = at4b? . atfbEl | .

Eine GroBenordnung haben wir bisher nicht festgelegt. Wir wollen
nun eine Festsetzung treffen, indem wir etwa, erkliren: (:i, b) soll gréBer oder
kleiner sein als (c, d), je nachdem a > ¢ oder a < c ist; ist aber a = c,
so0-soll die Entscheidung davon abhingen, ob b > d oder b < d ist. Im Sinn
dieser Festsetzungen wird ’

0,1)<(1,0
sein. Aber so oft wir auch das linke Zahlenpaar vervieifachen, so ist doch
stets
o n.(0, 1) = (0,n) <(1,0).

Es hort also (wie es nach den allgemeinen Erdrterungen von S.162 sein muB)
die Giiltigkeit des Archimedischen Axioms auf: (0, 1) erscheint in dieser Auf-
fassung aktual unendlichklein gegeniiber (1, 0). .

~Kann man nicht auch Zahlen einfiihren, die eine Darstellung im drei-
dimensionalen Raum, allgemein in einem n-dimensionalen Raum verlangen?
Man wird da n-tupel von Zahlen

(a,, a5 ... ay)
zu betrachten haben und fiir sie die Definitionen der Gleichheit, der Summe,
der Differenz und der Multiplikation mit einer reellen Zahl in ganz analoger
Weise geben. Jeder solche Ausdruck kann dann als lineare Kombination
von n , Einheiten” dargestellt werden:
(8, 29 ... @) =a;€6 +a,e,+ ...+ a,e,
Will man auch die Multiplikation einfiihren und sich dabei von der Analogie
mit der gewohnlichen Buchstabenrechnung leiten lassen, so muBl man fest-
legen, was man unter dem Produkt zweier Einheiten e, . e, verstehen will.
Und hier gibt es nun zwei Moglichkeiten: Entweder dieses Produkt 1iBt
sich mit den bisherigen Mitteln nicht darstellen; dann mufB man etwa neue
Einheiten einfithren, deren Multiplikation mit den bisherigen Zahlen wieder
neue Einheiten erfordert, so daB das urspriingliche System immer mehr
erweitert werden muB. Oder das System ist geschlossen in dem Sinn, daB
das Produkt zweier Einheiten wieder eine Zahl des Systems ist; man wird
dann auf den Ansatz gefiihrt
Je .8 =€ e+ ... @,

Fiir jede der n? moglichen Kombinationen miissen wir uns nun eine solche
Formel gebildet denken, und in der Angabe der n® Koeffizienten dieser
Formeln liegt das Charakteristische eines jeden solchen Zahlen-

systems?).

1) Grassmann, einer der Schopfer der hoheren komplexen Zahlen, bat in einer
Arbeit aus dem Jahre 1855 nicht weniger als 16 verschiedene Arten der Multiplikation
behandelt.
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Das Studium dieser ,,hyperkomplexen’ Zahlen hat gewisse allgemeine ’
Wabhrheiten zutage geférdert. WeierstraB hat in einer 1863 in Berlin gehal-
tenen Vorlesung gezeigt, daB solche Zahlensysteme zwar denkméglich sind,
daB man aber in ihnen auf gewisse fundamentale Rechengesetze verzichten
muB: entweder hort bei dem Rechnen mit diesen Zahlen das kommutative
Gesetz der Multiplikation auf, so daB a.b von b.a zu unterscheiden ist
(und das hat zur Folge, daB es dann zwei Arten von Divisionen gibt). Oder
das kommutative Gesetz 148t sich aufrechterhalten, dann gehen aber andere
wichtige Gesetze der Arithmetik verloren, z. B. der Satz, daB ein Produkt
zweier Zahlen nur dann verschwinden kann, wenn wenigstens einer der beiden
Faktoren Null ist; in diesem Falle kann die Division unendlich vieldeutig
werden. Das Permanenzprinzip liBt uns hier im Stich, da es nicht mehr
eindeutig den Weg vorzeichnet, den wir bei der Erweiterung zu gehen haben.
Verlangt man, daB das kommutative Gesetz der Multiplikation erhalten
bleibe und daB eine algebraische Gleichung (z. B. ax 4 b = 0) mit von Null
verschiedenen Koeffizienten nicht unendlich viele Lésungen besitze, so bleiben
nur die gewohnlichen komplexen Zahlen iibrig. Diese nehmen also eine
ausgezeichnete Stellung ein. Darin liegt die Antwort auf die Frage, deren
Lésung GauB angekiindigt, aber nicht gegeben hatte, , warum die Relationen
zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen
darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulidssige Arten
von GroBen liefern konnen.

Der Leser wird nun frageh: Ist das alles nicht nur eine Spielerei? Kann
map mit solchen hyperkomplexen Zahlen etwas Verniinftiges anfangen?
Da wollen wir nur auf ein solches System hinweisen, das eine gewisse An-
wendung erlangt hat, auf die Quaternionen Hamiltons'). Es sind das,
wie der Name sagt, viergliedrige Zahlen, die sich aus einer reellen und drei
weiteren Einheiten aufbauen, die man als gerichtete GroBen (Vektoren) in
unserem dreidimensionalen Raum deuten kann. Ohne hier genauer auf diese
Dinge einzugehen, wollen wir nur soviel sagen, daB die Quaternionen eine
sehr niitzliche Rolle bei der mathematischen Behandlung der Drehung
(genauver: der Drehstreckung, d. h. einer Drehung des dreidimensionalen
Raumes um den Anfangspunkt, verbunden mit einer Streckung in einem
bestimmten Verhiltnis) spielen und daB darauf ihre Bedeutung in der Physik
beruht. Solche Drehstreckungen spielen namlich gerade bei der Deutung
gewisser Formeln der Relativititstheorie -— der ,,Lorentztransformationen —
in der vierdimensionalen Raum—Zeit—Welt Minkowskis eine Rolle. — Aus
dem NachlaB3 von GauB geht hervor, daB er schon 1819 die Quaternionen und
ihre Anwendungen gekannt hat.

1) ,,Lectures on Quaternions‘’, 1853.
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16. Erfinden oder Entdedcken?

Unsere Erorterungen sind ein gutes Beispiel, um die Lehren der Schul-
logik auf die Probe zu stellen. Nach dieser Lehre soll die Bildung der Begriffe
durch Abstraktion (Absehen von Merkmalen) resp. durch Determination
{Hinzufiigen von Merkmalen) geschehen. Geht das nun wirklich so vor
sich? Hat man etwa zuerst einen allgemeinen Begriff der Zahl und wird dieser
Begriff schrittweise eingeengt durch Zusatz artbildender Merkmale, so daB
man zu dem Begriff der komplexen Zahl, dann zu dem der reellen Zahl usf.
hinabsteigt? Oder sollen wir uns umgekehrt vorstellen, daB man von den
Begriffen der Zahlarten ausgehend durch Hervorheben der gemeinsamen
Eigenschaften zu dem allgemeinen Zahlenbegriff gelangt? Aber welches sind
diese allgemeinen Eigenschaften? Das Schema, das wir frither umrissen
hatten (auf S.162), ist fiir die natiirlichen und ganzen Zahlen zu weit, ander-
seits zu eng, um die Veronesischen und die komplexen Zahlen aufzunehmen.
Und das ist eine sehr charakteristische Situation: Welches System von
Forderungen immer man stellt, nie ist man sicher, den Begriff der Zahl genau
umgrenzt zu haben; denn was gibt uns die Gewihr, daB nicht neue Zahlarten
entdeckt werden, die unsere Forderungen verletzen? Oder sollen wir in dem
Fall erkliren, solche Gebilde diirften nicht Zahlen genannt werden?

,. Kardinalzahl**, , ganze Zahl", ,raticnale Zahl’ wird man scharf um-
grenzte Begriffe nennen; denn jeder von ihnen ist durch einen Kalkiil de-
finiert. Fragt man aber, was man unter einer Zahl (im allgemeinen) versteht,
so kann man nichts besseres tun als erkliren: Unter den Begriff ,,Zahl*
fallen die genannten Gebilde und alle die, die ihnen irgendwie dhnlich sind;
wobei wir die Art der Ahnlichkeit absichtlich offen lassen. Wenn man meint,
in der Mathematik miissen alle Begriffe klar und scharf definiert sein, so wollen
wir nur darauf hinweisen, daB der Mathematiker den allgemeinen Begriff
der Zahl nicht nétig hat. In der Tat, wo wire dieser Begriff bei unseren Be-
weisen vorgekommen?

Mit der Frage: Was ist eine Zahl? verhilt es sich dhnlich wie mit der
Frage: Was ist ein Punkt? Zunichst: Hat das Wort , Punkt in der
euklidischen Geometrie der Ebene dieselbe Bedeutung wie in der euklidischen
Geometrie des Raumes? Durchaus nicht; von einem Punkt geltenin letzterem
Fall mehr Regeln als im ersteren. Dieses Wort hat also nur in einer bestimmten
Geometrie eine klar umrissene Bedeutung. Stellen wir die metrische Geo-
metrie, die affine, die projektive und die Topologie nebeneinander, so verbindet
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jede von ihnen mit dem gleichen Wort einen anderen Sinn, der eigentlich
erst durch die Aufzihlung simtlicher Axiome der betreffenden Wissenschaft
charakterisiert ist. Gebraucht man nun das Wort ,,Punkt’ schlechthin,
ohne nihere Erklirung, also wohl als Analogon zu dem, was man etwa in der
euklidischen Geometrie der Ebene so nennt, so verliert es seine prignante
Bedeutung und nimmt eine vage, verschwommene an. Und genau dasselbe
Umschlagen ins Vage, Verschwommene konnen wir bei dem Begriff der Zahl
verfolgen, wenn wir ihn nicht mehr durch einen bestimmten Kalkiil detiniert
sein lassen. Es wird dann einigermaBen unsicher, was man noch eine Zahl
nennen soll. Z. B. kénnte man auch eine algebraische Gleichung eine ,,Zahl‘
nennen oder ein Element einer abstrakten Gruppe; oder auch einen Satz,
mit dem die symbolische Logik kalkuliert (ja hierfiir sprichen sogar mancherlei
Analogien, da fiir Sitze gewisse Verkniipfungen definiert sind, die man
,.Summe’* und ,,Produkt nennt und da man ferner die Rolle der Tautologie
und der Kontradiktion mit der der Zahlen 1 und O vergleichen kann). Ob
man den Begriff der Zahl so weit fassen will, ist schlieBlich eine Frage des
Gefithls und der Tradition.

Driicken wir es so aus: Die einzelnen Zahlbegriffe (Kardinalzahl, ganze
Zahl usw.) bilden eine Familie, deren Glieder eine Familienihnlichkeit
haben. Worin besteht die Ahnlichkeit der Glieder einer Familie? Nun, einige
haben dieselbe Nase, andere dieselben Augenbrauen und andere wieder die-
selbe Gangart; und diese Ahnlichkeiten iiberdecken sich zum Teil. Wir
brauchen nicht zu behaupten, dal sie alle eine Eigenschaft gemein haben
miissen; selbst wenn es eine solche Eigenschaft gibe, mufB nicht sie es sein,
welche die Familienihnlichkeit ausmacht. In diesem Sinn werden wir die
Ausdrucksweise verwenden, das Wort ,,Zahl“ bezeichnet nicht einen Begriff
(im Sinne der Schullogik), sondern eine ,,Begriffsfamilie’*. Wir wollen damit
sagen, daB die einzelnen Zahlenarten miteinander auf mannigfache Weise
verwandt sind, ohne daB sie in einer Eigenschaft, einem Zug iibereinstimmen
miissen.

Dasselbe gilt von den Ausdriicken ,,Arithmetik’‘, ,,Geometrie*, , Kalkiil,
,,Operation”, , Beweis, , Problem‘* u. a. Sie alle bezeichnen Begriffsfamilien,
und es hat wenig Wert, iiber ihre genaue Abgrenzung zu diskutieren. Will
man den Begriff der Arithmetik erkliren, so wird man auf Beispiele hinweisen
und den Begriff soweit reichen lassen als die Ahnlichkeit mit diesen Beispielen
reicht. Gerade das Offene, Unabgeschlossene dieses Begriffs hat auch sein
Gutes, denn es gibt der Sprache die Freiheit, neue Entdeckungen in ein
bekanntes Schema zu fassen.

Diese Dinge muBten hier ausgefithrt werden, weil sie den Hintergrund
abgeben fiir eine Frage, die sich der griibelnde Geist immer wieder stellt:
Sind die Zahlen Schopfungen des menschlichen Geistes oder kommt ihnen
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eine selbstindige Art des Seins zu? Werden sie erfunden oder werden
sie entdeckt? Wer die bisherigen Betrachtungen iiberblickt, kann iiber
den Ausfall der Antwort nicht im Zweifel sein. Sollen wir unsere Ansicht
in eine kurze Formel fassen, so wiirden wir sagen: die Bedeutung eines
Zeichens ergibt sich aus seiner Verwendung. Die Regeln der Verwendung
verleihen dem Zeichen erst seine Bedeutung. Wir lehnen damit die Auf-
fassung ab, daB die Regeln aus der Bedeutung der Zeichen folgen. Gerade das
ist eine Lieblingsansicht vieler Philosophen; wir wollen diese Meinung
genauer priifen, um zu sehen, welchen Wert sie dann noch behalten wird.

Der bedeutendste Vertreter der besprochenen Auffassung ist Frege.
Er sucht die ,,formale Auffassung’‘ der Arithmetik — so nannte er die damals
aufkommende axiomatische Betrachtungsweise — durch eine tiefdringende
Analyse ihrer Voraussetzungen ad absurdum zu fithren. Seine Argumente
treffen zum Teil auch uns, und es wird daher zur Klarheit beitragen, wenn
wir unsere Ansicht an der Kraft seiner Griinde messen. Seine Auffassung
148t sich in vier Argumente zusammenfassen.

1. Argument. Man kann zwar die Arithmetik als ein Spiel mit Zeichen
ansehen; aber dann geht uns der eigentliche Sinn des Ganzen verloren. Wenn
ich jemandem gewisse Regeln fiir den Gebrauch des Gleichheitszeichens
gebe — ihm also sage, daB er von der Formel a = b auf die Formel b=2a
iibergehen darf, ferner von den Formeln a = b und b = c auf die Formel
a = ¢ — habe ich ihm damit den Sinn dieses Zeichens mitgeteilt? Versteht
er nun, was das Zeichen ,,=‘‘ bedeutet? Oder habe ich ihm nur eine mecha-
nische Anweisung zum Gebrauch des Zeichens gegeben, die er auch befolgen
koénnte, ohne eine Ahnung von ihrem Sinn zu haben? Doch wohl das Letztere!
Dann geht aber der formalen Auffassung der Arithmetik gerade das Wichtigste
verloren, der Sinn, der sich in den Zeichen ausspricht. Diesen Sinn kann man
nur durch das Denken erfassen, durch einen geistigen Vorgang.

Erwiderung: Gesetzt, es sei so. Warum beschreiben wir dann nicht
lieber gleich diesen geistigen Vorgang? Aber wenn man mich fragt, was die
Formel ,1 4+ 1 =2 bedeutet, so werde ich nicht mit einer Schilderung
meines Geisteszustandes antworten, sondern mit einer Zeichenerklirung.
Ich werde sagen, diese Formel bedeute in Worten ,,eins und eins ist gleich zwei*
oder ,,'1 4 1° darf durch ‘2° ersetzt werden’‘; oder ich fiihre in einem Beispiel
den Gebrauch dieser Formel vor. Als Antwort gebe ich also 1. Ubersetzungen
der arithmetischen Formel in die Wortsprache und 2. Anwendungen. Ich
verkniipfe dieses Zeichen mit anderen Zeichen, mache es zum Teil eines
Systems von Zeichen und Operationen, und das gibt ihm seinen Sinn.

Man sagt: Aber ich weiB doch, was das Zeichen ,,="‘ heiBt, und auf
die Frage ,,nun, was heiBt es denn?* gibt man sich eine Reihe von Antworten:
Es heiBt , gleich*, es heiBt ,ersetzbar durch*, wenn es zwischen zwei Zeichen
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steht, bedeutet das linke das Gleiche wie das rechte; 2 X 2ist z. B. gleich 4,
(a + b)? ist gleich a? + 2 ab + b?, kurz man versinnbildlicht sich die ver-
schiedenen Verwendungen des Zeichens. Man hat sich nicht eine Antwort
gegeben, sondern viele. Die Bedeutung/der Formel 1 4 1 = 2 ist gleichsam
die ganz Aura auf dem Grund unserer Wortsprache, die wieder ein Gewebe
von Zeichen und Operationen ist.

Diese Uberlegung zeigt zugleich, was der berechtigte Kern an Freges
Kritik ist. Richtet man namlich das Augenmerk ausschlieBlich auf die
formelhafte Seite der Arithmetik, 16st man sie ganz von der Anwendung los,
trennt man all die Faden durch, welche sie mit unserer Wortsprache ver-
binden, dann erhilt man freilich ein bloBes Spiel. Wenn wir ein Kind nur
solche Formeln lehrten und weiter nichts, wiirde ihm das entgehen, was
wir den Sinn des Ganzen nennen. Frege hatte also darin recht, daB er in der
"Arithmetik mehr sah, als ein solches Formelspiel. Aber was hier fehlt, ist
nicht ein Vorgang des Verstehens, der das Lesen der Formeln begleitet,
sondern die Deutung der Formeln. Und diese Deutung besteht in gar nichts
anderem als in der Eingliederung der Regeln des Kalkiils in einen weiteren
syntaktischen Zusammenhang. Wenn ich ein Kind auBer den Formeln auch
noch die Ubersetzungen dieser Formeln in die Wortsprache lehre und ver-
schiedene Beispiele der Anwendung — entgeht ihm dann noch immer der
eigentliche Sinn? Und macht es von den Zeichen noch immer einen bloB
mechanischen Gebrauch?

2. Argument. Es ist also die Anwendung, welche die Arithmetik von
einem Spiel unterscheidet. Worauf beruht aber die Anwendung? ,Ohne
einen Gedankeninhalt®, sagt Frege, ,,wird auch keine Anwendung méglich
sein. Warum kann man von einer Stellung von Schachfiguren keine An-
wendung machen? Offenbar, weil sie keine Gedanken ausdriickt. Warum
kann man won arithmetischen Gleichungen Anwendungen machen? Nur
weil sie Gedanken ausdriicken.” (Grundgesetze der Arithmetik, 11. Bd., § 91.)

Erwiderung: Denken wir uns, man erfinde ein arithmetisches Spiel,
das genau so aussieht wie die wirkliche Arithmetik, aber zum Unterschiede
von dieser nie angewendet wird, sondern nur zum Vergniigen dient —
wiirde es noch einen Gedankeninhalt ausdriicken? Die meisten wiirden
diese Frage wohl verneinen. Was“muB also hinzukommen, damit eine
Gleichung der Arithmetik einen Gedankeninhalt ausdriickt? Die Anwendung
und nur diese. Mathematik ist es dann, wenn die Gleichung zum Uber-
gang von einem Satz zum anderen verwendet wird (vgl. Kap. 9); und sonst
ist es Spiel. Zu sagen, daB eine Stellung von Schachfiguren keine Gedanken
ausdriickt, ist voreilig; denn das hingt ganz von uns ab. Gesetzt, daB sich die
Truppen im Krieg so bewegen wie die Figuren auf dem Schachfeld, dann
koénnte uns das veranlassen, durch eine Stellung von Figuren einen Sinn
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auszudriicken; ein Schachzug erhielte nun eine Bedeutung, und die Offiziere
wiirden sich genau so iiber das Schachbrett beugen wie jetzt iiber die General-
stabskarte. Die Bewegung der Figuren wire eben ein Abbild wirklicher
Vorginge und nicht ein ,,bloBes Spiel“. ,,Weil ein Schachzug keine Gedanken
ausdriickt, kann man von ihm keine Anwendung machen.” Sollte es nicht
richtiger heilen: weil wir keine Anwendung vorgesehen haben, driickt ein
Schachzug keine Gedanken aus?

Ein Gegner wird vielleicht erwidern, gerade das Gesagte beweise die
Richtigkeit von Freges Anschauungen. Denn woran liegt es nun, daB eine
Stellung von Schachfiguren etwas ausdriicken kann? Doch nur daran, daB
die Steine auf dem Brett die Truppen auf dem Schlachtfeld bedeuten; daB
sie also Zeichen von etwas sind. Das fiihrt uns in den Gedankenkreis des

3. Argumentes. Die Anwendung der Arithmetik kann nur darauf beruhen,
,,daB die Zahlzeichen etwas bedeuten, die Schachfiguren aber nichts. (§ 90.)
Man sage nicht, daB der Mathematiker durch seine Definition die Zahlen
schafft. , Es kommt hier darauf an, sich klar zu machen, was Definieren
heiBt und was dadurch erreicht werden kann. Man scheint ihm vielfach
eine schopferische Kraft zuzutrauen, wihrend doch dabei weiter nichts
geschieht, als das etwas abgrenzend hervorgehoben und mit einem Namen
bezeichnet wird. Wie der Geograph kein Meer schafft, wenn er Grenzlinien
zieht und sagt: den von diesen Linien begrenzten Teil der Wasserfliche
will ich Gelbes Meer nennen, so kann auch der Mathematiker durch sein
Definieren nichts eigentlich schaffen. Man kann auch nicht einem Dinge
durch bloBe Definition eine Eigenschaft anzaubern, die es nun einmal nicht
hat, es sei denn die eine, nun so zu heiflen, wie man es benannt hat. DaB
aber ein eirundes Gebilde, das man mit Tinte auf Papier hervorbringt, durch
eine Definition die Eigenschaft erhalten soll, zu Eins addiert Eins zu er-
geben, kann ich nur fiir einen wissenschaftlichen Aberglauben halten. Ebenso-
gut kénnte man durch bloBe Definition einen faulen Schiiler fleiBig machen.
Erst wenn man bewiesen hat, daB es einen Gegenstand und nur einen ein-
zigen von der verlangten Eigenschaft gibt, ist man in der Lage, diesen Gegen-
stand mit dem Eigennamen ,Null“ zu belegen. Die Null zu schaffen ist
also unmoéglich.” (Bd. I, S. XIIL))

Dieses Argument besagt also: Ein Zeichen muB etwas bezeichnen,
sonst ist es bloBe Druckerschwirze auf dem Papier. Nur weil es Zahlen gibt,
ist die Arithmetik eine Wissenschaft.

Erwiderung: Der Kern der Sache liegt in der letzteren Behauptung.
Wir wollen sie weder bestreiten noch zugeben, sondern wir fragen einfach:
Welcher Sinn kommt dieser Behauptung zu? Daraus wird sich ja ergeben,
was wir von ihr zu halten haben. DaB die Zahlen nicht dasselbe sind wie die
Zeichen, die wir aufs Papier schreiben, daB es vielmehr auf den Gebrauch
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jnkommt, den wir von den Zeichen machen, das ist so klar, daB dariiber
nicht ein Wort zu verlieren ist. Was aber Frege sagen will, ist mehr, weit
mehr: Er meint, daB die Zahlen schon irgendwie da sind, so daB die Ent-
deckung der imaginiren Zahlen etwa der Entdeckung eines fremden Erd-
teiles zu vergleichen ist. Was sollen wir von dieser Auffassung halten?
Verdeutlichen wir uns die Sache an einem Beispiel! Nehmen wir an, wir
hitten uns ein Zahlensystem ausgedacht, das aus n Einheiten i, i,, ... i,
besteht, wir hitten ferner Vorschriften gegeben, wie mit diesen Zahlen zu
rechnen ist. Wir fragén nun: Existieren diese Zahlen — ja oder nein? Frege
muB diese Frage verneinen und hat sie verneint. Er schreibt in bezug auf
dieses Beispiel ausdriicklich: ,,Nirgends ist bewiesen, daB es solche Einheiten
gebe, nirgends ist bewiesen, daB man das Recht habe, sie zu schaffen. Es
ist unmoglich i,‘, ,i,’ usw. als bedeutungsvolle Eigennamen aufzufassen,
dhnlich wie ,2° und 3. (Bd. 1I, §141.) Er hiitte hochstens zugestanden,
das sei ein interessantes Spiel. Wie aber, wenn sich dieses Spiel fiir die
Mathematik als ungemein fruchtbar erwiese? Wenn mit seiner Hilfe die
Losung von Problemen gelinge, die bis dahin unangreifbar waren? Sollen
wir darnn noch immer sagen, diese Zahlen existieren doch in Wirklichkeit
nicht? Kein Mathematiker wird so denken, sondern man wird mit diesen
Gebilden ebenso arbeiten wie mit den negativen oder mit den irrationalen
Zahlen. Man sage nicht, das seien leere Moglichkeiten; denn so ging es tat-
sichlich zu bei der Einfilhrung der imaginiren Zahlen, der Hamiltonschen
Quaternionen, der aktual unendlich kleinen Zahlen Veroneses, die urspriing-
lich alle nicht viel mehr gewesen sind wie ein Spiel, bis sich ihr groBer Nutzen
herausgestellt hat. Was ist natiirlicher als zu sagen: Im Falle der imaginiren
Zahlen, der Quaternionen usf. hat sich eine Anwendung gefunden, und des-
halb sind sie Gegenstinde der Wissenschaft; in anderen Fillen ist eine solche
Anwendung ausgeblieben, und darum ist es Spiel?

Ein Anhinger Freges wird nun vielleicht erwidern: Das zeigt eben,
daB in dem einen Fall etwas Objektives vorliegt, in dem anderen nicht. Sehr
wohl! Aber dann bleibt jedenfalls bestehen, daB das Kriterium der Existenz
die Anwendbarkeit ist. Nun, dann ist auch der ganze Sinn der Aussage,
die jenen Zahlen objektive Existenz zuspricht, in der Anwendbarkeit gelegen,
und diese Aussage bedeutet nicht um ein Jota mehr.

4. Argument. Wenn man wirklich neue Zahlen schaffen kénnte, um ein
bis dahin unlésbares Problem losbar zu machen — z. B. der Gleichung
x% 4-1 = 0 eine Losung zu verleihen, — warum wendet man dieses einfache
Mittel nicht iiberall an, um sich unldsbare Probleme zu entledigen? Die
Gleichung 1* = 2 1aBt z. B. keine Ldsung zu, wenigstens so lange man sich
auf die bisher bekannten Zahlen beschrinkt. Gut, schaffen wir eine neue
Zahl, und nun ist diese Gleichung 16sbar! Ginge das wohl? Nein, mit dem
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Worte ,schaffen”™ ist nichts getan. Bei der Aufgabe, die Gleichung
x2 4+ 1 =0 zu losen, gelingt eine Erweiterung des Zahlengebietes, bei
der Gleichung 1* = 2 gelingt es nicht mehr. Ob es gelingt oder nicht, das
hingt nicht von uns ab, sondern von objektiven Gesetzen, und an diesen
findet jene vorgebliche Schaffensmacht ihre Schranken.

Allein gerade die nihere Erwigung eines solchen Falles verwandelt
das Argument gegen das Schaffen in solches fiir dieses. Wenn man nimlich
fragt, ob sich das Zahlengebiet erweitern 148t oder nicht, so setzt die Frage
voraus, daB der Zahlbegriff eindeutig bestimmt ist. Und da scheint es nun,
als sei die Frage zu verneinen, als komme man vielmehr irgendwo gleichsam
an den Rand des Zahlenreiches; denn die Gleichung 1* = 2 148t eben keine
Lasung zu. In Wirklichkeit verhilt es sich damit so: Wollte man einen Kalkiil
bilden, mit welchem sich jene Gleichung 16sen 148t, so ginge das schon; nur
wire das ein sehr seltsamer Kalkiil, grundverschieden von alledem, was man
sonst ,,Zahlkalkiil“ oder , Arithmetik’ nennt. Gewisse fundamentale Gesetze
unserer Arithmetik wiirden da ihre Geltung verlieren; eine Zahl dieses
Kalkiils wiirde z. B. durch Hinzufiigen einer gewohnlichen Zahl nicht groBer
werden usw. — aber alles das wire schlieBlich kein Einwand gegen ihn,
Freilich, er wire etwas ganz Isoliertes, gleichsam ein Fremdkorper unter
den anderen Kalkiilen, und darum erscheint uns ein solches System nicht
als Fortsetzung unseres Zahlenreiches. Diese Tatsache driicken wir aus
in der etwas unklaren Form, das Zahlengebiet lasse nach dieser Richtung
keine Erweiterung zu, es gibe keine solchen Zahlen. Aber das heiBt doch
nur: Wir verzichten darauf, einen solchen Kalkiil einen Zahlkalkiil zu nennen,

~ Fiir Frege stand die Alternative so: Entweder wir haben es mit Tinten-
strichen auf Papier zu tun — das gibe keine Arithmetik; oder wir miissen
zugeben, daB die Zeichen eine Bedeutung haben, und dann existiert die
Bedeutung unabhingig von den Zeichen. Aber die Bedeutung ist ja nicht
ein Ding, das auf geheimnisvolle Weise mit dem Zeichen gekuppelt ist:

’

sondern sie ist die Verwendung des Zeichens, und iiber diese gebieten wir.
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| Nadwort.

Zuletzt erfiillt der Verfasser noch gern die Pflicht, auf diejenigen Quellen
hinzuweisen, die er — soweit sie nicht schon im Text ausdriicklich genannt
sind — bei Abfassung dieses Buches benutzt hat. Es sind das vor allem
-die Vorlesungen iiber , Elementarmathematik vom hdheren Standpunkte
aus* von Felix Klein und die ,,Theorie und Anwendung der unendlichen
Reihen* von Konrad Knopp.

Hinsichtlich der Grundlagen der Mathematik hat der Verfasser eine
Anzahl von Gedanken aus einem unverdffentlichten Manuskript geschépft,
in welches Herr Ludwig Wittgenstein ihm Einblick zu nehmen erlaubt
hat. Die Ausfilhrungen tiber Induktion S. 74 bis 79, die Kritik an Freges
und Russells Definition des Begriffs ,gleichzahlig” (S. 86 bis 89), die auf S.
941f. dargestellten Ideen, ferner die Bemerkung, daB der Begriff der Gleich-
heit nicht notwendig transitiv sein misse (S. 51), die Stellungnahme zu ge-
wissen Behauptungen Brouwers (S. 1661.), schlieBlich die S. 164f. und S. 173
vorgetragenen Gedanken {iber das anschauliche Kontinuum, die Ausfiihrun-
gen iiber die Zahl als Begriffsfamilie auf S. 182 und die Kritik an dem
ersten Argument auf S. 1831, sind dieser Arbeit entnommen. Doch will
der Verfasser hinzufiigen, daB er schon wegen der Kiirze der Darstellung
nicht ganz sicher ist, wie weit sich seine Ausfiihrungen mit den Gedanken
Wittgensteins decken und daB er deshalb selbst die Verantwortung fiir seine
Darstellung iibernimmt.
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