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Arithmetik, ,
Algebra und algebraische Analysis.

I. Abschnitt.
Arithmetik und Kombinatorik,
§ 1. Potenziernng und Zerlegung von Binomien.
1. (agb)2=a?+2ab+4b2.
2. (a+b+e+d)?=a’+2ab42act2ad 4 b?
+2bc+2bd+tc2+2cd-at
3. (atb)=a®{3a?b4-3ab? 4 bs.
4. (aib)4=a4:t4a3b+ 6a%b?4-4abs4 be,

8. Binomialtafel:

(Binomischer Lehvsatz s. § 20.)



8 Arithmetik und Kombinatorik.

T
.

6 a8 4 b3 = (a -+ b) (a2 —ab-b?)
" | adfbS=(a+b)(at—atb+4+a?b?—ahd+bY
' usf. '
7 a%—1b8 == (a—b)(a?+ab- b?
{ —b5=(a.—-b)(a4+a3b+a?b”+ab3+b4)
usf,
—b?=(a-+b)(a—b)
8 ~bi=(a? — b2 (a?+b?)= (a+b)(u-b)(a“’+b2)
) ——(a+b)(a3—a2b+ab“’ b3)
==(a—b)(a?+a?b {-ab?+ b¥)
usf. 4
§ 2. Proportionen.

Wenn a:tb==c:d, dann ist %_:a(i und
a:c=b:d, cra=d:b,
b:a=d:c, c:d=a:b,
b:d=ga:c, d:b==c:a,

¢==b:a, d h:

In einer Proportion kann man die inneren Gheder
unter sich, die fuBeren GHlieder unter sich vertauschen
und és dtirfen die inneren Glieder zu HuBeren, und
die &ufleren zu inneren gemacht werden,

2. - ad=be, d h:

Das Produkt der HuBleren Glieder ist gleich dem
Produkt der inneren.
. Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak—
toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro-
portion gebildet  werden. Die Faktoren des einen
Produktes werden. die 4uBleren, die des andelen die
inneren Glieder der: Proportion..



Pruportzonen, S 9

3 {am:bm=c:d, (arm):(b:m)=c:d,
am:b=cm:d, | (a:m):b=(c:m):d, d h.
In einer Proportion darf ein inneres und ein

dufleres Glied zugleich mit derselben Zahl multlphzth
oder dividiert werden.

Lo e, | JE-YR
b Korrespondierende Addition:

at(atb)=c:(c+d) | b:@at+b)=d:(c+d).

Korrespondierende Subtraktion:
at(@a—b)=c:i(c—d) | bia—b)=d:(c—d).
Korréspond-iqrende Addition und Subtraktion:
(a+b):a—Db)=(+d):(c—d).

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver-
- hilt sich zur Summe oder Differenz des ersten und

- gweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe

oder Differenz des dritten und vierten. A
Die Summe des ersten und zweiten Gliedes ver-

hilt sich zur Differenz derselben, wie die Summe des

_dritten und vierten Gliedes zur Differenz derselben.

6. Wenn a:a ==b:b,=ci¢,=...=w:1, dann ist
(@+btet..) (@ Db+ . )=ara =.. . =w:l,
ud (am+-bn4ep+..):am+bn+cpt..)

C o==acap=...W:l.’

‘7. Wenn a : b=¢ :4d ;
a :b,=¢ :d;, dann ist
(B by =Co)@E) wd
(@:ay):(biby) = (cic):(d:dy) .




10 Arithmetik und Kombinatorik,

8. Wenn a:b=sc:d und
a:h=c:x, dann ist
x=d.
9, Stetige Proportion: a:x=x:h,
10. Harmonische Proportion:
a—b)ic—d)=a:d;
stetige harmonische Proportion:
(@a—x):(x—b)=a:b.
11. a) Arithmetisches Mittel aus a und b:
a--b
5
b} Geometrisches Mittel aus a und b:
x—7ab.

¢) Harmonisches Mittel aus a und b:
x 2ab also }-=l(—1—+—1—>

Tatb’ x 2\a ' D
Bei n Grbflen a,, 8, ... a, ist
R B
a) x=wn——~——, b) x=7Yaa, ... a,
T 1/1 1 1
9 ;=z(ia7+¥“*‘"'+a:)y

d) Cau;;hys Satz:
sty @ 1/1 1 1
ﬁi‘.a?_—}'__;l'_.>]/a1aﬁ...an>1:—<—-—+7—+...+—).
n CoDAgy Ay ay

§ 8. Potenzen mit ganzen Exponenten.
L Positive, ganze Exponenten.
a’=a.a-a » '
{ a®=a-a...a (m Faktoren),
a heifit Basis, m Exponent, a® Potenaz



2

(—a)“ - _},,a2n ,
(a — by = (b — )i,

al=a, 0°=0, 1P=1, a%=1; a®°=

| { (‘_1)2n=+19

FPotenzen mit ganzen Kxponenten, 11

0
1, wenn a
(=]

=
;14

(—1)2 e 1
(—a)2ntl= _g2n+1
(a—beti= —(h—a)lntt,

am. gl —gm+r
am—r, wenn m>T

3. A ar 1, wenn m==r
F, wenn m<1'.
4. (ab)e =gmpm, .
. a m am
o =, . OV e mr.
5 (b) b 6. @) ==
am_ po
—5———b—=am‘"1+am*2b+am‘5b"’+ vee
+ab’“"2+5m-1.
2% — hm 0
8. —_— = — = aP—t,
a—b [a=b O ma
II. Negative, ganze Exponenten,
‘Erkldrung: a—"'==—1——.
am
am.g— T =—=gn—r
1. a— . gl o= g—m-r
a—Mm, g~ T = g—0—T ——(m—}-r).
am: g e= gl T ‘
2. a~m:igf =g m—r
A ®gF g mbr,
3. . (abyme==a—nph—m,



12 Arithmetik und Kombinatorik.

CoeEy

(am)—r = g—mr .
5. (a——m)r = g—mr

(a——m)—-r = g/r

§ 4. Wurzeln.

Erklirung: Wenn x®=a, dann Xali/ﬁ— , also’

(af'=a, Yo—a.
Benennungen:  Bei xi/; heift a Radikand
n Wurzelexponent; %/;=}/§.

I Wurzelformeln;

1, L n
P oYie1; Jo=0; =1 =Tt
1 1
a =

20 2n —_—
y [ Vamay T TS

| Y= = —a.
5 Vo VE—as.
s =
6 | W—:nﬁ/;';, Y= Yo,
S [



Wurzein,
8. _a%=,i/aﬂ .

II, Rationalmachen des Nenners:

1. j~=ﬂ~g; j—=ZW.
1[; a % a
2 _2(fa—1D),
atyp  a=b o
2 _2(fePFyab+]6)
Waxyp  a4b
. 2 _alatyb—ye) -
s} Vatbe (adyb)f—o
_z(fatyb—ye)(atb—c—2ab)

(a+b—c)2—4ab
besonderer Fall a +b=c. '

13

z =zVa+]/E=.zVa+}/—5(a—-1/—bﬂ) .

. JVagyp sty a—b
- _e-ne—ym)

at—b

: et
~OI Zerlegung einer Quadratwurzel:

Vaj:}/—l;c a;ll-riVa‘_—;_r, wobel r==}al—b.



14 Arithmetik und Kombinatorik.

IV, Beispiele fiir Quadrat- und Kubikwurzel-
ausziehung:

L. ¥12|58]16 = 354
_9d=al
2a=16[353
325=2ab - b?
2 (a+b) = 70/2816
2816 2@+b)ec?

2. V44|361]86 = 354
27 ==a8
3a?=27/17361
' 135 =3a?b
225 ==3gab?
125 = b8
3 (a4 b)?=3675{1486864
14700 =3(a--h)?¢c
1680 =3 (a-b)c?
64 =8

3. ]/(25x6——30x5+79x4,—57 x34+58x1—21 x4+ Z—)
: 3

+25x8 B xP— 8 x? 7 x
10x—80x8 79z~ OX TIXATx—7
30x5 4 9x4
10x3 — 6x%4-70x¢
+70x*F42x34-49x8

—15x84- 9x?

10x% — 6x? f1dx |
Fi5x84 9xeFolxs

| o
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4. V125x -~225 x®-1-660x"—657 x*4-924 x°— 441x‘+343x“)

=h§x*-3x* 41z
751"—-2251{“
F225x+1356x?F27x®
75%x%—090x5-427x4|-}-525x"—630x° .
525x" F 630x°® + 189x®

1+ 786x8 F 441x4 £ 343«°

& B, Potenzen mit gebrochenen Exponenten,
Erkldrung:
r

L L3 roror
1. 1 =1y D= 4. (ah)r =a"bn

LI T 1 ror T
2. at.a%==2a% 9 5. (a:b)® =a®:h?

rp r. p (L)L LA
8, at:al=a® ¢ 6. \at/d==am™ 4

§ 6. Imaginire und komplexe Zahlen.
Erklérung:-
V—1=i (m&agmz{re Einheit),

Y—a=i}a (imaginire Zahl),
a-+bi (komplexe Zahl; Normalform).

i=i (LSS |
1 2 e 1 okl 4
i i3=—i jintro 1
| 4= -1 LR

2, ﬂﬂ‘lgl/a—bm—l’—b (f—a)t=~a;

J=a:y—5 =],



16 Anthmetik and Kombinatorik.

3. Konjuglerte komplexe Zahlen: a-+-bi und a— bi,
~ (a+bi)a—bi)=a-4b?.
4. Wemn a--bi=0, dann ist a=0 und b=0,
wepn &+ bi=x-4iy, dann ist a=x, b=y,

6. Setzt man: a=r cosq@{p Anomalie=Richtungswinkel),
b = r sing(r Modulus), ‘
r::]/m, dann ist

atbi=r(cospising) (Kanonische oder
goniometrische Form),

allgemeiner:

atbi=1r(cos(e+ 2k7t)+1sm(cp+2kn)] (k ganze Zahl)
8 { (cos g - ising) (cosy + 1 siny)

. = cos(p+y) L isin(p+y).

7. an es Pm mel:
(cOS(p +i smrp)n = cos——(2k:r+ qJ)-I-x sin —(Zkzr-k @) ;

im einzelnen: (cosg 4 ising)®=cosng +isinngp
knte .. 2kz--o
" 4-1 sn»1 o .
§ 7. - Logarithmen.
Erhlélung Welm ¢* = a, dann ist x_—loga daher

I 2
(cosp + ising)® == cos

c‘°8§=a; log(c“)=n; ”log(c““):——n.
¢ heiBt die Basis, a der Logarithmand, n der
Logarithmus. ‘
1. log(ab)==loga --logh 3. loga® == nloga

2, logi=loga'—‘-logb 4. Iom/_:—loga
o N ‘
5. Iogc-—l logl-—O logO - L oo je nachdem o1
Ingm -tc\o je naohdpm ozl .



Kettenbriiche, 17

6. Die Basis der kiinstlichen, oder gemeinen,
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der
patiirlichen Logarithmen, welche mit log nat, oder
logn oder ! bezeichnet werden, ist e=2,71828 ...
@ § 21).

b [ b c
7. Aus a ==Dblog2 folgt loga=loga-logh.
‘ loghb
8. Umrechnung der gemeinen in natiirliche Logarithmen:

10
. e 1 1 1 .
'a) 110 ==1logl0 == fog 03043429 ::2,30259,__
Toge ) A

. 10
, e lozs 10 ‘
b). la—loga— - =loga-2,30269...
‘ loge ,
Weiteres iiber Logarithmen = § 21.

& 8. Kettenbriiche.

1. Verwandlung eines gewshnlichen Bruches
in einen Kettenbruch:

%) L4 1 1 1 1
' A Y S B 1
14 v 3+E 3+———2 .4.—1
) 5
- 1 - 1
3"[“-—"1'."? i 3+ 1 L
2= A —
5 "
A, 1 4;\

Bifs klein, Férifaleninmlne;



i8 " Arithmetik upd Kombinatoril
b) 14[47] 3
42—
“5l14] 2
10 die Nenner sind 3, 2, 1, 4.
451
L=
1 4' 4
2. Statt eines Xettenbruches k& kann man stets
folgenden. 'schreiben:

1
, dessen erster Niherungswert T dessen

O+ 5% 0+k zweiter —% ist.

3. Verwandlung eines XKettenbruches in .
einen gewidhnlichen Bruch:

A Ay
Ist B der wahre Wert und sind — B , —B: usf.
die einzelnen Naheumgswexte des Ketfenbzuches
1
1“"—_ '
ay +
go ist: + +
Ar—l—lzar-{—lAr‘[‘Ar——l_ _El____i“ ﬁﬂ—::: g
' Br-}-l ar-{-lBr‘}‘Br—l" B1 &y ’ B2 a8y -+ 1
usf. '
a| | 3
Schema: T i _L a » 2 1
0(1]a |aga +1 (ax‘,aq—l-l)—ka1
3|211|4
IOz 5
0,113 |7 |10]47
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4- Ar—-l 'Br - Ar‘Br—1=("' l)r
Ay A, (—1y

A A, (— 1)
B B, Br . Br+l
Sétze:

a) Die aufeinanderfolgenden Néherungswerte (N.-W.)
eines Kettenbruches sind abwechselnd gréfer und kleiner
als der wahre Wert desselben und zwar sind die un-
geraden (der 1., 8. ...) grofler, die geraden (der 2., 4. ...)
- kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches.

b) Jeder N.-W. liegt dem wahren Wert des K.-Br.
niher als der vorhergehende.

¢) Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br.
und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke Wert des
Quadrates vom Nenner dieses N.-W.

d) Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten
Zahlen ausgedriickt, d. h. Z#hler und Nenver sind re-
lative Primzahlen,

e) Kein Bruch, dessen Nenner kleiner 1st als der,
Nenner eines N. W kommt dem. wahren Wert des
K.-Br. niher als dieser N.-wW.

8§ 9. EKombinationsiehre.

I Permutationen.
1. Die Permutationen aus n Elementen bestehen

‘aus den Komplexionen, in denen siimtliche HElemente
- vorkommen; die Komplexionen unterscheiden sich nur
durch die Stellung der Elemente,

Die Permutationen von a, b, ¢, d smd in lexﬂm-i
graphischer Ancrdnung: ‘
Q*



20 Arithmetik und Kombinatorik,

abed | bacd|cabd | dabe
abde| bade | cadb|dach
acbd | becad|cbad|dbac
acdb|{ bedajchda|dbca
adbc| bdac|cdab|dcab
adcb | bdca|cdba|dcha

9. Die Anzahl der Permutationen aus n ver-
schiedenen Elementen ist: '

Pm)=1.2:3 ... (a—1).n=nl (,o Fakultit®).

3. Sind unter den n Elementen « unter sich gleiche
Elemente, ebenso ferner § und p je unter sich gleiche
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen:

.P(n) ol
(. Byy) !Byl
Bestehen die n Elemente aus zwei Gruppen von r
und n~r je unter sich gleichen Elementen, dann ist
die Anzahl:
P(n) nl . pp—1)@—2)...(a—r-1)

(r,n«-r)::r!(m-—r)! r!
=(‘r’), vgl. § 12.

‘4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden
eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element
hoher ist als das zweite.

Durch Vertauschung ' zweier . Elemente einer Kom-
plexion #ndert sich die Zahl der Nichtfolgen um  eins
ungerade Zahl, &
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II. Variationen.

5. Die Variationen aus n Elementen der r-ten
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen
gweiter Klasse der vier Elemente abed sind:

chne Wiederholung mit Wiederholung
ab ac ad aa ab ac ad
ba be bd ba bb be bd
ca ¢b cd ¢ca o¢b oo . cd

da db de da db de dd

8. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur r-ten Klasse ist

V,(n):n(n~1)(n¥—2)...(n"'—r—l,-l)c(:)-l. (s.§12)
V(@) =nn—1)(n—2) ... 1=n! (Permutationen.)
7. Die Apzahl der Variationen mit Wiederholung
ist: Vi(n)==nr..
1I. Kombinationen.

8. Die Kombinationen aus n FElementen sur
r-ten Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je
r der n Elemente bilden lassen, wobei aber die Reihen-
folge der Flemente aufler Betracht bleibt.

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, ¢, d
zur zweiten Klasse sind: :
ohne Wiederholung: ab, aec, ad, be, bd, cd;
mit » i aa, ab, ac, ad; bb, bc, bd;
' ce, cd, dd.

9. D1e Anrzahl der Kombinationen aus 1 Elementen
zur r-ten Klasse it
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an—1){n—2)... (o—~r+4 1)=<n>m~_n!

r! r

Ero)= ri(n—r)!

Aus den Kombinationen ergeben sich die Variationen,
wenn man die Elemente der einzelnen Kombinationen

permutiert.
10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemenren )

zur 1-ten Klasse mit Wiederholung ist

n(n+1)(n+2)...(n+r-—1)=(n+r~— ).

Ei(m)= r!
% 10, Determinanten.
b
’al ! ==a; by —ay by
a, by
2 by ¢
. by ¢y b, ¢
3y by € | == +a, ’ ,+a3 ! l
bs by ¢ b, ¢
ay bg g :

Unter der Determlnante eines Systems von
n? Elementen a,, a;, ... &y, by, by, ... by, ... versteht
man die Summe Z(4-a b, c; ...), in welcher jedes
Glied alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung
enthilt und welche zugleich alle miglichen Produkte
umfafit, die durch Permutation der Indices gebildet
werden kdnnen. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist
positiv oder megativ zu setzen, je nachdem die Anzahl
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist.
2. Der Wert einer Determinante wird nicht gedindert,
wenn die Vertikal- als Horizontalreihen und umgekehrt
geschrieben werden. Z. B.:
=l By 8
: b]‘ b‘l

2 by
8q by
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8. Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander ver~
tauscht, so indert sich das Vorzeichen der Determinante.

4. Sind in einer Determinante zwei Parallelreihen
entsprechend gleich oder proportional, 8o 1Bt der Wert
der Determinante gleich Null.

5. Regel von Sarrus: Um eine dreigliedrige
Determinante zu entwickeln, setzt man die beiden ersten
Horizontalreihen der Reihe nach unter die letzte; alsdann
achreibt man die sechs Produkte an aus je drei Blementen,
welche auf den Diagonalen des Quadrates und auf Parallelen
dazu liegen. Dabei ist den Produkten, welche in der
Richtung der Diagonale des Anfangselementes liegen, das
Vorzeichen -, den andern das Vorzeichen — zu geben.

[ A

? 4. [ /c/
]
1

=a bycg4-a,byc a3 by ¢
—a;bye, —ayb g —aghye .
[Man kann auch die beiden ersten

Vertikalreihen hinter die letzte setzen
and dann ebenso entwickeln.]

i RS
I
R

" 6. Bezeichinet man in einer Determinante 4 den Faktor
von a, mit A, (Unterdeterminante), den von b, mit B,, dann ist
A=a A HJ-a, A, 4. .+ ay Ay
=P By +Dby By 4...4 Dby By
==..., ferner ist
b A D AL by A =0 A Ao Ay - g Ay =0,
7. Jede Unterdeterminante ist wieder eine

_ Determinante, 'Die Unterdeterminante zu einem Element,
a8 in der i-ten Horizonial- und der k-ten Vertikalreihe
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gteht, wird erhalten, indem man die Horizontal- und die
Vertikalreihe, welche in diesem Hlement sich kreuzen,
Qurchstreicht und die dadurch entstehende Determinante
mit (—1)+% multipliziert. Hieraus ergibt sich die Ent-
wicklung einer viergliedrigen Determinants, usf
Hs ist also:
ay by dy
8y by gy dy
ag by ¢g dg
a,bye dy

b, ¢, 4y
by ¢3 dg
b, ¢, d,

by ¢y d,
b ¢g dg
by ¢y dy

=& 8

by ¢ d; by ¢ dy
by ¢y dy by ¢, dy
b, ¢, d, bg ¢y dg

8. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind,
go ist die Determinante mit diesem Falttor multipliziert.

Z. B.:

+ag — 8

kavarcx a byo
kay by ey =keja, by ey,
kag by ey ay by g

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich Null o .

9. Wenn jedes Wlement einer Reihe eine Summe
zweler GroBen ist, so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerleghar; z. B.:

@t o by ey aybieg|  jeybe
3+ 0y by G | =8y by 0y [+ |ty by 0y
ag —+ 00y by Cg ag by g &g by o

er:
(B +00y) Ay (2 + 00) Ay - (8 -+ 00p) Ag =2y Ay
dag Ayt ag Ap -+ &y Ay o Ag o Ay
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Bestechen die Glieder einer Reihe aus m, die einer
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden,
so ist die Determinante in m.n-.p Determinanten
zerleghar.

10. Der Wert einer Determinante bleibt unveriindert,
wenn man zu den Flementen einer Reihe beliebige,
gleich vielfache der entsprechenden Klemente eincr
parallelen Reihe addiert; z. B. '

2y by ¢ ag by o) +-lray
8,050 {=| 83 by 0y +kay |
ay by Cg ag by ¢ - Jeay
11, Wenn
2 by o %y s
D==|{aybyey | und 4= oy fyy, |, dann ist
ag by ¢y ‘ g Pays |
& &y Dby By oy s g +by ey,
D-d==payay+by fi+Cpy ayag-byfy+-cypy

ag oy +Dby By oy oy bty

ay 0g Dby Bz oy yg

dy 063 + g f5 - Cy ¥g

, 8y &g -1 by fg 4¢3 7y,

12, Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi-

nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n—m

Horizontalveihen gemeinschaftlich haben, so lifit sich

dieselbe in das Produkt zweier Determinanten zer-
legen; z. B.: .

a by o d;e

2Dy 600 ) [ e
00 :cdgey |= ay b, Gy d:; 8y |«
00 icde ¢, ds e
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13. Jede Determinante kann auf folgende Weise
erweitert werden:

18Py fo fs
a; by ¢ 01 oy &, 009
ayhycy l=100a; b ¢
ay by g 00a, by ¢
00 ag by ¢

§ 11. Wahrscheinlichkeitsrechnung,.

1. Ist fiir ein Freignis die Anzahl aller mbglichen
Fille m, die der glinstigen Idlle (Treffer) t, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Fintreffen eines glinstigen
Falles: %

=

fiir das Nichteintreffen
—t
P v , &lso
m
L. wou=1. t%‘
2. Ist bei m moglichen Fillen w, = I—;- die Wahr-

scheinlichkeit fiir das Fintreffen des Ireignisses E, und
Wy ==£‘1~ diejenige fiir das Rintreffen von L,, 50 ist die

Wahrscheinlichkeitdafiir, daB entwederE, oderE, cintrifft,
IO W=w+4w,.

3. Die Wahrscheinlichleit, dafl mehrere Ereignisse F, :
E,,E; ...gleichzeitig(oder na(,heinander) eintreffen, ist;
' IO W=w; W, W, «

4. Die Wahrscheinlichkeit, daﬁ von zwei Freig- .
pissen Ii und E, das erste emtmtft ist: :

Iv. We——t
: Wy Wy
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5. Soll von zwei Ereignissen F; und L, eintreten:
a) B und E,, so ist W= 1w, - wy;
b) E,, aber nicht E,, so ist W=1w (1 —w,);
¢) I, nicht, aber E,, so ist W=(1—w,)-w,;
d) eines, aber nicht beide, so ist
We=w (I—wy)+ 1 —w)wy;
e) hochstens eines von beiden, so ist W=1— w, w,;
f)- wenigstens éines von beiden, so ist
‘ W= wy bWy — W, Wy ;
g) beide oder keines, so ist ;
W—-—l——wl(l—wz)-—(l—«wl)wa, ‘
h) E; nmal, B, mmal in bestimmter Rethenfolge, dann ist
W= w2 wm ist die Reihenfolge behebl dann ist

P
1
n'm!

n m
T Wi Wy

§ 12. Binomialkoeffizienten.
— —2) ... (a—r-
1. Der Bruch n— 1 r)' (n—r+1) (n)»
r
gelesen ,n diber r% heiBt Binomialkoeffizient.

2. Ist n positiv und ganz, so wird (r) =(, wenn

r>n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird <n)
fiir keinen Wert von r Null, r

()= G- ()
s ()=Ll)-aZem
Co =),
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TL. Abschnitt.
Reihen.
A) Bndliche Reihen.

§ 13. Arithmetische Reihen erster Ordnnng.

Reihe: a, a+d, a-+-24d, ...a+(n—1)d.
1. z=a+Mm=1)d. ’

_(a+z)-n [2ad(n-—1)d]-n
2 2
§ 14. Geometrische Reihen.

Reihe: a, aq, aq? aq® ... aq" ™%,
1. Z==a gt
a(g*—1) qz-—a

no

9, = = .
q—1 qg—1
8. Ist n=o0 und 0 <|q|<1, dann ist 8= 2.
' —q
14X +x24x94 . ml»l-—_
4, I‘\ wobel x2<1 .
lex4x2—x84 = :
—*I X X9 1+X

§ 15. Zidseszins. und Rentenrechnung.

Zinsfull p°/n, Zinsfaktor q(~- 14+ 70 O)’ urspriing-
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liches Kapital a, angewachsenes b, Zahl der Zinsperioden
(Jahre) n, Rente r.

1. b=aq® (Zinseszinsformel).
2 =a® 4 r(q ) (erste Rentenformet).
3. b= T(Z — 11) (zweite Rentenformel).
| 4. b= r%%—») (dritte Rentenformel).
= —1 r 1
> agr'(q(l—l)-q":q—d(l"?f)'
5. a=qr1 (n = o0)
6. g :“1%10 (il:il

1. Gibt den Endwert an, auf den das Kapital a in
n Jahren durch Zinseszins anwiichst.

2. (bt den Endwert an, den a durch Zinseszing
erveicht, wenn dasselbe am Hnde jedes. Jahres noch
‘um r vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren
aufgezehrt, go ist b==0.

3. Gibt die Summe an, welche bis zum Ende des
n-ten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes
Jahres erfolgende Yahlunp; r.

4. Stellt denselben Wert dar wie 3., wofern che
Zahlung r am Jahrvesanfang peleistet w1rd

5, & ist das Ablssungskapital (Mise) einer ninal
am Jahresende wiederkehrenden Rente.

5. a Ablosungskapital einer immerwiihrenden Rente.

- 6. Amortisation. Die’ Gleichung gibt die Be-
dingung an, unter der ein Kapital a in n Jahren durch
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Verzinsung mit p, %, getilgt werden kann, wenn der
Zingfaktor (bei dem tblichen Zinsful p) q ist.

8 16. Arithmetische Reihen héherer Ordnung.

1. Reihe: Yo Y1 Y2 V35 Vi Vn
erste Differenzenreihe: Ay, dy, 4y, dys ...
zweite » Ay, Ay, Ay, ...
dritte » A3y, A3y, .

Ay, = 4r Ym41— A ¥
Ist die 1-te Differenzenreihe konstant, so ist die
Reihe von der r-ten Ordnung.
2. Bestimmung des allgemeinen Gliedes:

Yn=Y0+<n>AYo+<n> AZYo-l—(:) Byo
+ . +< )A” Yo -
Wenn die Reihe mit y, anfingt, dann ist:
—1
Yn=Y1+(n 1 ) 1+< )A"le“( )‘Jd%

+...+< . )A’yl.

8. Summe der Glieder von y, bis zum
Glied yn (einschl):

| Sn=<n+1> o+( +) YO+(nil)AZY;

1
]

oder bei der zweiten Bezcichnung:

| f= (0 ) st (3) w3 )A Fie. +‘(+1>A'Y1
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4. S#tze: a) Das allgemeine Glied einer Reihe
r-ter Ordnung ist eine Funktion r-ten Grades in n.

b) Setzt man in der rationalen ganzen Funktion

@) =a,n" a4+ ... Ja,

- welche in Bezichung auf n vom r-ten Grade ist, fitr n
der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 ..., so bilden die
Werte @ (0), @ (1), @(2) ... eine Rejhe r-ter Ordnung
mit der SchluBdifferenz r!a,.

¢) Setzt man in ¢(n) flir n npacheinander die
Zablen &, ox +h, oc 4+ 2h ..., welche eine arithmetische
Rethe erster Ordnung bilden, so bilden die Funktions-
werte @ (&), @ (6 +-h), @ (¢ -+ 2h) ... eine arithmetische
~ Reihe r-ter Ordnung mit der SchluBdifferenz rla, - h*,
124224324 ... +n2=%(2n+1) n+1)-n;
13428488 .. —1—1)3-:—1—(11-{— 1)2.n2,

6. Figurierte Zahlen:
a) Polygonalzahlen:

Dreieckszahlen: 1 3 6 10 15 21..., (‘£>4—1(§>,

. n n )
Viereckszahlen: 1 4 9 16 25 ..., (1)—{— 2(9)=n~‘,
r-Fekszahlen: : (f) +(r_-‘2)(;1 s

b) Pyramidalzahlen:’

dreiseitige: 1 4 10 20 35 ..., (n—fl) +1- (n"g 1) ,
vierseitige: 15 14 30 55..., (“ '; 1) 19 (ﬂ“; 1) ’
r-seitige: ’ | (n;— 1) (o ) (n—li- 1) .



32 Heibeu,

. § 17. Interpolation,
1. Einschaltung bei arithmetischen Reihen.

Sollen bei einer arithmetischen Reihe r-ter Ordnung, -
deren allgemeines Glied gegeben ist durch die Formel
¥n (8. § 18,), zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder
so eingeschaltet werden, daB die neue Reihe wieder eine
Reikie r-ter Ordnung ist, ‘8o geschieht dies, indem man in
dem Ausdruck fiir das allgemeine Glied fiir n der Reihe nach

1 2 3 P 1_}___1_,
p+1’ p+1’ p-+1 Tp-1’ p1°
1
1+p+1’ o Bbs

setzt. Die SchluBdifferenz der neuen Reihe ist

1 "r
(m)”‘"

Hitufig ist es zweckmiillig, nur so viel Glieder der
neuen Relhe zu berechnen, dafl sich daraus die Anfénge
der Differenzenreihen ercreben, und dann die Reihe von
der Schlufdifferenz aus weiter zu berechuen.

2. Einschaltung bei Versuchsreihen.
a) Interpolationsformel von Lagrange.

)X —x) L (XK
(Xo — K1) (%o~ ) Xg — Xy) o« (% —%Xa) "

L Em %) E—%) (K= %) ... (F— )
" xp) (%1 — ) (% = Xg) s Xy~ X)
 Hherbel sind y,, ¥y, ¥p -.. die zu x5, X, 7, ...
gehorigen Funktionswerte, Ist bekannt, dafl die zunilchst
unbekannte Funktion y=1£(x) fiir alle Werte zwischen
%, und x, eine ganze Funktion von hdchstens n-tem’

Yy -t
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(rade ist, so ist sie durch Lagranges Formel vollstindig
bestimmt; andernfalls liefert letztere eine Anmiherung.

b) Newtons Interpolationsformel:
Sz = Fo 4 Ao (X —Xp) + A, (x — %) (£~ %)
Ay (%) (E—X) (K= Xp) + ..

=% B 2T 0 —98."Fa f
Ao*—x"‘"*“"“l_xo7 ) —_———_x?—xl’ 0 X_‘——g—xg ust.
— C,—B D, —

A1=B° A°, B =20 Cl=—3,———c—9 ust.
% X —x’ X, —X
— ¢,—B
A, = u, Bye=—t—1 usf.
: X3 — X =%

B) Unendliche Reihen.
. § 18. 'Keonvergenzbedingungen,

1. Eine  Reihe B, =8y +a, 2,4 ... <~a, heiBt
konvergent, wenn die Grenze von s, bei unbegrenzt
wachsendem n eine endliche Zahl ist.

. Die Reihe heiBt divergent, wenn lims, nicht end-
lich ist. Dies ist u. a. der Fall, wenn lim a, nicht O ist.

2. Die abnehmende geometrische Reihe ist konvergent;
also 1 x4 x2+4x%- ... ist konvergent, wenn der ab-
solute Betrag von x < 1, sie ist divergent, wenn |x|> 1.

3. Eine Reihe izt konvergent, wenn sie von einem
bestimmten Glied. an konvergent ist und kein voran-
gehendes Glied unendlich groB ist.

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jedes Glied
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver-
genten Reihe.

5. Erste Hauptkonvergenzbedmgung Bine
Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn von

Bilrklen. Formelsammluny, 2



34 Reihen.

einem bestimmten Glied ab der Quotient aus einem
Glied und dem vorhergehenden <1 und wenn auch
lim 22| <1 |
. ' n |ne=oo

Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nut eine besondere
Untersuchung iiher Konvergenzoder Divergenz entscheiden.

6. Zweite Hauptkonvergenzbedingung: Eine
Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert, wenn die
(lieder von einer bestimmten Stelle an abnehmen und
lima, =0... Ist ima,=0, so nimmt 8, zwei ver-
schiedene Grenzwerte an, je nachdem man eine gerade
oder ungerade Anzahl unendlich vieler Glieder summiert;
die Reihe heifit dann oszillierend.

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist ‘die Be-
dingung lima, = 0 fiir die Konvergenz notwendig, aber
nicht hinreichend.)

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls man
alle Glieder positiv setzt. , .

8. Ist a; 4 a, + 85 -+ ... eine konvergente Reihe aus
positiven Gliedern und sind k;, k,, kg ... positive oder
negative Zahlen, die ihrem absoluten Werte nach unter
einer endlichen Grenze bleiben, so ist auch k,a, 4k, a,
+ ka5 + ... konvergent. "

9. Abels Satz: Ist S(x)=a x+a,x2-}azx% ..,
und ist A==a, +a, a5 ..., s0 ist, wenn sich x von
kleineren Werten der Grenze 1 nithert,

IimS(x)x=1 =A.

§ 19. Satz von der Kpefﬁzienténvergleichnhg.
Ist Ay +A x+HA XA x84,
=B +B; x4+ By x? By x¥4-...
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‘und sind beide Reihen konvergent (null innerhalb des
Konvergenzbereichs), so ist

Ay=1DB;, A ==B,, Ay==B, usf
Dieser Satz dient zur Entwicklung von Funktionen in Reihen.

§ 20. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reile.
axm=t (D)t (5) e o () e+
- 1 o N ..

Fir npegative und gebrochene Werte von n wird
die Reihe unendlich. Sie ist konvergent fir

1>x>—1;
ferner fiir x=+41, wenn n>-—1
X=—1, wenn n>0
b\n b \—n
(ﬂib)nzﬂn(li;> ~—‘_—~B.n(1:Fn'T:_E—b—> s &>h.
Beispiel: ‘
eI IS WOET
a? - =2a +—3-,—é =& +?"a-2+ : ;I+"' .

Ist b gegen a sehr klein, dann ist
Va2 fb=a+t —;—); (N&gherungsformel);

%8 +b=a+4 3—2-2- (Ngherungsformel),

8 21, Exponentialreihe;.logarithmische, trigono-
metrische nnd zyklometrische Reihen.

. x . x* %3 "

e__1+ﬁ+§+§-i+...~oo<k<+°°
I o 1)"
e——1+ﬂ+'2‘i+'3"i+...—~lml(1+—nzw

n
== 27182818284 ...
: ge
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e xia (xla)?  (xla)?
2. {“‘=” SR TR TR TR
— o< X<+
< 3 4 .
3. l(l—{—x)-—-%-%+%~—§—+—*..., IZx>—1.

3 5
llﬂ=2{x+£+§_—+...}1>x>—1 oder
1—x 3 H
5. z—1 l(z—.l)’ 1(2—;1)5
Lz == — —
¢ 2{z+1+3 .71 T T }
. 0<z<Lo0,
h 1 h v
. la = | e} A
6 lat)—1r— {9a+h+3 (Qa,—l-h) T
7. Ubergang vom natiirlichen zum Briggschen System:
10 10
1082 —=7z; logz-l10==1Iz
10 l
10,,z=—l—12—6_mm lz
Mo = Modulus des Bnggschen Systems 110
= (,4342945 ... (s, auch § 7).
. x x% x5 - .
Ismx=ﬂ———3——'+5—!—+;.. < x in BogenmaB
8. o g8
cosX =1 — 2'—}-4! —(ﬂ+""" —’—oo<x<+co‘.
9 { COsX -+ 1sinx =elx
) €0SX — iginy — o—!*
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ix —ix
elx e
cOSX = 5
elx__e—ix
81N X === -
21
10. eP—ept2ial; gfkain]  e@kblami_ 1,
11, Ist y—e* = ex+2k=l g0 jst

ly=x+2kni.
U—1)=@k+1)zi; U—y)=1ly+@k+1)mi.
Ist y4iz=re?!, so ist

iy+iz)=Ilr-+(p+2kn)i.

. 1 x2 1 3 xb
arcsmx=x—}—?-——

ERE

45
1 3 5 x .
, | +_2_.Z..6_.7-|-...1>X>—1
& Xg X5

arcig X ==X —

x7
gyt lzvz—t

|

1 1 1
=arctg1=1——3~+g———;z—+
(Leibnizsche Reihe).

Zur Berechnung von. 7 konnen folgende Reihen
und Formeln benutzt werden:

T 1 1 Maéhihséhe .Formel').
T 4arctg5 arctg239 ( ,

74

|

3 1 tor L _ 1 (Meiselsche
= arctgia—a,ro g%———%uctggm Formel).

III. Abschnitt.
Gleichungen.
§ 22. Gleichungen ersten Grades, ‘
8) Umformungs- und Versetzungsregeln:
1. Jede Qleichung bleibt richtig, wenn auf jeder Seite
dieselbe Operation mit derselben Zahl vorgenommen wird.
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2. Eip freier Summand der einen Seite kann auf
die andere Seite als Subirahend gesetzt werden und

umgekehrt.

3. Eine Zahl, welche Faktor der gesamten einen
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der-
selben gesetzt werden und umgekehrt.

4, Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten
einen Seite ist, kaon auf die andere Seite alse Wurzel-
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt,

b) Gleichungen mit einer Unbekannten.

folgt x=b—a
folgt x=b+a.
. by
folgt, x=—
olgt. x=—
‘folgt x=ab
folgt x=7a
folgt x=a®

a+x=b-4x folgt x=00.

X4-a=b
5. Aus +
X—a=D
axX=">
2
a
X% =g
Vx=a
6. Aus

ax=0 folgt x=0

a(x—b)=0 folgt x—Db:=0
x—a)(x—b)=0 folgt x—a=0 und x—b=0

ax-fbx=cx folgt x=0
a(x—b)+e(x—b)=d(x—b) folgt x—b=0.
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Ist die- linke Seite einer auf Null gebrachten
(leichung ein Produkt, das x oder Ausdriicke in x
als Faktoren enthilt, so ist jeder dieser Faktoren gleich

Null zu setzen, o
‘Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck,

der x enthalt, durchdividiert werden, so ist x, bzw.
dieser Ausdruck, gleich Null zu setzen.

¢) Gleichungen mit zwei und mehr Unbekannten.
ax +by =¢
a X-4b y=c,, folgt

c—ax

7. Aus

y=

b

y S _Cl_:_a_'& y daher
bl

L e —;) ax ¢ _b R (Gleichsetzungsmethode), .
1

I au;—l—b-gial—E
by
ab;x-+bb y=ch,
aybx-4-bby=cb
oL x(ab —a b) =cb —c b
eb; —e, b
- . =ab1-—~_a1b
(Eombinationsmethode),
1) ax +by =¢ |m
Iv. 2) 4 x+by=q
3) am+-a)x+(bm-+hb)y=cm-c,,

=c¢ (Kinsetzungsmethode),
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h . .
setze bm-+bh, =0, so ist m=——~g~, dies in 3) .ein-
gesetzt gibt ‘

( ab‘1— >\=;—C—t)1‘—-}-cl, oder

(—ab,}a bjx=—cb +|cb
_chy—ce b,
T ab,—ab’
ebenso wird y bestimmt.
(Methode der unbestimmten Koeffizienten von Bézout)
8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
ax +by +ecz =4
uX+bytez=4d |,
B X+Dbyteyn=4d,
g0 stellt man durch zweimalige Elimination derselben
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten und danm hieraus eine Gleichung mit
éiner Unbekannten her. -— Bei vier (leichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte
dreimal und erhbilt dadurch drei Gleichungen mit drei
Unbekannten usf,
9, Lsung durch Determinanten:

ayx4+bytoz=d | A
2 X+hyy+z=d, | A
aX-+bytcr=d | Ag .
Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter-
determinanten und Addition folgt: -
(8 Ay +a, A FagAg)x=a Ay +d Ay dg Ay, also
G A Hdy Ay +dy Ay
e A e A, Fag Ay
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Der: Nenner ist die Determinante 4 des Systems der
linken Seiten, — Fiir y und z folgt ebenso:
dy B, 4+ d, B, -+ d, By
y= Y
4,0 +d G+ 4G
%= . .
4
Die Z#hler sind ebenfalls Determinanten, die man
erhilt, wenn man in 4 der Reihe nach a;, a,, a3, dann
by, by, by und ¢y, ¢, ¢ durch d,, d,, dg ersetzt.
10. Die Bedingung fiir das gleichzeitige DBestehen
von n homogenen Gleichungen ist die gleich Null ge-
setzte Determinants des Systems, z. B. fiir

ayx+by+cz=0 a, by ¢
a,X+byy+tez=0 ist |abyc [=0.
agX-+hyy-cgz=0 - ag by ¢4

§ 23. Gleichungen zweiten Grades und Exponential-
gleichungen.

a) Mit einer Unbekannten.

L {x?za N
X =-4}a:
axi+bxde=0 ,
2. {' xm—biyb?——z;_a_c .
‘ 2a )

Die Gleichung lefert: =~
zwei verschiedene reelle Werte je nachdem
zwei gleiche reelle Werte } b —4ac 0
zwel verschiedene imaginire Werte J <
b7-4ac$. heifit Diskriminante der Gleichung,
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— ‘V 2
bl Gl hlemus folgt:

3. Sind x; nnd x, die Wurzeln der Gleichung
x?4bx+4c=0, so ist
5 +%=—bh; x-x5,=¢.
Die Gleichungen x2 bx-}c¢=0 und x2—bx4-c=0
haben gleiche, aber mit entgegengesetztem Zeichen ver-

sehene Wurzeln,
4. Die Gleichung

Ista=1, 80 wird x==—v-=sl——

1 1
x+—i—=a+—1— hat die Wurzeln x; =3, X,=—
1 1 . ' 1

X — —==a-—— hat die Wurzeln %, =a, x,=——.
X & a

- 5. Gleichungen, die: durch Einfiihrung einer
neuen Unbekannten oder durch Zerlegung auf
quadratische zuriickgefithrt werden kéunnen:

1 axt+bx?te=0, setze ‘ X2y
2 ax?™ Lhx™te=0, sotza X =y
3 ax+byx+c=0, setze Yx=y
4. ani/fﬂ+br’i/§;+0z0, setze"ui/;=y
5. auf*4-bu*4c=0, getze u*=y(§23¢)
6. (x?+ax)?—|—b(x2+a,x)-|—0m0, setze x¥4-ax=—y

ax—}-b)2 ax-+b ax-+b
(cx—}-d cx +d+e==0 otze ex-+d

6. Symmetrische Gleichungen:
1. ax®4-bx?+4-bx-fa=0, axd+1)4bx(x+1)=0,
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zerfillt in
L x+1=0 und I a(x!—x+41)4+bx=0,
2. ax*+4bx¥4cx?+bx+a=0, Division mit x?,

; 1 1
. a<x2—l-P>+b(x+——)+c=0
setze X—‘r—izy, x2+,___.y2_2

ak5+bx“+cx3+cx2+bx+a—
3 { (x5+1)+bx(x3+1)+cx2(x+1)—-
Abgpaltung von x+41=10, Restglelchung symmetusch
vom vierten Grad, ,

b) Mit zwei Unbekannten.

Fiir die Auflosung quadratischer Gleichungen wmit
zwei Unbekannten kann keine allgemeine; einfache .
Methods angegeben werden, da die Elimination einer
der Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung
vierten Grades fthrt. (Uber die allgememe Behandlung
8. § 25, 14} Iis ergibt sich jedoch in vielen Hillen,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nichi
alle moglichen Glieder enthalten, die.SchluBgleichung
-als quadratische oder sonst lésbare, In jedem einzelnen
Falle ist nach MaBgabe der Bigenschaften der vorliegenden
Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fiille sind:

1. Die eine der beiden (leichungen ist vom ersten
Orad; man drficke eine Unbekannte aus und setze ir
die andere Gleichung ein. .

2. Durch Elimination der guadratischen Glieder ent-
steht eine Gleichung ersten Grades.

3. Es laBt sich eine Vereinfachung durch Ab-
sonderung eines Faktors erzielen.
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4. Die Einfiihrung einer neuen Unbekannten in die
eine Gleichung bewirkt, daB dieselbe nur noch diese
Unhekannte enthilt, oder es wird das ganze System
durch Einfiihrung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation
‘oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder
auch durch korrespondierende Addition und Subtraktion
bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in der fiir

by . .
x4y, x—y, xy oder — oder einen sonstigen Aus-

drnck in x und y eine neue Unbekannte eingefiihrt

werden kann,
6. Die (Gleichung ist homogen; man dividiert mit y?

durch und bestimmt ~:—.

7. Es kommen auBer dem Absolutglied in jede:
(leichung nur quadratische Glieder vor; man eliminiert
die Absolutglieder, so erhilt man eine homogene Glei-
chung, Oder: Man bringt die quadratischen Glieder
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die
andere, dividiert dann Zihler und Nenner duich y?,

getzt > =1t und bestimmt t.

8. Man kann z. B. aus x?-}y2=a3, 2Xxy==b durch
Addition und Subtraktion der zweiten (x4-y)*=a-b
"und (x—y)2=a~—b bilden und bieraus x4y und
X -~y bestimmen.

c¢) Exponentialgleichungen (logarithmische

(leichungen).
1. Grundaufgabe:
a¥=h;

__logh
" loga

xloga=1logk, =x
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2, Besondere Fille:

1. a*==a'; xX=r.
a\* b)“‘
e ' —] ={—]) D
e <b) a ; X m.,
‘a\* ¢ logc—1logd
3 (b) ~ad7 YT loga_logh "
mtx ntx
L& (ab)aF —a.brbzE,

Logarithmiere, sammle die Glieder mit x nach- links,
die ohne x nach rechts, und l8se nach x auf.
5. ab®*4-c(d~+b—*)=e; setzé und bestimme zu-
niichst y=Db*. :
8. X TP - axHa = prdm g pr o
| 8% (aP +-a7) = b (b2 - b*) ;
a b= - b

x :
(_b_) =mT; hieraus folgt x.

xr xlogx =} ;

rlogx-logx-logx=1logh,

=3
.

setze und bestimme y=logx usf.
B. loglax-+Db)+loglex+d)=m;

-es ist logl(ax+b)(cx 4+ d))=m, also

(ax--b)(cx+4d)=10™,

woraus x folgt. ,
9. ‘ W =p, cd¥=q;.
logarithmiere, bestimme aus den erhaltenen (leichungen
logx und ‘logy nnd hieraus x und y.
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§ 24. Diophantische Gleichungen ersten Grades.
a) Mit zwei Unbekannten.
1. Bulersche Methode. (Absonderung der groBten
Ganzen.) Beispiel:
61 x-+7y=1000

1000 —61x 2x
- 7
Tu-1
=Pl g 2oy
u=2v—1, also '
14 v —
=w=7v'—3
2
1000 — 1v—
_ 1000—61(7Tv—8) 00 g1v.
7 -
vl x y
AR | 4 (11
0;—3 169 108 |47
1 4| 108
‘QI 11 47 sind also die brauchbaren Wexte
fiir die Unbekmmten
3! 18| —14

2. Kettenbruchmethode von Lagrange:
Ist 1. ax+ by =c gegeben, so setze man
2. a;x-+b, y=t, dann folgt:

blc—bt

3: ab1-—a1b
Cat—ayc
T =ab, —ab’

¥ und y sind dann ganze Zahlen, wenn ah, —ag b=41.



Diophantische Gleichungen ersten Grades. C 47

Dies ist der Fall, wenn | vorletzter Niherungswert

by ;
des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches il ist
8 b
(8. § 8y)
Beispiel:
1. 61x+47y=1000.
Niherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten
7 . 1 1 3 7
BmcheSﬁ gind : —8', -g—, é—é, 'é~1', also
2. 26x++3y=t
3. x=3000—T7t=7(429—1t) —3=7v—38
t—26x 429—v—182v--78
4_ Y= 3 == 3
' ‘ =169—061v,
v 0 1 2 3
3 411 18 R 4 11
— , es.: .
x , 108 |47

y| 169 | 108 | 47 | —14

- 8. Ist x=p, y=q eine Binzellssung der Gleichung
ax+by=c, 8o ist x==p-+bt, y=qFat die all-
gemeine Lisung. -

© b) Mit drei Unbekannten.

4. Man eliminiere aus den zwei gegehenen Glei-
chungen eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann 16se
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne
z vermittels der erhaltenen Werte von x und y aus °
einer der gegebenen (Hleichungen.
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§ 25. Allgemeine Siitze lber hihere Gleichungen.

1. Hat f(x) =x2+a, 21 a, x3 ¥4 ., Fa, =0
die Wurzel x =, s0 ist f(x) durch x — & ohne Rest

teilbar.
2. Eine (Gleichung n-ten Grades hat n, aber

auch nur n Wurzeln. .
3, Sind &, &y ... &, die Wurzeln der Gleichung

f(x)=0, so ist
£(x) = (X — 1) (X — &p) ... (X — &) und
{. Symmetrische Funktionen der Wurzeln:
8 = — K (&, 0.0 00n) = — (00, F ¥g .o tin) = —Zr;
dy ?ZKS(NH Oy vaeGin) == &y &g =+ &1 05 o F g O,
' Ao Gnog 6 = Dot
ag = —2Ko(tt,, &g oo i) = — (00 6y 0tg + &% Oy 0ty
+.oo o, oc,,_gzxnv_locn) = 0 Oy Gt

. . . . . . » o .

By=(—1P - &y &g ... Bn.
Newtons Formeln fiir die Potenzsummen der
Wurzeln: ‘
Setzt man af 4 X ..+ aF =5, s0 ist
8 oy =0
8+a 8 +2a=0
Sy4-ay 8+ a8+ 383 =0

» . . ° .

Allgemeine rekurrierendé Formel:
Sp -ty Sr-—l+a~zSr‘—2+---+3'n5r—-u‘=‘0 ’
sie ist auch noch gliltig fiiv r> n, hierbei ist s, =n.
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Unabhingige Formel:
a 1 0...0
‘ 28, 3 1 ... 0
g =(—1) 3a; a3 a ... 0

ay 8p—1 Bpeg ... &

Un aus den Potenzsummen der Wurzeln die Koeffi-
zienten der Gleichung zu berechnen, hat man:

s, 1 0 0 ...0
(—1)r 5% 8 2 0 ...0
A= leg 8, 8 3 .0

Sr Sp—18r—9 8—g ... .0

5. Satz von Descartes. Eine Gleichung mit
reellen Koeffizienten hat hdchstens so viel reelle positive
Wurzeln als Zeichenwechsel und héchstens so viel reelle
negative - Wurzeln als Zeichenfolgen (die - fehlenden
Glieder sind mit -+ 0 zu erginzen).

Eine @leichung von ungeradem Grad hat mindestens
eine reelle Wurzel, deren Vorzeichen entgegengesetzt
ist dem Vorzeichen von a,. ‘ '

Hat eine Qleichung geraden Grades a, negativ, so
sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen Vor-
zeichen versehene Wurzeln vorhanden.

6. Bei einer (Heichung, die nur reellse Wurzeln
haben -kann, ist die Anzahl der positiven gleich der
der Zeichenwechsel, -die Anzahl der negativen gleich
der der Zeichenfolgen (Bestimmung der Hauptachsen
einer Fliche IT. Ordn.).

Bitrklen, Pormelsammlung. 4
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7. Ist p+qi eine Wurzel einer Gleichung ' mit
reellen Koeffizienten, so ist auch p—qi eine Wurzel
Die Grleiohung hat, wenn sie imaginiire Wurzeln hat,
stets eine gerade Anza,hl derselben.

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x° eingeschlossen) gleich Null, so hat die Glei-
" chung rmal die Wurzel Null; sind die der r hdchsten
Potenzen 0, so hat sie rmal die Wurzel co.

9. Ist & eine Wurzel der Gleichung 1., so ergibt
gich aus derselben duarch Division mit x—ea die
Gleichung n — 1-ten Grades. ‘

X—o
dann ist p==bp_qea+a. ,
Beispiel: 3x5—~7x4+2x3+4x2——7x—2=‘0
goll durch x — 2 dividiert werden. o
' 3 -7 42 44 -7 -2

2]3 —1 0 44 41 0
Res.: 3xt—x8+4-4x4+1=0.

Dursh diese Division wird festgestellt, ob x=2(=a)
eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung ist,

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung
aufzufinden, zerlege man a, in Faktoren Py Py -
~und versuche, ob x—p;, X—p; ... ohne Rest in die
(Heichung a@xigeht (8. auch § 29, n)

10, Wurzelverk[einerung Soll die Gleichung

(X =agx" a2 . dag g x+ta, =0
. in die (Heichung

PE) =poX* +p X . Paa X Py= D

fx) =byx* = by P E by g X by =0,
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‘umgewandelt werden, so dafl die Wurzeln der letzteren
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so
muf i(x)=@(x—k), also i

8 Xn F 8y X* 7 b oy =Py (X — K - py (x — KA

+... +pn—1(x'—k)+pn

sein und es sind dabher pn, Pu—i1, .- po die Reste,
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x—k
dividiert.

Beispiel: x* —4x3 —39x? 46x+4+ 80=0

431 0 —389 —110 —360=p, -
4)1 4 —23 —202=p,;.4
4)1 8 4 9=p,_4
41 12=7p
4) 1=p,,
die gesuchte Gleichung ist:
x4+ 12x349x2—202x—360=0.

11. Wegschaffung des zweiten Gliedes.
Soll die Gleichung f(x)=0 durch die Einsetzung
x=y-+k 8o umgeformt werden, dal das zweite
Glied der neuen Gleichung 0 ist, so ist, da
pk=a‘l+nka‘0=‘“0a :

|
na,
Beispiel: C 18
X8 —18x24105x— 196 =0 ; k=—:——3——=+6;
6)1—124+3342 S y=x—-6;
6) 1— 6— 8 o
6)1. o Res.: y3—83y4+2==0.

4%
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‘12. Mehrfache Wurzeln: Haben f(x)=0 und
'(x) == 0 einen gememschaithchen Teiler von der Form
(x— o) (®—ay) ..., 80 ist &, eine k4 lfache, &, eine
1 -f- 1fache Wurzel der Gleichung £(x) ==

13. Gemeinschaftliche Wurzeln zweier Glei-
chungen, Resultante. — IHine gemeinschaftliche'
Wurzel zweier Gleichungen f(x)=0 und @(x)=90
ist Wurzel der Gleichung, die man durch Nullsetzen des
gemeinschaftlichen Teilers von f(x) und p(x) erhilt.

Die Bedingung fiir das Bestehen einer gemeinschaft-
Lichen Wurzel zweier (leichungen heifit die Resultante
derselben; sie ist das Resultat der Elimination der Un-
bekannten aus den zwel (leichungen. Sind diese

dg X0 fa, X0 L day =0
bo =+ by x@ =14+ bp =10,
go ist die Resultante
Bgay ...a8 0 ...0

an .31 85... 0

R= O 0 ... 8 Y
boby oo by 0... 0

00 ...h R
Man findet den Wert der gemeinsamen Wurzel aus
M al...éHO ... 0

0 a... a,...0
(bgx+bdby... by...0

by By.es  byp... 0
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i4. Elimination einer Unbekannten aus zwel
(Hleichungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man
ordne beide Gleichungen nach Potenzen der einem Un-
bekannten, z. B. von x, wud bilde die Resultante aus
beiden, indem man die Koeffizienten jener Unbekannten
als bekannte Grdflen betrachtet. Die Resultante ver-
schwindet wegen des gleichzeitizgen Bestehens beider
Gleichungen. Diese Resultante, das Fliminations-
resultat von x, ist im allgememen eine Gleichung vom
“m - n-ten G‘rrade in y.

§ 26. Binomigcne Gleichungen.
X0 == 41 ==cos2kn+isin2ka;-
1
-~ 2k k
x=nv+1=(+ 1)? == cos nn +isin2 nn R
wobel k ‘alle ganzen Werte von O bis n — 1 erhilt,
{ “———1—~cos(2k+1)n+isin(2k—{— IS

. 2k-+1
x-y vw-cos +1 7 -}-1sin n+ -7
3. Beispiele.
1

. %3 =1
mitk=0 ... (x=1,
—14iV3
mitk={1 {x==cosl?0°j:isin120°=——:£—i—-l—]—§—_-— {"‘.
2 D P
2. x = —1

I et —_
mit km{g...{x=cos 6094-isin 60°m£i—§ﬁ = {__ﬁ 1
- x

mitk=1

B ==
A

= (Va) Y71

=1

X"z —p

X‘;’(Va—')li/:r)
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wobei G/E) den absoluten, reellen Wert von 'i/Z bedeutet,
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder

logarithmische Berechnung erhilt, wihrend ]/—I—l und

1/— jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte
darstellen. ‘

§ 27. XKubische Gleichungen.
x34a=0 '

-(2)

[ x3—a=0

(¥a)

)=V ) | x =i (i)
(a) 6 —{ya).

8. § 26, 3y, 4.

2. x34-ax?tbx+e=0.

 Transformiere die - Gleichung (durch Wurzelverklei-
nerung um —::— oder Substitution von x = y_ff.

3
8. § 25,0) auf die Form
‘ yY3+8py+2q=0
und setze y=vu-+v und ud+4v3+4-2q=0, dann ist

3/ —q +7q2+ p* (Diskriminante:

a e? + p¥)
V=V—q—1fm
yi=u-v '
u+v
¥y = — + = }/— (u—v) (Cardansche

' Formeln),
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Die Cardanschen Formeln flihren zu einer Ldsung
nur solange q‘ 4 p8> 0; sie liefern dann eine reelle
und zwei imagivire Wurzeln,

3. Fall der drei reellen Wurzeln (casus irre-
ducibilis). Ist q% 4- p*= 0, so hat die Gleichung drei
reelle Wurzeln (die Cardansohen Formeln Liefern sie
aber, wenn q® -+ p®<C 0, in imaginirer Form); dann

.——q—
V=1
¥i= 2V—p-cosi§

yﬂ=~2}/——p-cos<i§-+60°)
y,,=——2V——p-cos(%——~60°) .

4. Trigonometrische Aufldsung fiir Fall 2:
a?+p*>0.

'/t
tgsv—}/—_ g(p = tgy

y1=¥9}’5-0tg2w

A ey 1y /3
vp=1}Pp (ctg 2v+ oy

—( iys \,
YBz:tVP (Ctgzw—smzw) )
hierbei gind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,
je nachdem q==0. '

’ .
COS @ =

L p>0
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2. p<90
Sin90=(__£1)%; f/;g_fgﬂgw
{ =R sz""
if—(smg +i1f§ctg2w)
:H[—(sm2 —i 30tg21,u>.

Zeichen wie oben bei 1. zu nehmen.

§ 28. quuudmtlsche Gleichungen.

1. Besondere Fille s. § 23, 8, 7,.
2. Kulersche Methode.
1. Trangformierung der Gleichung auf die Form

xt+ax?fbx4c=0.
2. Bildung der Résolvente .
b2
8 2
y+9y+ 16 %y — 2=0-

Sind die Wurzeln dieser Gleichung ¥y, ¥;, ¥y, dann ist
=+(y +7v — V1)
X‘z:i(ﬁx“l/y‘a +‘/§)
%=+ (— V5 + V5 + 1)
x=+(—Vr—Vn—V%)

wobei die Vorzeichen so zu withlen sind, daB

- b
oo fram =
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8 29, HBhere numerische Gleichungen, — Niherungsa-
methoden.

1. Ganze Wurzelwerte. Dieselben sind in den
Faktoren des Absolutgliedes a, enthalten. Die Bestim-
mung derjenigen TFaktoren, welche zugleich Wurzeln .
der (leichung gind, wird erleichtert durch folgendes:
a) Hs kbonen nur diejenigen TFaktoren in Betracht
kommen, welche innerhalb der Wurzelgrenzen liegen
(8- . 8); b) nimmt man eine Wurzelverkleinerung (s. § 25)
z.B. um 1 vor und zerlegt in der neuen Gleichung
ebenfalls das Absolutglied aj, so kann als. Wurzel der
urspritnglichen Gleichung nur ein solcher Faktor von
3, in Betracht kommen, welcher um 1 grdBer ist als
ein Faktor von a).

2. Wird f(x) ftir x=p negativ und flir x=gq
positiv, so liegt eine ungerade Zahl von Wurzeln, also
wmindestens eine, zwischen p und g.

3. Ist —ay der erste, und — a, der numerisch

m e
griBte negative Koeffizient, so ist x <1 - ]/ ap eine
obere Grenze fiir die positiven Wurzeln, Vertauscht
~man X mit —x und sucht in der neuen Gleichung
wieder die obere Grenze fir die positiven Wurzeln, so
ist dieselbe mit negativem Zeichen versehen die untere
Grenze fiir die negativen Wurzeln der gegebenen
(Heichung,

4. Batz von Budan(-Fourier). Bildet man die
Reihe f(x), f'(x), £(x)... f®(x) und setzt man hierin x=a
und x="h, wobei a<b, so hat die Gleichung f(x)==0
nicht mehr Wurzeln zwischen a.und b, als die Reihe
Zeichenwechsel verliert, wenn man von a zu b Ubergeht.

b. Satz von Sturm. Bind f{x), x) ... fu(x)
die mit umgekohrten Zeichen genommenen Reste, die
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sich bei der Aufsuchung des grofiten gemeinschaftlichen
Teilers der Funktion f(x) und ihres Differentialquotienten
¥(x) ergeben, und setzt man in der Reihe der Funktionen
£, f, £, f,, f5 ... fy fiir x einmal a, das andere Mal b,
go hat die erste Reihe gerade so viel Zeichenwechsel
mehr als die zweite, wie die Gleichung f(x) =0 Wurzeln
zwischen a und b hat,

6. Newtons Methode. Hat man durch Versuche
(oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden, daf «
annghernd eine Wurzel der Gleichung

fx) =gy X Fa x4 ... tay =0
ist, 8o ist an o noch eine Korrektion anzubringen, um

den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion
p ergibt sich aus (Taylors Satz s § 87)

_ —{ag o a, ot =14 .. +a,) ﬂ__f((x)
P f(n—L)a, ar~ ... fai—1  Fa)
Setzt man nun o -~ p an Stelle von ¢, so erhilt hiermit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion
p; usf.

7. Regula falsi. Hat die Gleichung f(x)==0 eine
Wurzel zwischen & und o, [f(o) und f(e«,) haben also
entgegengesetzte Vorzeichen], so erhilt man einen an-
gensherten Wert flir die Wurzel, wenn man an Stelle
des Schnittpunktes der Kurve mit der X-Achse den
der Sehne setzt, welche die zu den Abszissen & und «,
gehdrigen Kurvenpunkte verbindet; man hat daun:

I—& xr““l

(@ = T = ™
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Mit dem neuen Wert und einem benachbarten kann
dag Verfahren wiederholt werden usf. — Dieses Ver-

ty

fahren ist bei algebraischen und transzendenten Glei-
chungen anwendbar. Beispiel:
x*==100, also

xlogx=2 oder xlogx—2=0.
Ausrechnung: x |f(x)=xlogx—2
11—2
2| — 1)6‘
3
4

—0,5687
40,4084
10,57

0,08
3,58 | 10,0171
3,60 | — 0,0027
- 0,02-0,0171

X =388+ 0108 ,
= 3,58+ 0,01727 = 8,59727 ust.

(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).

X =34

= 3,68
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g 30. Griofie aud kleinste Werte,
(Elementare Behandlung.)

Ist y eine Funktion von x, also eine von x ab-
hiingige GriBe, und =z B.
1, y=ax®4bx?4cx+4d,
g0 koénnen hierbei die verschiedemen Werte von x als
Abszissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be-
trachtet werden.

D

Zieht man eine Parallele EF zur X-Achse, welche
die betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F,
deren Abszissen x; wnd x, sind, schneidet, so hat y in
diesen Punkten E und ¥ die gleichen Werte, es ist
also fiir obiges Beispiel 1:

ax}+bxitex +d=axi-bxitex, 4,
woraus a(xi—x§)+b(x} —xP4-c(x; —x,) =0, folg-
lich nach Division mit x, — x,

2. a(xi+x X, + x5 - b(x, +x,) Fc=0
Wenn sich nun EF ‘parallel weiter bewegt, so werden
%; und x, fiir den Punkt, wo y einen grofiten oder
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kleinsten Wert erveicht, einander gleich. Ist die Ab-
szisse dieses Punktes x, so ergibt sich demnach aus 2.
5. 3ax?4+2bx+e=0

B¢

Durch Auflosen dieser Gleichung findet man die Werte
von x, welche y zu einem Maximum oder Minimum
machen.

Das Verfahren 46t sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen*):

Um einen gréften odér kleinsten Wert (oder mehrer e)
einer abhingigen GréBe zu finden, muf man:

1. die Fupktion in einer unabhangigen' verinder-
lichen GrdBe x ausdriicken;

2. in diesen Ausdruck x; und dann x, einsetzen
und die sich ergebenden Ausd.rucke einander gleich
setzen;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, 80
daB sich mit dem Faktor x, — x, durchdividieren lift.

" Vgl. hierzu: Martus, Maxima und Minima, Berlin 1861
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4. Machdem mit x, — x, durchdividiert ist, hat man
in der hierdurch erhaltenen Gleichung x; =x, =x zu
setzen und die Gleichung aufzulésen. Fir die ge-
fundenen Werte von x erreicht y ein Maximum oder
AMinimum.

5. Ob ein grofter oder kleinster Wert vorliegt,
ergibt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch
Berechnung der Werte von y fiir solche Werte von x,
die dem gefundenen benachbart sind.

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen eine
Quadratwurzel vorkommt, muB vor dem Dividieren mit
X; — X, in der Regel noch umgeformt werden.

Beigpiel:

mx, +o-+Yaxitbx;+c=mx,4n4Jaxit+bx,+e,

m(x; —Xy)+Yaxi--bx,+c—Yaxi+bx, +c=0,

woraus

m (X1 — Xp)

a(x} —x3) +b(x —X) _
Yaxt4+bx, +e4Faxitbx, 4
a{x, +x,)Fb _
Jaxt-+bx, +o-kYaxi4bx, +e
Nun ist x, ==X, ==X zu setzen usf.

2. Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren
Methode ist begrenzt; allgemeine Verfahren fiiv Auf-
tindung grofter und kleinster Werte gibt die hdhere
Analysis (5. § 89).

i

. folglich m-- 0.




Ebene Geometrie.

;& 81. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel- =
miBiges Vieleck.

1. Bin Punkt legt innerhalb, auf oder aufer-

halb einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunkts-

abstand % als der Halbmesser ist,

2. Line Gerade hat mit einem Kreis zwei, einen
oder keinen Punkt gemeinschaftlich;, d. h. sie schneidet,
beriihrt odér trifft nicht, je nachdem ihr Mittelpunkts-

abstand % als der Halbmesser ist.

3. a) Gleiche Sehnen haben gleiche Mittelpunkts-
abstinde und wmgekehrt.

b) Von zwel ungleichen Sehnen hat die gréfere
den kleineren Mittelpunktsabstand und umgekelirt.

4. Zu gleichen Zentriwinkeln in gleichen Kreisen .
oder in demselbén Kreis gehtren gleiche Bigen, Sehren,
Aus- und Abschnitte und umgekehrt.

5. Ein Peripheriewinkel ist die Hilfte des zu-
gehtrigen Zentriwinkels, :

6. Alle Peripheriewinkel Uber demselben Bogen
sind einander gleich. o

Datum a, r, o.

7. Der Tangentensehnenwmkel ist gleich dem
Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen.
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8. a) Im Kreisviereck ist die Summe zweier
Gegenwinkel gleich der Summe der zwel andern,
d. b. 2 R.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenwinkel 2R iat, so ist es ein Kreisviereck.

9. a) Im Tangentenviereck ist die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern ist,
so ist das Viereck ein Tangentenviereck.

10. Tangentenabschnitte beim Dreieck

an den Inkreis, an den Ankr, d. Gegens.
b — >
von der Ecke A————*_—Z———E(nsw a), b+—;+d=
b .
von der Fcke BS 2" +a (__ 8 — b}, —-—t—gﬂms
von der Ecke Ci—-t%:—(—j(:séc), E——’—:—g—t—ém

Datum s, g, «.
11. Zwei Kreise K und K
a) beriihren sich, wenn sie einen Punkt der Zentrale
gemeinschaftlich haben,
b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaftlich,
wenn sie sich bertihren.
¢) K und K; bertihren sich, wenn z=r4-p;
zLr+p und
2> 71—
K liegt innerhalb K;, wenn z<r—g:

K liegt aulerhalb X, weon z>r--o,
& Zentrale, r der grofere. g der kleinere Halbmesser.

K uwnd K schneiden sich, wenn
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12, Kreisteilung. Zu einem Zen‘m’winLel von %R

— oder einem Peripheriewinkel von — R — geh01t der
n-te Teil der Kreislinie. n
13. RegelméBiges Vieleok.

Eckenzahl: 3 4 5 6
4 ! 2 4
iwinkel: — R —R =R...—
Zentriwinkel 3 1 5 R 3 R = R
. 2 .. 6 4  2n—4_
Polygonmnkel. 5 R IR 3 R §R T R.

§ 82. Proportionalitiit von Strecken, Ahnlichkeit,

1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier |
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
~ die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den

entsprechenden auf dem -andern und die Parallelen ver-
halten sich wie die zugehtrigen Scheitelabschnitte des-
gelben - Schenkels. ~— Umkehrung des ersten Teils.

2. Die Halbierungslinie eines Winlkels im Dreieck

. teilt die Gegenseite innerlich im Verh#iltnis der Anseiten;
die Halbierungslinie des Aufenwinkels teilt sie aul.’zelhch
in demselben Verhiltnis. ~ Umkehrung. -

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind -
die abgeschnittenen Dreiecke einander #hnlich.

4. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn

a) zwei Seiten proportional und der emgeschlossene ,
Winkel glelch

b) zwei Winkel gleich,

¢) die drei Seiten proportional,

d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel des
einen Paares gleich und die Gegenwinkel des andern

Bﬂrklen Formelsammlung. b
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Paares gleichartig sind. — (Besonderer Fall: Zwei
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie zwei Seiten proportional
und den Gegenwinkel der grifieren gleich haben.)

5. Zweli Hohen eines Dreiecks verhalten sich um-
gekehrt wie die zugehorigen Seiten, oder wie die rezi-
proken Werte dieser Seiten und umgekehrt; alqo

h:h':h"= 1 l.i—bc ac:ab.
a b ¢

6. a) Zieht man von zwei #hnlich liegenden
Punkten bei zwei dhnlichen Vielecken Strahlen nach
allen entsprechenden Hcken, so entstehen paarweis é.hn-
liche Dreiccke.

. Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus zwel
entsprechenden Hcken werden zwei #hnliche Vielecke
in paarweis dhnliche Dreiecke zerlegt. ‘

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwel
Punkten pach den Ecken zweier Vielecke zicht, paar-
weis #hnliche, in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke,
so sind die Vielecke #hnlich und die beiden Punkte
#hnlich liegend.

Besondere Fille: (x) Werden zwei Vielecke durch
die Diagonalen aus zwei Ecken in paarweis #hnliche
in gleicher Reilienfolge legende Dreiecke zerlegt, 'so
sind die Vielecke #hnlich.

f) Zwei Parallelogramme sind #hnlich, wenn sie
reinen Winkel gleich und die einschlieBenden . Seiten
“proportional haben.

7. Regelmifige Viclecke wvon gleicher Sextenzahl
sind Zhnlich.

8. In &bnlichen Vielecken sind entsprechende
Winkel -einander gleich und entsprechende Lﬁnzxen
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proportional; die Umfinge #hnlicher Vielecke verhalten
sich daher wie entsprechende Seiten. '

9, a) Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Lage und n—1 Seitenpaare (worunter keines, das mit
einem Strahl zusammenfillt) parallel, so ist auch das
n-te Paar paralle]l und die Vielecke sind #hnlich.

b) Sind zwei Vielecke #hnlich und -zwei Seitenpaarc
parallel, so sind auch die iibrigen parallel und die
Vielecke sind in perspektivischer Lage.

10. a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
ist mittlere Proportionale zwischen der Hypatenuse -
und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt,

b) Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks igt mittlere
Proportionale zu den Hypotenusenabschnitten. ‘

11. Tst in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis
gleich dem grofleren Abschnitt des stetig geteilten

Schenkels, so ist- der Winkel an der Spitze %—R und

umgskehrt. (Bestimmungsdreieck des regelmifigen Zehn-
ecks.)

12. a) Sekantensatz, Werden die Schenkel eines
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem Kreis
geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte des einen
Schenkels innere, die des andern HuBlere Glieder einer -
Proportion, d. h. das Produkt der Scheitelubschnitte ist
konstant. (Potenz eines Punktes in Bezichung auf einen
Kreis =P02—12)) ,

Besonderer Fall: Wird der eine Schenkel eines:
Winkels von- einem Kreis geschnitten, der andere be-
rithrt, so ist das Quadrat des Tangentenabschnitts gleich -
dem Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante.

'b) Sind auf jedem Schenkel eines Winkels oder
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus jo zwel Stiicke
6% .
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abgetragen und ist das Produkt der Abschnifte des
einen Schenkels gleich dem Produkt der Abschnitte
des andern, so liegen die vier Endpunkte der Abschnitte
auf einem Kreis.

Besonderer Fall: Sind anf dem einen Schenkel
eines Winkels zwei Abschnitte, auf dem andern ein
Abschnitt vom -Scheitel aus abgetragen und ist das
Produkt der Abschnitte des ersten Schenkels gleich
dem Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten Schenkel,
80 berithrt der durch die Endpunkte der drei Abschnitte
- gelegte Kreis den zweiten Schenkel.

§ 83, Fliichenvergleichung, Inhaltsbeziehungen.

" 1. Parallelogramme und ebenso Dreiecke von gleicher
Grundlinie und Héhe sind gleich.

2. Ein Dreieck ist halb so groB als ein Parallelo-
gramm von gleicher Grundlinie und Hohe.

3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo-
gramm, wenn beide gleiche Hohe haben und wenn.die
Grundlinie des Parallelogramms gleich der Mittellinie
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche
Hohe und gleiche Mittellinie haben.

4. Datum fiir Parallelogramm und Dreieck: a, h, 2,
fiir das Trapez: b--d, h, f2.

" 5. Rin Kreis ist gleich einem Dreieck, dessen
Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Héhe gleich
dem Halbmesser ist. o

6. Parallelogramme und ebenso Dreiecke, die einen
Winkel gleich haben, verhalten sich wie die Produkte
der den gleichen Winkel einschliefenden Seiten.

Datum: &, (be), £, ‘ ‘

7. Ahnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt
pach wie die Quadrate entsprechender Langen.
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.- 8. Das Quadrat fiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich- dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

9. Das Quadrat {tber der Hbhe eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen-
abschnitten.

10. Pythagoreischer Lehrsata: .

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate
iiber den Katheten.

b) Allgemeiner Pythagoreischer Lehrsatz;
Konstruiert man tiber den Seiten eines rechtwinkligen Drei-
ecks #hnliche Figuren, so ist die Figur iiber der Hypo-

" tenuse gleich der Summe der Figuren itber den Katheten.

¢) Pythagoreischer Lelirsatz fiir das schief-
winklige Dreieck: Das Quadrat iiber einer Dreiecks-
seite ist gleich der Summe der Quadrate der andern
Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um das doppelte
Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion .
der andern auf sie, je nachdem der Gegenwinkel der
ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 48, 6)

11. Ptolem#ischer Lehrsatz, s § 35, 22.

§ 84. Lingen- und Flachenberechnuugen
1. Inhalt des Rechtecks: a-b.
2. Inhalt des Quadrats: a?.
3. Inhalt des Parallelogramms: ah. .
, 4. Inhalt J "des Dreiecks: a-+b--c=28g, ¢ Halb-
messer des Inlkreises, g, 0y, @y Halbmesser des An-"~
. kreises an der Seite a, bzw. b, ¢)

~ah g
'~_—-?_—_—Q s_—Ql(s-a)—QZ(S—-b)*‘Qﬁ(S_‘CI
abe

V&«@@~M@—Q~IT..
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5. Inhalt des Trapezes: h(b;- 9

6. Inhalt des regelmifBiigen n-Ecks: IL—;—;‘Q .
7. Umfang des Kreises:

22
2rm =dmn; (Nﬁherungsw. v. = 3,1416; = —7—)
dz
8. Inhalt des Kreiges: r2n=zn.
- . arn
‘ 9. Bogen: 2rx==«:360% Bogen———l—s—a-o—.
«’r?n  br
10. Sektor: r?s = x°:360°; Sektor = 3600 =75 °
11. Bogenlinge im Kreis vom Halbmesser 1:
arcgd— o7 _ _of
CY T 1800 T 1800
7T

Regelm#Bige Vielecke:

12. Dreieck.

' a 3r
MR S
T3hTaeTee

L a r
e=3=g13-3
2
1= 3= 13=2C{F=30173
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18. Sechseck.

r=a—g0l3; ¢=5VE-313

3a? '
1= ~~—v3_~2@ ER
14. Quadrat
a a r
r=212=0Y2; o=5=312
J—-a2=2r2——-402
15 Achteck.

ra_?l/zx-i-zﬁxgl/zx—zﬁ
=202+ 0=2V2 172

a=rf2—y2=20(f2—1)
J=2a2(y241)=2r2Y2=8p2()2—1).

16. Fiinfock.
r=%m=é(ﬁ—1) -
¢=15V25 + 1075 =L (/5 +1)
a—~—m—2eﬁj‘a’*
.x-.._(1/‘+1)_—V10+2V5_o}/10.—2;/“
Jzz/""-uof V10+21/‘ 592V5~2V5.
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17. Zehneck.
r— S+ 1)=2bu—10y5

@==%”+2V3-_—%V10+2}f5
a=—;—(1/_f’)—l)=291/‘25——10]/5
. %V5+21/"—5’ V10—2y5=20/25—-1075.

§ 3. Znsammeustellung von Daten; weitere Formeln.
"A) Datumsbeziehungen. Wo nichts bemerkt ist,
beziehen sie sich auf das Dreieck.

1.ohym, (—y).

h+h, atb, y.
{h——h’, b—a, y.
3. ara«, '
" 8§—a, g, &
8, 014 &
6. a, h, 2.
Trapez: b--d, 'h, 1%.
6. {S e I
8 —a, 91)
Tangentenweleck a+b+c+d, o, %
7. (bo), &, 3.

8. bi—c? (p+q), (p—q) 8 w Cpp



Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln. 73

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.
9. b?=ap, c?=aq, (& Hyp, p und q Abschn.

derselben).
10. h?=1pgq. ,
11. a?=h24c?; a=}b2+fct.
12. be=ah.
13. Rationale rechtwinklige Dreiecke sind be-
gtimmt durch .
a==1u4+v?, b=u?-vZ, c=2uv.
ul4-vZ|n2—v? | 2uv
o M b ¢
2 1 ;) 3 4
3 1 10 8 6
3 | 2 13 5 12
4 1 17 15 8
4 2 20 12 16
4 3 25 7 24
) 1 26 24 10
b 2 29 21 20

0) Beziehungen am schiefwinkligen Dreieck.
14. hp=cq (p Projekt. von ¢ -anf b, q Projekt.

vou b auf c).

" 15, a?=Db24c¢?F2cq
- schiefwinklige 4), (g Projekt. von b auf ¢). «SR.

16. bc=2rh, .
17. b2—ce?=p{—aqi (p
und ¢ auf a).

(Pyth, Lehrsatz. fiir das

und g, Projekt. von b
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a? 4+ 4 t?=2(b? - c?) _
4ttt =3(a + b2} ¢

18. 4
a2=_-—9-(2 2 - 2472 — 12,
19. m2=bc~vw (vund w Abschnitte der Seite a,
erzeugt durch Winkelhalbierende m).
20. Dreiecksinhalt 8. § 34,

0 01 Q0= T
21, ll 1,1 1

@ & & 0 ‘
22. Sehnenviereck (Ptolemiischer Lehrsatz)
ee;=ac-thd.

[nhalt des Sehnenvierecks:

Y(s—a)(s—hb)(s—c)(s—4a),
at+b4ctd

bei ‘ ~
wobel g B

& 36, Geometrische Ortor.

A) Der geometrische Ort fiir einen Punkt, der

1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist
die Kreislinie nm A mit r; - .

9. von einer Geraden L auf bestimmter Seite der-
gelben die Dntfermmg h hat, ist die Parallele zu L auf
jener Seite im Abstand h;

3. von zwei Punkten A und, B gleiche Entfemung
hat, ist das Mittellot zu AB;

4, von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab-
stand hat, ist die Halbierungslinie des Winkels; ‘
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5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, -ist
die Parallele im mittleren Abstand.

B) Der geometrische Ort filr den Mittelpunkt
eines Kreiges, der

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht,
ist die Kreislinie um A mit r;

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L auf .
bestimmter Seite bertihrt, ist die Parallele im Abstand ¢
auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das
Mittellot zu AB;

9. die Schenkel eines ‘Winkels beriihren soll ist die
Halblemmgshme des Winkels;

10. zwei Parallelen belulu't ist die mittlere Parallele;

11. eine Gerade L im Punkte A Yberiihrt, ist dag
Lot zu L in Aj;

12. eine Kreislinie im Punkte A beriibrt, ist die
Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A;

13. den Halbmesser g hat und eine EKreislinie K
vom Halbmesser r von aufen oder innen berfibrt, ist
ein zu K konzentrischer Kreis. mit dem Halbmesser
r- g oder r—g, bzw. ¢ —r.

C) Der geometrische Ort fir die Spitzen aller
Dreiscke auf derselben Seite {iber der gemeinsamen
Grundlinie a mit :

14. demselben Winkel &« an der Sp1tze ist der
Kreisbogen fiber a, welcher den Winkel & faBt;

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur
‘Grrundlinie; ‘

. 18, demselben Verhiltnis m:n fiir die Seiten b
und ¢ ist ein Halbkreis iiber der Strecke zwischen den
beiden Punkten, welche a innerlich und #uBerlich im
Verhiiltnis m:n teilen (Satz des Apollonius).
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§ 87. Besondere Linien und Punkte am Dreieck.

In einem Dreieck schneiden sich

1. die Mittellote zu den Seiten in einem Punkt,
der von den Ecken gleiche Entfernungen hat (Umkreis-
mittelpunkt 0);

9. die Halbierungslinien der Winkel in
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen
bat (Inkreiamittelpunkt M); desgleichen die Hal-
bisrungslinie eines Winkels und die der beiden Aunfen-
winkel an der Gegenseite (Anklelsmlttelpunkte M,
M,, );

3. die Schwerlinien (seitenhalbierende Trans-
velsalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseltw
im Verhiltnis 2:1 (E:chwerpunkt S);

4. die Hohen in einem Punkt (Hdhenschnltt—f
punkt H). '

In einem DrelecL liegen:

5. der Hohensohmttpu.nkt der Schwerpunkt und
der Umkveismittelpunkt in gerader Lmle, und es ist
hlerbel HS:80=2:1;

8. die drei FILBpunkte der Hthen, die drei Hal-
.bierungspunkte der Seiten und die drei -Halbierungs-
punkte der oberen Hb8henabschnitte auf einem Kreis
(Feuerbachscher Kreis).

§ 88, Harmonische Teilung.

1. Wenn dié Strecke AB durch die Punkte P
und Q innerlich bzw. dulBlerlich nach demselben Ver-
hilinis geteilt ist, dann heiflen A, B, P, Q, harmo-
nische Punkte; A und B, ebenso P und Q heiBen
zugeordnet. -—— PQ wird ebenialls durch "A und B
harmonisch geteilt.
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2. Gehen die Strablen eines Biischels dorch vier
harmonische Punkte, so heifit dagselbe ein harmo-
nisches Biischel; je zwel Strahlen, welche durch -zwei
zugeordnete  Punkte gehen, heiflen selbst zugeordnet.

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es nur
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil-
strahl eines Winkely gibt es nur einen harmonisch
zugeordneten Strahl.

4. Der zum Halbiernngspunkt einer Strecke (in
bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete
Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hal-
bierungslinie eines Winkels in bezug auf die Schenkel
harmonisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Hal-
bierungslinie.

5 a) Wenn man zu einem Strahl eines
harmonischen Biischels eine Parallele zieht,
so wird das Stiick derselben zwischen dem
andern Paar zugeordneter Strahlen von dem zum
ersten zugeordneten Strahl halbiert. (Bestimmung
des vierten harmonischen Elementes zu drei gegebenen.)

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines
Biischels auf einer Geraden gleiche Strecken abge-
schnitten und ist der vierte Strahl dieser Geraden
parallel, so bilden die vier Strahlen ein harmonisches
Biischel.

8. Jede Gerade schneidet ein harmonisches
Biischel in harmonischen Punkten.

7. In einer Nebenecke = eines vollstindigen
Vierecks wird der Winkel zweler Gegenseiten durch die’
Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt.

8, Auf einer Nebenseite eines vollstindigen
*Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch -
fie andern Nebenseiten harmonisch geteilt.
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9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel
. § 205 11
10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q
harmonisch geteilten Strecke AB, so ist:
AM? = MP - MQ.

§ 89. Kreispolaren.

1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punlkte und
beschreibt man tiber der Entfernung AB des einen zu-
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und
ervichtet in P ein Lot auf -AB, so heifit dieses Lot
die Polare von  in Bezichung auf den Kreis. —
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und Q
heiflen zugeordnete Pole.

2. Die Berithrungssehne der von einem Punkt
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Beriihrungs-
punktes. — Die Polare des Mittelpunktes ist die un-
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers
ist ein unendlich ferner Punkt..

3. Die Polaren aller Punkte einer Geraden
schneiden sich in einem Punkt, dem Pole dieser
Geraden, o

4. Die Pole aller durch einen Punkt gehenden
Geraden liegen auf einer Geraden, der Polaren
dieges Punktes.

. 5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
ist die Verbindungslinie der Pole derselben.

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist
der Schnittpunkt der Polaren derselben.

7. Jede durch einen Punkt gehende Sekante
wird durch diesen, durch seine Polare und die
 Kreislinie harmonisch geteilt.
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8. In jedem Sehnenviereck ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinis der beiden andern Neben-
ecken.

9. In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben-
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern
Nebenseiten.

§ 40. Ceva-, Menelaos-, Pascal-, Brianchon-Satz.

1. Satz des Ceva: Schneiden sich drei Eck-
transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb
oder auBerhalb des Dreiecks, so ist das Produkt dreler
nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem
Produkt der drei andern. — (Umlkehrung).

. 2, Satz des Menelaos: Schneidet eine Trans-
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver-
lingerungen, so ist das Produkt dreier nicht aneinander-,
" liegender Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei
pudern. — (Umkehrung). :

3. Batz des I'ascal: Die drei Schnittpunkte je
zweier Clegenseiten eines Sehnensechsecks liegen in
elner (reraden,

4. Satz des Brianchon: Die drei Verbindungs-
linien je zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks
‘schoeiden sich in einem Punkt.

§ 41. Annlichkeitspunkte, Potenzlinien (Chordalen).

, 1. Zieht man in zwei Kreisen zwel gegenliufige
oder gleichliufize parallele Halbmesser, so geht die
Verbindungslinie der Endpunkte jedes Paares stets
fiir sich durch denselben festen Punkt. Diese heiden
Punkte teilen die Zentrale innerlich und #duBerlich im
Verhiltnis der Halbmesser; sie heilen innerer bzw.
fuBerer Ahnlichkeitspunkt. L



80 Ebene Geuvmetrie,

2. Satz des Monge: Die drei duBeren Ahnlichkeits-
punkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und ein
juBlerer liegen auf einer Geraden (Ahnlichkeitsachse).

3. Die Potenzlinie zweier Kreise (d. h. die
gerade Linie deren sHmtliche Punkte in bezug anf
wwel Kreise gleiche Potenz haben, 8. § 82,12.) steht
senkrecht auf der Zentrale. Wenn gemeinschaftliche,
gleichartige Tangenten vorhanden sind, halbiert sie
dieselben; schneiden oder beriihren sich die Kreise, so
ist die Potenzlinie gemeinschaftliche Sekante oder
Tangente im Berithrungspunkt; sind die Kreise kon-
zentrisch, so liegt sie in unendlicher Entfernung. Die
von einem Punkt der Potenzlinie an die beiden Kreise
gezogenen Tangenten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz-
oder Chordalpunkt derselben, oder sie sind parallel.
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g 42. Gerade Linien und Ebenen.

1. a) Bine Gerade ist einer Ebene paralicl, wenn
gie einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist.

b) Ist eine Gterade einer Ebene parallel, so schneidet
jede durch die Gerade gelegte Ebene die erste Ebene
in einer parallelen Geraden.

¢) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht
- man durch einen Punkt der Ebene ecine Parsllele zu

der CGeraden, mo fillt die Parallele ganz in die Ebene
hinein. : .

2. a) Legt man durch jede von zwel Parallelen
eine Fbene, welche die andere schneidet, so ist die
Schnittlinie der heiden Ebenen den beiden Geraden
parallel.

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind
gie einander selbst parallel.

3. Werden zwel parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel.

- 4. 8ind die Schenkel zweier Winkel parallel, so
sind auch ihre Ebenen parallel.

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und
beide Paare gleichliufig oder beide gegenliufig, so sind
die Winkel gleich; ist das eine Schenkelpaar gleich-, |
das andere gegenldufig, so sind die Winkel supplementir.

Bfirklen, Formelsammlung. 6
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6. Sind zwel Ebenen einer dritten parallel, so sind
sie einander selbst parallel.

7. a) Steht eine Gerade zu zwel Geraden einer
Ebene senkrecht, so steht sie anf allen in der Ebene
liegenden Geraden senkrecht, d. h. sie ist senkrecht
zur Ebene.

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkte zu
einer (teraden senkrecht sind, liegen in einer Ebene,
die senkrecht ist zu der Geraden.

8. Zu einer Ebene 148t sich dwrch einen Punkt
auf oder aufierhalb derselben nur ein Lot ziehen.

9, Zu einer Geraden li8t sich durch einen auf
oder auBerhalb derselben gelegenen Punkt nur eine
genkrechte Fbene legen.

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene
ist zn dieser Ebene senlrecht.

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von zwei
zueinander senkrechten Ebenen senkrecht zu deren
Schnittlinie ist, ist auch senkrecht zur andern Ebene.

¢) Eine (erade, welche senkrecht zu einer von
zwel senkrechten Fbenen ist, fillt ganz in die andere
oder ist ihr parallel.

d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht
zu einer dritten, so ist auch ihre Schnittlinie senkrecht
zar dritten,

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der
Projektionsebene liegt, ein R, so ist auch seine Projektion
ein R; umgekehrt ist die Projektion ein R, so ist der
~ Winkel selbst ein R.

12. a) Stehen zwei Geraden anf derselben Ehbene
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwel parallelen Geraden senk-
racht zu einer Ebene, so ist es auch die andere.



Gerade Linien und Ebenen. &3

13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu einer
Geraden senkvecht, so ist es auch die andere.

14, Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist
die kiirzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und
umngekehrt,

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene uad
einem Punkt auBerhalb derselben sind einander gleich,
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes
gleichweit entfernt sind, und umgekehrt.

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche
Winkel und ungekehrt.

16. Von zwei von einem Punkt nach einer Ebene
gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren
Endpunkt niher bei der Projektion jenes Punktes liegt,
und umgekehrt.

Die lkleiners der Strecken macht mit der Eblene
den groferen Winkel und umgekehrt.

17. Der Neigungswinkel einer Gteraden gegen eine
Ehene ist lleiner als der- Winkel der Ceraden mit
irgend einer Geraden in der Ebene.

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwel parallelen
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene
gleiche Winkel.

19. Die kiirzeste Strecke zwischen zwel wind-
schiefen Creraden ist diejenige, die auf beiden Geraden
senkrecht steht.

20. Werden zwei pamllele Kbenen von einer dritten
geschnitten, so sind:

a) entsprechende Keile

b) innere Wechselkeile ; einander gleich,

c) HuBere Weachselkeile
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und d) innere (tegenkeile } betragen zisammen

e) Huflere Gegenkeile swei rechte Keile,

f) gemischte Wechselkeile
Jeder der sechs Sitze ist umkehrbar.

8 43. Kugel-, Zylinder-, Kegelfliche.
A) Lagebeziehungen.

1. Fin Punkt liegt innerhalb, auf, auBerhalb einer
Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet,
berithrt, liegt ganz auBerhalb der Kugel, je nachdem

der Mittelpunktsabstand §—<-“r ist. (r Halbmesser.)

2. Fin Punkt und ebenso eine zur Achse parallele
Gerade liegt innerhalb, auf, auBerhalb einer Zylinder-
fliche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine
zur Achse parallele Ebene schneidet, beriihrt sie, frifft

sie nicht, je nachdem der Abstand von der Achse S
ist. (v Grundkreishalbmesser.) o

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende
Gerade liegt innerhalb, auf, auBlerhalb einer Kegelfliiche,
eine durch die Spltze gehende Ebene schneidet, beriihrt
sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der Geraden

oder der Ebene mit der Achse = der erzeugende
Winkel & ist. >

4. Eine Ebene, welche eine Kugel schreidet, schneidet
sie in einer Kreislinie. — Tine zur Achse parallele
Schnittebene einer Zylinderfliche schneidet diese in
zwel zur Achse parallelen Mantellinien, — Eine durch
die Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet
die Kegelflifiche in zwel Mantellinien. ‘

b. Eine Beriihrungsebene an eine Kugel ist (u. a)
bestimmt durch zwei Tangenten im Berhhrungspunkt
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eine Berithrungsebene an eine Zylinder- und ebenso
an eine Kepelfliche.ist bestimmt durch  Beriihrungs-
mantellinie und Grundkreistangente.

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kugel-
kreisebene, Beriihrungsebene, Sehune der Kugel geht
bzw. durch den Kreismittelpunkt, Beriihrungspunkt,
Halbierungspunkt derselben.

Umkehrungen.

7. Zwei Kugeln berthren sich, wenn sie einen
Punkt der Zentrale gemeinschaftlich haben, und um-
gekehrt.

Die Zentrale zweier sich beriihrender Kugeln ist
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb-
messer.

8. Ein Punkt der Kugelfliche ist Pol eines Kugel-
kreises, wenn er von drei Punkten desselben gleiche
gphérische Entfernungen hat; er ist Pol eines GroB-
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphérische
Entfernungen von 909 hat.

B) GréBienbeziehungen.

9. Der GroBkreishogen ist die kiirzeste Linie zwischen
zwei Punkten auf der Kugelfliche.

10. Ist ein sphiirisches Dreieck Polardreieck =zu
einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck
zum ersten.

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphéirischen
Dreiecks erghinzen die Winkelgrade der entsprechenden
Winkel des Polardreiecks und die ‘Winkelgrade des
sphiirischen Dreiecks ergiinzen die Bogengrade der
entsprechenden Seiten des Polardreiecks zu 18009,

(Nr. 10 und 11 gelten ehenso flir Dreikant und
Polardreikant.) .
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12. Zwei sphirische Dreiecke gleicher Kugeln oder
zwei Dreikante sind entsprechend gleich, wenn

a) zwel Seifen und der eingeschlogsene Winkel,

b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,

¢) die drel Seiten,

d) die drei Winkel,

e) zwel Seiten und der Gegenwinkel der einen
gleich sind und der Gegenwinkel der andern in beiden

zugleich }—<: 900 ist,

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen
gleich sind und die Gegenseite des andern in beiden

zugleich §—<— 900 ist.

13, In jedem sphérischen Dreieck und jedem Dreikant

a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegeniiber
und umgekehrt,

b) liegt dem griBeren Winkel die groBere Seite
gegeniiber und umgekehrt,

¢) sind zwel Seiten zusammen groBer als die dritte,

d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der
um 2 R vermehrte dritte,

o) ist, wenn die Summe zweier Seiten = 1809, auch
die Summe der Gegenwinkel = 180° und umgekehrt.

14. Fin sphiirisches Zweieck verhilt sich zur Kugel-
oberfliiche wie sein Winkel zu 4 R; oder

sphiirisches Zweieck = 2 R?arce .

15, Der Inhalt des sphiirischen Dreiecks verhilt sich
zur Kugeloberfliche wie der sphiivische Exzefl zu 8 R; oder
sphidrisches Dreieck = R2arc(x--f+y—2R).

16, In einem sphiirischen Dreieck liegt
a) die Summe der Winkel zwischen 2R und 6R,
b) die Summe der Seiten zwischen 0 und 4 R.
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§ 44. Geometrische Orter.

1. Fine’ um Punkt A mit dem Halbmesser r be-
schriehene Kugel ist geometrischer Ort

a) ftir jeden Punkt, der von A den Abstand r hat,

b) flir jede Gerade, die von A den Abstand r hat,

c) fiir jede Ebcne, die von A den Abstand r hat,

d) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb-
messer r, die durch A goht.

2. Eine um die Gerade L als Achse mit dem
Grundkreishalbmesser r beschriebene Zylinderfliche ist
geometrischer Ort

a) flir jeden Punkt, der von L den Abstand r hat,

b) fiir jede Gerade, die von L. den Abstand r hat,

c) fir jede FEbene, die von L den Abstand r hat,

d) fir den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb-
messer r, die L beriihet.

3. Eine Kegelfliche mit der Achse L, der bpltae A
und dem erzeugenden Winkel « ist geometnscher Ort

a) flir jéde durch A gehende Gerade, welche mit
L den Winkel & bildet,

b) flir jede durch A gehende Kbene, welche mit L
den Winkel o bildet,

¢) flir jede durch A gehende KEbene, welche mit
einer zu L senkrechten Ebene den Winkel R — & bildet.

4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer
Seite derselben parallel gelegte Lbene ist geometri-
scher Ort

a) fiir jeden Punkt auf dieser Seite, der von E
den Abstand r hat,

b) fiir jede parallele Gerade auf dieser Selte, die
von E den Abstand r hat,

¢) fitr den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser Seite,
die E beriihrt und den Halbmesser r hat,
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d) fiir die Achse jedes Zylinders auf dieser Seite,
der den Grundkreishalbmesser r hat und E beriihrt.

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist
geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von A und B gleiche Ent-
fernungen hat,

b) fiir jede Gerade, die von A und.B gleiche Ent-
fernungen hat und mit AB einen rechten Winkel bildet,

c) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A
und B geht.

6. Die Mittellotebene zu einem Winkel ABC ist
geometrischer Ort

a) fir jeden Punkt, der von den Schenkeln gleichen
Abstand bat, '

b) fir jede durch B gehende Gerade, die mit den
Schenkeln gleiche Winkel bildet,

¢) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche beide
Schenkel beriihrt.

7. Die Halbierungsebene eines Keils (MQ) ist geo-
metrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von M und Q gleichen
Abstand hat, :

b) fir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M
und @ beriihrt. ‘

8. Dag Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im
Umkreismittelpunkt O desselben ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von A, B und C gleiche
Abstiinde hat,
: b) fir den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A,
B und C geht.

9. Dag Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im
Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittelpunkt des-
gelben ist geomstrischer Ort
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a) fir jeden Punkt, der von den drei Seiten gleicha
Entfernungen hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel welche die
drei Seiten beriihrt.

10. Die Schnittlinie der drei DMittellotebenen der
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von den drei Kanten gleiche
Abstiinde hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Kanten beriihrt. Die Schnittlinie ist Achse des
dem Dreikant umbeschriebenen Kegels.

11, Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei
Keile eines Dreikants ist geometrischer Out

a) fir jeden Punkt, der von den drei Seitenflichen
gleichen Abstand hat,

by fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Seitenflichen berithrt.

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein-
beschriebenen Kegels.

§ 45. Sitze iiber Polyeder, Formeln fiir Oberflichen,
Rauminhalte,

A) Allgemeine Sitze.
1. Eulers Satz: Bel jedem Vielflichner ist die

Summe der Anzah! der HEcken und Flichen um 2 gréfler
als die Zahl der Kanten,

‘ ‘ ELF=K-42,
2. Die Anzahl der Kanten ist balb so grof als die
der Winkel, ‘

1
Ke=—oW.
2
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3. Ein Parallelschnitt einer Pyramide ist ein
der Grundfiiche #hnliches Vieleck und es verhiilt sich
der Inhalt des Parallelschniftes zu dem der Grundfliche
wie die Quadrate ihwver Entfernungen oder derjenigen.
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

4. Satz des Cavalieri: Haben zwei Korper gleiche
Hohe und gleiche Grundflichen und sind alle Parallel-
schnitte, die in denselben Entfernungen von den ent-
sprechenden Grundflichen gelegt sind, einander gleich,
so sind die Korper selbst inhaltsgleich.

5. Alnliche Korper verhalten sich der Oberfliche
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben
entsprechender Lingen.

‘ B) Berechnungen.

M Mantel, O Oberfliche, & Grundfliche, Q Quer-
schnitt, b Hohe, r Grundioweishalbmesser, R Kugel-
halbmesser, a, b, ¢ Kanten, s Mantellinie, S Mittel-
schnitt, V Rauminhalt.

8. Quader: O=2(@ab4be+ca);

. Veabec,
7. Prisma:  V=G.-h=0Q.s .
h

8. Pyramide: VaG-—B—-.
9. Zylinder: M=2rxh;

A O=2rzn(h-+1r; V=r?zh,

Fir den Hohlzylinder: V=(r2—1f)mh.

10, Kegel: M=rng; O=ra(-r);’

g=}r2-} h?; Vzg-rznh.



11.

12.

13.

14.

. Kugel:  O0=4R?m; V=
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Pyramidenrumpf:

L
v.cg(a +7GG +G,) .
Kegelrumpf:
M=(@-+r)ns=2pxh
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse);
V=§8—]1(r2 +rr 1P
Prismatoid: :
V———%(G—i—(}i-{-ILS) .

Schiefabgeschnittenes dreiseit. Prisma:
V=Q.3‘+b+c,
3
4 Réx -
3

Kugelzone: O0=2Raxzh;
' h
V=%(3 1?4 31} 4 h?);

Kugelabgchnitt:
O0=2Rmh=(*+h?)n;
zh?

zh
=5 (Br’4hf)=—(BR—h);

2
Kugelausschnitt: V== 3 R2nh;

aR%. a0

Kugelkeil: V= ~57g0

Ellipsoid: Vméina.bo;
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Drehungsellipsoid: %nab! (2 & Drehachse);
Drehungsparaboloid: V=—;—r?‘nh;
Abgestumpftes Drehungsparaboloid:

’ =—12—:n:(R2+r2)h

(R, r Halbmesser der Endflichen, h Hahe);
Wulst: V=2n2Rr?; O=4na?Rr
{r Halbmesser des gedrehten Kreises, R Abstand seines
Mittelpunktes von der Drehachse);
Schief abgeschnittener, gerader Kreis-

h
zylinder: V=nr?}—1¥:§———2; M=zr(h, +h,)
(h, kiirzeste, h, lingste Mantellinie);

h
Zylinderhui: V= 30 fa(3r?—a?)4-3ri(b—r) p);

2 9
w22 1) pta)

(h Yingste Mantellinie, 2 a Hufkante, b Liinge des Lotes
vom FuBpunkt von h auf 2a, 2. Linge des Bogens
bezogen auf den Halbm. 1).

16. Gulding S#étze. a) Die Oberfliche einer Dreh-
fliche ist gleich dem Produkt aus der Linge der er-
zeugenden Linje und dem Wege des Schwerpunktes
derselben.

Besteht die Erzeugende 1 aus den Teilen 1;, 1, L ...,
deren Schwerpunkte die Abstiinde 8, 8,, 85 ... von der
Achse haben, wihrend der Abstand des Gesamtschwer-
punktes der HKrzeugenden s ist, so ist

81==8111+8319+8813+ e
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b) Der Inhalt eines Drehkérpers ist gleich dem
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fliche und
dem Weg des Schwerpunktes derselben.

Zerlegt man die erzeugende Tliche i in die Teile i,

19y 1g

... und sind die Achsenabstinde der Schwerpunkte

der ganzen Fliiche und der Teile 8, s;, 8,, 8 .... 50 ist

Blmemy iy 80y 85054 ...

17. Regelmiiflige Kdrper. R Halbmesser der
umbeschriebenen, r derjenige der einbeschriebenen Kugel,

a Kante,
Tetraeder:

Wiirfels

Oktaeder:

a = a

R=“IV61 vr=ﬁﬁ7
3

0—ay3; V=1512.

a _r=
O=6a.z; V=23,

a a
R=—2-1/§; r=—~V—G.;

0=2a%)3; V=_172.

Dodekaeder: R— %(1 +75)73;

22V5
r:%V@—i—%—E=actg36°cos36°;

0—3a2 Vm’
v 12 f ‘Y 4F.r (P Seitenfliche)

Ep
- —aZ (154 775)=b ad ctg? 360 cos 369,
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Ikosaeder: R= %}/2 (5+75);

r=_§_1/7+31/3=_a_~8+}/—5
2 6 43

2a 0032369




Ebene Trigonometrie.

I. Goniometrie.
§ 46. TFunktionen einfacher Winkel.
1. Erklirung der Funktionen.

a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuso,
b und ¢ Katheten).

. b - b
S
sinf—-;  tgh=;
c ©
csf=—; ctgf=1;
cosecﬂ—%
secﬁ—-%
C
y, 3
i |
B A

by Am Koordinatensystem (v Fahrstrahl x und 3
Abszisse und Ordinate).



96 Ebene Trigonometrie.
sin ¢¢ = % 7 tga=

)

dlM Miw

X
Cosg =—; clgo=
r

Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate,
der cos das der Abszisse, tg und ctg haben
gleiches Vorzeichen.

¢) Vorzeichen in den vier Quadranten:

sin | cos'| tg | cfg
L4+ |+ 14+
L+ | =] =1=
uL | — | — | + | +

+y

>




Funktionen einfacher Winkel, 97

2. — R+oa |2R+a|3R+ o [4nR+af
gin jf —sinx | cosax | Fsino | —cose |sin (&)
cos | cose | Feine|—cosx | 4 sinx |cos(4 )
tg | —tgea | Fotga| tga | Fetgo [tg (4 &)
otg | —ctga| Ftgo | fotga) Ftgo jctg(f )

3. (Grenzwerte und besondere Werte:

4000|900 1800/ 2700| 459 | 300 | 60¢

. 1 1 |1
0 1 ] o |—1]z = |2y
sin 21/2 21/5

3
' 1 1 1
10 |—1]0 |23]|= 1
008 512|373 3
’ 1
¢ 0 0 1]z
g o0 Foo 13| 13

otg [+oo| 0 |+ 0 | 1 | yF |13

4. Zusammenhang der Fuolktionen:
. sin*a | cos?a=1

( ¢ “__Billot_ 1
Bx=Cosa clga
i CO8 & 1
ctg o ==

8in & =tg_a
| fgacetga=1

* |,
1t tgta cosix

s 14-ctg?a=

sinda
- Btrklen, Formslsammlung. 7
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gin & } cos o tg o ctg o
] tg« 1
N —
S 1 — cos T Ftg?a Y1 fotg?er
— 1 ctg &«
cosx = || Y1 —sin?e Y1+ tg% 1+ ctg’a
te o — sin & Vl—cos%c] 1
g Yl—sin?e«| coso ctg &
Yl—sin? o8 & ‘
otg o = 1 ‘sm & 1
sine  |Jl—cos?x| tgo
y
J /S
a (3
BC% COS ar

§ 47. Funktionen zusammengesetzter Winkel.

1. sin(s 4+ 8)=sinxcos f+cosxsinf
¢08 (& - 8) ==cosa cos8 B Fsinx sin §

t
gt d) = g oe LBl

») 1ttgotgh




b)

&

d)

a)y

b)

Funktionen zusammengesetzter Winkel, 99

8in 2x = 2sina cosa; sina_———zsing—cosg
. o . 21
c08 2 = cos¥a — sina; cosa = cos? 2———3111* 5
&
9 —
2tga dtg2
tg2a—————-t ! tga = .
g* 1—tg's
%
3 2__._._
otg 2a = SE 21 t a——dg 2!
= - 20‘1”(’ 3 cg -
2etyg

2¢08a=1-4cos2x; 2cos“g=1+cosa

: g &
28inta=1—cos2x; 281n“—2—=1—-cosa

bee o e lwcoqﬁcx gin2a 1 —cos2«

g ~'11+cos2a 14co82x sinZ2a
8in8 o =3 8in x — 4 sindx
cos3ax=4co8’x—3cosn.

‘2. Umformung von Summen und Differeuzen.

rsma-}—smB—2sm _H}cos z
sma—smﬂ—-—Zcos +551n 3

4 cosa+cosﬁ=2cos _H;cos ZB
Lcousmu»coss(&-————Qsm +an—2—ﬁ—.

008 & - sin o =2 sin (45° - o)
o8 « — 8in o = 12 cos (45° 4 o)

14tge

4 m~tg(45°+a>
etga 41 0
e —1 -.,c‘tg (48°— &) .
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2
{ctga—}—tga——m

©
ctgoa —tgoa=Retg2a,

I1. Das Dreieck etc.
§ 48, Formeln iiber das schiefwinklige Dreieck.

_op. % B 7 _
“+‘B+7—2R1 2+2+2 R

gin (B4 y) =sin (2R — &) =sinux
cos(f+y)=cos8 (2R — o)~ —cos

- B+
. Yo . LAV
sin —sm(R-——z-)moosg

Bty ( _oc) . &
cos— =cos {R 5 8in .

2. " arb:e=sinaisinB:siny. (Sinussatz)
asin f="hsing =h" ;
bsiny=csinf=h  (Hbhenformel.)
csinx =asiny="h", »

a b e .
== e == e
sine sinf siny
a=2rsinax \ (Sehnenformal.)
b =2rsin g ‘
c=2rsiny.
A a=hcosy4ccosf
3. b=cocosa {-acosy  (Projektionesatz.)

c=acosf f-beosa .
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tg 2T 8
a-t+b 2 ., (Nepersche
a—b a—pg  Gleichungen.)
2

o 5
(b +e)sing == cos -~ (Mollweldesche

(b—e) cog% —asin 87 B y @leichungen.)

8. Pythagoreischer Lehrsatz fiir das schiefwinklige Dreieckf
1,' a?’=Dht+c*—2hbec-cosa. ,
Folgerungen:

(b+c)’—4bccos’*g«

2. oAt ‘ 5

(b——g)‘~’+4bcsin'-’—2- .
a4b+o=2s a—b4c=2(@E—b)
gt bd 0= 2 (5 —a) a+b—fo==2(s—c).
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b (s — —
3. s%§%= (—_S————z(;-—ﬁ; cos%m]/s_(%_aﬁ)_

4. ainauggél/s(s——a)(s——b)(s—c).

o y/s—=b)(s—c) o
5 3= s(s—a) s—a
7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser.
1. 2J=absiny=>bcsina==casing,
2. ‘Jmh%maMﬂMyz%?.
2 Fxm@—@@—m@—@
C =ers—o(s—a)=g(3—b) =gy (s—0).
¢ 0° 010303 =17
L B_ 4
e=@E—a)tgg=(—htgs=(—c)tg5
> & p 7
Q=885 =8ty Qa=5t$§'
— arsin¥sinBein?
9—-4rsmzsm‘2sm2 .
6' a B..7
s==4rcos-§cosicos—2-.

§ 49. Berechnungen.
I Das rechtwinklige Dreieck
(a Hypotenuse.)
1. Gegeben &, f. -
besagin g, o=acosf.
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2. Gegeben b, B.
A Sn gl
8. Gegeben a, b.
I S
sin i = -3-; ¢ = 1 a2 br=acozg=Dh vtg LB
a
4, Gegeben b, ¢
b b e

tgp—r; a=]Dt L
L b e Tsing v cosp

2J=Dbc=abcosff= 6 sin 2 7 =h*ctg A
II. Das gleichschenklige Dreieck.
I. Gegeben b, §.

a=2bcosf; h=rhsing,
2. Gegeben a, o.

a a
b= s h==tgd.
" 2cosf’ 2 gd
3. Gegeben a und b.
os/_‘?—f—-' h=bsin f =2t j— b2—~zf
be a?
Jﬁ-—z—'ﬁma—w—‘rtgﬁ.

T, Das regelmiiflige Vieleck.
. Gegeben a.

__a . 180°
re=gisin—

& 180¢° nat 18f)°
o= 2 —_— J o — .

n 4 o
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2. Cegeben r.
0@
&= 2 r 5in

8. Gegeben p.
809

1
e pntuthd — g e
[==g:CO8——; & 2otg —;

;  Q==rcos

0° nr? masm

! 2 8 n
0 . )
180 Jmnggtg-]:—?;,

IV. Segment.

r2axe® ¥

Seltor == —é—éo_o ==§ arc o «
rﬁ
Am—é—sin o
r?mo® \ r? .
Segmentbm 3 (W —gin oc) = (arcox —sin &) .

< V. Das schiefwinklige Dreieck

1. Gegeben a, f§, y.

x=180"—(B+7);
2. @egeben b, ¢, .
Bty _a
2 R 2

f—y b—ec B4y
B =5 re® 3

pttr lor

2
N o N o
2 .2
- bain &
- ain §
(== b24ct—2bc-oosa)

==

tg f=

& ==

asinf
ging ’

- oder:

b sin &

3 8in
kit 4
sin ¢

b sin o
c—boosa

o—bom s

gin 8 -

gos §
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3. Gegeben a, b, c.

1. J=7s(s—a)(s—b)(s—e). .
2. Q===%. 28s=a-+b+4c).

B ¥ gp0
.3. 2+2+2 909,
4. Gegeben a, b, 8.
8) b>a. \
1 smd#a;nﬁ;. ® <900,

2. p=180°—(x+5).
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bsiny asiny

3. = = .
¢ ginf  sinx
by b<a; Smazas;nﬁ;

hierbei « und 180%— & brauchbar, daher 2 Werte
Hir c:

¢, ==acosf-+bcose; ¢;=acosgf—bcoscx.
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g 50. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck.
L Formeln (a Hypoteouse).

1. cosa==cos bcosc.
2. cosa=rctgfctgy.
3. cosPa=cosbesiny; cosy=coscesinf.
i sinp sinb sin Bmc
gina’ = dna
tge tg b
B. cosf = — 3 cosy-—i.
. tga g8
tg b tge
6' |7 B e f m e,
gb sing’ 87 = 5mb

7. Nepers Regel Der
cos irgend eines der wie neben- °
stehend angeschriebenen Stiicke / \
ist gleich dem Produltt der sin’
der getrennten und gleich dem
Produkt der ctg der anhegenden
Stiicke.

Hierdurch kénnen die For- A

meln 1—6 - mechanisch ab- v - i
geleitet. werden.

II. Berechnung des rechtwmkllgen Dreleckn

1. Gegoben a,b.

cosa. . ., - sinb te b
00RO —— ¢ sinfE=i—; 00§ Y
cos b sin a ‘ tga

Anm, b und § sind gleichzeitig kleiner oder grofer als 909,
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2. Jegeben b, c.

b tgo
coB & == 008 b cos 6 tgﬁ=§;—6; tg7=£g-
3. Gegeben &, f.
ctgy =cosatg g .

tgo==tgmcos f; sinb=sinasinp.
Vgl Anm. zu 1.

4. Gegeben b, g.
inb
§in 2 == e (zwei Werte fir a).
gin 8
. tg , cos 8
siness——; siny= .
tefd cos b

B. Gegeben b, y.

b . .
tga== _;%7 ; tge==sinbtgy; cosf==cosbeiny.

6. Gegeben g, y.
: o8 c0s
cosa == ctg foigy; oosb=@‘q; cosczgin—;.
Determ. Sind f und y gleichartig, so muB
B+y>90° und <2709 gein; sind § und y un-
gleichartig, so muB f—y oder y—f <90° gein
{s. 43, 13;,q).

§ 51. Daa schiefwinklige Dreieck.
, A) Formeln. !
[ eosa=cosboosc-+sinbeinccoss a,b,e,x;
L 608D == cos ¢ cos &+ sin ¢ sin a cos ‘
cosc=cosacosh-|-sinapinbcosy
sinarsinbrolne=ginarsinBiainy;
sinasin B =scinb sin o = h” ‘ 8, b, a8
sinbesiny=sinosinf=mh
sin ceina =sinn sin y = b’

Kosinussatz.'

I y
© Sinussatz.
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[ sinacos f ==cosbsine—sinbeosccoser ; &, b, ¢, &, §;
sinacosy =cosceinb—sinccosbcosn ;
ginbeosy ==coscsina—sinccosacosf ;
sinbcos o ==cosaginc—sinacosccos § ;
ginccos & =cosasginb—sinacosbeosy ;
ginccos f = coshaina—sinbicosacosy .

-~

Bin%ainb;c=sin%cosﬂ—;y;a,b:tc,ﬂ:t?‘;
& b-4-¢ a @
eingcos —g =008-2—0055—:g—y° Delambresche
X b——c“i a . B—y bzw.
€08 5 8ln —o— = Bl 5 8l —5 GauBsche
o b—e 8 . By Gleichungen.

€08 5 008 ~—— =008 - 8in
cos? 2| 4 b+, 8+y, B—7y
b4-¢ a 2 ! ’ ’
By = Wy gy
cos— a, B+7, b+4¢ b—e
L B—v
¢ b—c¢ R a.gm 2
5 2 g2 siné——-y
2
cos?—C
g+v__ . & p Nepersche
tg—g—=ctgg  —y g Gleichungen.
008—2—
ain2 =
B—y __ o *, 2
tg 9 ctg2 . b+o
ain
2 1
atbd-om=28.

L& ]/sin(s-—b)sin(s-—c). -
sm—f% sinbaine =’ (% & b, o
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.

2
S=1Vsins.sin(s —a) sin (8 — b) sin (s — ¢)
VH. Bin &= -—;——2 S, H
sin b sin ¢
(S Eckensinus.)
Kk = sin (a8 — a) 8in (8 — b) sin (8 — ¢)
v B 8in 8

&« #in(sa—a
ctg~2-———-——(—k—~*); o, a,b,ec.

o /sins-sin(s——a)
eos 5 = |/ ————
gin b sin ¢

a,a,b,c.

s=u-}p4 y—180° (sph. ExzeB)

- F 8,2 8—aga, 8—bhb —a
tgz"V‘gg"g 3 tg 5 tgg’g

IX. 8—Db [ ]
s (2—) = B

g\g — 1/~ e B g B8

82 Z 3

(L'Huiliersche Gleichung.)

Polarformeln.

cos &= —cos fcosy+sinfsiny cosa; a, 00,8, 7.
Ib) { cos f=-—cosy cosa ~-siny sinacosb
008 y = —cosacos f-sinasing cosc .

sinecosb==cos fsiny +-sin fcosycosa ; a, b,
sine cos c=cosysin f +-siny cosfcosa o, B, y.
sin ff cos c==cos ysin« -}-siny.cosx cosb

8in B cos a==cosx sin y 4-ginx cosy.cosb

8in y cosa == cose sin f-t-sinxcos feose

siny cosb=Cos fsinw -+ sin fcosx cose .

IITk)

\
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a4B+y=20;
X =}~ cos 6 cos (6 — &) cos (6—B) cos (6 —7);
. 23
VI sina =y
. 2% . Hp
ginh =~ —"——3; slne=——v-r—r.
siny sin & sin e gin g
K _“/cos (6 — &) cos (6 — B) cos (6 — %) ,
o —cos ¢ !
VIb) tg%=“°s(‘;’""‘),
P eos(o—g) ¢ __cos(d—y)
tgg=—"p ) Wy=—p -
d==3860°—(a--b-+c) (sphir. Defekt);
g5 =
Y —taior 5)te {25 wfior— 57 o (0257,
I_Xb) ’ O'—ﬂ a::—;
t(a d) 858
2 0, 6—0&
tor —
g8y

X. Sph#rischer Umkreishalbmesser R.

-——-—w————-——=_—2'f;chox‘s—&—cosﬂcosi

sina  sinb sinc
{Ei‘ﬁ"sinﬂ"smy R R
ctigR=k" (5. VIO).
XL §phﬁrischer Inkreishalbmesser p.

C tgo=Fk (s. VII)
XII. Tnhalt des sphir. Dreiecks 8. § 43,;.
B) Berechnungen.
1. Gegeben'a, b, c.-
1. ad-b-fo=28, 8§—a=..., 8—b=.., 8—C=v ...
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2, ¥k aus VIO
gin (8 — a gin(3-— Db
YT R L)
3. in { )
. 7 _sn(s—e
otg2 —5

Proben: 1. 8—a)+ (B —b)4(s—c)=38.

1 B 1
2. — preye ctgi c’cgw ctg2 =
2 Gegeben o, 8, ¥ ' ,
1. 2om=o4-f4y; o—0==..., 0—f=., O—y=..,
2. ' K aus VIIIb).
a  Co8(o — &)
8. v th ==—--—T£,——, usw. 8. V’]I[b)’
Proben: 1. (c—a)+(o—fF)+(6—y)=0.
1 a b ¢ 1
2. Towe By ByEy =
3. Gegeben b, ¢, &
cosﬁcosb-c
1 Bty 2 ez V)
‘ € sinﬁcosb+C—N e
2 2
oos % gin 2 —°
B—y- 2 2. 7
s &l te N & V).
2 2
3.
ﬂ ﬁ ?.
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a Z o4& N
008 - = = (8. IV.), oder
2 sinﬂ+y cos——-ﬂ+y
4 J 2 2
’ i ¥ ¥
smﬂ;r mﬂ—z—r
Ist nur a verlangt, dann dies aus L
4. Gegeben g, 7, a.
B—vy
. tgb_}_C—stcos 5 3 5Ty
° 2 a pf+y N VU
€08 cos
2 2
’ a. f—y
o Lh—e TR oz
) 2 a_. f+y N
Co8 5 Bin
b4¢ b—o
\ b=t
’ b-{«c_b-—c
2 2
. & Z N
4 sing =— b+eoder—-cosb+c(a.IV.),oder
Y 7
cos % — Z o
2—sinb~c cOsb——c'
2 2

Ist nur o verlangt, dann dieses aus Ib.
Biirklen. Formelsammlung. 8
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b. Gegeben a, b, a.

L Binﬂ=smt?amcx
8in a ,
¢ a+b ms“‘g*‘ﬂ
2. tg—2-=tg‘ 5 ‘m oder
2
sin(x+ﬂ
a-h 2
=tg — (B,V.)..
2 gin —#
2
cosm—b
i xt+p 2
8 gy =cte—y afb
CO8
2
s'ma‘—b
¢ a—p . 2
" O g . a-+b’
8in 3

Determination. Fir § ergehben sich aus 1. im-
allgemeinen zwei Werte. Bel der Bestimmung ist zu

berficksichtigen, dafl

> >
wenn azb, dann :x<ﬂ,

und a-+4+b=2180°, dann «-fF=180°
(s. § 43, 13b und ).
6. Gegeben «, B, a.

. gin a sin
v oin b — SR2S10 8

ain &
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=85,

Determination s. ebenfalls vorige Aufgabe.

Anmerkung. Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die
Polarfille zu den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lisung kann
daher durch Ubergang auf das Polardreieck auf die
Lésung der Aufgaben 1, 3, b zuriickgefiihrt werden.
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I. Beobachtungsmittel.
§ 52. Koordinatensysteme.
A) Zenitlinie, Horizont.

1. Zenitlinie == Vertikallinie durch den Be-
ohachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmelskugel
heifen Zenit (Scheitelpunkt) mnd Nadir (FuBpunkt).

2. Horizont (wahrver Horizont), die durch den
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene;
scheinbarer Horizont == Berilhrungsebene an die Frd-
kugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont parallel
dem wahren. — Horizontalkreise senkrecht zur Zenitlinie.

3. Ost- und Westpunkt, Schnittpunkte des
‘Horizonts mit dem Himmelsiquator (s. B); Sitd- und
Nordpunkt je um 900 vom Ost- und Westpunkt ab-
stehend, Mittagslinie verbindet diese beiden.

4. Vertikalkreise (Hohenkreise), Schnittlreise
der durch die Zenitlinie gelegten Ibenen mit der
‘Himmelskugel, sie sind senkvecht zum Horizont; erster
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt,

B) Weltachse, Aquator.

5. Weltachse, verlingerter Frdachse, Drehungs-
achse der Himmelskugel; Weltpole (Nordpol, Stidpol)
Schnittpunkte der Weltachse mit der Himmelskugel.

6. Aquatorebene durch den Erdmittelpunkt senk-
recht zur Weltachse,
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7. Meridiane oder Deklinationskreise,
GroBkreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aquator;
. Hauptmeridian durch Zenit, durch Stid- und Nordpunkt.

8. Polh&he == Neigungswinkel der Weltachse gegen
den Horizont. Aquatorh8he = Neigungswinkel der
Aquatorebene gegen den Horizont.

Polhdhe = geographische Breite.

Die Polhdhe h, wird bestimmt durch Beobachtung
der Aquatorhdhe ha zur Aquinoktialzeit, hy == 90— h,
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer
Kulminationshhe eines Zirkumpolarsternes. — Aus der
PolbShe erh#lt man die geographische Breite.

.9. Bichtbare Sterne fiir einen Ort von der geo-
graphischen Breite ¢ sind diejenigen, deren Abstand vom
sichtbaren Pol «180% — ¢, vom unsichtbaren > ¢ ist.

10. Zirkumpoiarsterne, Abstand vom sgicht-
baren Pol <g.

C) Ekliptik, Achse der Ekliptik.

11. Bkliptik == gcheinbare jihrliche Bahn der
Sonne, Fbene der Erdbahn.

12. Bchiefe der Ekhpmk == Neigung der Ekhpt\k
gegen den Aquator; sie ist verfinderlich, flir den An-
 fang des Jahres 1919 23° 26’ 59" (whrl Abn. 0,47
18. Achise der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt auf

der Ekliptik; Endpunkts dieser Achse Pole der Ekliptik.
' 14. Tag- und Nachtgleichepunkte = Schnitt-
punkte der Ekliptik mit dem Aquator, Frithlings-
#quinoktium (Frithlings- oder Widderpunkt V) und
Herbstiquinoktium; Sonnenwendepunkte oder Sol-
stitien stehen von den vorigen je um 90° ab. ‘

15. Breitenkreine, Grofikreise durch die Ekhpuk-
pole, L zur Sonnenba.hn.
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& 53. Lagebestimmung.

1. System A. - CGrundkreise: Hauptmeridian wued
Horizant.

Hohe h gezihlt auf dem Vertikalkreise vom Horizont
sus, 00— 909 nordl. oder stidl

Azimut a (A) geziblt auf dem Horizont vom Siid.
punkt aus diber W, N, O von 0°9—3860°% Ermittlung
dieser Koordinaten durch den Theodolit, HShe auch
durch den Sextanten und annihernd durch Schatten-

. 1
linge (tg h m-;) .

2. System B.

a) Deklination 4, ndrdlich (--) oder stidlich (—),
gphiirischer Abstand des Sterns vom Aquator Pol-
distanz 90°—4.

Stundenwinkel t == Aquatorialbogen zwischen
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des Sterns,
gezithlt von dem ersteren aus von 0°— 3609 fiber W und N
(wxe dag Azimut); statt Gradzihlung auch Stundenzihlung
(159 =1 8t.) ringsherum 024", oder nach beiden Seiten.

Messung durch Aquatore&l

b} Deklination 4, wie in a, und

‘ Rektaszension & (A. R.),
gezahlt im Aquator vom Frith-
hngspunkt (V) aus, entgegen-
gesetztdemBinnder iglichen Be-
wegung der Sonne von 00—3609,

Sternzeit & = Stunden-
winkel des - Erithlingspunktes,
z. B, 1* Sternzeit, wenn Stunden-
winkel des Frilhhngspunktea
180" O —t=u«.
tessung mit Passage-Instrument und Uhr nach Sternzeit.




Die Zeit. 119

3. 8yswem O,

Breite # nOrdlicher oder siidlicher Abstand dea
Bterns von der Ekliptik, gezihlt von der Ekliptik aus.

Liénge 1, Bogen der Ekliptik zwischen Friihlings-
punkt und Breitenkreis, gezihlt vom Frithlingspunict
ans im Sinn von «, von 093600,

4. Sternbilder,

Die awolf Sternbilder des Tierkreises sind:

Widder v | Lowe £ | Schiitze o
Stier ¥ | Jungfran wp | Steinbock 4
Zwillinge I | Wage @ | Wassermann e
Krebs € | Skorpion n | Fische X

§ Bi. Die Zeit.
i. Sterntag zu24 Sternstunden == Zeit zwischen
ywel oberen Kulminationen eines Sterns, == Zeit einer
vollstindigen Umdrehung der Erde. 0® Sternzeit, wenn
der Frithlingspunkt im Meridian; Dauer eines Stern-
tags 23,935b ='28" 56™ 4,1° m. Z.

2. Mittlerer Sonnentag = biirgerticher Tag,
== Zeit zwischen zwei Kulminationen der gedachten,
im Aquator mit gleichfSrmiger Geschwindigkeit laufenden
Sonne, = 24" 3™ 56,6° Sternzeit.

8. Zeitgleichung = Differenz zwischen mittlerer
und wahrer Zeit.

4. Tropisches Jahr = scheinbare Umlaufszeit der
Sonne, von ¥ Punkt zu v Punkt = 365,2422 m. T.
= 365 T. B 48™ 46¢ m. Z. = 366,2422 Sterntage.

5. Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit der
Erde von Fixstern zu Fixstern == 365,2564 mittl. Tage
== 365 T. 6% 9™ 11* m. %4 = 364,2564 Sterntage.

6. Siderischer Monat = Umlauf von Fixstern zu
Fizstern == 27,32 Tg. '
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7. Bynodischer Monat = Zeit von Neumond zu
Neumond (d. h. von Sonme zu Sonne) 29,53 Tg.
8. Astronomische Jahreszeiten.
Beginn des Frithlings am 21. Mfrz, Sonne im Aquator,
im v Punkt, Tag- und Nachtgleiche,
Beginn des Sommers am 21. Juni, Senne im Wendekreis
des Krebses, lingster Tag (Sommersolstitium).
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im
Aquator, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Winters am 22. Dezember, Sonne im Wende-
kreis des Steinbocks, kilrzester Tag (Wintersolstitium),

II. Das Sonnensystent.
§ 55. Die Erde.
A) Griinde fiir die Kugelgestalt.

1. Erscheinungeninfolge der Ortsverinderungen auf
einem Meridian oder einem Parallelkreis.

2. Schattenform bei Mondfinsternissen und die Ge-
stalt der andern Himmelskorper,

3. Depression des Horizontes.

4, Umschiffungen der Iirde in, verschiedenen Rich.

tungen
ngebmsse der Glafhmssun;;cu

B) Griinde fiir die Rotation.

1. Ablenkung der Luftstrémungen.

9. Ostliche Abwelchung fallender Kérper, _

8. Foucaultscher Pendelversuch (Grofie der schein-
“baren Drehung in der Sternstunds 15°sin ¢, wo (p.==
geogr. Breite.) )

4, Rotation anderer Weltkirper,

5. Abplattung der Erde (/a0s bis *f300).
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Planeten, Sonne und Mond,

Planeten, Sonne und Mond.

§ B6.

|'weess | 5100 | 19t [Rendiel a0 | 3 peom
] ‘I 61°¢B [008928] 8850 — | wed'sor ® ouuog
1 |LFILSE LFO1 19T | 008°0 | L0LO0OS 1T'e § unydeN
7 |'Les'FCc¥S| ¢«B | FFL | 9610 | O16T'6I F6°g @ snwea)
01 |'Zies'oor reés| 01 | ¥'86 | 810 886¢‘6 c5'6 4 wmgeg
6 |LosttisLir| <01 112 | &¥8'0 | 8805'c g1 - || Ts mogrdng
— | re—s - usprogeuTlg
& |LosLIes r1 e | g01°0 | TLL0 | . 2885'T ge‘o . O swepg
T | T | (eI | G ) (AESe Q epag
— | "L I0LSBE | iqFE | 180 | 2080 €8BLD 2¢6'0 & snmap
— | ‘Tesszs | Lss | 900 | 650 | T288% 08¢0, || § Mm¥mR
weyEq oumog 19p
Top | Tomosments. |snoeron| T | MO | grien | msovenng
Tezuy ERCTERE o

20 Millionen Meilen.

#%) Auf Wasser = 1 bezogen ist die Dichte der Erde 55,

km

ionen

*) 148,7 Mill
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§ 57. Weltsysieme,

1. Ptolemé&isches System. Die Erde igt Mittel-
punkt des Weltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur,
Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn., UnregelmiBigkeiten
in der Bewegung werden durch Epizykeln erkifirt. :

2. Kopernikanisches System. Die Sonne. steht
gtill, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars,
Jupiter, Saturn in kreisfdrmigen, exzentrischen Bahnen.

3. Keplers Gesetze.

‘ 1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in
deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Der Planet bewegt sich 8o, daB der Leit-
strahl in gleichen Zeiten gleiche Tléchen beschreibt.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten
sich wie die dritten Potenzen der grofien Achsen.

¢ 58 Berechnungsaufgaben
1. Flicheninhalt T einer Zone zwischen den
geographischen Breiten ¢ und ¢,:
I=2rnh=2ra(rsing, —rsingp,)
+ @y . — @y
P1 : P2 gin &1 . ‘Pz;
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur
Linge 1, und A, begrenzt wird, ist
_(11 — &) 2 PP . PL— P
J, 3600 41?5 cos 3 Sin s
(Berechnung des Inhalts von Kartenblittern.)
2. Kimm und Kimmtiefe. — Kimm == Kreis,

welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser
g ~ Schue = Bogen); Kimmtiefe (&) == Winkel zwischen

== 4 72 71 co8
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dem Sehstrahl pnach der Kimm und der Horizontaleq,
Hohe des Beobachtungsptmktes h.

1. 2rh,

. . "
5. a”:w—a r oder oc”——‘/———— 206265,

T

hierbei ist von der Strahlenbrechung, welche a vergrifiert
vnd « verkleinert, abgesehen.

3. Beziehungen zwischen den Koordinaten
der Systeme A und B (s. § 51). In dem Dreieck
Zenit-Pol -Stern  sind die Seiten ZP = 90— ¢,
Z8==900—h, PS=909—4; die Z8 und PS gegen-
iberliegenden Winkel sind t (bzw. 3600 —t) und
1809—a. Aus den Formeln I—IIT des § 51 folgt, wenn

1. a und h gegeben, t und 4 gesucht {gp ist
als bekannt vorausgesetzt):
gin d =sinhsingp — coshcos g cosa
cog d gin t == cos h gin a
(cos & cos t == sin h cos ¢ -} cos hsin g cos a) .
2. t und J gegeben, gesucht a und h.

‘ smh—-sméam<p+oosécos<pcost
cos h sin & == cos J sin t
{coshcoga = —sin § cos - cos d sin g cos t) .

4, Parallaxe; Entfernung eines Gestirns.

a) Hohenparallaxe p= Winkel, unter welchem
vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort gehdrige Erd-
halbmesser r erscheint, = Unterschied der Hohenwinkel
iber dem wahren und Uber dem scheinbaren Horizont

p=h'—h;
die Entfemung R des (lestirns 1st dann
rcosh

sinp

==
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b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heifit p die

Horizontalparallaxe (),
Row o,
sin 7

Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aquator-
halbmesser, 8o heiBt p die Aquatorial-Horizontal-
~ parallaxe.

¢) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb-
messers (tigl. Parallaxe) verschwindend; man beniitat
fiir sie die Parallaxe des Erdbshnhalbmessers, die
jahrliche Parallaxe; sie ist bei keinem Fixstern
{iber 1”.

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter
Beobachtung ermittelt werden; die Homzontalpa.rallaxe
betrigt fir depselben im Mittel 57’ 2,5,

e) Die Parallaxe der Somne ist zur Bestlmmung
durch direkte Beobachtung zu klein; die mittlere Aqua-
torial-Horizontal-Parallaxe kann gefunden werden -aus
den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen
Gegetz (aus der Parallaxe des Mars zuniichst seine
Entfernung d =R, — R von der Erde, dann folgt aus

8 3

RI:RS=:t0, (B, —R):R=(JE—78):}8),
oder durch die Methode der Venusdurcngiinge, oder
aus der Messung der Parallaxe eines Planetoiden
(z. B. Flora); ihr Wert ist etwa 8,85”".

f) AuBer vermittels der Parallaxe kann die Ent-
fernung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden
werden, ' insbesondere aus der Geschwindigkeit des
Lichts und der Zeit, welche dasselbe braucht, um von
der Sonne zur Erde zu gelangen (Verfinsterung der
Jupitertrabanten).


http://torial-Horizontal-Pa.ralla.xe
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b. Auf- und Untergang der Gestirne, Tages-
l8nge. Aus § 58y 5 folgt fir h =0

costy=-—tgdtge.

Die Tagesldnge ist gleich dem doppelten Stunden-
winkel t, (fir h==0) der Sonne. FErgibt sich ans 4
und @ 5 B. t;==12309=8% so ist die Tageslinge 16

Fir Morgen- und Abendweite w (Bogen zwischen
Ost- und Aufgangspunkt, bzw. zwischen West- und
Untergangspunkt) ist -
gin d
cos @

Fir das Azimut a, des Aufgangspunktes iat
gin 8
cosg

Sin W ===

COB 8y = —

6. Entfernung e zweier Punkte (4, @y; 4y, )
auf der Erdoberfliche

cos e = sin ¢, 8in @, -+ €08 @y Co8 @y co8 (4, — 4,) .

Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist

=@ — @ . - )
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist

@y =@, == und daher

b —hy
R

ain%moostpain
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I. Geometrie der Ebene.
§ 9. Andernng des Koordinatensystems,
* x, y Koordinaten, OX, OY Achsen des urspriing.’
fichen Systems, x’, y’ Koordinaten, 0X’, OY’ Achsen des
neuen Systems, a, b Eoordinaten des neuen Urspnmgs
1. Parallele Verschiebung der Achsen:
{ Xe=g-4xX
y=b+y.
2. Drehung eines rechtwinkligen Systems um den
Orsprung um den Winkel ¢t
x=xcosp—y singp
y=xsingp+ycosgp.
. 3. Verschiebung wund Drebhung jeder Achse
(Anderung des Winkels zwischen den Achsen):

¥’ sin (X'Y) + y'sin (YY)

T=at sin (XY)
., X'8in(X'X) 4 y'sin (Y’X
y=b+ sin (V)

§ 60. Allgemeine Sitze.
1. Der Grad einer Gleichung wird ‘durch Verwand-
lung des Koordinatensystems nicht gelindert.
~2. Die Bedingung daflir, daB der Punkt mit den
Koordinaten x;, y, auf der Linie liegt, deren Gleichung
F(x, y)=0, ist F(x;, y,)=0
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8. Die aus den beiden Gleichungen F(x, y)=10
und £(x, y)=0 sich ergebenden Werte von x und y
gind die Koordinaten der Schnittpunkte der heiden
durch jene Gleichungen dargestellten Linien,

Betzt man in F(x, y)==0 fir y den Wert Null,
g0 ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab-
szissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit
der X-Achge; mit x==0 ergeben sich die Ordinaten
der Schnittpunkie mit der Y-Achse.

4. Ist X ein Zahlenfaktor, so stellt

Fx, y)+4i(x, y)=0
die (leichung einer Linie dar, welche durch die Schmtb
punkte der durch F(x, y)=~0 und f(x, y)==0 dar-
gestellten Linien geht.

Linie erster Ordnung, gerade Linie.
§ 61. Gleichungsformen. Lagebeziehungen.

Es selen a und b die Abschnitte der Geraden auf
den Achsen (Koordinaten der Schuittpunkte mit den
Achsen), ¢ der Winkel der Geraden mit der + X-Achse,
p die Linge des Lotes vom Ursprung auf die Gerads,
o der Winkel, den p mit der 4 X-Achse bildet

1. Gleichung der Geraden®™):

erste allgem, Form Ax+By+C =0,
zweite " y= mx—l—b
. X y
dritte » —-—{-—-—lmo
~ vierte " xoosoc+ yein g~ p==0
(Normalform).

"') Wenn sich eine der Gleichungen oder Formeln anf ein
- schiefwinkliges System boziehex soll, ist dies besonders bemerict,



128 Analytische Geometrie.

Symbolische Abkfirzung der Gleichung
fir die allgemeine Form Li==0,

fiir die Normalform 1=0,
Achsenabschnitte: a== E ——b—' b —G
chgena e =-—7 ~ 5

Winkel mit der X-Achse bestimmt durch
—_2 ==m = b = — oig o
t'g?"“ B D a - E& .

2. Besondere Fille:
¥ =4 Qleichung einer Geraden || zur Y-Achse,
y=b @leichung einer Geraden ||zur X-Achse,
{ Ax+By=0 } (leichung einer Geraden durch
y=mXx | den Ursprung,
y=0 Gleichung der X-Achse,
x=0 Qleichung der Y-Achss,
0. x+0 y+C=0 Gleichung der co fernen Geraden.
3. Gerade durch Punkt (x, yy):
AG—x)+BF—y)=0, oder
Y=Y =m(Xx—x), oder
(x—x)co8 &+ (y— yy)sine ==0
{durch ein veriinderliches m, bzw. x erhillt man ein

Strahlenbfischel).
4. Gerade durch zwei Punkte (x;, y,), (%3, ¥q):
i—n ’ =%  E—X
X —X ) oder AN A N
y—hn= x, ( e ——y

oder (x xx)y (1 —Y2) X=X Jg—% 7, oder

xyl (Zugleich Bedingung dafilr,
X ¥y 1 =0. daf drei Punkte in gerader
Xyl Linie liegen.)

Gerade dumh den Ursprung und Punkt (x,, y,k
5y hxao
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B. Zwei parallele Gerade: ‘
Ax4+By4+C=0 oder { y=mx-kb
Ax+4By+4C =0 {y———-mx—{-bl,oder

Xcoso-+yeinax —p =10
Xcosow | ysinw —p =10,
Zwei gerade Linien Ax -+ By+4-Ca=0 wud
A, x+ By C;==0 sind parallel, wenn A:A, =B:B,,

6. Gerade durch Punkt (x,, y,) parallel zu einer

gegebenen Geraden.

Gegebene (leichung:

Ax+By+C=0 oder y=mx+bh,
gesuchte @(leichung: ‘ '
A—x)+B{y—y)=0 oder y—y =m(x—x).

7. Zwei senkrechte Gerade:

Ax4By+4C=0 oder {ymmx—{-b

Bx—Ay+C=0 oder y=—%x—|—b .

Die Geraden , :
Ax+By-+C=0 { oder y=mx+b und
nnd A;x+4B;y4Ci=0 y=mx-+b
gind senkrecht, wenn : ,

" AA+ BB =0 oder mm-t+1=0.

@leichung einer Geraden, welche durch Punkt (x,y,)
geht und genkrecht zu der Geraden Ax+By--C==0 ist:

(x—x):A=(F —y):B.

8. Drei Gerade Ax-}-By-+4-C=0, Alx—{-Bly-{—Cl
=0, A%x-{—Bay—{—C,—O gehen durch einen Punkt,
oder eine Gerade geht durch den Schmttplmkt dex
beiden andern, wenn
ABC
Ay B, €

2 Gy
Bfirklen, Formelsammlung. ‘ 0
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d. h. wenn ,
A(B,C,—B,C))+B(CA; —C, A1)+C(A; B, —4,B))=0
oder wenn die Zahlfaktoren 1, 4,, 4, sich so bestimmen
lassen, daB
AAx+By+C)+4 (4, x4+ B, y+Cy)
+4; (A3 x+B,y+Cy)=0.

§ 62, GrifBenbestimmungen und -Beziehungen,

1. Koordinaten (x, y) des Teilpunktes P
einer Strecke P, P, Endpunkte (x,y,), (x;, ¥5), [P, E: PP,
s=mi0==4:1]:

g mx,+0x°x +1x,

m-+n 142
_ny+ny oty 4y,
A 11

Sind m und n ungleichzeichig, bzw. ist 1 negativ,
so legt P auBerhalb P, T,.
Fir den Halbierungspunkt ist:

x+ +

2. Beziehungen zwischen den Koordinaten von vier
harmonischenPunkten (x;,y,), (XmYz)’ Gy ($arme):
2(x Xy A& &)= (x; + 1) (5,4 &)

2(31 Vet mme) =1+ ¥2) O +12) -
8. Vier durch den Ursprung gehende Gerade

y=1 X ¥==0,X
y=I,X J=n,X
bilden ein harmonisches Biischel, wenn
2 (my my + 0y ) == (m; +m,) (ny +1,) .

4. Entfernung zweier Punkte (x;, yy), (%, ¥5)*
el =V —x) + (5 —11)? -
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Im schiefwinkligen System mit Achsenwinkel w:
o= Y(Xy—X;)? + (T —¥1)? -+ 20— %) (73— 1) c0s 0 .
5. Gerade durch Punkt (x,, y,), welche mit der
X-Achse den << ¢ bildet:
y=n=E—-x)tge.
6. Winkel zwischen zwei Geraden L und I,
bestimmt durch
AB—AB m-m
tg(LLl)—AAl—{—BBl ~“mm ¥ (vegl. § 815 u.q)
7. Gerade, welche mit y==mx-+4b den 4z ¢ bildet
und durch Punkt (x;, y;) geht:
m - tg @
‘ Y—=h=7_ mtgtp( —31).
8. Abstand p des Ursprungs von der Geraden
Ax+By-+C=0, oder ymmx+b:
C

p....

pcEs b
das Zeichen wird so gewihlt, daBl p positiv. wird.

9. Abstand e des Punktes (x;, y,) von der
Goraden Ax-+By+4C=0, oder y=mx-+4b, oder
Xco8 X 4yl & —p=0: :

oo Ax 4By +0_y—mx —b
LR B gl
= — (%, COS & -} ¥y Bin & — D) . .
Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewhhlt, daB fir
- sinen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben Seme :
“der Geraden liegt, e positiv wird.
10. Entfernung e zweier paralleler Geraden ‘

@88 5 g g0

lel:im j:m =D —P.

Q*
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11. Halbierungslinie des Winkels zweier Geraden:
Ax+By+C=iA1x+Bl_¥:k01 oder
yA?+B? yA? 4B
Xeosx-ysing —p=-4(xcosay +ysing —p).
. Bind die Geraden gegeben durch die symbolischen
Gleichungen 1==0, }, =0, dann ist die Gleichung der
Winkelhalbierenden

1F] =0.
12. Inhalt § eines Dreiecks, aus den Hcken
(1) 1)y (X2y Ya)y (Xp» F)t
1| Enll g
tI=5| %7yl “E[xi(Yz—Ys)'*“xa(Ys""h)
X3 ¥p 1 X (Y =yl
Liegen die drei Punkte in gerader Linie, so ist J==0,
vgl § 61, TFillt (x5, y,) in den Ursprung, so ist

1
=5 @5 —X7)-
" 13. Inhalt eines Vlelecks aus den Koordmaten
der Ecken:

+ 2T =% (F3~Fu)+ X Fs — V1) + X5 (74 — Vo) +---
: ! + Xa (J1 ~ Yo—1)

§ 63. Polargleichung der Gerazden.
r Fahrstrahl, ¢ Azimut, p Lot vom Pol auf die
Gerade, o kael zwischen P und der Polarachse.
1. Lot zur Polarachse: -
reos@ =,
2. Paraliele zur Polarachse:
rsing==p.
8. Glemhutg der Geraden
T €08 (@~ &%) o=
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4. Zwei parallele Gerade:

res—o—
T o8 (@ — &) =P, -
b. Zwei Gerade sind senkrecht, wenn -
Gy~ &==R .
6. Entfernung e zweier Punkte (P, 1) {pyg, Tgh
o=7Yri+ 13— 21 ryc08(py— 1) .
7. Inhalt des Dreiecks CP,P,:

1 .
J"‘:t‘:?‘r1r25m(992 ~@)-
8. Inhalt des Dreiecks P,P,P,:

1 . ;
J = 5 {rs 1y 80 (g — @) -+ 1, 1y 810 (g — y)
-+ Iy Ty 8in (y — gp)

9. Bedingung dafiir, da drei Punkte in gerader

Linie liegen:
1y Ty 8in (@g — @y) + 1y Ty B0 (P — p3)
+ g1y 8in (P —g) = 0.

10. Gleichung der Verbindungslinie der beiden Punkte
(@1s ™) (@2; T3):

Ty Iy 8in (g — @)+ I x 8L (p— @9)
+ 1Ty sin (g, — 9) =0
§ 64, Strablbiischel, Doppelverhiilinis, projektivische
Strahlbiischel.
(Abgekiirzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.)

1. Strahlbfigchel Sind L, =0, L =0 die
Gleichungen zweier Geraden in Normalform, so ist die
allgemeine (leichung einer dritten Geraden (Teilstrahl),
die durch den Schnittpunki der beiden ersten geht,

AL =0 .
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A ist das Verhiltnis der von irgend einem Punkt
des Teilstrabls 1 auf I; und 1, gefillten Lote (Sinus-
teilverhiltnis).

— sin (I 15) )
51 (ly )

Ist der Zahlenfaktor 1 veriinderlich, so ist durch
die Gleichung ein Strahlblischel dargestellt.

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung Ly == 0, L) = 0 gegeben, so ist die Glelchung
des Teilstrahls

Li—xLy,=0.

x unterscheidet sich von dem Verhiltnis der Ab-
stinde durch einen konstanten Faktor.
2. Vier sich in einem Punkt schneidende Gerade
ktnnen dargestellt werden durch die Gleichungen
{ L =0 Ly —41,=0
1L=0 L —ilL=0.
Das - Doppelverhiltnis (anbarmonisches Verh#ltnis)
{a, b, o, d) der vier Strahlen a, b, ¢, 4 ist
A gin (ac) sin(ad)
7= @b = @)
Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a, b, ¢, d von einer beliebigen Gerader in den

Punkten A, B, C, D geschnitten werden, sc ist das

Doppelverhilinis der vier Schnittpunkte konstant und
irlelch dem Doppelverhaltnis des Biischels, d. h.

AC AD ‘sm(ac) sin (a d)
CB'DB sin (cb) ‘sin(db)’

Fiir einen gegebenen Wert des Doppelverﬁaltnisses‘

st zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.
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Das Doppelverhiltnis des Biischels
{11_1112=0 {11—'1312:0

L —41,=0 l,—A =0 ist
by — A Ay —A
by —dy Ay —2
‘8. Harmonisches Bischel. Ist das Doppel-
verhiltnis der vier Strahlen == —1, so ist das Biischel

ein harmonisches; es ist dargestellt durch

{ ;=0 {11—- L=0
=0 L+44=0.

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn
fie Geraden durch (leichungen von der Form
Ly —4; Ly =0 usw. gegeben sind.

4. Projektivische Strahlbiischel. Sind

Li—4 L,=0, Ly — 4y Ly =0 usf,

M —A4 My=0, M —2M=0 usf
die Gleichungen der Strahlen zweier Bischel, so ist
das Doppelverh#tltnis von vier Strahlen des einen
Bitschels gleich dem Doppelverhltnis der entsprechenden
Strahlen des andern; solche Biischel heifien projek«
tiviseh. '

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die
Bischel vollstindig und eindeutig bestimmt. :

§ 65. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische -
Punkt-Keordinaten.

Sind =0, 1, =0, l,==0 die Gleichungen dreier
nicht durch einen Punkt gehender Geraden, so kann
die. Gleichung jeder andern Geraden in die Form ge-
bracht werden: ’

LA A lg=0.
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Hierbei kénnen 1, 1;, 1, auch aufgefait werden
als Gr8fen, die den Abstinden eines Punktes der Ge-
raden voun den Seiten des Dreiecks, das von l, L, I
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten).
Jeder Abstand ist positiv oder. negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich- oder gegenliufig ist zu dem von
ginem Punkt im Inpern des Dreiecks auf dieselbe
Beite gefillten Lot :

§ 66, Linienkoordinaten; Gleichung des Punktes;
Punkireihe; projektivisi(izhe Punktreihen und Strahl-
. biischel.

1. Ist die Gleichung irgend einer Geraden
ux+vy+1=40,
so ist die Lage der Geraded durch die Konstanten u
und v gegeben; sie heifen daher die Koordinaten jener.
geraden Linle oder Linienkoordinaten. u und v
sind die negativen reziproken Werte der Abschnitte,
welche die Gerade auf den Koordinatenachsen , macht.
2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gle}ichung
1) Au+4+Bvy4-C=0 '
gentigen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten
x—-g- und yaég sind; die Gleichung (1) heiBt all-
gomeine Gleichung des Punktes. Die Gleichung
2 au+bv41=0
heift die Normalform der Gleichung des Punktes.
3. Bine Gleichung n-ten Grades in u und v stellt
eine von (teraden eingehiillte Kurve dar; bestimmt man |
ans dieser Gleichung wnd der Gleichung eines Punktes
die gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben
gich aus denselben n Tangenten an die Kurve; diese .
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heifit eine Linie n-ter Klasse. Die Ordnungszahl
gibt die Zahl der Schnittpunkte der Kurve mit einer
@Geraden an, die Klassenzahl die Anzahl der Tangenten
der Kurve, die durch einen bestimmten, Punkt gehen.

4. Sind F=0 und X =0 die Gleichungen zweier
Umhilllungslinien, so stellt X--1.23, =0 eine Um-
hillungslinie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tan-
genten von =<0 und 2 =0 beriihrt (vgl. § 60,).

5. Sind U,=0, U,=0 die Gleichungen zweier
Punkte P; und P,, so ist

Ul et l U3= 0
die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von P, und P,; ist 1 verinderlich, so hat man die
@leichung einer Punktreihe, ‘
6. Doppelverhiltnis. Sind
U =0 Uy~ 4, Uy=0
vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppelver-
h#ltnis derselben ausgedriickt durch %

7. Harmonische Punkte. Wemn 1;:1,=—1,
so sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische
Punkte; sie sind also dargestellt durch

U;=0 U, —AU,=0
U,=0 U,+10,=0. .

8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt-
reihen U, —AU;=0 uwnd V;—AV,=0 sind projek-
tivigch. i ‘

Eine Punlttreihe U; — 4 Uy == 0 und ein Strahlbiischel
L, —A1y==0 sind projektivisch.
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& 67. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische.
Linienkooxdinaten.

Sind U, == 0, Uy==0, Uy=0 die Gleichungen dreier
nicht auf einer Geraden liegender fester Punkte, so
kann die (leichung jedes andern Punktes in die Form
gebracht werden:

4 U+ 24, T+ 43 T=0.

Linjen zweiter Ordnung (Kegelschnitte),
A) Der Kreis.
§ 68. Kurvengleichung; Sekante, Tangénte, Polare etc.
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1. Allgemeine (¥leichung des Kreises:
(1) x'4+y'+Ax+By+C=0.
2. (8) (x—a)y4y—byr=r,

A B r=%VK2+Bz—40.

g b=— _2' )

Ist A2=4C, oder B?=4C, dann beriihrt der
Ereis die X-, bzw. die Y-Achse; ist C==0, so geht
der Kreis durch den Ursprung, — Fiir die Koordinaten
der Schnittpunkte mit den Achsen ist x4 x,==2a,

Vit ys=2b. _
3. Der Ursprung ist Mittelpunkt:

3) x? 4 yl=r? (Mittelpunktsgleichung).
4. Mittelpunkt auf der X-Achse im Abstand r
vomn Ursprung: ‘ ’
‘ y¥=2rx—x? (Scheitelgleichung). ’
5. Gleichung fiir éin schiefwinkliges System:
(x—a)4-(y—b2+2(x—a)(y—Db)oosw=r?.

B ==
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6. Sekante durch die Punkte (x(, y,), (X3, Y2)»
Mittelpunkt im Ursprung:

Y5 % 4-%, k
= oder y~—y, =——
X—3F Y+ y=h Vit ¥s
7. Tangente, Berfihrungspunkt (x,, y,), Mittel-
punkt (0, 0):

X+ Xy

(x—x).

(1) X% +yy, =r%,

Mittelpunkt (a, b):

2) (E—8)E—a)+([F—b)F—b=r1".
Tangenten vom Punkt (x;, y,) an den Kreis um

0 mit r:
=y tr¥xiyi—r?
B) y—n= o
8. Polare (s. § 39) des Punktes (x,, y,) in Be-
ziehung auf den Kreis x? 4-y? =r%:
XX+ yy,=17.
Die Koordinaten des Pols der Geraden
Ax+By4C=0 sind
~ Ar? __ Br?
N=—=7g> Nh=—7"-
. 9. KEreis durch drei Punkte (x5,¥), (X3, Ta)s-
(x4, ¥s); er ist bestimmt durch die vier Gleichungen
' (x —a)p+4(y —b)i=r1, '
(xj—a)?+ (y,—b)? =r?,
(5 — )2+ (5, — B)? =17,
‘ (x5 —a)? + (3 — b)? =1%;
seine Qleichung ist daher

X2 + ya, X ’ y ? -

2 2 (Zugleich Bedingung
X; + y;’ o Yoo 1) o dafitr, dal vier Punkte
x3+Ya, X, Ya, 1 auf einem Kreis Hegen.)

34y X, Vs, 1

(x—x).
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10. Zwei Kreise
x!+y2+Ax+By+C =0
x2+y?+Ax+By+C =0
sind konzentrisch, wenn A=A,, B=B,.
11. Potenzlinie (s. § 41) zweier Kreise (s. Nr. 10):
A—A)x+B—B)y+C—C=0
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 415 und § 60,).

§ 69. Polarkoordin'aten.'

Ist O der Pol (Anfangspunlkt), M der Mittelpunkt,
O0X die Polarachse, ¥MOXe=g, <POX=gp),
OP=g, OM=d, =so ist ‘

1. die Gleichung des Kreises

(ocogsp—dcosn)? 4 (osing —dsinx)?=r? oder
o?—2pdcos(p—a)4-d2=r?.

Falit OM mit O X zusammen (Mittelpunkt auf der
Polarachse), so ist die (leichung des Kreises

p?—2¢gdcosp a4 =13,
Liegt auBerdem O auf dem Kreis, so ist
g=—2TrCo8ep .

2. Fiir den berithrenden Leitstrahl ist

dsin(p —a)=r.

B) Parabel, Ellipse, Hyperbel.

§ 70. Eurvengleichungen; Sekante, Tangente,
Polare etc.

1. Stiicke und Bezeichnungen,
GroBe (reelle) Achse 2a ), . . N
Kleine (imag.) Achse 2b } bei Hilipse und Hyperbel;
Parameter 2 p (= Sehne durch éinen Brennpunkt parallei
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zu der, Leitlinie); fir Ellipse und Hyperbel ist
b2
P= s

Lineare Exzentrizitit (Abstand des Brennpunktes
vom Mittelpunkt) ist bei der
Fllipse: f===}/a2~—-b2 7 I<ag
Hyperbel: f=7a?4-b?; f>a;
Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Schaitel-gl .
Numerische Bxzentrizitit bei Ellipse und Hyperbel e=§\.

€ gibt zugleich das Verhiltnis der Intfernung eines
Kurvenpunktes vom DBrennpunkt und seines Abstandes
von der zugehrigen Leitlinie an. Hs ist fiir die

Ellipse, Parabel, Hyperbel bzw. sé .
Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = g .
2. Scheitelgleichung. FErate Form:
L 92=2px—(1—&?)x? oder y?=2px+4 qx?
(gemeinschaftliche Gleichung).
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel dar, je nachdem s->~<= 1, bazw, qéo . t==0

gibt die Scheitelgleichung eines Kreiges.
Zweite Form:

y2=2px—~£xz (Ellipse);
o yi=2px (Parabel);
| yr=2px+ g x?  (Hyperbel).
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3. Mittelpunktsgleichung:
x? y? .
atE= 1 (Ellipse);
x2 y2
Prime i 1 (Hyperbel).

4, Polargleichung.
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Achse bzw.
groBe Achse ist Polarachse, ¢ ist von dem Scheitel aus
gozihlt, der dem Pol am nichsten liegt.

p
= I fecong
Die Kurve ist eine Hllipse, Parabel, Hyperbel je nach-
dem e;<= 1. ‘

2. Der Mittelpunkt ist Pol, die grofie Achse
Polarachse,

hi
inse):
A ey (Ellipse);
— b2
. .
O ={""rom P (Hyperbel)

Die folgenden Gleichungen sind bei der
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung zu be-
ziehen. \

5. Sekante durch die beiden Punkte (x;, y,),

(XS) Y 2) der
1. Parabel:

T +¥)T—5 ¥, =2px oder

Y=Y = (x—x);

P
Y.+,
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2. Ellipse:
(x, —::2) x+(Y1 ”Zg’e)y=x1;2+5’1bg’z +1, oder
b?(x, +x
I Hypejlrae_l:y e .EYi+yz;(x—" *
(= "f;:fz) X (0 ‘*1‘)25’2) y__ xlﬂfz N Z” 41, oder
Y=y = P—Q%%%’%(X_Xl) .

6. Tangente im Punkt (x;, y;) der.
1. Parabel: yy =px-+x);
2. Ellipse: h Iy ;

a? b2
XX
3. Hyperhel: ?1—%_—— 1.
7. Asymptoten der Hyperbel:
__j:ﬁ__o

Ist der Asymptotenwinkel 2 @, so ist tgp=—

Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asym-
ptoten aufeinander senkrecht.

Ein Durchmesser y = mx schneidet, berlihrt in einem-
unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die
Hyperbel mcht je nachdem m2§%§.

8. Normale im Punkt (x,, y,) der

1. Parabel:  p(y—y)+y (x— -x;)=0, oder
x 3, + DY =¥; (5 + D)
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2. Ellipse: ;—————:a?—b?, oder

1 71 _a2y1 ‘

YN Ty (x—x);

3. Hyperbel: ’E‘"’l"byy_az—l-bz oder
i ' __iy_i(x__

Y=V =g, B

9. Bezeichnet man die Abszisse des Schuittpunktes
der Tangente im Punkt (x,, y;) mit der X-Achse mit x,,
die Subtangente (Projektion des Tangentenstiickes
zwischen Beridhrungspunkt und X-Achse auf die l—Achse)
mit ST, die Subnormale mit SN, so ist

X, ST SN
1. fir die Parabel: —x, 2x; P,
2 2 .. x2 2
9. fiir die Ellipse: o 2 X b =y
1 % a
7 x3__a? 2
3. fir die Hyperbel: 2 m-2 by
1 % a?

Aus dem Wert von x, ergibt sich fiir jede Kurve
eine Konstruktion der Tangente im Punkte (x, y,).
10. Tangenten vom Punkt (x,, y;) an die
1. Parabel:

5’1:HY1—~PX1

22:l
2. Ellipse:
—X 7y Vb2 x{4atyi—al b”

&g___x% (X'—"'Xl),

y—y = —X);

JF=Yi=
8. Hyperbel
e 4 :l:V" b2 x3 -} a2y} 4 a?b?
af—xf}

( "xl),'

y—Jyi=
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11. Allgemeine Gleichung der Tangente (Richtung

gegeben) filr die
1. Parabel: ‘y—~mx={£§;
2. Ellipse:  y—mx=+4)m2a?~ b?;
3. Hyperbel: y—mx=+4)m?a?— b?,

12. Zieht man durch einen Punkt P eine Sekante
eines Kegelschnittes, so heifit der Ort des zu P in Be-
ziehung auf die beiden Schuittpunkte zugeordneten vierten
harmonischen Punktes die Polare von P in Beziehung
auf den Kegelschnitt.

Polare des Punktes (x;, ;) in Beziehung auf die

1. Parabel: . yy,=p{x+x,);
XX Y0

2. Ellipse: 2 +‘T2——- y
X% ¥y
3. Hyperbel: —~—a—2~1— — —b2—1 =

Liegt Punkt (xy, y;) auf der Kurve, so ist seine
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittelpunktes ®
ist’ die unendlich ferne Gerade; die Polare eines un-
endlich fernen Punktes ist ein Durchmesser.

13, Koordinaten des Pols der Geraden Ax-+ By
+C=0 fiir die

C Bp
1. ”Parabelz Xy = +—A-, n=——i
A a?A b2 B
2. Ellipse: = x =-— g h=—g;
\ aZA b2 B
3. Hyperbel:. x;==— - Ti=g

14, Zwei Gerade heifien konjugiert in bezug auf
einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der andern geht.
Bfirklen, Formelsammlung 10
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1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Richtung y=mx, so ist der
zugeordnete Durchmesser
P

y=o"

8. Gleichungen fiir zwei konjugierte Durch-
messer bei der

. Bx
Ellipse: Ax—By=0 und “a?“'}””B"F:O‘

‘ ‘ Bx A
Hyperbel: Ax+By=0 und —§+—1%=0_

: Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kom-
jugierter Durchmesser fallen zusammen.
15, Gleichung in Bezichung auf zwei konjugierte
Durchmesser 2a,, 2b; der
1. Ellipse: ‘

x? y? .
E’{'—_i_F{:l; Beziehung: af--b?==a?b?;

2. Hyperbel:
x? y2——1' Bezich s h?e—a?—1h?
=1L ezlehung: aj—Dbi=a*—Db?*,
aq 1 :

Sind @ und ¢, die Winkel, welche zwei konjugierte
Durchmesser mit der Hauptachse bilden, so ist flir die
3. Ellipse:

, b2 )
Bptgy =——5; absin(p—ep)=ab (5.§71,44):

4. Hyperbel:

b, L
tgptgp = ‘a’é‘; 2, bysin(p— ) =ab (s.§ 71,,,).
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(leichung der Hyperbel in Bezichung auf die beiden
Asymptoten als Koordinatenachsen
2 a2 pe
=0 = — = M
Xy (¢} 4 4 b

gleichseitige Hyperbel xy = %ag .
16. Leitlinie (Direktrix), d. h. Polare des Brenn-
punktes fiir die

1. Parabel: x=—--; DBrennpunkt (%, O);

ol

a2
2. Ellipse: x=;;—=%; f.d.Brennpunkt(f, 0);

. 2
3. Hyperbel: x=%=%; f.d. Brennpunkt(f, 0).

17. Linge des Brennstrahls, bzw, der Brenn-
strablen zu dem Punkt (x;, y,): ‘

1. Parabel: r =x —}-g— ;

2, Ellipse: I =a—X¢
Iy=a-+4X¢; r-br =24,
3. Hyperbel: r =x e—a
I, =X 44, r,—r==24a,
18. Kriimmungsmittelpunkt (x,, y,) und Kriim-
mungshalbmesser ¢ filr den Punkt (x,, y;) der

2 2
. x0=3x1+P=‘3_yL2—‘l—F‘r
. 1: ‘
1 .Parabe ; =____Y_§__.___2X15’1
0 Pz P §

(y2 2'3' N3 . .
Q“%I')‘)-:F; fiir den Sf:heltelg=P;
0%
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f2x¥  e?xd

at a? !
__ Byl eaty}
Jo = T - b4 H

2. Ellipse:

wixitatyd?  @ry? M
o atht ~Tab e

Ny Normale vom Punki (%, y,) bis zur X-Achse.
Fir den Scheitel der grofien Achse ist

2
@2=b;=p, fiir den der kleinen

a
€1 =”€‘ .
oo
at a? !
3. Hyperbel: f2 43 a2 g2 y3
Yo='——bT="“‘TJ4 )
_otxtraspt @t N
e at bt ab p? ’

b?
fixr den Scheitel ist o =—=p.

19. Flicheninhalt:
1. Parabelsegment. S.
Sehne senkrecht zur Achse, (%, y,) Koordinaten
des einen Endpunktes:

- B= gxd
Beliebiges Segment; (%, ¥y), (Xp, ¥p) Xoordinaten
der Endpunkte: } ’
g Ti=3) X=X (=)
12p 6 Yi+Ys
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2. Ellipsenzone zwischen der kleinen Achse
und der im Abstand x, dazu parallelen Sehne:

£—<X1 Va2 — x? 4 a%arc sin%‘—) .
Gesamte Ellipsenfliche: aba.
3. Hyperbelsegment, Schne senkrecht zur
X-Achse:
- - Ly )
S=x¥ abl(a—[—b). .
20. Konfokale Kegelschnitte. — Fine Hllipse
und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben,
konfokal sind, haben folgende (Hleichungen:
‘ x? NE
AT
x? y?
af aj(d—1)
wobel ae=a,; g =1, e<1l, g >1. Die Gleichungen
ktnnen demnach in folgende Form gebracht werden:

1,

1,

@, ¥,
aata—m— b
XYy
af . f2—a?

Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden sich
rechtwinldig (elliptische Koordinaten). _

Die Gleichungen aller konfokalen Zentralkegelschnitte
sind in der Gleichung enthalten:

x2 y?
Py I 1;

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imagingre Kurve dar, je
nachdem k<Cb? < a?, oder b2 <k <a? oderb2unda? <k..
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§ 71. Siitze iiber Kegelschnitte.
4) Fir jeden Kegelschnitt.

1. Ein Kegelschnitt im allgemeinen ist durch ffinf
Punkte oder 5—r Punlkte und r Tangenten (r = 0 bis 5)
hestimmt,

2. Bine (erade trifft einen Kegelschnitt in zwei
reellen und verschiedenen, oder zusammenfallenden, oder
in zwei imaginiiren Punkten. Durch einen I'unkt lassen
gich an einen Kegelschnitt zwei reelle verschiedene, oder
zusammenfallende, oder zwei imaginéire Tangenten ziehen.

3. Die Polaren (8. § 70,,) der siimtlichen Punkte
einer Geraden gehen durch den Pol dieser Geraden,
und die Pole siimtlicher Strahlen eines Biischels liegen
auf der Polaren des Bilschelmittelpunktes.

Die Beriibrungssehne zweier von einem Punkt aus--
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes.

Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen auf
einem Durchmesser.

4. DagVerhiltnis der Entfernungen eines Punktes eines
Kegelschnittes von einem Brennpunkt und von der zu-
gehorigen Leitlinie ist konstant und gleich der numeri-
schen Exzentrizitit . (Fiir die Ellipse ist & <1, fiir
die Parabel ¢ == 1, fiir die Hyperbel e>>1.) .

5. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht
und senkvecht zur groBlen Achse ist, ist der’ Parameter.

6. Zieht man in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie
des Schnittpunites mit dem Brennpunkt steht senkrecht
anf der Sehne. A

7. Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen
den Berfthrungspunkten konjugiert ist.
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8. Sind in einer Ehene zwel Kurven zweiter Ord-
nung K und . K; und bestimmt man zu jedem Punkt
von' K die Polare in Beziehung auf K,, so umhillen
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung.

9. Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die
drei Paare Gegenseiten in drei Punkien einer (teraden.
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus fiinf Punkten.)

10. Satz des Brianchon: Bei jedem einem Kegel-
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus fiinf
Tangenten.)

11. Der Kriimmungshalbmesser im Scheitel der grofien
Achse ist gleich dem halben Parameter.

B) TFiir die Parabel.

- 12. Die Durchmesser einer.Parabel sind paralle]
cenr Achse.

13. Der FuBpunkt des Lotes vom Bremnnpunkt auf
eine Tangente Hegt auf der Scheiteltangente. (Kon-
struktion der Parabel durch Umhilllung.)

14, Der Ort des Schnittpunktes zweier Parabel-
tangenten, die senkvecht aufeinander stehen, ist die
Leitlinie,

15. Die Entfernung des Beriihrungspunktes einer
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Iintfernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Achse. (Konstruktion der Tangente.)

16. Die Taugente halbiert den einen der Winkel
zwischen dem Brennstrahl und dem durch den Be-
rithrungspunkt gehenden Durchmesser, die Normale den
andern. (Konstruktion der Tangente und Normale.)
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17. Die Subtangente einer Parabel wird durch den
Scheitel halbiert; die Subnormale ist gleich dem halben
Parameter (p).

18. Die Parabel kann als Bllipse betrachtet werden,
deren zweiter Brennpunkt in unendlicher Entfernung liegt.

C) Fiir Ellipse und Hyperbel

19. Hat man ein System von Ellipsen, bzw. Hyperbeln,
welche eine Achse gemeinschaftlich haben, so schneiden
sich alls Tangenten, welche auf dieser Achse die nim-
liche Koordinate fiir den Berithrungspunkt haben, in
einem und demselben Punkt der gememschafthohen
Achge, (Konstruktion der Tangente.) i

20. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert.
Die Ta.ngente im Xndpunkt eines Durchmessers ist
parallel zum kon]uglelten Durchmesser.

21. In jedem einem Kegelschnitt umbeschnebenen
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch-
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch-
" messern parallel.

22. Das Produkt der Entfernungen der Blennpunkte
von einer Tangente ist unver#inderlich (= b?) und die
FuBipunkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die
grofle (bzw. reelle) Achse zum Durchmesser hat. (Kon-
struktion des Kegelschnittes durch Umbiillung,)

28, Die Tangente und die Normale in einem Punkt
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche
die Brennstrahlen nach diesem Punkt miteinander bilden.
(Konstruktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Fine Hllipse und eine zu ihr kon-
fokale Hyperhel schneiden sich unter rechten Winkeln.
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24. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel
die Differenz der Bremnstrahlen nach einem Punkt der
Kurve unveriinderlich und zwar gleich der groflen (reellen)
Achse. (Fadenkonstruktion der Kurven.)

25. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind dis
beiden Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren
beiden Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt
piner Tangente zwischen den Asymptoten wird durch
den Berithrungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und
die Asymptoten derselben gegeben sind.)

26. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwel
konjugierten Halbmessern einer Fllipse und der Ver-
bindungslinie ihrer Endpunkte liegt, ist unverinderlich.

27. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asym-
ptoten und einer zwischen denselben liegenden Tangente
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unverinderlich.

98. Alle Parabeln sind einander #hnlich.
29. Zwei Ellipsen mit den Halbachsen (a, b), (a;, b;)

gind einander #hnlich, wenn %::a %i; ehenso sind zwai
: 1
Hyperbeln einander &hnlich, wenn %:%, d.h., wenn
gie gleiche Asymptotenwinkel haben.
Zwei Kegelschnitte (Bezeichnung s. § 73,4) sind
einander #hnlich:
- a)wenn B2—4AC=B}—44,C =0,
b) wenn B2—4AC und B}—4A;C;=0 und
A —v—}g‘— = —g— ist '
A B G
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§ 72. Koustruktion der Kegelschnitte.
1. Parabel.
a) DX Achse, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

also DS:SFz% _ Ziche in den beliebig, aber

E Al
]
|
|

\

|
|
!
|
I
|
]
|
|

[

|
1
!
t
{
{
|
1
i

B,

zweckmiBig gewithlten Punkten C;, C;, C; ... Lote zur
Achse und heschreibe um F mit D C; einen Bogen, der
das zu C; gehodrige Lot in A; und B, schneidet; ver-
fahre ebenso mit DCy usw. Ay, Ay, Ag ..., By, By,
B; ... sind Parabelpunkte. (Begriindung: Jeder Punkt
der Parabel hat vom Bxennpunht und der Leitlinie
gleiche Abstinde.) :
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b) Durch Umhiillung. — 8, X Achse, S,Y Scheitel-
tangente, F Brennpunkt. Zichc von F nach §,Y die
Strahlen F'A;, FA,, FA, .., und errichte auf denselben
in Ay, Ay, Ay ... die Lote AyB,, A, B,, A;B, ..., 80
umhiillen diese die Parabel. (Begrindung: § 71,5

2. Ellipse.

38) OX==a, halbe grofle Achse; OY="», halbe
Kleine Achse. Beschreibe um O mit a und b Kreise;
zighe durch O eine Gerade, welche die Kreise in B
und C schneidet, ziehe CA 1L OX, BAJOX, so ist A
oin Punkt der Ellipse. Ahulich weitere Punkte.

(Begriindung: y= l; ya?—x2.)
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b) OX=0X, =2, 0Y=0Y, =b. Bestimme die Brenn-
punkte Fund Fy durch FY =T, Y =a. Zishe xx, = XX,
= 2a, nimm daranf Puokt a, beliebig an, begchreibe um ¥

x.  a Lo )
mit xa, und um ¥, mit x, a, Kreisbgen, dio sich in A
und B, schneiden usf. A, und B, sind Punkte der Ellipse.
" (Begrindung: r-r;=2a, 8. § 71,4,.)
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3. Hyperbel.
0X=0X,=a; OF=0F =Vya240p2.
Ziehe xx; =2a; nimm auf der Verlingerung von
XXy einen Punkt a an und beschreibe um F mit x a;

und um F; mit x, a, Bogen, die sich in A; und B,
schneiden, A, und B; sind Punkte der Hyperbel.
Verfahre ebenso mit a, usf.

(Begriindung: r—r, =22, 8.§ 71,,,)

§ 73. Allgemeine Gleichung zweiten Grades.

(1) 8y X728,y XY 485y 72 2815 X+ 2agy 253 =0,
1. Nach Division der Gleichung (1)' mit agy zeigh
sich, da die Gleichung fiinf unabhiingige Konstanten



158 Analytische Geometrie.

enthiilt; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch

fiinf Punkte bestimmt, .
2. Die Koordinaten des Mittelpunktes bestimmen

_sich aus den Gleichungen:

1.,
—z—f,=anx+awy+a13=0,

1
E-f§=a12x+a22y+a23=0‘.

3. Polare des Punktes (xy, yy):

E—x) i+ —y) i+ 28, y)=0,
oder
By Xy X8y, (XY +X73) + 2, 71 ¥ a5 (%, + X)
F gy (71 + )+ ags=0.

Regel: Die Gleichung der Polare von (x,,y,) wird
erhalten, indem man in die Kurvengleichung fiir
i, y?, 2xy, 8x, 2y bzw. XX, ¥,¥, Y +X¥y,
x, +X, ¥; 4y setat.

Die Gleichung der Polare ist Gleichung der
Tangente im Punkt (x, yy), wenn dieser auf der
Kurve liegt.

4. Durchmesser konjugiert zu den Sehnen, welche
mif der X-Achse den Winkel & machen:

coso iy f-sinx £y =0 oder

o8 (81X + 845 7 + 8y5) + 8in 0 (21, X + 8y, ¥ -+ 235) = 0.
5. Die Richtung der Hauptachsen (zwei zuein-
ander senkrechte konjugierte Durchmesser), von welchen
die eine mit der X-Achse den Winkel & bildet, ergibt
gich aus: 0
. a9
g2 ="
8 81 8y9
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8. Besprechung der allgemeinen Gleichung
gweiten Grades.

Es sei

Bgy By 8y :
11 949 B3| _ 2

A= |8y, agp 55 = 2y, (Bpp g5 — a33) + 8y (g 8y —
4. a. a Byg Bga) + Ay (g 25 — Ay Ay3)
13 93 Agg

a.
A, — |1 B2} o 0 a2
33 11 Bgg — 13 -

a9 Agp

Die Gleichung zweiten Grades stellt nun dar:

I. Bigentlicher XKegelschnitt, wemn A=0
und zwar ‘

1. Ellipse, wenn Az, > 0; dieselbe ist reell oder
imaginiir, je nachdem a,, und A verschiedene oder
gleiche Vorzeichen haben; sie ist ein Kreis, wenn
8y =dgg Und 8y, =0;

2, Parabel, wenn A4y =10;

3. Hyperbel, wenn Ay <05 —

II. Zerfallenden Kegelschnitt, wemn A==0
und zwar

1. reelles, sich schneidendes Geradenpaar,
wenn Ag, <05 ~

2. paralleles Geradenpaar (reell und ver-
gchieden, zusammenfallend, oder imag.), wenn Ay = 0;

3. imagindres, sich schneidendes Geradenpaar,
wenn Agg > 0.

Anderes Verfahren: die Gleichung sel
Ax?24+2Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0;
gie stellt Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nach-
dem bzw. B? ~—AC=><—~0 .

Um zu untersuchen, ob das Gebilde reell, imagindr
oder zerfallend ist, l8se man die gegebene Gleichung
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pach einer der Veriinderlichen, z. B. nach y, auf. Wir
der Radikand der auftretenden Quadratwurzel fiir einen
gewissen Bereich der Werte von x positiv, so ist das
(ebilde reell; ist er fiir alle Werte von x negativ, so
ist es imaginiir; ist er ein Quadrat, d. h. die Wurzel
ausziehbar, so ist es zerfallend.

§ 74. Gleichungen weiterer Kurven,
A) Algebraische Kurven.

. Neilgche Parabel y = aw

. Lemniskate (x2 +y2)%—a? (x2 ¥ =0 oder
r2(x?—alcos 2 )=10. ,

3. Konchoide x2y?=(b--y)*(a%— yz) oder

b

xZ24+y)(y—h)?=aly? oder r=af—.
. Cissoide y2(a—x)=2x3. cos g
. Descartessches Blatt x*+y®=3axy.
. Cassinische EKurve (x2 4 y3? — 2a?(x? — y%)

==ht—at,
7. Kardioide (y2+4x?—ax)?=a?(x2-}-y%) oder
r=a(l--cosq).
B) Transzendente Kurven.
X

1. Logarithmische Linie y=me®.

DD e

oy Ot B

iR
2. Kettenhme Yy=-—\e*te */.

8. Zykloide, beschneben von einem bestimmten
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf
einer Geraden rollt (a Halbmesser des rollenden Ereises,
a, Mittelpunktsabstand von P, ¢pv-ar0<):PO}x X Be-

rihrungspunkt): { X=ag—a sing

y=a—a cosg,

1
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4. Epizykloide, beschriehen von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der AuBlenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt: '

x=(a+b)sin%qz——alsma+b¢p,

b
= (a-+b) cosm- a; cos +

5. Hypozykloide, beschrieben von dem Punkt P
(8. Nr. 3), wenn der Ilreis auf der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rolit:

. 4 b—a
x == (b— a)sin b(p 4 sin —— 5 P

==(b~—a)cos—+a1 cos— aqa.

D1e Zykloide, ebenso die Epi- und Hypozyklmde
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach-

dem a, Sa.
6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r=a @.
7. Parabolische Spirale r?=2pep.

8. Hyperbolische Spirale r=—
L
9. Logarithmische Spirale r=-me®*.
10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwischen
einem festen Punkt des Kreises und .dem Berlihrungs-

punkt): r=aj1 +‘cp’, y=g@p—arctgp.

Btirklen, Formelsammlung. I
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* T1. Geometrie des Raumes.
§ 75. Koordinaten-*) und Grifenbezichungen.
O TUrsprung, P ein Punkt im Raum, OP=r;
&, B, » Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenachsen; x, y, z die Koordinaten von P.
1. Bin Punkt. Die Koordinaten des Punktes P -
sind die Projektionen von QP auf die Achsen:
X==TCOSex, F==Tcosf, Z=rcCos8y,
r=)x?4-y2+2%, cos?a-fcos?fcosty=1.
2. Zwei Punkte. (x;, yy, z;) und (X3, ¥o, 2%9).
OPy =1, OF=n;
€08 (1y, Ty) = COS ¥, COS Xy - €OS fy €08 B, -+ COS y; COB ¥,
=X1XQ+Y1Y2+2122 )

) T,
Stehen r; und r, senkrecht aufeinander, so ist
COS &y COS Oy - co8 f; cos By - cosyy cospy =0 .
Entfernung 6 =}(x; —X;)? + (72 — J1)? + (2 — 7).
Fir Punkt P(x, y,s), der Py P, im Verhilinis
m:n==A2:1 teilt (P;P:PP,=m:n), ist

_mnhey o mhhin o, Mty
m+4n ' m-+n mfn
oder x==x1+'1x‘3, _ Nty By Ay

142 T+2 ' *T71¢2
gind m und n ungleichzeichig, bzw. ist 1 negativ, so
liegt P auBerhalb P, P, .

3. Projektionen. Ist 1 eine Strecke, f eine
Pliche, sind ferner 1, L, 1y, bzw. f, f;, f;, ihre
Projektionen auf die Koordinatenebenen, so ist

*) Bs sind stets, wofern nichts anderes bemerkt ist,
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt.
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1. BB 412=212,
, 2. B 12,
fy=fcoswx, fy=1fcosf, fy=fcosy; w,pf,y Nei-
gungswinkel der f gegen die Koordinatenebenen.
4. Inhalt V der dreiseitigen Pyramide.
1. Eine Ecke im Ursprung, die drei anderen
Ecken sind (xy, ¥y, %)), (%3, ¥y, %), (Xa, Y3, 25) -

1
V= E[Xl(y2z3 — ¥aZ) X5 (V32 — ¥12) X5 (V123 — ¥22y)] )

1% V%
=% V2 %
Xg Y3 %3

2. Liegt die erste BEcke nicht im Ursprung,
gondern im Punkt (x,y,z), so ergibt sich V, indem
man das Koordinatensystem parallel verschiebt, so daf
der Ursprung mit (x,y,z) zusammenfillt; man hat.
alsdann im vorigen Ausdruck
' statt xy, ¥y, z, zu setzen X;—X, y,—¥, z,—% usf.

Liegt (x,y,2) in derselben Ebene mit den drei
fibrigen Punkten, so ist V=0; dies ist die (Heichung
der Ebene durch jene drei Punkte.

' § 76. Anderung des Koordinatensystems.
1. Parallele Verschiebung der Achsen; a,b,o
Koordinaten' des neuen Ursprungs.
x=a-+4+%x, y=b+y, z=ct+z.
2. Drehung um den Ursprung.
O0X’ bilde mit 0X, 0O7Y, 07 die Winkel o, By 11s
oY wooon " » » Gy, By Vas
OZ’ » noo» n » g, Bsy 3e
Schreibt man der Kdrze halber die Buchstaben der
‘Winkel fiir, Jhre Kosmus go 1ist: ‘ i
11@
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X=X F 0§+ g K= x-+fiy+y2
Y= X+ By 4+ Y=0yx+py+trz
2=y X4y, ¥ by 7 d=og Xy sz
Zwischen den Kosinus bestehen die Beziehungen

ai+od+al=1 od+ 47t =1
Bi+ i+ p=1 oi - i =
yitrs-rs=1 a3 fi+ys=1

Gy Bty fytagfs=0 o cy+pf frtriy,=0
Bryit BavetPars =0 cycg+pfyfstyyys=0
Pro by Oyt ys =0 g0y +fy i -Hypp=0.

3. Bulersche Formeln fiir den Ubergang von
einem rechtwinkligen System O, XY Z zu einem anderen
rechtwinkligen O, X'Y'Z’ mit demselben Ursprung. Es
sei OA die Spur der OX'Y’-Ebene in der OXY-Ebene,
FAOX =y, €AOX'=¢, £Z0Z'= 0, dann ist

x = X(cos( cosy — sing siny cos o)

+ §'(—singpcosy — cos siny cos ©) + # siny sin @

¥ = x/(cos g sin y - sin g cosy cos O) :

+ ¥ (-- singsiny - cos g cosy cos O) - 2'(—cosy sin®)

z =x'sinpsin® -+ y cospsin® 42" cos 6 .

4. Polarkoordinaten. OP=r, ¢ Winkel
zwischen OP und der X Y-Ebene, gezihlt von der
letzterén gegen -die --Z-Achse hin (von - 900 bis
-+ 909; o ist der Winkel, den die Ebene Z 0P mit
der Ebene Z0X bildet, gezihlt von der - X-Achse
aus im positiven Drehungssmn von 00-—3609,

Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar-

 koordinaten und umgekehrt:

CLor=yxt4y24al, sinqp::%, cos 1y —.
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X =T COS ( COS Y
2. y=rcos@siny
Z=rsing.

§ 77. Allgemeine Siitze.

1. Eine Flidche ist durch eine (Gleichung zwischen
x, y und z bestimmt. Die Bedingung dafiir, daf der
Punkt (x{, ¥y, 2,) auf der Fliche liegt, deren (leichung
F(x,y,2)=0 ist, ist F(x, y{,%)=0. Kine Fliche
ist ferner darstellbar durch zwei Gleichungen in x, y
und z, die einen verinderlichen Parameter, oder durch
drei @leichungen, die zwei verinderliche Parameter
(s. § 96,,) enthalten, usf. = (S. auch § 80.)

2. Bine Linie ist durch zwei Gleichungen in x,
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwel Gleichung'en dargestellten Flichen.
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Glei-
chungen F(x, y,2)=0 und f(x,y, 2 =0 befriedigen,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Glei-
chungen dargestellten Flichen. (S. auch § 95.)

3. Setzt man in der Gleichung F(x,y, z)=0 eine
der Koordinaten, z. B. z, gleich Null, so erhdlt man die
(leichung der Schnittlinie der Fliche mit der Ebene
der anderen Koordinaten, z. B. der X Y-Ebene.

4, Eliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flichen eine Koordinate, so erhilt man die Gleichung
der Projektiorr der Schnittlinie beider Fliichen auf die
Ehene der beiden anderen Koordinaten. Bestimmt man
aus den (leichungen dreler Flichen die gemseinschaft-
lichen Werte von x, y, z, so stellen diese die Koordi-
uaten der Schnittpunkte der drei Flichen dar.

"B F(x,y, 2+ 4i(x,y,2z)=0 gibt die @Heichung
einer Fliche an, welche durch die ' Schnittlinie oder -
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die gemeinschaftlichen Punkte der beiden ¥ldchen
F(x,y,2)=0 und f(x,y,2)=0 geht. ‘

§ 78. Die Ebene.
a, b, ¢ Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten-
achsen; «, f, y die Winkel, welche das Lot vom Ur--
sprung auf die Ebene mit den Achsen bildet, p die

Linge dieses Lotes.
1. Gleichungsformen fiir die Ebene:

1. allgemeine Form Ax+By+Cz—|—D=0 (B),
2. » + —}—————1-—0

3. ) ,,xcosoc—l—yco&ﬂ—{-—zcosy p=0.
(Normalform N.) ‘
Spur in der XY-Kbene Ax-+By-+D=0,

W on YZ- o, By4Cz+4+D=0,
W ow ow LX- Ax4+-Cz+D=0.
Achsenabschnitte:

D D
a=——-K, b=——}—3—', C

Qlo

Lot vom Ursprung:

D
p=acosa=Dhcos f= 0008y = ===,
‘ :H/ A® 1 B2 4 C?
(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gew(ihlt daBl
p positiv wird.)
Winkel des Lotes p mit den Achsen aus:
p__Ap A

WE=LTTD TG Ere
2. Besondere Fille:
x=a Hbene parallel zur Y Z-Ebens,
y= b n ” ” ZX- ”»
=20 1y A " l&v n
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{ Ax+4+By+D=0 Ebene parallel zur Z-Achse
2.{ Ax+4Cz+D=0 ” y Y-
By+4-Cz+4D=0 » w Xy,
3. Ax++By-Cz=0 ,, durch den Ursprung.
Ax4+By=0 ” » die Z-Achse
4‘-{AX+CZ=0. ” ” w X
By+Cz=0 ” ” w X- 0y

8. Ebene durch den Punkt (xy, y;, %):
Ax—x) -+ By —y,) + C(z—2z)=0; sie geht
auch durch die Punkte x, |y, |2, und x4|yy|zy, Wenn

/RN Z % 1 I x Yl
A=lyy2,1 1}, B=|zx1l|, C=|xyl
V3231 75%5 1 X3 ¥ 1

'(S. auch § 75, 4, 2).
4. Abstand e eines Punktes (x, ¥y, 2;) von der .

Ebene E oder N (s. 1.):
e_Ax1+BY1+OZ1+D
/A BO
5. Zwei Ebenen
Ax+By+Cz+D=0 und A;x+B,y+Cz+D =0;

. B C
1. sie sind parallel, wenn LT G

=X, c08¢v +yy cos f-}-z,cosy—p.

s. § 61,;) also Gleichungen zweier paralleler Ebenen
{Ax+By+Cz—}—D =0
Ax+By+Cz+D; =0 oder
{xcosoc—{—ycosﬂ—{—zcosy—p =0
xcosx +-ycosftncogy—py =0,
2, Abstand zweier paralleler Fbenen:
- D,—-D : L

Horsre »F
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3. Winkel ¢ zweier Ebénen aus:
AA ++BB, +CC,

+Y(A7+ B2+ O (AT + Bi 4-C)
4.Siesindsenkrecht, wenn cosp=10,d.1, weun
AA, + BB, + CC, =0 (8. § 61,4).

6. Ebenenbiischel.- Sind A; =0, A, =0 dis
‘Gleichungen zweier Ebenen (1) und (2) in Normalform,
o ist die Gleichung einer dritten Ebene (3), die durch
die Schnittlinie der beiden ersten gebt,

Ay —AA,=0.

Sind (3, 1), (8, 2) die Neigungswinkel zwischen (3)

und den beiden gegebenen Ebenen, so ist
sin(3, 1)
" sin(3, 2)°

Die Halbierungsebenen der von den heiden Ebenen

gebildeten Keile haben daher die Gleichung
A FA=0.

7. Drei Ebenen durch eine Gerade.

Damit drei Fbenen K, =0, B, =0, I; =0 sich in
derselben Geraden schneiden, ist notwendig- und hin-
reichend, daB es drei von Null verschiedene Zahlfaktoren
4y, 2y, Ay gibt, fiir welche die Identitlit besteht:

MBS+ LB A B0,

8. Vier Ebenen durch einen Punkt. Damit vier
Ebenen Ky =0, E,=0, E; =0, B, =0 durch einen
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin-
reichend, daB die Identitit besteht:

MAE 4L E B4, B, =0,

cos @ ==

§ 79. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene.
1. Jede Gerade ist durch zwei unabhingige Glei-
chungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt.
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Allgemeine Gleichungsformen:

) Ax+By+Cz+4D =0
A, x+By+Cyz+4+D,=0
y=mx-b

2) {z=nx +c.

» Kine Gerade parallel zur YZ-Ebene ist durch (2)
nicht darstellbar; ihre (leichungen sind
=a, Yy=pz+q. .
Die Koordinaten der Spuren in der XY-; YZ-,
XZ-Ebene ergeben sich aus bzw. z=0, x==0, y=0.
2. Besondere Tille:
1. {y::mx-{—bﬂ Gerade parallel zur XY-Ebene.

Z ==

{ y=b Gerade parallel zur XZ-Ebene.

Z=NnX-}+cC
{:{ _ g Y+9  Gerade parallel zm YZ-Ebene,

2. { Z" b Grerade parallel zur X-Achse; { Z:g X-Achse.
{;‘{ N Gerade pma]lel zur Y-Achse; { a= —0 Y-Achse.
{i: Gerade parallel zur Z-Achse; { g Z-Achse

3. { Y=IX  Gerade durch den Ursprung.

Z =-NX

3. Winkel mit den Achsen «, B, y
y=mx-+b, z=nx-c, so ist
1 m

T ‘5._;.__——;
Y1+ m?-n? ]/1+m2-|—n?
cos y == -

}/1 -+ m?-,n? '
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4, Gerade bestimmt durch einen Punkt (xy, yy, 2;)
und Richtung («, 8, 7)
=% _Y—N ™%
Cos ¢ cos f3 cosy
5. Gerade durch zweiPunkte (X;, ¥y, %)) (Xg, Fos Z}t
x—% _JI— Y1 — Z~Z1
—X Yo 29— 12y
Durch "den Ursprung und den Punkt (x(, y,, zl)

6. Zwei gerade Linien:
y=mx-}b y=m x+Db
Z=0X ¢ Z=nX ¢ .
1. Die Geraden schneiden sich, wenn
(m—m):(n—n)=(b—b):{c—e) (s u 5)
2. Sie sind parallel, wenn m; =m, n, =n.
3. Der Winkel ¢ der Geraden ergibt sich aus
14+ mm 4nn,
YO ¥ m? Fn?) (T mf+ud)
4.Sjesindsenkrecht, wenncosp =0, alsowenn .
14mm +nn =0, .
5. Kiirzester Abstand zweier Greladeu ,
__b—b)a—m)—C—e)mom)
Yimn, —m; n)? + (m — my)2 4 (0 —n,)?
6. Abstand e zweier paralleler Geraden
y=mx-+b y=mx+b
[z=nx 40 z=1x ¢
_ ]/F? T G24-H2

L4+ m?4n2 ’

cos p =

. wobei
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F—(b—b)mt(o—c)n,
G =(c— e)mn—(b—b,)(L+n?),
H=(b—Db)mn—{c—c )1+ m?,.
7. Gerade und Ebene:
{Z;i“;iz md Ax+By4+Cz4D=0.
1. Die Gerade liegt in der Bhene, wenn
A4+Bm-+4Cn=0 und Bb-+4+Cc+D=0.
2. Die Gerade ist parallel der Ebene, weun
A4+Bm-+4Co=0
3. Winkel w zwischen der Geraden und der
Ebene aus

. A+Bm-+Cn
gin @ =
V(A2 -+ B2 4 C2) (1 + m? 4 n?)
4. Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wens
B C
A:B:O=1:m:n,d.h.1—=m, Kmn.

5. Beliebige Hbene durch die Gerade
y=mx-+b, sz=nx-oc:
yomx—b .
Z—~DX—0
8. Hbene durchk Punkt (%, yy, 7;) senkrvecht zur

Geraden y=mx~+b, z=nx-iec:
(X—x)+m(y—y)+n(z—z)=0
9. Gerade durch Punkt (x,, yy, %;) senkrecht zur
Ebene Ax+By+Cz+D—-0

X":A-Xl — Y'gyl — Z—(:Zl , oder
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10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (s. Nr. 6,): ‘
{y=mx+b {y=m1x+b1

Z=1NX ¢ Z=1N0X 4+
~—mx—b b—b m—m
oder ¥ = L oder == L,
Z—NX—eC C—0 Oo—n

Ebene durch zwei parallele Gerade:
y—mx—b b—b
"s—nx—¢ c—¢ .

11. Bbene durch eine Gerade y=mx-b, z==nx-+¢
parallel zu einer szweiten Geraden y=m x--b,
Z=n X+ ¢!
(any—myn)x+(n—n; )y —(m—my ) z=b; (—n;)—¢; (m—m,).

12. Ebene durch einen Punkt (%, yy,z) paralle]
zu zwei Geraden:

(mn;—myn) (x—x )+ (010 (y—¥;) — (m—m) (z—2)=0. -

§ 80. Erzeugung von Fliichen.

Allgemeines: Enthalten die Gleichungen
1) F(x,y,2,p)=0, 2) i(x,y,2,p)=0
einer Linie einen veréinderlichen Parameter p, so stellen
sie eine bewegliche Linie dar. Die Gleichung der
durch die bewegte Linie erzeugten Fliche wird erhalten,
indem man aug den Gleichungen (1) und (2) p eliminiert.

Enthalten die Gleichungen F(x,y,z,p,q,..)=0,
fx,5,2,p 4, -- =0 der Beweglichen n veriinder-
liche Parameter p, q-..., die durch n--1 Gleichungen
miteinander verbunden sind, so ist die Gleichung der
erzeugten Fliche das Iliminationsresultat der n Para-
meter p, ¢ ... aus den n 4 1 gegebenen Gleichungen. —
Die n—1 Bedingungsgleichungen sind in der Regel
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der analytische Ausdruck datiir, daB die bewegliche Linie
auf n —1 festen gleitet. — Die Bedingung dafilr, daB eine
Linie eine andere schneidet, erhilt man, indem man aus .
den vier Gleichungen beider Linien x, y, z entfernt.
Regelfldchen werden erzeugt durch die Bewegung
einer Geraden; da die Gleichungen einer Geraden im
allgemeinen vier Konstanten (Parameter) enthalten, so sind
drei Leitlinien ndtig. Man unterscheidet abwickelbare
und windschiefe Regelflichen. Bei den ersteren liegen
zwel unendlich nahe Mantellinien in einer Ihene (z. B.
Zylinder- und Kegelfliche), bei den letzteren nicht (ein-
schaliges Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid).

A) Zylinderflichen.
L Leitlinie: 1) @(x, ¥, z)==0,
2) w(x,y,2)=0.
Hrzeugende: 8) y=mz-+y,, 4) X=pz- 1,.
HEliminationsresultat von x, y, z aus 1) bis 4):
5) F(xp, yo)=0.
Gleichung der Zylinderfléche: .
6) Fx—pz,y—mz)=0.

. AllgemeineGleichung derZylinderflichen:
Flax+by+cz+d), (ayx-+b y+cz4d)]=0.
B) Kegelflichen.

Spitze: (%, ¥1, 2)-
I Leitlinie: 1) ¢(x,y,2)=0,
2 w75, 79=0.
 Erzeug. Mantellinie: 3) x—x;=p(z—1z),
4) y—yi=mz—z).
Tim.-Resultat von x, y, z aus 1) bis 4):
‘ 5) F(m, p)=0.
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Gleichung der Kegelfliche (Elim.-Resultat von m und p
aus 3) bis 5)):
6 ¥ <§::35_ , ux.) —q.

Z—17 Z — Zy
Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung

der Kegelfliche F (;, ~yz—> =0, d h. sie ist homogen.

DieGleichung ax?-}-by?-}-cz?4-dxy-} exz-f-{yz=0
stellt einen Kegel zweiten Grades dar mit der Spitze
im Ursprung.

II. Allgemeine Gleichung der Kegelflichen:
F(alx—}—bly—kclz—}—dl a2x+b2y—|—c2z+dg)=0‘

ax+by-+cztd ’ axdby-oczfd

C) Drehflichen.
1. Z-Achse ist Drehachse.
 Erzeugende: 1) ¢(x,y,2)=0, 2) yp(x,¥y,2)=0;
Parallellreis: 3) x?4-y2=1r3, 4) z=d;
Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x, y, z aus 1)
bis 4)): 5) F(r,d) = 0; Gleichung der Drehfliche
(Elim.-Result. von r und d aus 3) bis 5)): '
6) F(}/x2+y2, 2)=10.
II. Drehachse durch den Punkt (x,, ¥,, %),
&, B, y Richtungswinkel derselben:
Erzeugende: 1) und 2) wie bei L
. [ 3) (x—x,)? —¥o )2+ (2—12g)? —1?=0;
Parallelkzels: {43 (xcosog Z{——slr—gs ﬁ—yﬁ)zc'é—s(y—d‘):)—-o . ,
Bedingungsgleichung (Elim.-Resultat von x, y, 2 aus 15

bis 4)): 5) F(r, d)=0.

Gleichung der Drehfljche (Elim.-Resultat von r und d
aus 3) hbis 5)):
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6) F(V(X—XO)Z—‘"(Y"'YO)Z"I' (7‘_-7‘0)?)
xcoso+ycosf-+zcosy)=0.
Geht die Drehachse durch den Ursprung, so geht 6) tiber in

61) F(Yx24-y2+2%, xcoso+ycosf-+tzcosy)=0.
D) Konoidische Flichen. '
Eine Gerade bewegt sich so, dall sie die Z-Achss
und eine Leitlinie bestindig schneidet und dabei der
XY-Ebene parallel bleibt.
Leitlinie: 1) @ (x,y, =0, 2) »(x,y, z)=0;
Erzeugende: 3) %=m, 4) z=4d.
Blim -Resultat von x, y, 2 aus 1) big 4):
) F(m,d)=0.
Gleichung der Konoidfliche (Elim.-Resultat
voo m und d aus 3) bis 5)):
y
' 6) F (‘;, Z) =0,
Beispiel: Schraubenfliche. Die Leitlinie dieser
Konoidfliche igt die Schraubenlinie:
x=rcost, y=rsint, z=5—
deren Achse die Z-Achse ist. Die Gleichung der

Schraubenfliiche ist: é;—: tg

h

Flichen zweiter Ordnung.
: § 81, Allgemeines,

Die allgemeine Gleichung der Flichen zweiter Ord-
nung ist: .
f(x,y,8)=ay X? + a5 >+ ag327+ 28, Xy + 2a3 X1

+ 28 yz-+2a, x4 28, y+2a,2+2,~0.
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1. Die Koordinaten des Mlttelpunktes ergeben
gich aus den Gleichungen:
Phi=apx+ta,ytagsta,=0,
Fly=anx+tayy+ayzta,=0,
bl=ayX+taygy-tagzta,=0.
2. Durchmesser-(Diametral-)Ebene zugeordnet der
Richtung x=m=z, y=nz, bzw. X«, g, »
miytnfl5=0, baw
cos o ¥ 4-cos B8t cosy =0,
3. Durchmesser zugeordnet der Richtung der
Ebene Ax+By+Cz+D=0, bzw..

xcos -y cos f4zcosy —p=0:

4 ) 4 r
ilx«::&—— L , bzw. f == y = s .
A B C cose cosf  cosy

4. Polarebene zum Punkt (x;, y;, %), d. h. Ort

des Punktes auf einer durch (x;, y;, %) gehenden
Sekante, welcher diesem Punkt in Beziehung auf die
zwei- Schnittpunkte der Sekante mit der Fliche harmo-
nisch zugeordnet ist:
(wal)f{ﬁ“{_(y_'yl)f§’1+<z~zl)f17:1+ Ef(xlﬁ J1s Z1)=O'
Liegt der Punkt (x,, y, 2,) auf der Fliche, so ist.seine
Polarebene zugleich Berithrungsebene an die Fliche.
5. Hauptdiametralebene oder Hauptebene heifit
jede Ebene, welche senkrecht ist anf den von ihr hal-
bierten Sehnen (Hauptsehnen). Die Richtungskosinus
o, f, y dieser Sehnen und die Zahl 1 Lestimmen sich
sus den (leichungen:
(ag —A)ov-ta, f+tagy=0
(W) gy & +(agg — &) ftay y =0
. 84-; & tagg /14 (agg —A) y =0
2 + ﬂ? _I_, 72 . 1
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A ist bestimmt durch die kubische Gleichung
8y — 4 gy g

R) | ag Bgg — 4 Ay =0, oder
a3 g9 dgg —
R) 4 (an + aza + a53) A2 (244 %2 + 899 B35 + 855 8y
— afy— afy — ajg) A — (ayy Ay agy + 205 2y Qg — Byy ags

— 8gq &y — g 8,) =

Die Wurzeln dieser Gleichung sind reell; vermittels 4
gind &, B, y aus den Gleichungen (W) erhiltlich.

6. Hauptachsen. Man verschishe das urgpriing-
liche System parallel durch den M_lt‘relpunkt (o1 Y01 Zo)s
5o geht die allgemeine Gleichung fiber in:

(T) ayy x¥-4- 25, y2 42y, z?+2a12xy+2a13xz

+2a5yz=M,
hierbei ist M = — (al4xo+a.z4y0+a34ao ~+a4,); M=0.

Man dividiere die Gleichung (T) mit M durch und
bilde aus don Koeffizienten der neuen Gleichung die -
Gleichung (R), sie werde mit F (1) = bezeichnet. Die
Wurzeln dieser neuen (leichung seien 4,, 1,, 15, dann
gind die halben Hauptachsen der Fliche gegeben durch

1 1 VT
PN N A

7. Allgemeine Sitze.

a) Bine Fliche zweiter Ordnung wird im allgemeinen
durch neun Punkte oder neun Ber\'ihrungsebenen be-
stimmt.

b)' Bine Fliche zweiter Ordnung wird von einer
KEbene in einer Linie zweiter Ordnung und wvon einer
Geraden in zwei Punkten geschnitten.

¢) Wenn ein Teil des Schnittes zweier Flichen
zweiter Ordnung eine ebene Kurve ist, so ist auch der
iibrige Teil eine solche.

Biirklen, Formelsammlunz. 12
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d) Wenn ein Punkt eine Ebene durchliuft, so dreht
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol dieser
Ebene, und umgekehrt. -

e) Wenn ein Punkt sich auf einer Geraden bewegt,
so dreht sich seine Polarebene um eine in dieser hegenden
geraden Linie und umgekehrt,

f) Durch den Pol und die Schnittlinie seiner Polar-
ebene mit der Fliche zweiter Ordnung ist der zum Pol
als Spitze gehirige Berlihrungskegel bestimmt.

g) Wenn der Pol einer gegebenen Oberfliche zweiter
Ordnung eine zweite Oberfliche derselben Ordnung be-
schreibt, so beriihrt seine Polarebene eine dritte Ober-
fliche zweiter Ordnung und umgekehrt, wenn die Polar-
ebene einer gegebenen Oberfliche zweiter Ordnung sich
als Berithrungsebene um eine zweite Oberiliche derselben
Ordnung herumbewegt, so beschreibt der Pol eine dritte
. Oberfliche zweiter Ordnung.

§ 82. RKinteilung der Flichen zweiter Ordnung.
DieFlichen zweiter Ordnung werden nach den Wurzeln
der Gleichung (R), bzw. F (4)=0 (s. § 81,5 und 6)eingeteilt

I Mittelpunktsflichen.
F(4)=0 (s. § 81,5) hat keine Wurzel gleich 0.
A) Ay, 44, 43 haben gleiche Zeichen.
.. . [ i
1. 4, A, Ay positiv: {;3 %z%’(s;uillg%-ﬂlhpsmd,
2. 4, Ay, 43 pegativ: Imaginire Fliche.
B) Zrwel Wurzeln 4 mit gleichem, die dritte mit
entgegengesetztem . Zeichen,
1. Zwei Wurzeln positiv, eine negativ:
a) M>0, einmanteliges. Hypelbolold
b) M=0, Kegel und Punkt.
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2. Zwel Wurzeln negativ:
M>0,:zweimanteliges Hyperboloid.

II. Nicht zentrale Fliichen.

Die Gleichung (R) (s. § 81,;) hat eine oder zwei
Wurzeln gleich Null, die Flichen haben 0 oder unend-
lich viele Mittelpunkte.

A) Bine Wurzel 4 ist gleich 0, kein Mittelpunkt
vorhanden. Die beiden andern Wurzeln haben:

1. gleiche Zeichen: Elliptisches Paraboloid;

2. ungleiche Zeichen: Hyperbolisches Paraboloid.

B) Eine Wurzel ist gleich Null, unendlich viele Mittel-
punkteaufeiner Geraden. Die beiden andernWurzeln haben:

1. gleiche Zeichen: Elliptischer Zylinder odex
eine Gerade; ) i

2. entgegengesetzte Zeichen: Hyperbolischer Zy-
linder oder zwei sich schneidende Ebenen.

C) Zwei Wurzeln gleich Null:

1. kein K Mittelpunkt vorhanden: Parabolischer
Zylinder; ‘

2. unendlich. viele Mittelpunkte: zwei parallele
Ebenen (Doppelebene; zwei imagindre Ebenen).

§ 83. Die einzelnen Flichen zweiter Ordnung..
s x? |y, z?

l.‘Elllpsmd: ?—{- —1)7+ P 1==0.

Die Fliche liegt ganz im Endlichen, sie wird von
jeder Ebene in einer reellen oder imagindren Ellipse
geschuitten; die Hauptschnitte sind ebenfalls Ellipsen.
, Durchmesserebene, welche die Sehnen, deren

Richtungskosinus o, f, y sind, halbiert:
' ax By  y3
o T a0
12%



180 \ Analytische Geometrie.

Polarebene des Punktes x|y, |z
TR
b2
Liegt (x;,¥;, ) auf der Fliche selbst, so stellt
die vorige Gleichung die Berithrungsebene-dar.
Konjugierte Durchmesser. Die Geraden
{x==mz {X_—:mlz X=m,%
y=1nz, y=Dn7%, {ysngz
stellen konjugierte Durchmesser dar, wenn folgende Be-
dingungen stattfinden:

mm nn
R +~=0
mm, nn2 1

2 +bz+§=“
my my nln,

24+ +-—0

Werden zwei, bzw. chel Achsen einander gleich, so
goeht die Fliche in ein Drehungsellipsoid, bzw. eine
Kugel iber.

Kugel, Mittelpunkt im Ursprung: x®-f-y%--z? =13,

Mittelpunkt im Punkt (xy, yy, %):
®—x)2 A4 (y —51)2 + (2 — 21)2 =r?,
2 2

2. Einmanteliges Hyperboloid: +{)’, %—1_

Die Fliche besteht aus einem ins Unendliche sich
erstreckenden Mantel; sie wird von der XY-Ebene in
einer Kllipse, von der XZ- und der YZ-Ebene je in
einer Hyperbel, von einer belishigen Ebene in einer

reellen Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel geschnitten.
' XB y2 z? .
Asymptotenkegel: o = — == 0.
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Zwel Scharen von Mantellinien:

il [ Feimei-d
7t ™ Ll ().

Jede Schargerade schneidet alle Gerade der anderen
und keine der eigenen Schar. Die Fliche ist der Ort
einer Geraden, welche immer drei Gerade schneidet.
Sie ist eine windschiefe Regelfliche.

. 2 ] a
3. Zweimanteliges Hyperboloid: %,—+%—%+ 1=0.

Die Fliche besteht aus zwei sich ins -Unendliche er-
streclenden Minteln, sie enthiilt keine reellen Geraden,
wird ven der XY-Ebene in einer imaginiren Tllipse, von
der XZ- und der YZ-Ebene in Hyperbeln, von éiner be- .
liebigen Ebene in einer reellen oder imaginiren Bllipse, einer
Parabel oder Hyperbel geschnitten. — Wird a = b, so geht
jedes der Hyperboloide in ein Drehungshyperboloid iiber.

2 .

4. Elliptisches Paraboloid: %’+%=2x (b :éi%hgilge)fch" '

Die Fliche besteht aus einem einseitig sich ing Un-
endliche erstreckenden Mantel; sie wird von der YZ-Ebene
beriihrt, von der XY~ und der XZ-Ehene je in einer Parabel
und von einer beliebigen Ebene in einer reellen oder imagi-
piiren Hllipse oder in einer Parabel goschnitten. — Die
TFliiche entsteht, wenn die Parabel, die in der XY-Ebene
liegt, parallel so verschoben wird, da8 ihr Scheitel anf
der in der XZ-Ebene liegenden Parabel weiter riickt.

Fiir b=c Drehungsparaboloid. '

2 2 .
5. Hyperbolisches Paraboloid: yb——-%=2x gt’)s[ilﬁi:).

Die Fliche ist sattelformig, sie hat mit der unendlich
fornen Ebene ein Geradenpaar gemein, sie wird von der
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D

XY- und von der XZ-Ebene je in einer Parabel (diese
beiden Parabeln haben den Ursprung gemeinschaftlich
und ihre auf der X-Achse liegenden Achsen sind ent-
gegengesetst gerichtet), von der YZ-Ebene in einem
Geradenpaar und von einer beliebigen Khene in einer
Parabel oder Hyperbel geschnitten, Sie ist der Ort

siner Geraden, welche immer zwei gegebene Gerade'

schneidet und einer gegebenen Ebene parallel bleibt, —
Sie wird ferner erzeugt, wenn die in -der X'Y-Ebene

liegende Parabel parallel weiter riickt und dabei mit ihrem

Scheitel auf der in der XZ-Ebene liegenden Parabel bleibt,
Die Fliche enthilt zwei Scharen von Geraden, nimlich:

V—_'“VE—_A undr V_TJ‘——"TE—:”
T BrETE

Die Geraden der Schar 1 sind parallel der Fhene
y ._—0 die des Systems u palaﬂel der Ehbene

e ——=0.
TG
6. Kegelfliche, Spitze im Ursprung:
. s x? z?2
imagindrer Kegel: pry + o + ol 0

2 2 2
reeller Kegel: —:-:;—}—%—gw%no.
Letztere Fliiche, welche abwickelbar ist, wird von einer
Ebene in einer reellen Ellipse, oder Parabel oder Hyperbel
(oder deren Ausartungen) geschnitten ; sie enthilt eine Schar

von Geraden, welche durch die Spitze gehen, nimlich

o
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X oz y -v X 2 -4 y
Bl R qa -2 =2
a + P b *

7. Elliptischer Zylinder (schiefer):
—p2? F—mz)’
a? * bz 1=0,

wenn die Erzeugende: {

X=pz-tc
y=mz-+4d
e s XT Y2
und die Leitlinie: ") +1§ =1, z=10.
Die sich ins Unendliche erstreckendes Fliche wird von
" jeder Ebene in einer Ellipse (oder einem Parallelenpaar)
geschnitten und enthilt eine Schar von parallelen Geraden.
Ist die Erzeugende paraﬂel der Z-Achse, so ist die

2
GHeichung der IFidche: + %2 1.
. 2 2
8. Hyperbolischer Zylinder. % — %5 —1=10,
2 2
die Leitlinie . %——%’—2 1=0, z=0 wd die Er-

zeugende parallel der Z-Achse; er wird von einer Ebene
in einer Hyperbel oder einem Parallelenpaar geschnitten,

-2
9. Parabolischer Zylinder: -}— gbz 0,
2
Leitlinie ~ — ?_Z =0, z=0, Erzeugende parallel der

a2
Z- Achse, er w1rd von einer Ebene in einer Parabel oder
einem Parallelenpaar geschnitten. ‘
10. Jede Gleichung von der Form
1) x2y24-224axtbytecztd=0,
2) ax?-tby?4cz?4dxytexztfyn=0,
3) f(ax-+by-tez+d)(ax+bytoztd)=90

stellt bzw. eine Kugel, einen Kegel, ein Ebenenpaar dar.
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A) Differentialrechnung.

§ 84. Funktion; unendlich kleine Grtfen; Differential-
guotient.

Funktionen.

1. Eine Zahl von unverinderlichem Wert (3, 5, a,
8a—Db ...) heiBt eine Konstante; eine Zahl, welche
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann, heifit eine
Verinderliche (in der Regel bezeichnet mit ¢, x, y, 2),

2, Ist die Gr8Be y mit der GroBe x so verbunden,
daB — einem bestimmten Gesetz zufolge — jeder Ver-
inderung von x eine Verfinderung von y und jedem
Wert von x ein bestimmter Wert von y entspricht, so
heiit' y eine Funktion von x. Man nennt hierbei y
~ die abhingige, x die unabhingige Verinderliche
oder das Argument. Sind x, y und z so miteinander
verbunden, daff zu einem willkiirlich' gewiihlten Werte-
paar von x und y ein bestimmter Wert von z gehort,
so0 ist z eine Fupktion von x wnd y; x und y sind
hierbei die unabhingigen Veriinderlichen; ust. Der
Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist' eine’ Funktion
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines
Quaders ist eine Funktion von Lénge und Breite, bzw,
von L#nge, Breite und Hohe.



Funktion. 185

Bezeichnung der Funktion: {(3), F(x), ¢ (x),
w(x) und dergleichen,
y=£(x) ist eine Funktion von einer unabhingigen
Vertinderlichen x.

z =1f(x, y) ist eine Funktion von zwei unabhingigen
Veréinderlichen, x und y.

u=1(x, y, z) ist eine Funktion von drei unabhingigen
Veriinderlichen, x, y und z.

8. y=1(x), z=1(x, y) usf. heiflen entwickelte
(explizite). Funktionen.

Die Funktion y=1£(x) heilt fiir einen bestimmten
Wert von x n-deutig, wenn die durch den Ausdruck
von f(x) gegebene Vorschrift zur Bérechnung von y
aus jenem Wert von x im allgemeinen n verschiedene
Werte von y liefert.

F(x,y)=0, F(x,y,2z)=0 ust heillen unent-
wickelte (unphmte) Funktionen.

4. Man unterscheidet algebraische und tran-
szendente Funktionen und {eilt die” algebraischen ein
in rationale und irrationale. Die allgemeine Form
einer rationalen Funktion ist

ag 42 Xx-ax?4 .. a x®
by by x by x2-4.. by x®’
wobei m und n ganz und positiv sind; eine ganze
rationale Funktion n-ten Grades hat die Form
y=a,-+2a X+a,x2+ ... +a,x%  wobel  a,=0.
v ist eine irrationale Funktion von x, wenn zur
Berechnung des Wertes von y neben rationalen Zahlen-
verbindungen noch eine oder mehrere Wurzelausziehungen
notwendig sind.
Eine Funktion heiBt tranﬂzendent wenn der Wert
derselben nicht vermittels einer endlichen Anzahl von

y=
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einfachen algebraischen Operationen (Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division, Potenzierung und Radizierung
mit konstanten Fxponenten) aus der unabhiingigen Ver-
dnderlichen berechnet werden kann. y=a* y==logx,
y=sinx z B. sind transzendente Funktionen. ,
5. Bine Funktion f(x) heiBt stetig fiir den Wert a

des Argumentes, wenn nach Annahme einer beliebig
kleinen Grofle ¢ die GroBe & so bestimmt werden kann,
daB fiir eine Anderung des Argumentes wm eine Gmﬁe ,
h<d die Anderung der F unktion f(a + hy—f@<e
bleibt, oder kurz, wenn

limf(a-h)| =limf(a—h)|

h=0

h=0

Unendlich kleine GriBen und Grenzwerte.

6. Wenn eine veriinderliche Grofe sich der Null nihert
und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist als jede
angebbare GriBe, so nennt man sie unendlich klein.
. 7. Zwel unendlich kleine Gr88en heifen von
derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen einen
von Null vergchiedenen, endlichen Grenzwert konvergiert.
Ist a eine endliche, y eine unendlich kleine GréBe, so
ist'ay von derselben Ordnung wie y.

8. Ist 4 von der ersten Ordnung, so ist y von der

n-ten Ordnung, wenn der Quo‘uent 6 gegen einen

endlichen, von Null verschiedenen Wert konverglert,
also wenn y ‘
hm's‘l;r—
Das n-te Differential d®y einer Funktion y=f(x)
{st im allgemeinen unendlich klein von der n-ten Ord- -
nung, sofern dx von der ersten’ Ordnung ist.
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9. Eine unendlich kleine GrtBe hoherer Ordnung
ist im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung
selber unendlich klein; sie kann daher neben dieser
vernachlissigt werden.

Ist eine endliche Grofle I” gleich der Summe von
unendlich vielen unendlich kleinen Grdflen y,, p, oo
50 bleibt I" unveriindert, wenn jeds Grofe y um ein
unendlich Kleines & von h&herer Ordnung vermehrt
wird, Ist also

L=y +yp+ ... =limSy, so ist auch
I'= (71+81)+(72+82)+ co=lim(y+e).
10. Bs ist :

1)hm(1+c5)" = lim(l—}—?‘l?) =,
L oat—1 log a e
%) lim - 0 ls=o loge ’
mlmsma —1; B 1.
) =0 6 d=0
4)1nn(1-péf)m —.
M/ |m—oeo

11. Differential und Differentialquotient.
y=1(x)
y+dy="I(x-+4x).
Ay =1f(x+4dx)—~1(x)
Ay i f(x—|—Ax)——f(x)
hmZ— Adx
df(x)

Wy
lmax=0 dx‘w
= (@) =Di().

‘dx heiBt das Differential von x, dy dasjenige
. T . - d ) ) ‘
von y, df (x) = f'(x) dx ‘das von 1(x); a—ghelﬁt Diffe-~
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rentialquotient, die Funktion F(x) die (erste) Ab-
leitung von i(x).
Fg gibt stetige Funktionen, die keinen Differential-
guotienten haben,
Ist C eine von x unabhingige Konstante, so ist
ac 0.
=
Die Ableitung des ersten Differentialquotienten gibt
den zweiten usf.; es ist also
af(x) d*y o empon
o =y = () = DY ()
die zweite Ableiting von f(x).

§ 85. Allgemeine Formeln iiber Differentiation.
Es selen u, v, w Funktionen von x, A, B Y
Konstanten.
df(u) df (u) du
Tdx | du dx’ ,
dAua+Bv4Cw)= A(lu—!—de+de

. d(Au+y§Xv—|—CW) A +B~—— chw
-Au+Bv’+CW’.
dv)=vdu--udv,
duvw)=vwdu-tuwdvtuvdw, -
duv) _ (u’ v’)

3. /! ——d;—«——uv—{-uv’-—uv "‘6'—{-; y
davw...) (}_1: v oW )
wdx ’-—U.VW... u+'v—+;v~+.-. .
5 |

4 v ﬁuv—-uv"
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5. Bezeichnet man die n-te Ableitung von u mit u®,

80 ist: d*(Au+Bv)
— e A (
pre Aul 4By,

(u v)(n) =z u(n)v + (;l) 1{e~1} ¢(1} —+ (;) wle—2) ¢(2 + e

-+ (:Ill) u® yln—1) G uvl)

8. Ist u=1(z), 2=0(y), y=vw(x), dann ist
du_ df(z) dz dy
dx~ dz dy dx’
7.Vertauschung der unabhéingigen Verinder-
lichen. Bind x und y Funktionen von t, so ist:
dy dy dx_ -
D&a=am—7
2) H=<§E.d2y dy d2x ) (dx) y'~yx’
dx® \dt dgz  dt dt? Ty
Ist x als Funktion von y gegeben, so hat man
3) dy —1: dx d_izm_(_i_i{_(c_lf)s
dy dx? dy? \dy/ '

8. Betrachtet man in der Funktion z = f(x, y) die eine
der Gréflen x und y, 2. B. x, als veriinderlich, die andere
als konstant, so heifit die Ableitung der Funltion nach-
dieser Verfinderlichenx die partielle Ableitung nach x;
sie wird mit —g—;— oder mit f;(x, y) oder auch Iurz mit ¥
bezeichnet. s ist also

"6‘52{'“ i L E B Y) — 1 9)

h =0
ﬂ-——-h (xsy'+k)”_f(x’ y) .
dy k b=0
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Dag partielle Differential nach x wird mit 0, z,
das nmach y mit 0,z bezeichnet und es ist

8,2 od. 6, i(x,y)= aa—idx = f{(x,y)dx od. kurz = f,dx.

Die Anderung dz, welche z erfihrt, wenn die beiden
Verdnderlichen x und y zugleich sich um die voneinander
. unabhiingigen Differentiale dx und dy #4ndern, heiit das
totale Differential von {(x, y) und es ist

dz = fdx + f{dy.
Fiir u = f(x, y, z) ist
duo=fdx4fldy 4+ [[dz, d h:

Das totale Differential einer Funktion ist
gleich der Summe der partiellen Differentiale
nach siimtlichen Verdnderlichen.

9. Sind x, y, z Funktionen von t, dann ist

af(x, y,2) _ of (h a1 Ay | 6t dz

dat ax gy At " 8z dt’

10. Fur die h‘dhelen partiellen Ableitungen der
Funktion z=1(x, y) gelten folgende Bezeichnungen und

Beziehungen:
Oz Jdz
6—6_}:_022_” . 65}2_ 2z .
dx ~ oxr ' Jy dxdy 7V
oz dz
8= —
ax_ 0%z — 66y_¢9‘~’z_f”v'
dx Odydx T dy  gy2 T
aq 62 | 17 \ 77 ‘
350y Oy 0% oder | vy =1z

du on u (2
e e (Tt Py 20,
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wofern im Zdhler jeden Gliedes du? durch 0%u ersetzt
wird, — Der Satz gilt ebenso auch fiir das Differential-
n-ter Ordnung.
12, Unentwmkelte (1mp11z1te) Funktionen.
Ist f(x, y) =0, so ist

df(x, y) =fdx+fdy=0 oder gl=~——f;:f,
X
diy R0 ff 4 2
dxz 3

18, Ist f(x, y, z)=0, so kann z als Funktion von.
x und y betrachtet werden, dann ist
0f of du- 0z

1) 6x+ EPal e 0, hieraus folgt g
0f df du ) -z
2) 6y+ Pl 8 ={, hierans folgt Erg

Differenziert man (leichung 1) nach x, dann auch
nach y; ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich

. . _ 0%z 0%z 0%
Gleichungen, aus welchen .mz‘m 75 Tx e et 6 5 erhalt.

14. Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

£(xp 4 1) — f£(xg) = h-'(x + Oh),
wohei @ ein positiver, echter Bruch.
§ 86. Spezielle Formeln.

_ 1. Das Differential und der Differentialquotient einer
Konstanten ist Null.

n
2. %—XT:—-DX“ -1
¥ ! .
3 & (=) =a{n—1)(a—2)...na—r-+1)x""%r=n.

Codxr

—
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da* dam= de*
L ax « — g X . Il —pt
4. e axla; FEatals mla 5 =
dr(ax) X Ay
5. T =2 (tay.
dlogx 1. 1 1 XM
8. - P ———}—{—loge—~;~z-5-—; (s § 21,,),
dlx 1
dx  x
dr(logx) —1 ,loge
7. T =(— 1y —1)! o

dsinx . 7
= =cosx=sm<x+—2—> .

dfsinx TR
9. W=Sm (X +~§~> .

d cosx . 7
10. iz = — 8in X = cos§ <x+-2~> .
© dreosx rm\.
11. I == (08 (x—{——é—) .
dtgx 1 2
12. ix —m(—— sec?x),
(Fir hohere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.)
1
13. ngX=—— .1 == — cosec x) .
dx . sin?x
14 darcsinx 1
' dx YT —xz’
15 darccosx 1.

dx oo
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darctgx 1
16. ix T I1ga
1. daroctgx=_ 1 )
dx 14x2
18 darcsecx 1
.7 dx xyx?~1'
d arc cosecx 1
19. =,
dx xYx®—1

& 87. Die Taylorsche und die Mac Lanrinsche Reihe.
1. Taylorsche Reihe:
2 ho
B by =1 () + —un+£vm+_ﬂiﬁmw
hi=+1) '
fln-f-1) h
+( + 1)' (X+ lu’ ) ]

wofern u positiv und <1, £(x), #(x), £(x) ... endliche
und bestimmte Werte haben wnd wofern fn-+3) (x) end-

lich nnd stetig fiir alle Werte zwischen x und x--h
- Fir x=a und h=a—x ergibt sich:
2. x)=f(a)+(x f’(a)-—i—( ) f”()+...
=) oy gy 4 X @
+1) —a)l.
o g+ @+uxf h+u@ )]

HJerbel mufl fr+1(x) fir alle Werte von x’

zwischen a und x endlich und stetig bleiben.

Fir a=0 ergibt sich:
3. Mac Laurmsche Relhe

[x)=£0)+ f’(0)+ f”(0)+3.f”’(0)+ +—f<n)(o)

+
_f(n-+1)
( +1)]f( 1(!"’]{))

Biirklen, Formalsammlung ) 13

T A
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wofern f(x) und seine Ableitungen im Intervall 0 bis x
endlich und stetig bleiben.

Wird f(x) oder eine seiner Ableitungen fiir x==0
unendlich oder unstetig, 8o kann f(x) nicht mehr ver-
mittels der Mac Laurinschen Reihe entwickelt werden.
In diesem Falle ist 2. anzuwenden.

4. Taylors Reihe fiir zwei Verinderliche.

du 6u du

fx+1, y+k)_u+5-h+6y +2'(6k +6 )
: 1 ou

(e ]
V (s. § 85,44)

- 1[/0U0 80U \® (bu du, \®@
R=a[<ﬁah+ﬁk) —(5;“(97“) ]

(p=x+0Oh, q=y +0Ok),
§ 88. Werte unbestimmter Ausdriicke,

2,§ 0. oo, 0% oof, 1°°, oo—oco,
0’ !
f(x)

1. Nimmt —(—) fiir x =a die unbesnmmte Form %

co
oder — an, so ist
oo

(n)
(3xh+6 k) +R

f®] e,
(()P( x=2 ¢'(a)’
oder g, go wird das Verfahren

fa) _
g@- 0

wiederholt und es ist, wenn @ (a) und @®(a) diejonigen

Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleichzeitig zu O

oder zu co werden:

tim £
¢ (®

wird auch ~—~+

fn) (a)
x——::: Qﬁ(“)(a) ’
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2. Ist f(x)@p(x)=0.00 fir x=4a, so0 ist:

1
fx) - p)=1%:——.
(x) ) e
Dieser letztere Ausdruck nimmt fiir x=a die Form
% an, sein Wert ergibt sich nach 1.

3. Nimmt der Ausdruck [f(x)]*® fir x=a eine
der Formen 0°% oo% 1% an, so setzt man [f(x)j#®
==eP(®#(x) ynd untersucht nach 1. oder 2. den Aus-
druck ¢ (x)1f(x).

4. Flthren die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Ausdruck, so muBf man zu
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann fiir x
zuniichst a--h setzen, den Ausdruck umformen oder
nach steigenden Potenzen von h entwickeln und wenn
méglich vereinfachen, woranf sich fiir h==0 der ge-
suchte Wert ergeben kann, Hs ist jedoch auch mog-
lich, daB ein Grenzwert der unbestimmten Form. fiber-
haupt nicht existiert.

5. Wenn f(x)—¢(x) fir x=a die unbestimmte
Form oo -—occ annimmt, so suche man den Ausdruck
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln,
was 7. B. folgendermaflen geschehen karn:

LI

i)
£ — o ) = 20 -
) ¢®

Der Wert hierfiir wird nach dem Vomusgegangenen
ermittelt.
6. Die Bestlmmung des wahren Wertes eines fiir
x =4 unbestimmten Ausdruckes kann hiufig dadurch
vereinfacht werden, daB man denselben von .solchen
1a*
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Faktoren befreit, welche fiir x==a weder zu Null noch
unendlich grof werden. Das Produkt aus dem wahren
Wert des iibrig bleibenden Teiles und den bestimmten
Werten der weggelassenen Faktoren gibt den wahren
‘Wert des gegebenen Ausdruckes an. ’

§ 89. Grifite und kleinste Werte von Funkiionen.

1. Die Funktion y==f(x) erreicht fir x=a

ein Maximum, wenn f(a 4 h)—f(a)<0,
ein Minimum, wenn f(a4-h)—f(a)>0,

wobei h sich der Null unbegrenzt niihert.

2. Bei zunehmendem x ist

f(x) wachsend, wenn #(x}>0,
f(x) abnehmend, wenn f(x)<0.

8. y=1(x) erreicht fir x=a

ein Maximum, wenn f'(a)=0 und '(a)<0,

ein Minimum, wenn ¥(a)==0 und (a)>0;
allgemein: Sind f(x), ... {®(x) in der Umgebung von
x ==a stetig und verschwinden die (n— 1) ersten Ab-
leitungen fiir x =a, wihrend die nte 0 ist, so ist
f(a) bzw. ein Maximum oder Minimum von f(x), wenn n
gerade ist. ~

Ist die niederste flir x=a nicht verschwindende
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster),
go ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum.

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder
Minimums zu finden, wird y’ gebildet, gleich Null ge-
gotzt und die erhaltene Gleichung nach x aufgeldst.
Nun wird y” gebildet, es werden die gefundenen Werte
von x eingesetzt und aus dem negativen oder positiven
Ergebnis bestimmt, ob ein Maximun oder Minimum vor-
liegt.” Durch Hinsetzen der gefundenen Werte von x
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in y == i(x) ergibt sich der Wert des Maximums oder
Minimums selbst.

4. Funktion zweier unabhlingiger Verdnder-
lichen, z = i(x, y).

Man bestimme x und y aus -
of . 6f
1) é’; == 0 '(ll'l(] -53; = O .

Die erhaltenen Werte milssen der Bedingung geniigen:
) ( o2f )2 def 0%t

8x dy dx? oy?
Iis findet dann Maximum oderMinimum statt, je nach-
dem 82t - oer
3) @ und 5—575

fiir jene Werte von x und y beide gleichzeitig bzw. <0
oder > 0 sind.

5. Relative Maxima und Minima. Die Werte
von X, ¥, z, flir welche die Funktion v = f(x,y, 2)
unter gleichzeitigem Bestehen der Bedingungsgleichungen
(Nebenbedingungen) ¢(x,y, z) = 0 und p(x,y,2z) =0 "
ein ‘Maximum oder Minimum erreicht, ergeben sich aus
den (leichungen: '

du ' ,
1) = fe+ gk +pyr =0,

ox

. du

2) 5;=f§+1¢§+#w9=‘0,
ou

8) - =f+igi+puyi=0,

4) ox,7, z)'__“0] B) w(x,y,2) =0,
aug welchen man zuniichst die willkiirlichen Konstanten
i, p entfernt und wobei o

we=f(x,y,2) + 1o, 5,2 + uy(x, 7).
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B) Integralrechnung.
& 0. Bezeichnung und Erklirung,
F(x) heit das Integral von f(x)dx, geschrieben
[f(x)dx, wenn aF ()
dx —f( ))

es ist also dann [f(x)dx==F(x)4+ C, wobei C eine
unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist
dff(x)dx
aJt@dx_ 4oy
dx
§91. Integration einfacher Funktionen; Grundformeln.
Bei siimtlichen pachstehenden Formeln ist rechts
die unbestimmte Konstante zu erginzen,

' xo1
1. jx“dx=n fir nx—1,
(a+ bx)“*l

/(a—l-— bxppdx = ———————(n T

bl
2. d—f——l /‘(x)dx“lf(x)
x
a‘
3. /‘a‘d‘x==——; /e"dx:ex.
= la
4. fcosxdx::sinx. :
b. [sinxdx=—cosx:
dx
6 ./cos"’x=tgx'~
- /’ dx ok ‘
7. i = —otgx.
g | 21X dx=—l—(==secx)

cos?x . cos
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9.

GOS8 X 1
5= dx = — —— (=—cosecx) .
sin?x sinx

10. /sinxcosxd:’c=s -

11. [tgxdx=—1lcosx.
12. [etgxdx=Isinx.

dx dx X
. —-—=lt M =Zt _-_.
18 fsinx COSX BX; fsinx €3

1w [ 2= ztg<1+i).

©08 X 4 2
15. _.X_._._=arcsinx=-—arccosx—i—£,
Y1i—x2
dx 1 bx

-— are sin —— .

Jai—bixz D a

16. ‘/.1_%_% &a,rctgx-_-——arcctgx-}-g- ’

‘/“dx "1 ct—P—E
a2+b2x2~ab g

C17. ==a1csecx
xix” ’ ,
1

18. ——‘=—-‘a.rcein(1—-'x),

,.___H_ — i +TF ).

19,
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—=(x4Yx2—-1).
V__._
21. fVX?ianxz“gVﬂiﬁQi—g—l(x+Vx2:}_—a2).
P 2
‘22. /Va2~x2clx=Eya2—x?+a—d1'csin§.

20.

23 (b ox

fVa+2bx+cx2 ]/c
+1/EVa+2bx+cx2)

cx—b

24. aacsm——~——-—
/a.+ bx—cx? ]/E _ ]/BT—{:TG,
25. ———X—d—x—~~-~—=~—1/au-{-be—i—cx2

Va.—l—2bx+cx2

———V—_gl b+cx+]/—aya+2bx+ox2).
C .
2. /————id—x——--=———1~]/am—|—2bx»—cx2
Ja+2bx—cx? ’
mcsm——ji:l
}/6— Vb2+a.c'
§ 92.  Allgemeine Formeln; Integrationsweisen ent-
wickelter Funktionen; Rekursionsformeln.
Es seien u, v, w ... Funktionen von x; A, B ...
konstante Faktoren. , : '
1. Integration einer Summe.
'f(Au+Bv+CW-‘-|— ..odx
=Afudx+Bfvdx+4Cfwdx+ ...
2. Teilweige Integration.
uvwfudv—;-fvdu und
fudv-_uvavdu
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Beispiel:@ :
[xtcosxdx = [x?dsinx = x?sinx— 2 [xsinxdx,
jxs'mxdx==—fxdcosx=—xcosx+fcosxdx

=-—xcosx-+sinx+4+C, also
[x%()sxdx:x?sinx—}—2xcosx-—2sinx+0.
8. Integration durch Substitution. Is sei
x = (z), dann ist dx =¢'(z)dz,
Ji®ax=[i[p@)]¢' () dz.
dx
x®(a-bx)p’

dann ergibt sich
1 (z — byw+o—2
e am+n—1 f Z0 dz |
nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden.
Die h#ufigsten Substitutionen sind:

Beispiel: Man setzt ;——i—bv=z,

z=a-bx; z=a-bx?; z=—i—+b.

a-+bx & z—1
a—bx b ozf1’

m /AL
Va+bx=1, oder x=

7 ==

ginx=z wnd dx== 5

1—12 2dt
“ire YTire
4, Integration durch Zerleguhg in Teilbriiche.
‘ y (%)
F(x)
148t sich in eine ganze Funktion ¢(x) und eine echt

X .
tg-2—=.—ﬂ-t,_smx==————-—

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion
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gebrochene, rationale Funktion m umformen. Diese
letztere 148t sich in eine Summe von Teilbriichen zerlegen.

1) Die Wurzeln der Gleichung F(x)==0 seien simt-
lich reell und untereinander verschieden, es sei

Fx)=x—a)(x—b)x—0c)... =0,
dann ist
I(x) A B C
T x—a+x—b+x—o e
hierbei ist () 1)
——-m, -—BT,(*b‘), sa0

2) F(x)==0 hat auch komplexe Wurzeln, z. B.
p+qi vnd p-—qi, dann ist
fx) A Ay P (x)
F(x) __xwp-—qi_{_x—p—i—qi_*—d)(x) !

hierbei ist .
A o Jt+ad) o, fp—qi)
CTFo4e) T P Flo—ad)

Faft man pach der Bestimmiung von A; und A, die
beiden ersten Briiche zusammen, so0 geben sie einen
reellen Bruch mit dem Nenner (x —p)%--q2.

 8) Mehrfache Wurzeln.  Hs sei
F(x)=0=(x—a)*(x—b)}f(x—e)..., dann ist
f(X) A A’l
F@ (x——a)ﬂ‘"‘“»
B B1
n .

Setzt man F(x)_-(x~a)“ q;(x), 80 hat man mur
Bestimmung von A. A,, Ay ... folgende Gleichungen:



Integrationsweisen entwickelter Funktionen. 208

t(a) ==.A'Q7(a.),
@) =A . @'(a)+ A pla),
t(a)=Ag@"(a)+ A, - 2¢(a)+A 2<P(&),

£9)(8) = A gio)(a) -+ A, -1+ 92— D)
+ 400 —1)- g D@) + ... £l @),
Das Integral der urspriinglichen, gebrochenen funletion
ergibt sich nun durch die Integration der einzelnen Teile.
I >
ax+ b) sine Funlction, welcho
. cx-e
-aug X und der n-ten Wurzel durch rationale Verbindungen
derselben aufgebaunt ist, dann LSt sich

]“/ax—}-b.
fR(X, m)dx

in das Integral einer rationalen Funktion (iberfiihren

n
durch die Einsetzung |/ aziz.—z

Um fR(x, Ja+bx + ex?)dx (¢> 0) auszufiihren,
cx—l—b
benutzt man die Emsetzung y= m, man erhiltdaon

[R(x,Ya+bxox?)dx=[R(y, /1 £5)dy.

Hierbei stellt R, wieder eine Funktion dar, die
durch rationale Verbindungen von y und Y1 -Ly? ge-
wonnen wird. Ist nun R, eine Summe mehrerer Glieder,
8o integriert man jedes Glied einzeln. Andernfalls 148t
. gich das Integral, abgesehen von Integralen rationaler
‘ leferentnle, guriickfiibren auf eine Summe von Inte-

Ry(y)dy

'1+Y9

5. Es bedeute Rjx,

g'ralen von der Gestalt



204 ‘ Hohere Analysis.

Wendet man auf R, Partialbruchzerlegung an, so
erhilt man eine Summe von Integralen von der Form

yrdy . dy
—t—te, wobeli n >0 wnd ——>" .
]Vliy‘“ F—ary1+y?

Die letztere 1iBt sich durch die Einsetzung y—a==—
z

und durch Wiederholung des obigen Ganges ebenfalls

auf die erste Form bringen, auf welche nunmehr auch

das urspriingliche Integral zuriickgefiihrt ist.
Rekursionsformel:

ydy _ ¥ TlWtdy? n—d fyridy

ity — n —~ n ]/1:};372'
Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursions-
formel gelangt man auf das Integral 15. oder 19. von

§ 91 oder a.uif ydy .
1ty
Durch unmittelbare Integration vermittels der Grund-
formeln, durch Teilbruchzerlegung und durch die vor-
stehenden Verfahrungsweisen ist die Integration von
@(x)dx durchfithrbar fiir folgende drei Falle:

[}

UL @E)=R(x,}a+2bxtecx?).
6. Weitere Rekursionsformeln.

sinm-+1 x cog~—1x
m-+n

fsinmxcos“‘”’ xdx .-
m - o,

1. js'm“‘ XCcost X dX =

ot
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sin®—1!x cogrt1x

2. /sin‘“xcos"xdx:—~
m-mn

8 oo

m—1/{ .
+ fsm"“2x cosPxdx.
m ~-n
3. fx“exdxmx“ex—nfx“‘*le‘dx.
e* 1 ex
f 1)x““1+ fxn_ldx.
x“smxdx——-x"cosx+n/x“—lcosxdx
fx“cosxdxwx“smx—n/x““‘lsmvdx
fsin Xix gin x /cosx
x® ' (n——l)x““1 n—~1 xo—1
. COS X CcOoS X sin x
8. f AX = — ;= f dx
X2 n—1)x— n—1/ xz—!

7. Integration durch unendliche Reihen,

1. Wenn f(x)=uy +uy+ug+ ... +uy4 ..,
eine Reihe ist, deren Glieder stetige Funktionen einer
Vertinderlichen x sind, wenn ferner diese Reihe fiir a
und b und alle Werte zwischen a und b konvergent ist
und wenn f(x) die Grenze ist, gegen die sie konvergiert,
go ist (s § 93,1)

ff(x)dx—-—fuldx +fu2dx+fuqu+

2. Liefert dle Mac Laurmsche Relhe fiir £(x) eine
konvergente Reihe

f(x)_f(0)+xf’(0)+——f” (D)4 veay
8o igt .

f(x)dx=0+ f(0)+ £'(0)+—f"(0)+...

Die Integration dmoh unendhche Rethen besteht also
darin, daB man den beweffenden Ausdrnck (z B. durch
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den binomischen Lehrsatz, die logarithmische Reihe u.a.)
in eine unendliche Reihe verwandelt und, nach Unter-
guchung der Konvergenzverhiltnisse, die emzelnen Gheder
derselben integriert. .

§ 93. Bestimmte Integrale.

1. Ist £(x) dx das Differential von ¢(x), soist (x)--C
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heilit
b

[Ix)dx=p(b)— p(a)

das bestimmte Integral genommen zwischen den .
Grenzen a und b, d h. filr x=a und x=b. Das be-

stimmte Integral f f(x)dx ist die Grenze der Summe

der unendlich klemen Werte - des Differentials f(x)dx,
wenn X durch unendlich kleine Anderungen h von a
in b {ibergeht; daher auch

b .
[t(x)dx =1lim {f(a) + f(a-+ h) -+ f(a + 2R) + ...} -}

fl)f(x)dx=4—/af(x) dx .
a b
b b cb
3. f[f(x)dxi(p(x)dx]xff(x)dx:}:fqo(x)dx

4. f x)dx__/f(x)dx—}—/f(x dx—]—ff(x)dx,

e und d Werte zwischen a und b. s
b, Mittelwertsitze. Wenn f(x) in dem Interva]]
x==a bis x==b stetig bleibt, iat:

ff(x)dx:(b—a)f[a+a(b-—a)], 0<e gy
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* wenn ferner f(x) in dem Intervall a <x < b positiv und
nicht ubelall gleich Null, so ist

f(p(x (@dx=¢ (c)ff(x)dx, a<e<h.
6. Angenaherte Berechnung ¢ines bestimmten
Integrals f f(x)dx. — Es sei fiir jeden Wert von x

zwischen' a und b fir eine Funktion ¢(x)
p(x) <i(x), desgleichen fiir eine zweite y(x)
z,u(x)> f(x), dann ist

fqa(x)dx <ff(x) dx <fw(x) dx .

Slmpsonsche Regel Urn einen Naherungswert
Xgn

von f f(x)dx zu finden, teils man die Strecke zwischen

X, unod Xgn 1D 2n gleiche Teile von der Linge h, und
bestimme die zu den Teilpunkten gehtrigen Ordinaten -
Yo» Y1y Ya --- Y2n, dann ist anndhernd :

Xgn

ff(x)dx—~<yo+4y1+2y2+4y8+2y4+ .+ Yen)

(s auch § 94,.4). «

: 7. Summierung von Relhen dmch bestiznmte
Integrale.

Wird f(x, m)dx zwischen zwei Grenzen a und b,

die von m unabhiingig sind, integriert, so ist das Ergebnis

im allgememen wieder eine Funktion von m, so daf also

ff(x m)dx=—q(m), daher

f[ (x, 0)+f(x, 1) +£(x, 2)+ ... +i(x, 0 ~1)]dx
o =0+ of 1)+«p(2)+ s p@—-1).
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L#B8t sich die unter dem Integralzeichen stehende
Reile leicht summieren, so erhilt man die Summe der
rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten

[ntegrals*). .

b
8 _ [t @)
8. mff(x, oc)dx—/de,
a o

wenn die Grenzen a und b konstant sind in Beziehung
auf &, dagegen
b

9 | of(x, &) db da
' 'é;v/f(x)“)dx'_—‘—/‘ Jo dx"l"f(ba".‘)a_’f(aa‘x)daa

wenn a und b Funktionen von « sind.

4 b b d
JUJtx, nax] dy = [[ [#(x, y)dy] dx,

wenn f(x,y) fir a <x<b, e <y <d eindentiz und
stetig ist. -
9. Besondere bestimmte Integrale.

1 dx 7
T Jatbx® ayhh

o .
r dx :
2. e e
(/<1+x)ﬁ 8
1 .

*) S. Schloemiloh, {bgsbeh. 7 St. . hoh. An. 2. Teil, S. 168.
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; :

x2n © 1.8.5...@n—1) @ |
4./ dx = 7 5

]/1__3{2 2-4-6...2n
2l .
)
. 1.3:5...8n—~1) =
2n — —
/sm xdx I NET 5
0 n
3
A
=/[cos?xdx; 2n>0.
‘ 8
x#nt1 2.4.6..:2n
. - =dx= - H
yi—x? 1.3.5...(8n41)
b
"

2.4.6...2n
gin2n+1y o e e,
/m o S T
:"2}

=fcosz“+1xdx; 2n4-1>1.
; ‘

dx:%; a>0;

———dX =0 .
X .

7. /e‘*xdx=1'; _/e"":% T

U . 1]
Btirklen, Formelsammlung, 14
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: .
8. /x“e”“dx—- n+1(a>0 0 zanzeZa
b

0) Anwendung der Infinitesimalrechnung i
Geometrie.
§ 94. Ebene Kurven,

1. Ist y=1(x) die (leichung einer Kurve, z .
Winkel der Tangente mit der X-Achse, dann
(ds 5. § 94,,): ;

x dy
i’ tgrwa}—y’.

Wenn y'=0, dann ist die Tangente parallel
X-Achse, ist y'==o0, 80 ist sie parallel der Y-Adl

2. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wichst)
zunehmendem x, wenn y' >0, sie fallt, wenn y'<

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhat
(konvex) gegen die X-Achse, wenn y und y” flir die
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Falle ist
hohl (konkav) gegen die X-Achse (8. § 89,4).

3. Besondere Punkte. Fiir einen Wendepm
der Kurve y=£(x) haben f“(x—h) und (x4 h) ¢
gegengesetzte Vorzeichen (b unendl. kl.). Die Koo:
paten der Wendepunkte ergeben sich aus der Kurv
gleichung und aus der Bedingung: /(x)==0, wihr
7(x)=z0; oder aus f(x)=o0.

Fir die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r==f
erhilt man die Koordinaten der Wendepunkte aus di
Gleichung und aus r? 4212 —1r2” =0,

Ein Punkt einer Kurve f(x,y) ==0 ist ein vi
facher Punkt, wenn sich mehrere Kurvenzweige
‘ithm schnelden es miissen sich also fiir ihn meh]
Werte von y' ergeben.

. dy
sint=-=, co8t==
v ds
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’
Dies ist mdglich, wenn H»———E— die Form 9
dx 5 0
annimmt, wenn also f; =0, f;=0. Durch Ableitung
des Z#hlers und des Nenners der rechten Seite nach x
erhilt man zur Bestimmung von y':

d d '
«) f;’x+2flx/ydy+f§"y< y) 0;
2

hieraus ergeben 1) Werte von y/, d. h. der Punkt ist
0

Doppelpunkt, bzw. Rilckkehrpunkt oder Selbat-
bertihrungspunkt, bzw. isolierter Punkt, ]enachdam
i > s (4

fxﬂy <f11 fly}’ )
Fiir einen Ritcklkehrpunkt (Abszxsse Xp) ! .erster Art
(Zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente) erhilt

- . . a?y .
man mit x, 4-h zwei verschiedene Werte von a——g mit

- entgegengesetzten Zeichen; fiir den Rilckkehrpunkt

zweiter Art erhiilt man in derselben Weise Werte mit
gleichen Zeichen.

Besondere Punkte im Ursprung O. s sei
A+@Bx+Cy)+Ox24+-Exy+Fyl)+ ...
@ Qety+ . 8y =0

die Gleichung einer Linie n-ten Grades. Ist nun

&) A=0, so geht die Linie durch O und es ist
Bx--Cy=0 die Gleichung der Tangente in O;

p) A=B=C=0, so ist.O doppelter Punkt und
es ist Dx”—Exy-}—Ty*—O die gemeinschaftliche

(leichung der Tangenten in 0. Ist dabei E”—4DF%O )

go gind dieselhen hzw. reell getrennt, reell Zusammen-
14
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fallend oder imaginir und O ist bzw. eigentlicher Doppel-
punkt, Rﬁckkehrplmkt oder Einsiedler.

Einen Doppelpunkt der Kurve x-—=g(t), y=1y(t)
bestimmt man aus ‘
x=oplt) =pt), FT=ylt)=vpt),

dx dy

=% %

In zweifelhaften Fillen ist eine Untersuchung der

Kurve in der Nihe des Punktes ndtig.

’ 4, GrdBenbestimmungen.
Bogenelement

85— £ A+ 0y = £V T+7 7 dx =+ )+ G dgP.
ds mufl bel der Bestimmung von sint und cost

(8. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem

fir tg 7 entspricht.
Die Tangente und Normalé in Punkt P schneiden
die X-Achse in T, bzw. in U, dann ist: ,

y dx\2
te PT=2"L.7 '3 (__)
Tangente P Y14y y 1+ i)

einen Riickkehrpunkt aus

Subtangente =~§—,;

Normale PU=yy1-y?;

Subnormale =yy.

Polarkoordinaten: u Winkel der Tangente PT
mit dem Fahrstrahl OP zum Bertthrungspunkt P, im -
Sinne des wachsenden Winkels ¢ genommen; das Lot
auf OP in O schneide die Tangente in T, die Normale
in N, dann heift PT die Tangente (T), PN die Nor-
male (N), OT Polarsubtangente (S;), ON Polarsub-
normale (S,) und es ist ‘ :
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tgy=%(:r:§é>, 'l‘=r]/1+<£->g; N=yr?4-r'%;

, r?
ng? 4 Sn=1".
5. Gleichung der
Tangente im Punkt (x, y), an die Eurve y = (),
bzw. F(x, y)=0, bzw. x=¢(t), y=v(t), X und Y
Jlaufende Koordinaten:

dy .
D Y-y=FE-n;
2) R0 (T )0
) ®-—nF - -pZ-o.

6. Bethmmung der Asymptoteu Die Gleichung
einer Asymptote kann in einer der Formen geschrieben
werden:

y=mx-+4c, Xx=puy-y; hierbei ist-

.y . dy . '
m=hm; x=m=hm(—1§ ] ¢==lim(y — mx) x=°o;
. X . dx i
p=lim—| — =lime—| , y=limEx—py)
y==00 Y |y=oo y==00

Bei einer Kurve n-ten Grades kann man die n még-
lichen Asymptoten (Tangenten in den n Schnittpunkten
mit der unendlich fernen Geraden) erhalten, indem man
ausdriickt, dall. die Richtungsgerade y =m xdie Kurve ~
einmal und die Asymptote y=mx--¢ die Kurve
zweimal im Unendlichen trifft,  Man' setzt daher .
das Aggregat der Glieder n-ter Ordnung gleich

Null dividiert mit x* und 168t nach l auf. Die n Wurzel-
;WGI'I‘,B (m). fiir -y;:« gind dle Rxohﬂmgskoefﬁnenten Man
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setzt nun y=mx-c¢ in dis Kurvengleichung ein und
ordnet nach Potenzen von x. Der Faktor von x® wird
von selbst zu Null. Aus dem gleich Null gesetzten
Faktor von x2—1 ergibt sich e.

Iiir die Kurve r = f(¢) (Polarkoord.) bestimmt sich
die Richtung einer Asymptote aus dem Wert von ¢,
fiir welchen r=o0 wird; die Lage der Asymptote ergibt
sich aus der Polarsubtangente, fiir welche man hat

2
Sg = lim E;-
r r=o0

Asymptoten parallel der Y-Achse. Man sucht die
Werte von x, fiir welche y = oo wird. — Fiir die Kurve
PP +yo~ By (1) + ...+ Fp(x) = 0, —F(x), B, (x)...
ganze rationale Ausdriicke — ergeben sich die zur Y-Achse
parallelen Asymptoten aus Fi(x)= 0. Auf entsprechende
Weise erhiilt man die zu der X-Achse parallelen Asymptoten.

7.  Beriihrung von Kurven. Zwei Kurven
y=1£(x) und y=¢(x) haben in einem bestimmten, ge-
meinschaftlichen Punkte (Abszisse x;) eine Beriihrung
n-ter Ordnung, wenn £(x,) = @(x,) und filr denselben
alle Ableitungen von f(x) und ¢(x) bis zur n-ten ein-
schlieBlich einander gleich sind. ~— Kine Berithrung n-ter
Ordnung kann aufgefafit werden als eine Grenzlage, bei
welcher n+-1 Schnittpunkte der beiden Kurven in einen
zusammenfallen. Bine Gerade y=mx-}-b bildet mit einer
Kurve y =f(x) eine Berlihrung n-ter Ordnung, wenn fiir
den gemeinschaftlichen Punkt alle Ableitungen von #/(x)
bis zur n-ten einschlieBlich verschwinden und f'(X)==m
{Wendepunkt, wennn gerade, Flachpunkt, wenn n un-
gerade ‘ist). Das Berithren ist mit Schuneiden oder Nicht-
schneiden im Beriihrungspunkt verbunden, je nachdem
die Bertihrung von gerader oder ungerader Ordnung ist,
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8. Krlimmungskreis, Fristderjenige Kreis, der mit
einer Kurve eine Beriihrung zweiter Ordnung im Punkt (x,y)
hat; der Mittelpunkt desselben, der Kriimmungsmittel-
punkt, ist der Schnittpunkt zweier unendlich naher (zu-
sammenfallender) Normalen, Der Eriimmungshalbmesser g
und die Koordinaten (X, Y) des Kriimmungsmittelpunktes -
sind bestimmt durch die drei Gleichungen:

) @—Xp4—TpE=g,
2) @—X)+(F—-Y)-y=0,
3) 14y (y—Y)y”"=0, hieraus ergibt sich

Krummungshalbmesser p=-4(1+ y’?)7 y’

(+ je nachdem y”> 0)
{ X=x—(1+5?-y:5",
1 Y=y+4+( +Y"")ZY”-

Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen

r=p() und y=yp(t), so ist
. Q — (Xl2 +yl2)7‘} . (xl y-’/ xll I)
X=x—y @4y (y YY),
Y=y +x' @74y Xy —x"y).
Fiir Polarkoordinaten hat man '
(-t
+r2+ ar2—rr"”

DerKontingenzwinkel dzist der Winkel zweier un-

endlich naher Tangenten, er ist gleich dem Differential des
Neigungswinkels der Tangente gegen die Polarachse; es ist

dxd?y —d2xdy ( ) rd(p
B ds? =do+\g) 4
ds * ds
Q == 5= o, ‘
dr  de-du 1 de

MaR der Kriimmung, kurz Krﬁmmung —é-=a—gg
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9, Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Kriimmungsmittelpunktes. Ihre Gleichung wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen fiir X und Y
in Nr. 8 unter Benutzung der Kurvengleichung x und y
eliminiert. Die gegebene Kurve heifit Evolvente. Jeder
Kriimmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente, Tan-
gente an die Hvolute. Differenz zweier Kriimmungs-
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, biegsamer
und unansdehnbarer Faden in straffer Spannung abgeldst,
" 8o beschreibt der Anfangspunkt des Fadens die Evolvente,

10. Hillkurven. Die (leichung I(x,y,p)=0,
worin p ein verinderlicher Parameter ist, stellt eine
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhiillt; die
Gleichung der umbiillten Kurve ergibt sich durch
Tlimination von p aus den Gleichungen

1. Fx,y,p)=0 und
2, or =0.
dp A

Tinthilt die Gleichung der beweglichen Kurve zwei
verinderliche Parameter p und q, zwischen welchen die -
Beziehung @(p, q) besteht, so ergibt sich die Gleichung -
.der Hilllkwrve durch Elimination von p und q aus den
drei Gleichungen:

oF 0 oF 0
;9—5-%—5?3%=0, Fxypa)=0, ¢ q=0.

11. Fldcheninhalt (Quadratur), Der Inhalt J der
Fliche, welche zwischen der Kurve, der X-Achse und
den zu den Abszissen x, und %, gehorigen Ordinaten
eingeschlossen ist, ergibt sich aus :

1 .
J=[fx)dx,
X [
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. oder bei schiefwinkligen Koordinaten
. iy

J=siny[f(x)dx.
Xo

Soll die Flache begrenzt sein durch die Kurven
y=1(x), y=¢(x) und die zu x, und x, gehdrigen
Ordinaten, so ist

I

T= [ — p(x)] dx.

Xo.

Simpsonsche Regel. Ist f(x) hochstens vom
dritten Grade, ym die Ordinate in der Mitte zwischen
X, und x,, dann ist

[0 d% = 305 — %) (Yo -+ 4 T +10)
e (8. auch § 93,,).

12. Kurvenlinge (Rektifikation) Die Linge s
eines Kurventeiles, welcher zwischen den Abszissen x,
cund x; liegt, ist

X1 p 51
s=[Yixfdy’=[V1Fy?dx.

‘ 13. Polarkoordinaten: Fliche zwischen der
Kurve und den zu ¢, und @, gehirigen Strahlen

' (3]
J= %frl‘ de.
Po
Kurvenlénge:

B ®1 n
2
g = Vﬂ’+1‘3-dq)=fl/l+r?<%%>-dr.
Pe To ‘
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‘ $ 95. Raumkurven (doppelt gekriimmte Kurven).
1. Eine Raumkurve ist gegeben durch die Glei-

chungen ¢
X:(p(t) ¥ ‘ f(‘( . “ .
— X,¥,2z) =0, (Schnittlinie der
{ Z:ﬁg’ oder { F(x, 7, Z)=0,  Flichen)

z==q,(x) der Kurve).
2. Bogenelement
ds=)dx? - dy? +dz? =}1+y?2+22.dx.
3. Gleichungen der Tangente im Punkt (x,y,z)
X—x Y—y Z—z=
ix  dy  dz '’
X—opt) _Y—y® _Z2—3O
@' (t) ' (1) 4O

of of of
E(X"X)+5§‘(Y*Y)+§;(Z*Z)=Or'

oF oF oF
‘E(X“X)+W(Y—Y)+—(9—Z—(Z—Z)=O-
Winkel «, 8, y der positiven Tangenten-
richtung mit den Achsen bestimmt durch
. dx dy
CO8 0 ==, cosﬂ:d—s, ‘
4. Gleichung der Normalebene im Punkt (z, y, z)
X—-x)dx4+(Y~y)dy+(Z—2)dz=0, oder
X — o] ¢'() + [T — p O v/ () + [Z — 2 (] t) = 0
oder (X—x)cosax-+(Y—y)cosf+{(Z—unycosy==0.
5. Gleichung der Schmiegungsebene (= Kriim-
mungsebene == Oskulationsebene = Ebene durch Punkt
[x, ¥y, 2] und zwei unendlich pahe Punkte)
(X—x)cosd4+(Y—y)cos -} (Z~—1z)cosy=0  oder
AX—x)+BY—y)+C(Z—2)=0, ,

oder { Y=, (x) (Projektionen

oder

oder

dz
COS}'=E*S-.
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wobel A==dyd?z—d?’ydz, B=dzd?x—d2zdx,
C=dxd?y—d2xdy:
Nmmale zur Schmiegungsebene (Binormale)
X—x Y—y Z-—z
AT B T T
Die Winkel A4, pu, v dieser Normalen mit den
Achsen gind bestimmt durch

A B
cos}.=~ﬁ, COSp=1y, CBY=gp

D 1
D=yA? 4+ B2} Ct.

Die Hauptnormale ist die Schnittlinie der Normal-
ebene mit der Schmiegungsebene; die Gleichungen der
Hauptnormalen sind: |

X—x Y- v 7~z
dx . dy dz
d— -—  d—
ds ds ds

Fur die Richtungswinkel &, #, { der positiven Hanpt-

normalen hat man:

cos§ deosa cosy dcosf  cos{ dcosy
o ds ] o  ds ' o, ds

8. Kontingenzwinkel dz, d. h. Winkel zwischen
zwel unendlich nahen Tangenten:

dr= Elg? =1/(d cos o)? + (d cos B)2 -} (d cos y)?.
Erster Kriimmungshalbmesser
_ds  de®
a= e "D
Der Kriimmungsmittelpunkt liegt in der Schmie-
gungsebene, auf der Ha,uptnormalen und kann als Schnitt

der Hauptnormalen mit einer unendhch nahen Normal-
ebene hetrachtet werden.

wobei
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Die Koordinaten des Krﬁmmungsnﬁttelptlnktes gind
X—"—*X—FQ%E;, Y=Y+9%d—s, Z=Z+Q%“a-‘é“-

Unter der (ersten) Kriimmung oder Flexion ver-
steht man dr 1

» ds o' )
Kurven mit der Flexion Null (—-— = ) sind gerade
Linien, ' o
‘ 7. Torsionswinkel d#, d. h. Winkel zweier un-
endlich naher Schmiegungsebenen
d¥ =7Y(d cos 1)2 + (d cos w)2 -+ (d cos #)?,
Zweite Kriimmung oder Drehung (Torsion) der-
. Kurve dé¢ 1

i‘-dxs Oa

Kurven mit der Torsion Null (—1— e O) gind ebene
‘Kurven. Qa

Zweéiter Krimmungshalbmesser (Halbmesser:
der Drehung)

d .
02 _—:i-&% (links oder rechts gewundene Kurven).

8. Frenets Formeln:

y-

decosee  cos{ dcosf cosy  dcosy cos ¢ :
s~ o ' ds — o ds o’
deosd cos§ . dcosp cosy  deosy cos{
ds g, ' ds g, ’ ds o
deos§  cosax cosd  deosy  cosf cosu
ds e e ds g g
deos{  ocosy cosy

ds & Qs
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9. Schmiegungskugel, Grenzlage einer durch vier
unendlich benachbarte Punkte einer Raumkurve gehenden
Kugel; ihr Mittelpunkt (x,, y,, %), der Schnittpunkt
dreier unendlich naher Normalebenen, bestmunt sich aus

—x—i—glcos& Qggd—cosl

=y -+ cosy— de cos i,

=z 4 py cosé'——gg—d(—igicosv
Der Schnitt der Schmiegungslmgel mit der Schmiegungs~
ebene heiffit Schmiegungskreis.
10. Rektifikation, die Linge s eines Bogens der
Kurve x=g(t), y=w({), z=3zx() zwischen den
Punkten x,, yo, zo und xy, yy, z, ist S

a—/V ().

§ 96. Krumme Flichen.
1. Eine Fliche ist gegeben durch die Gleichung
F(x,y, 2)=0, oder entwickelt z={(x, y), oder durch
x =@, v), §=vp,7), 1=1,v).
* Bezeichnungen:
dz Oz 0%z 02z . 0%z
T P gy TV T Gxay U Gy
2 Gleichung der Beriihrungsebeneim Punkt(x, y, z)
=)+ (Y —y) P+ (Z—2) =0, oder
pE—x)+ Y —y)—G—1)=0.
8, Gleichungen der Normalen im Punkt (x, v, z)
X—x Y~y Z—2z :
1A ,,_ By = By




929 Hihere Analysis.

oder — =t = (L —17),
‘ p q
Winkel A, u, v der Normalen mit den Achsen be-

" gtimmt durch

/ ji4 M
cos}.=%x—, cosy:'—ﬁ’i, Qosv—-—-—ﬁ-, bzw,
1 ;
cosl=—§, cos,us-::—?;, CO8Y = — —, . wobei

Ni= ()2 + (Fy)?* + (F2)?  und
n?=p?+q?4-1.

4, Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale
gehenden Ebene mit der Fliche heifit Normalschnitt.
X5 sei g der Krtimmungshalbmesser eines Normalschnittes
im Punkt P, &, f, y die Winkel, welche die Tangente
des Normalschnittes in P mit den Achsen bildet, dann igt

_ T
Q*rcos%c—{—zscosoccosﬂ—}—tcos?ﬁ
Satz von Meunier. Geht eine Ebene durch die
" Tangente eines Normalschnittes (im FuBpunkt P der
Normalen), so ist der Kriimmungshalbmesser o' dieses
schiefen Schnittes im Punkt P

¢'=gcos(og) oder :
der Kriimmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird
erhalten, indem man den Kriimmungshalbmesser des
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, fiir
welche g einen grofiten (p,) und einen kleinsten Wert (o,)
erreicht, heifen Hauptnormalschnitte, die Kriimmungs-
halbmesser g; und g, -derselben bestimmen sich aus den
(leichungen
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(I+4+93)r—2pgs+(1-4pHt ‘n

rt—82

01 +0=

4
Q10— oder als Wurseln der Gleichung

t—8?)0?—~[(1-+qBr—2pqs+(1+p?)tine-+nt=0
6. Satz von Euler. Fiir irgend einen Normal-
hnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu p, ge-
irigen Hauptnormalschnittes den Winkel ¢ bildet, ist
1  cos?p | sin?gp

. 4 &1 @3
Der Ausdruck 1

Q1 Q2 :

ift das (GauBsche) Maf der Kriimmung fir den
treffenden Punkt.
" Batz von GaufB: Das EriimmungsmaB bleibt bei
1er beliebigen Verbiegung der Fliche ungeindert; oder"
1d zwei Flichen aufeinander abwickelbar, so haben sie in
zwei entsprechenden Punkten gleiches KriimmungsmaBg.

7. Sind ¢’ und o” die Kriimmungshalbmesser zweier
femandel senkrechten Normalschmtte, go ist

1 1
+ [P
' @ 92

h. fir denselben Punkt einer Fliche ist die Summe
r Kritmmungen konstant.

8. Kriimmungslinie heifit der Ort des Punktes
1er Fliche, fiir welchen die unendlich nahen Normalen
r Fliche sich schneiden; die Normalen gehren daher
1er abwickelbaren Fla,che an, Durch jeden Punkt einer
ierfliche gehen zwei Kriimmungslinien, die aufeinander
akrecht sind und die Tangenten der Hauptnormalschnitte
rilbren. - Sie gind dargestellt durch die Gleichung
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[(1+q)8~pqt]< ) [(1+‘12)r“(1+pz)t]( )

+par—(1+p)s} =
und durch die Gleichung der Fldche.

9. Tine anf einer Flicheliegende Lihie heibt geo- .
datische Linie, wenn ihre Schmiegungsebenen zugleich
‘Normalebenen zur Fliche sind. Ihre (leichungen sind

oF oF oF
dax -0y oz
dcosa . dcosp | deosy ‘

Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf einer
Fliche gehort einer geoditischen Linie an.

10. Hiillfldiche.” Die Gleichung

Fx,y,2,p) =0,
worin p ein ver#inderlicher Parameter ist, stellt eine
Flichenschar dar, welche eine Fliche umhiillt. Die
(Hleichung der Hillfliche ergibt sich durch Elimination
von p aus

F(x,y,2z,p) =0 und
8¥(x,y,2,8) _ |,
. 9p '

Enthilt die Flichengleichung F(x,y,z,p,q) =20
zwei verinderliche Parameter p und g, die durch die.
Gleichung ¢(p,q) = 0 miteinander verbunden sind, so
wird die Gleichung der Umhiillungsfliche erhalten durch

Entfernung vou p und q und g% aus

Fix,y,2,2,90=0,. o(@,qQ=0,
0F . 8F dq dp de dq
Gt T G ta
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Enthilt die Gleichung der bewegten Fliche zwel,
voneinander unabhingige Parameter p und q, so wird
die Gleichung der Hillfliche erhalten als Eliminations-
resultat von p und g aus

F z q)=0 6_F_ =0 QE =0.

} (x) Y‘ 7 P7 - i ap - H 8q
11. Quadratur (Komplanation) der Flichen.
Das Differential der Fldche ist
dF=]/1 +p?-4-g%-dxdy, daher

X 1
F= fclh[V1+p2+q2dy,

¥o und y; sind dle der Abszisse x entsprechenden
Ordinaten der Projektion des Umrisses der Fliche aul
die X'Y-Ebene, x, und x; sind die Abszissen zu den
- Ordinaten, welche jene Projektion begrenzen.

Bei Drehflichen ergibt sich (— X-Achse ist Dreh-

achse —):
—unny1+y’2dx=2nfyds

Bei® Polmkoordmaten hat man:

ar\® 7
ﬂ~/f1/r2+ eos2 +(6w>'rd(pdw.‘

‘6)4)
12, Knbatur.

1. Bei Drehflichen (— 0X Drehachss —1;
die gedrehte Fliche ist begrenst vom gedrehten Kurven- -
hogen, den zu den Endpunkien desselben gehbugen ,
Ordinaten und der X-Achse.

V=nfy2dx.

2. Die gedrehte Fliche ist begrenzt von zwei
Ordipaten und - zwei Kurven y=1{(x) und y, =1, (),

| V=an[(y?—y}dx.

© Birklen, Formelsammimng. 1 ‘ 15
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8. Is sei u der Inhalt eines parallel zur Ebene YOZ
gefiihrten Schnittes, dann ist der Inhalt des Kérpers,
der zwischen zwei parallel zu YOZ geiumten Schnitten.
mit den Abszlssen X, und x; liegt,

V= f wdx (u abhiingig von x).
Xo

4. Allgemeine Formel:
= f / / dxdydz
5. Fiir Polarkoordinaten (Bezeichn. s. § 76,)

ergibt sich Ve %ffrs cospdedy

§ 97. Viel gebraunchte Zahlenwerte.

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logavithmus

y2=1,4142 | 0,15052 Y2=1,2599 |0,10034
V3=1,78205| 0,28856 -3;/5.—_-1,4422 0,15904
V5=22361 0,34949 V5=1,7100 |0,23299
V6—2,4495 | 0,38908 | J6=—1,8171 |0,25938

3
¥10=8,16228 | 0,60000 [10=2,1544 |0,33333
n=3,1416 | 049716 | #?=9,8696 |0,99430
27=6,2832 | 0,79818 | Yn=1,7725 |0,24857

4m=12,5664| 1,00921 | Jm=1,4646 |0,16572

%=1,5708 0,19612 | -1_=0,31831 0,50 2851
21,0472 | 0,02008 - 1 =0,10132 0,00570 -1

3
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Znhléuweft Logarithmus Zahlenwert Logaritbmus
20,7854 0,89509—1] —— —0,66419 | 0,75 1431
4 Va
%:0,5236 0,71900—1 3i=o,68278 0,83428—1
. =
—g—n=4,1888 0,62209 1”&.—,57,29578 1,75812
g=981 [0,99167 | e=2,7183 |0,43429
€ 4905 [0,69064 | o2—73891 |0,86859
-é=0,1019 0,00833—1| e=20,086 |1,30288
Ve=8,1321(0,49583 | 1e=1,6487 |0,21715
T . 8
ﬁ?:l’OOBO 0,00132 || Ye=1,3956 |0,14476

15%
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