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Arithmetik, 
Algebra und algebraische Analysis. 

I. Abschnitt. 
Arithmetik und Kombinatorik. 

§ 1. Potenziernng and Zerlegung von Binomieii. 

1. ( a ± b ) 2 = a 2 ± 2 a b + b 2 . 
2. (a + b + c + d) 2 = a 2 + 2 a b + 2 a c + 2 a d + b 2 

+ 2 b c + 2 b d + c 2 + 2 o d + d,2 
3. ( a ± b ) 8 = a 3 ± 3 a 2 b + 3 a b 2 ± b 3 . 

4. ( a ± b ) * = a i ± 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 i : 4 a b 8 + b 4 . 

5. Binomialtaf el: 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 ' 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 ,5 1 

usf. 

(Binomisoher Lehrsatz s. § 20.) 
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a 5 - f -b 5 = 

1 a s -
b 8 = 
b 5 = 

• b 4 = 

: ( a + b)(a 2 — a b - f b 2) 
= ( a + b ) ( a * - a 3 b + a 2 b 3 - - a b 8 - f - b * ) 

usf. 
= (a —b) (a 2 + a b + b 2 ) 
= (a - b) (a4 + a B b + a 2 b 3 + a b 8 + b*) 

usf. 
= (a -f b) (a — b) 
= (a 2 - b 2 ) ( a 2 + b 2 ) = ( a + b ) ( a - b ) ( a 2 + b 2) 
= (a + b ) ( a 8 - a 2 b + a b 2 - b 3 ) 
= (a - b) (a 8 -f a 2 b + a b 2 + b 8) 

usf. 

1. 

§ 2. Proportionen. 

Wenn a : b = = c : d , dann ist ^ = = - 7 
b d 

und 

a : c = b : d , c : a = d : b , 
b : a = d :c , c :d = a : b , 
b : d — a : c , d : b — c : a , 

d : c — b : a , d. h.: 
In einer Proportion kann man die inneren Glieder 

unter sich, die äußeren Glieder unter sich vertauschen 
und es dürfen die inneren Glieder zu äußeren, und 
die äußeren zu inneren gemacht werden. 
2. a d = b c , d. L : 

Das Produkt der äußeren Glieder ist gleich dem 
Produkt der inneren. 

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak­
toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro­
portion gebildet werden. Die Faktoren des einen 
Produktes werden die äußeren, die des anderen die 
inneren Glieder der Proportion. 



g | a u a : b m = c : d , 
| a m : b = c m : d | 

Pruportonuu. 0 

(a: m) : (b: in) = c : d , 
( a : m ) : b = ( c : m ) : d , d .h . : 

In einer Proportion darf ein inneres und ein 
äußeres Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert 
oder dividiert werden. 

4. - a n : . b n = c n : d n , | ]/ä: ]/b = ]^ : ' ^d . 

5. K o r r e s p o n d i e r e n d e Add i t i on : 
a:(a + b) = c:(c + d) • | b : (a + b) = d : ( c - f d ) . 

K o r r e s p o n d i e r e n d e S u b t r a k t i o n : 
a : ( a - b ) = c:(c —d) | b : ( a - b ) = d : ( c - d ) . 

K o r r e s p o n d i e r e n d e Add i t i on und S u b t r a k t i o n : 
(a + b):(a —b) = (c + d):(c — d ) . 

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver­
hält sich zur Summe oder Differenz des ersten und 
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe 
oder Differenz des dritten und vierten. 

Die Summe des ersten und zweiten Gliedes ver­
hält sich zur Differenz derselben, wie die Summe des 
dritten und vierten Gliedes zur Differenz derselben. 

6. Wenn a : a 1 = b : b 1 = c : 1 ^ = .. . = w : 1, dann ist 
( a + b + c + . . . ) : ( a 1 + b 1 + c 1 + .- .) = a t a 1 = .. . = w : 1 , 
und (a m + b n -f- c p + . . . ) : (ax m + b x n + ol p -f . . .) 

= a: a x = . . . w : 1 . ' 
7. Wenn a : b = 0 : d 

• % : b t = c L : d t , dann ist 
/ (a a x ) : (b \ ) = (c c x ) : (d d x) und 
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x = d . 
9. S te t ige P r o p o r t i o n : a : x = x : b . 

10. H a r m o n i s c h e P r o p o r t i o n : 
(a — b): (c — d) = a: d ; 

s t e t i ge harmonische Proportion: 
(a — x) : (x — b) = a: b . 

11. a) A r i t h m e t i s c h e s Mi t te l aus a und b: 
a + b 

X = — • 
b) Geomet r i s ches Mi t t e l aus a und b: 

x =]/a~b. 
c) Ha rmon i sches Mi t t e l aus a und b : 

x = - ~ r - , also — = -— (— 4- —j . 
a + b ' x 2 \ a b / 

Bei n Größen a^, % . . . an ist 
*4 ~f" aj -f-... -f- an 

a) x = n ' " , b) x = ya 1 a 2 . . . , 

c ) I _ i ( ! + J L + . . . + A ) , 
i . n l a i ' a n / 

d) Cauchys Satz: 
a 1 + a 2 + . . . + a n ^ ° f - : 1 / 1 , 1 i 

- > y a 1 a a . . . a n > l : — — H---H— 
n n \ a ( a., a t t 

§ 3. Potenzen mit ganzen Exponenten. 
I. P o s i t i v e , ganze E x p o n e n t e n . 

I a 3 .= a • a - a 
{ a m = a • a . . . a (m Faktoren), 

a heißt Bas is , m E x p o n e n t , a m Potenz . 

8. Wenn a: b — c: d und 
a: b = c: x , dann ist 
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1. a ! = a , 0 n = 0, l n = l , a ° = l ; a" < 
1, wenn a ~ 1 

Od ^ t ( _ 1 ) » » « + 1 , 
2. i (—a) 2 n = + a 2 " , 

[ ( a - b ) 2 n = ( b - a ) 2 n , 
a m - a r = a m + r 

a m : a r = < 

( _ l ) 2 " + i = _ l 
( _ a ) 2 n + i = _ a l ! n + 1 

( a - b ) 2 n + 1 = — ( b - a ) 2 n + 4 . 

1 , wenn m > r 
wenn m = r 

, wenn m < r . 
r — m ' 

4. 

5. 

(ab) m = a m b n 

a 
b 

a m 

a — b 

6. ( a m ) r = a m r . 

a n > - i - ) - a m - 8 b + a m - s b 2 - j - . . . 

+ a b m - 2 + b m - 1 . 
hin 

a - b 
0 

= m n.™ — I a = b 0 = — = m a' 

II. N e g a t i v e , ganze E x p o n e n t e n , 
1 

Erklärung: a~ 
am 

1. 

2. 

3. 

a m . a - r = a m - r 

a - m . a r ^ a - m + r 

a _ m _ a _ r _ a _ m _ r _ _ a _ ( m 4 . r ) 

a m : a - ^ = a m + , ' 
a — m . a r _ a — m — r 

a - m . a - r i = a - m + r > 

( a b ) - n i = a - m b - m . 
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b / b ~ m \ a 
( a m ) - r = a - m r > 

( a - m ) - r = a m r . 

§ 4. Wurzeln. 

Erklärung: Wenn x n = a, dann x=^ya , also 

(fa) = a , ]/a" = a . 

Benennungen: Bei ya heißt a R a d i k a n d 

n Wurze lexponent ; 'f&~'f& . 

I. W u r z e l f o r m e l n : 

|

l _ + _ 2n + l, _ 

] ^ = a ; j / a ^ H = a ; y _ a » " + i = _ a ; 

»n. 
• ] / ( - a ) 2 n = - a . 

n— n— n. 
3. y a - y b = y a b . 

n /—• nr~ ni— n / 1 / a 
4. ya : ]/b = ya : b = !/ - . 
5. | / a ^ = ( y ^ ) r . 

n,—- Ü X . , — n r — u-— 

6. y v = y a " ; , p*==p-
7. ... f y ^ T M ^ -



Wurzeln. 

8. a]/b = j/a^b . 

H, R a t i o n a l m a c h e n des N e n n e r s : 

z ^ z ] / a _ z z ] /ä" - i 

z _ z ]/b) _ 
y ä + l / b - a —b ' 

3» 1 /3 3 3 \ 

z _ z ( j / a ^ + y a b + ] / b 2 ) 

. 8 / i T ± ^ b ~ • a ± b 

z z ( ] / ä + ] / b — / c ) ' 
3 ) / a " + ] / b + ] / ^ _ ( y i + 1 / b ) 2 ~ c 

J _ z ( ] / ä + ] / b " - / c ) ( a - f - b - c - 2 ] / ä b ) _ 
l — (a + b - c ) 2 - 4 a b 

besonderer Fall a + b = c. 

z z f a + j/b _ z | / f a + ] / b ( a — / b ) 

4 ( j / a + j / b " a + / b a ' - ' b 

z | / ( a 2 - b ) ( a - | / b ) 
= a 2 — b • 

. • • i 

III. Z e r l e g u n g e i n e r Q u a d r a t w u r z e l : 

^ t ^ ^ y ^ i ] / ' ^ , wobei r - y ^ T b . 
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]/44|361|864 = 354 
27 = a s 

3 a ' = 27 17361 
135 = 3 a 2 b 

225 = 3 a b 2 

. 125 = b 8 

3 ( a + b ) 2 = 3675 1486864 
14700 = 3(a + b) 2 c 

1680 = 3(a + b)c 2 

64 = c 8 

2 5 x 6 - 3 0 x B + 7 9 x < - 5 7 x 8 + 5 8 x J - 2 1 x + | - ) 

El 
- 3 0 x 5 + 7 9 . x * 
+ " 3 0 x 5 + 9 x 4 

+_25x e _ s 3 

1 0 x 8 | - 3 0 x 5 + 7 9 . x * = 5 x - S x 2 + 7 x ~ -

1 0 x 3 - 6 x 2 + 7 0 x < 
+ 70x*+"42x 3 + 4 9 x a 

1 0 x 3 - 6 x 2 + 1 4 x - 1 5 x s + 9 x 2 „ 
+ 15x 3 +_ 9 x 2 + 21x + -^ 

IT, Beispie le für Quadra t - und K u b i k w u r z e l -
a u s z i e h u n g : 

L 1/12|53|16==354 
_ 9 _ = a 2 

2a = 6|363 
_ 3 2 5 = 2 a b + b 3 

2(a + b) = 70|2816 
2816 = 2(a + b)c + c 2 
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4. | / ( i25i 1 -225x 8 +660x' -657x 8 - j -924x 5 -441x < - r -343s 3 ) 
±125x 9 = 5 x 3 - 3 x J - r - 7 x 
75 x 6 —225 x 8 

: F225x 9 ±135x' : F27x e 

75x 9 —90x 8 +27x 4 |+525x'—630x 6 

|±525x' + 630x 6±189x 5 

+ 735x t :F441x'±343x" 

§ 5. Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 
Erklärung: 

1 V 

V&' = -

1. 

2. 

3. 

1» = 1 ; 
£_ P_ 

a a .&1 = a n 

r p jr _P 

a ° : a < i = a n « 

0 n ==0 . 
p 

|/ar 

4. 

5. 

( ab ) n = a n b " . 
r r r 

(a:b)"° = a r : b " 

\ , a n j ' 1 = a n ' « . 

§ 6. Imaginäre und komplexe Zahlen. 
Erklärung: 

_ i (üAiginäre Einheit), 
]/—a = i|/a (imaginäre Zahl), 
a + b i (komplexe Zahl; Normalform). 

l = i 

1 2 = 1 
1 3 = - i 

.+•1 

. i«» = + l 
j ln + l ^ 

j4n-f-2 ^ 

i 4 n + 3 = . - i . 
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1. log(ab) = loga + log b 

2. log = loga — logb 

3. loga n = n loga 

4. logyä" = — loga 

5. l o g c = l ; l o g l = 0 ; logO = ±00, je nachdemc§ 1 ; 

losjoo = c « = . je nachdem o ^ J . 

3. Konjugierte komplexe Zahlen: a + b i und a — b i , 
(a + b i ) ( a - b i ) = a 2 + b 3 . 

i. Wenn a + b i = 0, dann ist a = 0 und b = 0 , 
wenn a + b i = x + i y , dann ist a = x, b = = y , 

5. Setzt man: a = r cos <p {cp Anomalie=Eichtlingswinkel), 
b = r sin cp (r Modulus), 
r = / a 2 + b 2 , dann ist 

a + b i = r (cos <p ± i sin 9?) (Kanonische oder 
allgemeiner: goniometrische Form), 
a ± b i = i' [cos (<p + 2 k n) ± i sin (<p + 2 k «)] (k ganze Zahl), 

t (cos <p ± i sin <p) (cos yj i sin %p) 
ö " l =cos(9J-f v J i i s i n ^ + v ) • 
7. Moivres Formel : 

(coscf ± i sin<jp)n = cos—(2 k ?r-f-«p) + i sin — (2 k jr-f ; 

im einzelnen: (cos93 ^ i sincp)a = cosn 99^ i sinn 97 
.— 2 k 31 + 93 .. . 2 k 71 -\- cp 

(cosr/7 -J- isin9>)n = cos —— ± i s i n ——. 

§ 7. Logarithmen. 
0 

Erklärung: Wenn c 1 = a, dann ist x = loga, daher 
0 c o 

c>°6 a = a; log(c n) = n ; 1og(c- n ) = — n . 
c heißt die Bas i s , a der L o g a r i t h m a n d , n der 

Logar i thmus . 
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6. Die. Basis der k ü n s t l i c h e n , oder g e m e i n e n , 
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der 
n a t ü r l i c h e n Logarithmen, welche mit log nat, oder 
logn oder l bezeichnet werden, ist e = 2 ,71828 ' . . . 
(3. § 21). 

b o b c 

7. Aus a «=. b , 0 ® a folgt loga = loga • logb . 

logb 

8. Umrechnung der gemeinen in natürliche Logarithmen: 
10 

•a) n0 = l o g l 0 ^ ^ = 0 - ^ - = = 2,30259. . . 

löge 
10 

c loe*a 1 0 

b) . ?a = loga = - j f - = loga. 2 ,30259 . . . . 
löge 

Weiteres über Logarithmen s. § 21. 

§ 8. Kettenbrilche. 

1. V e r w a n d l u n g e ines g e w ö h n l i c h e n B r u c h e s 
in e inen K e t t e n b r u c h : 

•») U 1 1 1 1 

• I i 3 + 14 3 + 1 4 3 + ~ 4 
A - \ -5 ' 5 

1 1 

3 + _ 3 + - - ^ 

2 + 5 , , 1 

BjjlwkJfeln. F6¥ÄJaammlttttfr. 
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b) 

Arithmet.ik uDd Kombinatorik. 
14 47 

42 

die Nenner sind 3, 2, 1, 4. 

4 1 4 
2. Statt eines Kettenbruches k kann man stets 

folgenden schreiben: 

. — j dessen erster Näherungswert — , dessen 
0-

0 + k zweiter 
0 0 

ist. 

3. V e r w a n d l u n g e ines K e t t e n b r u c h e s 
e inen g e w ö h n l i c h e n B r u c h : 

A2 

in 

A A 
Ist — der wahre "Wert und sind - ~ 

B, usf. 

die einzelnen Näherungswerte des Kettenbrucb.es 
1 

so ist: 

Br + l a r + i B r + B r _ i ' B x 

usf. 
B, &a «4 "h 1 

Sehema: 
a l a 3 

1 0 1 % a 3 Oj + 1 
0 1 % ag (aj Oj. + 1 ) + »i 

3 2 1 4 
1 0 1 2 3 14 
0 1 3 7 10 47 

http://Kettenbrucb.es
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4. A r _ i . B , - A r . B r _ , - ( - l ) ' 
A r _ x A r _ ( - l ) r 

B r — i B r B r _ i > B r 

A A r ( - 1 ) ' (-1Y 
B B r B r - B r + 1 Bl 

5. Sä t ze : 
a) Die aufeinanderfolgenden Näherungswerte (N.-W.) 

eines Kettenbruches sind abwechselnd größer und kleiner 
als der wahre Wert desselben und zwar sind die un­
geraden (der 1., 3 . . . . ) größer, die geraden (der 2., 4. . . .) 
kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches. 

b) Jeder N.-W. liegt dem wahren Wert des K.-Br. 
näher als der vorhergehende. 

c) Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br. 
und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke Wert des 
Quadrates vom Nenner dieses N.-W. 

d) Die N.-W. eines K.-Br. sind in den Meinsten 
Zahlen ausgedrückt, d. h. Zähler und Nenner sind re­
lative Primzahlen. 

e) Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als der 
Nenner eines N.-W., kommt dem wahren Wert des 
K.-Br. näher als dieser N.-W. 

9 9. Kombinationslehre. 
I. P e r m u t a t i o n e n . 

1. Die P e r m u t a t i o n e n ausn Elementen bestehen 
aus den Komplexionen, in denen sämtliche Elemente 
vorkommen; die Komplexionen unterscheiden sich nur 
durch die Stellung der Elemente. 

Die Permutationen von a, b, c, d sind in lexiko­
graphischer Anordnung: 

2* 
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a b o d b a e d c a b d d a b c 

a b d e b a d e c a d b d a c h 

a e b d b e a d c b a d d b a o 

a c d b b e d a e b d a d b c a 

a d b c b d a c e d a b d c ab 

a d c b b d e a c d b a d e b a 

2. Die Anzahl der Permutationen aus n ver­
schiedenen Elementen ist: 

P(n) = 1 • 2 • 3 . . . (n — 1) • n = n! („n Fakultät") . 
3. Sind unter den n Elementen oi unter sich gleiche 

Elemente, ebenso ferner ß und y je unter sich gleiche 
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen: 

P(n) n! 
(oc,ß,y)~K\ß\yr 

Bestehen die n Elemente aus zwei Gruppen von r 
und n —r je unter eich gleichen Elementen, dann ist 
die Anzahl: 

P ^ =

 D i

 = n f n - l ) ( p - 2 ) . . - . - ( p - r + l ) 
(r,n-—r) r!(n — r)! r! 

= ( ; ; ) , vgi. § 1 2 . 

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden 
eine Nich t fo lge (Inversion), wenn das erste Element 
höher ist als das zweite. 

Durch Vertauschiing zweier, Elemente einer Kom­
plexion ändert sich die Zahl der Niohtfolgen .um eine 
ungerade Zahl. v 
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ohne Wiederholung 
a b ac a d 
ba bc bd 
c a c b cd 
d a d b d e 

mit Wiederholung 
aa ab ac ad 
ba bb bc bd 
ca cb oo cd 
da db d e d d 

6. Die Anzah l der Variationen aus n Elementen 
zur r-ten Klasse ist 

V r(n) = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) . . . ( n - r + l ) = ( ° ) . r! (s. § 12) 

V n(n) — n(n — 1) (n — 2) . . . 1 = n! (Permutationen.) 

7. Die Anzahl der Variationen mit W i e d e r h o l u n g 
ist: V£(n) = n r . 

ni. Kombinat ionen. 

8. Die Kombina t ionen aus n Elementen zur 
r-ten Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je 
r der n Elemente bilden lassen, wobei aber die Reihen­
folge der Elemente außer Betracht bleibt 

Die Kombinationen der vier Elemente a, b , o, d. 
zur zweiten Klasse sind: 

ohne Wiederholung: a b , a c , ad , bc , b d , c d ; 
mit „ : aa , a b , a c , ad; b b , b c , bd ; 

ce , cd , d d . 
9. Die Anzah l der Kombinationen aus n Elementen 

zur r-ten Klasse ist 

II. Variat ionen. 

5. Die Var ia t ionen aus n Elementen der r-ten 
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus 
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen 
zweiter Klasse der vier Elemente a b cd sind: 
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K,(n)= 
n ( n - l ) ( t i - 2 ) . . . ( n — r + 1 ) n! 

r! . \ r / r!(n —r)! 
Aus den Kombinationen ergeben sich die Variationen, 

wpnn man die Elemente der einzelnen Kombinationen 
permutiert. 

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen 
but r-ten Klasse mit Wiederholung ist 

n(n + l)(n-f-2) . . . (n + r — 1 ) 
KJ(n). 

r! 
= n̂ + r r - 1) 

1. 
% b 3 

b a Cj 

% Ds ^ 
Unter der 

§ 10. Determinanten. 

a i b 2 — a, ^ 

n 3 °s 
b8°8 

b 3 °3 
b l ° l 

+ a 3 

b 2 c j 

D e t e r m i n a n t e eines Systems von 
n ' Elementen %, , . . . a^, bt, b a , . . . b„, . . . versteht 
man die Summe a x b 2 C g . . . ) , in welcher jedes 
Glied alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung 
enthält und welche zugleich alle möglichen Produkte 
umfaßt, die durch Permutation der Indices gebildet 
werden können. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist 
positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl 
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist. 

2. Der Wert einer Determinante wird nicht geändert, 
wenn die Vertikal- als Horizontalreihen und umgekehrt 
geschrieben werden. Z. B.: 

* l b l a ,a , 
a, b, b, b, 
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3. Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander ver­
tauscht, so ändert sich das Vorzeichen der Determinante. 

4. Sind in einer Determinante zwei ParalleLreihen 
entsprechend gleich oder proportional, so iBt der Wert 
der Determinante gleich Null. 

5. Bege l von S a r r u s : Um eine dreigliedrige 
Determinante zu entwickeln, setzt man die beiden ersten 
Horizontalreihen der Reihe nach unter die letzte; alsdann 
schreibt man die sechs Produkte an aus je drei Elementen, 
welche auf den Diagonalen des Quadrates im d auf Parallelen 
dazu liegen. Dabei ist den Produkten, welche in der 
Richtung der Diagonale des Airfangselementes liegen, das 
Vorzeichen -f-, den andern das Vorzeichen — zu geben. 

6. Bezeichnet man in einer Determinante A den Faktor 
von a r mit A r (Unterdeterminante), den von b, mit B r , dann ist 

b tAj -)-bjA s + . . . + b n A n = c 1 A 1 + o 2 A 3 + . . . + C a A B „ q . 
7. Jede U n t e r d e t e r m i n a n t e ist wieder eine 

Determinante. Die Unterdeterminante zu einem Element, 
dsn in der i-ten Horizontal- udod der k-ten Vertikalreihe 

% \ °n + % b s °i -t- % b x c, 
aj b s c 2 — a, b t C3 — aj b 2 C! . 

[Man kann auch die beiden ersten 
Vertikairoihen hinter die letzte setzen 
und dann ebenso entwickeln.] 

A = aj Aj + aj + . . . + A a 

~ b 1 B 1 - r - b 2 B 2 + . . . + b n B n 

==. . . , ferner ist 
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steht, wird erhalten, indem man die Horizontal- und die 
Vertikalreihe, welche in diesem Element sich kreuzen, 
durchstreicht und die dadurch entstehende Determinante 
mit ( — l ) 1 + k mTiltipliziert. Hieraus ergibt sich die Ent­
wicklung einer v i e r g l i e d r i g e n De te rminan te , usf. 
Es ist also: 

a, b x Cj d t 

% b 2 C 3 d 2 
% Ds c g d 8 

a* h °i ä i 

b 2 c.2 d 3 

b 3 c 3 d 8 

\ ci ä i 

\ q d t 

b 3 Cg d 3 

b* ° 4 

b i ° i d i 
b 3 c 2 d j 
b 4 ° 4 d 4 

b ^ d i 
b j C j d j 
b s c 8 d 3 

8. "Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer 
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind, 
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipliziert 

Z. B.: 
k at \ Cj ax bt (\ 
k &2 b 2 Cg ---- k • â  b 2 ftj 
k a, b 8 Cj, ag b 3 c 3 

Sind alle Elemente einer Eeihe 0, so ist die ganze 
Determinante gleich Null 

9. "Wenn jedes Element einer Eeihe eine Summe 
zweier Größen ist, so ist die Determinante in die 
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z. B.: 

oder: 

-f- b^ a i b i ° i b l C l 

% + a 2 b 2 h b 2 c,. + b 2 c a 

a 3 "1" b 3 Oj •% b 3 c s <x8 b a °s 

l + *i) A i ' + (flj + <xt) A3 + (a, + a 8 ) A 3 =. at A 1 

+ % A s as A s . + «i A t - j - « 3 Ag + «„ A , . 
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Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer 
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden, 
so ist die Determinante in in • n • p Determinanten 
zerlegbar. 

10. Der Wert einer Determinante bleibt unverändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe beliebige, 
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer 
parallelen Reihe addiert; z. B. 

a 2 b 2 Cä + i a.3 

a t \ Cj 

a 2 b 2 c 2 = 
a s b 8 c 8 

11. Wenn 
a x b x Oj- « l ßi 7 t 

D = u n d A = «2 ßi 72 
a 3 b 3 c 8 «8 ßs 7a 

dann ist 

a i « l + b i ßi + °i Yi % « 2 + b i A> + Ci y 2 

D • zl = ; a 2 + b 2 ßx + &> y x a2 a 2 4- b 2 /}, -f- c 2 ya 

a 8 « i + b s Ä + e s / i a 3 a 2 + b s ß2 + c 3 y.2 

% « 3 + ^ /J8 -|- c t 7 3 

a 2 a 3 + b 2 ßs + c 2 y 3 

agöCaH-fesÄ+ c 8 7s. 
12. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi­

nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — in 
Horizontalreihen gemeinschaftlich haben, so läßt 
dieselbe 
Legen; z. 

in das 
B.: 

a A 
a 2 b 9 

ö ' T 

0 0 
0 0 

Produkt- zweier Determinanten 
sich 
zer-

°i &i e t 

Ob da 
C i c l - l e 4 
C k cIk Gk 

% b l 
% l b 2 

Cg dg e 3 

° 4 <h 6 4 
c a d s e s 
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13. Jede Determinante kann auf folgende Weise 
erweitert werden: 

1 ßi ßi ß'i ßs 
a i D i °i 0 1 a.L a,2 «3 

iL, b 2 c a = 0 0 aj \ ox 

0 0 a 2 b 2 c 2 n a u 3 o 3 

0 0 a, b„ o„ 

§ 11. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
1. Ist für ein Ereignis die Anzahl aller möglichen 

Fälle m,, die der günstigen Fälle (Treffer) t, so ist die 
Wahr sche in l i chke i t für das Eintreffen eines günstigen 
F alles: t 

w = — , 
m 

für das Nichteintreffen 
m —t 

u = — 1 — w , also m 
w + u = •1 . 

2. Ist bei m möglichen Fällen w, = — die Währ-
m 

scheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses E t und 
w 8 = — diejenige für das Eintreffen von E 2 , so ist die 

Wahrscheinlichkeitdafür, daß entwederE x ode rE s eintrifft, 
LT. W = w t + w 2 . 

3. Die Wahrscheinlichkeit, daß mehrere Ereignisse E : : 
E 2 , E 3 . . . g l e i c h z e i t i g (oder nacheinander) eintreffen, ist: 

III. W = w 1 • w 2 • w 8 . . . 
4. Die Wahrscheinlichkeit, daß von zwei Ereig-' 

nissen E t und E 2 das erste eintrifft, ist: 
w. 

IV. W = — — 1 — . 
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5, Soll von zwei Ereignissen E x und E 2 eintreten: 
a) E x und E 2 , so ist W— Wj • w 2 ; 
b) E 1 ? aber nicht E 2 , so ist W = w x (1 — w 2 ) ; 
c) Ei nicht, aber E 2 , so ist W = (1 — w x) • w 2 ; 
d) eines, aber nicht beide, so ist 

W = w t (1 — w 2) + (1 — w x ) • w 2 ; 
e) höchstens eines von beiden, so ist W = 1 — W j W 2 ; 
f) wenigstens eines von beiden, so ist 

W = w - t + w 2 — w t w 2 ; 
g) beide oder keines, so ist 

W - l - V l ( l - w 9 ) - ( l - . W l ) T r 8 ; 
h) E t nmal, E 2 mmal in bestimmterReihenfolge, dann ist 

W = wj • w™ ; ist die Reihenfolge beliebig, dann ist 
(n 4- m)! 

n!m! 1 2 

§ 12. Binomialkoefflzienten. 
n ( n - ~ l ) ( n — 2 ) . , . ( n - r + 1 ) / n \ 

1. Der Bruch 
r! A r / ' 

gelesen „n über r", heißt B inomia lkoe f f i z i en t . 

2. Ist n positiv und ganz, so wird = 0 , wenn 

r > n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird ( ° ) 
für keinen Wert von r Null. 

1h- Q - 1 ' ( ö 

3. 
( r ) (n —r, 

n! 
( n - r ) ! r ! * 



JJ. Abschnitt . 
B e i l e n . 

A) Bnd l i che Reihen. 
§ 13. Arithmetische Reihen erster Ordnung 

Reihe: a, a + d, a - f -2d, . . . a-j- (n — l ) d . 
z = a -f- (n — l)'d . 

(a + z) -n [2a + ( n - l ) d ] - n g — , _ , 

§ 14. Geometrische Reihen. 
Reihe: a, aq , aq 2 , a q 8 . . . a q " _ 1 . 

z = a q n ~ 1 . 
0 a ( q p - l ) ^ q z - a 

q — 1 q - 1 ' 
3. Ist n = co und 0 < | q | < l , dann ist s 

l + x + x 2 + x 3 + . — 

1 — X - ] - X 2 — X 3 -j 
1 - X 

1 

1 - q 

> wobei x ' -< 1. 

1 + x 

§ 13. Ziiiseszins- und Rentenrechnung. 

Zinsfuß p % , Zinsfaktor q I =* 1 
1 0 0 / ' Ursprung-
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liches Kapital a, angewachsenes b, Zahl der Zinsperioden 
(Jahre) n, Rente r . 
1. b = a q n (Zinseszinsformel). 

r ( q > » _ l ) 

2. . b = a q n ± — — — (erst© Renteirformel). 

3. b = — — ( z w e i t e Rentenformel). 

4 b = - . 1 . . ^ ° ~ ^ (dritte Rentenformel). _ JL. 
(q - i ) -q n q - H * " ? 
r 

5'. a = — (n = oo). 

p, q n — 1 

1. Gibt den Endwert an, auf den das Kapital a in 
n Jahren durch Zinseszins anwächst. 

2. Gibt den Endwert an, den a durch Zinseszins 
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch 
um r vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren 
aufgezehrt, so ist b = 0. 

3. Gibt die: Summe an, welche bis zum Ende des 
n-ten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes 
Jahres erfolgende Zahlung r . 

4.' Stellt denselben Wert dar wie 3., wofern die 
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird. 

5. a ist das A b l ö s u n g s k a p i t a l (Mise) e i n e m mal 
am Jahresende wiederkehrenden Rente. 

5'. a Ablösungskapital einer immerwährenden Rente. 
6. A m o r t i s a t i o n . Die-' Gleichung gibt die Be­

dingung an, unter der ein Kapital a in n Jahren durch 
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n \ , /n y n - y 0 + [') a J o + Q # y 0 + (J J zJ3 y, 

Wenn die Reihe mit y l anfängt, dann ist 
/n — 1\ , . /n — 1\ ,„ . /n — 1 

rn = yi + ^ j jAj^^ 2 j / | 2 y 1 + ^ 3 j ^ y , 

+ . . - + ( a 7 1 ) ^ : , 
3. Summe der, G l i ede r von y 0 bis zum 

Glied y n (einschl.): 

oder bei der zweiten Bezeichnung: 

Verzinsung mit p t°/o getilgt werden kann, wenn der 
Zinsfaktor (bei dem üblichen Zinsfuß p) q ist. 

§ 16. Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 
1. Reihe: y 0 y x y 2 y 3 y 4 . . . y D 

erste Differenzenreihe: A y 0 A y x A y 2 Aj3 ... 
zweite „ z ) 2 y 0 z i 2 y 1 z l 2 y 2 . . . 
dritte „ A'y0 ^ s y i . . . 

I s t die r-te Differenzenreihe konstant, so ist die 
Reihe von der r - t e n Ordnung . 

2. B e s t i m m u n g des a l l geme inen Gl iedes : 
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4. S ä t z e : a) Das allgemeine Glied einer Reihe 
r-ter Ordnung ist eine Funktion r-ten Grades in n. 

b) Setzt man in der rationalen ganzen Funktion 
95(n) = a 0 n r + a 1 n r - l - f - . . . + a , , 

welche in Beziehung auf n vom r-ten Grade ist, fur n 
der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 so bilden die 
Werte 95(0), <p(l), 93(2) . . . eine Reihe r-ter Ordnung 
mit der Schlußclifferenz r ! a 0 . 

c) Setzt man in <p(n) für n nacheinander die 
Zahlen a , oc + h , oc + 2 h welche eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung bilden, so bilden die Funktions­
werte <p(ix), q> (a + h), cp (tx + 2 h ) . . . eine arithmetische 
Reihe r-ter Ordnung mit der Sclüußdiiferenz r ! a 0 - h r . 

12 + 22 + 3 2 + . . . + n 2 = i ( 2 n + l ) ( n + l ) . n ; 

l « + 2 8 + 3 » + . . . + n 3 - = i - ( n + l ) 2 - n 3 . 
4t 6. F i g u r i e r t e Zah len : 

a) P o l y g o n a l z a h l e n : 
Dreieckszahlen: 1 3 6 10 15 21 ( " j + 1 

Viereckszahlen: 1 4 9 16 25 . . . . ( ! ) + 2 | 

r-Eckszahlen: (*^J + ( r — 2 ) ^ ) > 

b) P y r a m i d a l z a h l e n : . « . . . 
dreiseitige: 1 4 10 20 35 ( g ) + 1 ' T 3 ) > 

vierseitige: 15 14 30 5 5 . . . , I " t" 1 ) + 2 + 1 

2 / ' \ 3 t 
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§ 17. Interpolation. 
1. E i n s c h a l t u n g bei a r i t h m e t i s c h e n Reihen. 

Sollen bei einer arithmetischen Reihe r-ter Ordnimg, 
deren allgemeines Glied gegeben ist durch die Formel 
y n (a. § 16,), zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder 
so eingeschaltet werden, daß die neue Reihe wieder eine 
Reihe r-ter Ordnung ist, so geschieht dies, indem man in 
dem Ausdruck für das allgemeine Glied für n der Reihe nach 

1 2 3 P 1 + . 1 

p -f 1 ' p + 1 P + l p + l P + l 

setzt. Die Schlußdifferenz der neuen Reihe ist 
1 

. P + l / 

Häufig ist es zweckmäßig, mir so viel Glieder der 
neuen Reihe zu berechnen, daß sich daraus die Anfänge' 
der Differenzenreihen ergeben, und dann die Reihe von 
der ScMußdifferenz aus weiter zu berechnen. 

2. E i n s c h a l t u n g bei Ve r suchs re ihen , 
a) Interpolationsformel von Lagrange. 
| x - Xj) ( x — x j ( x — x a ) . . . (x — x n ) 

(x(, - x j (x 0 - x 2) x 0 - x,,) . . . (x„ -
( x - x 0 ) ( x —Ä,)(x —x 3 ) . . . (x —x„) 

;Ji-'r 
' ( * i - * o ) (*i - Xj) (*i - x s ) . . . ( X l - x n) 
Hierbei sind y 0 , j t , y 2 . . . die zu x 0 , x1} s2 ... 

gehörigen Funktionswerte. Ist bekannt, daß die zunächst 
unbekannte Fimktion y = f (x) für alle Werte zwischen 
S o und x n eine ganze Funktion von höchstens n»l;em 
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Grade ist, so ist sie durch Lagranges Formel vollständig 
bestimmt; andernfalls liefert letztere eine Annäherung. 

b) N e w t o n s I n t e r p o l a t i o n s f o r m e l : 
y* = 7o + — K>) + Aj. (x — x 0) (x — xt) 

+ A 2 ( x ~ x 0 ) ( x - x 1 ) { x - x s ) 4 - . . . 

± 0 - ^ = * * , B 0 = ^ i , 0 0 = ^ ^ usf. 
X t Xq X̂  X j ^ x s x 2 

A x = = ? o I 1 A 2 j B l = ^ = A , Cl=5oZlGo u s f < 
X 2 — -̂ O ^fl X l X 4 X 2 

B) Unend l i che Reihen. 
, § 18. Konvergenzbedingungen. 

1. Eine Reihe s n =3 , , + a x -f- a2 + . . . + a n heißt 
k o n v e r g e n t , wenn die Grenze von s„ bei unbegrenzt 
wachsendem n eine endliche Zahl is t 

Die Reihe heißt d i v e r g e n t , wenn l ims n nicht end­
lich ist. Dies ist u. a. der Fall, wenn lim a„ nicht 0 ist. 

2. Die abnehmende geometrische Reihe ist konvergent; 
also 14- x -)- x 3 + x 8 + . . . ist konvergent, wenn der ab­
solute Betrag von x < 1, sie ist divergent, wenn | x | > 1. 

3. Eine Reihe ist konvergent, wenn sie von einem 
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran­
gehendes Glied unendlich groß ist. 

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jedes Glied 
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver­
genten Reihe. * 

5. E r s t e H a u p t k o n v e r g e n z b e d i n g u n g : Eine 
Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn von 

B ü r k l e n . Formelsammlung. 3 
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einem bestimmten Glied ab der Quotient aus einem 
Glied und dem vorhergehenden < 1 und wenn auch 

Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur eine besondere 
Un tersuchung über Konvergenz oder Divergenz entscheiden. 

6. Zwei te H a u p t k o n v e r g e n z b e d i n g u n g : Eine 
Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert, wenn die 
Glieder von einer bestimmten Stelle an abnehmen und 
lim a„ = 0 . . . Ist lim an ^ 0, so nimmt s n zwei ver­
schiedene Grenzwerte an, je nachdem man eine gerade 
oder ungerade Anzahl unendlich vieler Glieder summiert; 
die Reihe heißt dann osz i l l i e r end . 

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist 'die Be­
dingung lim a,, = 0 für die Konvergenz notwendig, aber 
nicht hinreichend.) 

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden 
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls man 
alle Glieder positiv setzt. 

8. Ist aj -f- + ag -f- . . . eine konvergente Reihe aus 
positiven Gliedern und sind klt k^, k 3 . . . positive oder 
negative Zahlen, die ihrem absoluten Werte nach unter 
einer endlichen Grenze bleiben, so ist auch k t aj -\- &2 a ä 

4 - ^ 3 % + —konvergent. 
9. Abels Sa tz : Ist S(x) = a 1 x-(-a ä x 2 -(-a3X 8 ••• 

und ist A = ax + aj + ag . . . , so ist, wenn sich x von 
kleinereu "Werten der Grenze 1 nähert, 

§ 19. Satz von der K.oefflzientenvergleichung. 

lim 
an < 1 . 

l i m S ( x ) I _ i = A . 

Ist A„-r-AjX + A , ' ! * + A , ! » + • • • 
• B 0 4 -B jX- f B , x « - f - B s x a + . . . 
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tind sind beide Reihen konvergent (null innerhalb des 
Konvergenzbereichs), so ist 

A 0 = B 0 , At — Bl, A s = B s usf. 
Dieser Satz dient zur Entwicklung von Funktionen in Reihen. 

§ 20. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe. 

a + * ) « - i + ( ; ) r + ( ; ) « . + . . . + ( ; ) * - + . . 

Für negative und gebrochene Werte von n wird 
die Reihe unendlich. Sie ist konvergent für 

l > x > — 1 ; 
ferner für* x = - ) - 1 , wenn n > —• 1 

x = — 1, wenn n > 0 

Beispiel: 

i ^ - B ( 1 + r 3 i - * ( 1 + r r . + ( t ) S + : - | 
Ist b gegen a sehr klein, dann ist 

ya 2 -j- b = a ( N ä h e r u n g s f o r m e l ) ; 

3 — b 
y a 8 b = a -J- — - (Näherungsformel). 

"""" o a 
§ 21. Exponentialreihe; logarithmische, trigono­

metrische und zyklometrische Reihen. 

1 + n + 3 i + 3 i + " - ~ ~ < x < + 0 0 

1 1 1 / l \ n 

1 + l T + 2 ! + 3! + - = l i m ( 1 + i ) n _ 
2;7182818284. . . 

3* 
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5. ^ 

/ i 3 i = 2 { x + ? + ? + - l 1 > x > - l 0 d e r 

l z + 1 ^ 3 lz + 1/ r 5 l z - l - 1 / ^ J 
0 < Z < C O . 

6 . , ( , + h ) _ , . = 2 { _ ^ _ + ' . ( _ L _ r + . , i 

7. Übergang vom natürlichen zum Briggschen System: 
10 10 

1 0 I o « * = z ; l o g z - / 1 0 = / z 
, 1 0 i z « , o g z = = T w = = 1 0 

M 1 0 = Modulus des Briggschen Systems = — ! -
= 0,4342945 . . . (s. auch § 7„). 

8. 

x x 3 x° -
smx = — 1- •, 

1! 3 ! ^ 5 ! ^ 
x in Bogenmaß 

COSX = 1 - — + — - — + ... j —oo<X< + °a . 

c o s x + i s i n x — e u 

cos x — i sin x =~ e — ' 

i „ s / .T (x/a) 2 , (xZa)3 

{ — O O < X < - f - o o 

X X " 

3. / ( l + x ) - - + j + - , . . , J > x > - 1 . 

4. Z(l_x) = - T - - - _ - T _ . . . l > I > _ l . 

o f , * 3 
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12. 

LTJ. Abschnitt . 
Gleichungen. 

§ 22. Gleichungen ersten Grades, 
a) Umformungs - und V e r s e t z u n g s r e g e l n : 
1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder Seite 

dieselbe Operation mit derselben Z;ahl vorgenommen wird. 

cosx = —— 

ei x _ e - II 
sin x = — . 

2 i 
lö . ev = e<p+2kltl ; e 2 k / , i = l , e< 2 k+ 1)-- l i = — 1 . 
11. Ist y = e* = e x + 2 k j t l , so ist 

Zy = x + 2 k ? u . 
J ( - l ) - ( 2 k + l ) * i ; l(-j) = ly + ( 2 k - | - l ) * i . 

Ist y + i z = r e ' l i

l so ist 
Z(y -)- i z) = Z r + (95 + 2 k 7t) i . 

. . 1 x 3 ' , 1 3 x'= 
arcsmx = X + y . - + - . T . -

1 3 5 x T , 

arc tg x = x — — + — — — + . . . 1 > x |> —1 

* f , , 1 1 1 , 
T = a r c t g l = l - - + - - y + . . . 

(Leibnizsche Reihe). 
Zur Berechnung von n können folgende Reihen 

und Formeln benutzt "werden: 
^• = 4 a r o t g i —arctg^lö . (Maehihsche Formel), 
4 0 Aua 
57 . 1 , 1 1 (Meiseische — = Barc te ;^— arc tg ^sk — 4 arc tg - n 4 6 1 0 239 515 1- ormel). 
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2. Ein freier Summand der einen Seite kann aui 
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und 
umgekehrt. 

3. Eine Zahl, welche Faktor der gesamten einen 
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der­
selben gesetzt werden und umgekehrt. 

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten 
einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel­
exponent derselben gesetzt Averden und umgekehrt 

b) G le i chungen mi t e iner Unbekannten . 
' x -f- a = b folgt x — b — a 

x — a = b folgt 
5. Aus 

x = b folgt. x = 

folgt x = * = b 
a 

b + a , 
_b_ 
a 

a b 

= ]/a" x n — a folgt 
n. 

l ' x = a folgt x = a n 

a + x = b + x folgt x = oo . 

6. Aus 

a x = 0 folgt x = 0 

a ( x - b ) = 0 folgt x —b = 0 

(x — a ) ( x - b ) = 0 folgt x — a = 0 und x ~ - b = 0 

a x - f - b x = c x folgt x = 0 

a ( x ~ b ) + c ( x - b ) = d ( x - - b ) folgt x - b = 0 . 
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Ist die- linke Seite einer auf Null gebrachten 
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdrücke in x 
als Faktoren enthält, so ist jeder dieser Faktoren gleich 
Null zu setzen. 

Kann eine Gleichung mit x .oder einem Ausdruck, 
der x enthält, durchdividiert werden, so ist x , bzw. 
dieser Ausdruck, gleich Null zu setzen. 

c) G l e i c h u n g e n m i t zwei und mehr U n b e k a n n t e n , 
a x + b y = c 

7. Aus 
% x + \ y = c x , folgt 

c — a x 
y b 

I. c (Gleichsetzungsmethode), 

H. ax + b -x - j - h . 1 1 = o (Einsetzungsmethode), 

a \ x - j - b \ y = c b t 

HL 
% b x + b b 1 y = c 1 b 

• x (a \ — % b) -= c \ — Ct b 

IV. 

a ^ — ajb 
(Kombinationsmethode), 

1) a x -f b y = o m 

2) a x x + b t y = et 
3) ( a m - r - a 1 ) x + (bm + b 1 )y = cm + c 1 , 
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b. 

setze b m - { - ^ = 0 , so ist m = — ~ - , dies in 3).ein­
gesetzt gibt 

(— abj -f- b) x = — c \ + c x b 
cb, — c, b 

X — i i _ • 
a bj — a : b 

ebenso wird y bestimmt. 
(Methode der unbestimmten Koeffizienten von Bezout.) 

8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten: 

60 stellt man durch zweimalige Elimination derselben 
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten und dann' hieraus eine Gleichung mit 
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit 
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte' 
dreimal und erhält dadurch drei Gleichungen mit drei 
Unbekannten usf. 

9. Lösung durch Determinanten: 
aj.x + b j .y-1 -CiZ^d, . Ä L 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 A,, 
a 3 x + b 8 y + c 3 z = d 3 A 3 . 

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter­
determinanten und Addition folgt: 
(ax A t + a.2 A;, + a 8 A 3) x = d t A x -f d 2 Ag -f- d a A 8 , also 

oder 

a x + b y + c z = d ' 
aj x + bi y + q z = dt 

a.;>x + b 2 y + c 2 z = = d 2 

x 
d t A t + da Aa + d 8 A 3 

a t A,, + a 2 A 2 + ag A3 
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Die Zähler sind ebenfalls Determinanten, die man 
erhält, wenn man in A der Reihe nach , a%, %, dann 
b i ) \ i V °i i ° 2 ! °s durch dj , d 2 , d 3 ersetzt. 

10. Die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen 
von n homogenen Gleichungen ist die gleich Null ge­
setzte Determinante1 -des Systems, z. B. für 

a J x + b 1 y + c 1 z = 0 
a 2 x ' + b 2 y + c.j z = 0 
a a x + b 3 y -f c 3 z = 0, 

ist 
a, \ Cj 

b.2 c 3 

a 8 b 8 c 3 

0 . 

§ 23. Gleichungen zweiten Grades nnd Exponential­
gleichungen. 

a) Mit e i n e r U n b e k a n n t e n . 
x - ' = a 

2. 
it \" 4- b x -f- c = 0 

-b ±]>bi — 4 a c 
2 a 

Die Gleichung liefert: 
zwei verschiedene , reelle "Werte | je nachdem 
zwei gleiche reelle Werte > ^ 4 a c > q 
zwei verschiedene imaginäre Werte j (

 — < " 
b 3 —4 a o f heißt D i s k r i m i n a n t e der Gleichung, 

Der Nenner ist die Determinante A des Systems der 
linken Seiten, — Für y und z folgt ebenso: 

d ^ + d, B, + d a B 3 

J A 
a ^ + d j C j + cla C s 
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Ist a = 1, so wird x.— ; hieraus folgt: 
- b + j / b 2 —4o_ 

T 
3. Sind Xj und x 2 die Wurzeln der Gleichung 

x 2 + b x + c = 0 , so ist 
Xj + x 2 = — b ; Xj • x 2 = c . 

Die Gleichungen x 2 + b x + c — 0 und x 2 — b x + c = 0 
haben gleiche, aber mit entgegengesetztem Zeichen ver­
sebene Wurzeln. 

4. Die Gleichung 

x + — = a + — hat die Wurzeln x, = a, x„ = — , 
x a 1 ' 2 a ' 
1 1 1 

x = a —— hat die Wurzeln x, = a , x» = . 
x a 1 ' 1 a 

. 5. Gleichungen, die durch E i n f ü h r u n g e ine r 
neuen Unbekann ten oder durch Zerlegung auf 
quadratische zurückgeführt werden können: 
1. a x 4 + b x 2 + c = 0 , setze x 2 = y 

a x 2 m 4 - b x m - r - e = 0 , setze x m — y 
ax + b"|/x + e = 0 , setze yx —y 

m. m.— • m.— 

a y x 2 r + b ] / x r + c = 0 , setze yx r = y 
a u 2 x + bu* + e = 0 , setze u*=y(§23c) 

( x 2 + a x ) 2 + b ( x 2 + a x ) + c = 0 , setze x * + a x — y 
/ ax + b \ 2 , ax + b , „ , a x + b 

i ^ + e = _ o , setze — = 
\cx + d/ cx + d cx + d 

6. S y m m e t r i s c h e G l e i c h u n g e n : 

1. a x 3 + b x 2 + b x + a = 0 , a (x s + l ) + b x ( x + l ) = 0 , 
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zerfällt in 
I. x + 1 = 0 und JJ. a (x 2 — x + 1) + b x = 0 . 

2. a x 4 + b x 3 - j - c x 2 - f - b x + a = 0 , Division mit x 2 , 

• a ( X ' 2 + ^ ) + b ( X + T) + C = = 0 ; 

1 1 
setze x + — = y , x 2 + — = y 2 — 2 . 

| a x 5 + b x 4 - f c x 3 - f - c x 2 - f - b x - f - a = 0 , 
" 3" \ a ( x 5 + l ) + b x ( x 3 + l ) + c x 2 ( x + l ) = 0 . 
Abspaltung von x -f 1 = 0, Restgleichung symmetrisch 
vom vierten Grad. 

b) Mit zwei Unbekann ten . 
Für die Auflösung quadratischer Gleichungen mit 

zwei Unbekannten kann keine allgemeine, einfache 
Methode angegeben werden, da die Elimination einer 
der Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung 
vierten Grades führt. (Über die allgemeine Behandlung 
s. § 25, 14.) Es ergibt sich jedoch in vielen Fällen, 
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht 
alle möglichen Glieder enthalten, die Schlußgleichung 
•als quadratische oder sonst lösbare. In jedem einzelnen 
Falle ist nach Maßgabe der Eigenschaften der vorliegenden 
Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fälle sind: 

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten 
Grad; man drücke eine Unbekannte aus und setze h? 
die andere Gleichung ein. 

2. Durch Elimination der quadratischen Glieder ent­
steht eine Gleichung ersten Grades. 

3. Es läßt sich eine Vereinfachung durch Ab­
sonderung eines Faktors erzielen. 
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4. Die Einführung einer neuen Unbekannten in die 
eine Gleichung bewirkt, daß dieselbe nur noch diese 
Unbekannte enthält, oder es wird das ganze System 
durch Einführung neuer Unbekannten vereinfacht. 

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation 
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder 
auch durch korrespondierende Addition und Subtraktion 
bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in der für 
x + y , x —y, x y oder — oder einen sonstigen Aus­
druck in x und y eine neue Unbekannte eingeführt 
werden kann. 

6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit y J 

durch und bestimmt —. 
7. Es kommen außer dem Absolutglied in jedei 

Gleichung nur quadratische Glieder vor; man eliminiert 
die Absolutglieder, so erhält man eine homogene Glei­
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder 
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die 
andere, dividiert dann Zähler und Nenner durch y 3 , 

setzt — = t und bestimmt t. 
8. Man kann z. B. aus x 2 - f - y 8 = a, 2 x y = b durch 

Addition und Subtraktion der zweiten (x-f-y) 2 = a + b 
und (x —y) 2 = a-~-b bilden und hieraus x + y und 
x — y bestimmen. 

c) E x p o n e n t i a l g l e i c h u n g e n (logarithmische 
Gleichungen). 

1. G r u n d a u f g a b e : 

y 

logb 
loga 
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' . b / d ' loga —logb " 
m-}-x a + x 

4 . (a b ) ^ ~ = a • b ^ . 

Logarithniiere, sammle die Glieder mit x nach links, 
die ohne x nach rechts, und löse nach x auf. 

5. a b 1 + c (d - f b — x ) = e ; setze und bestimme zu­
nächst y = b*. 

9. a x + P + a I + q = b x + m + b I - l- n ; 

a x (aP + sfl) = b 1 ( b m ' + b n ) ; 

-—) = — — t - — : hieraus folgt x . 
, b / a P + a « ' 0 

7. x r x 1 ° e i = b ; 

r log x 4- log x • log x ~ log b , 

setze und bestimme y = logx usf. 

8. log(ax + b)-f-log(cx + d) = m ; 

es ist log[(ax + b ) ( c x - f - d ) ] = m , also 
( a x 4 - b ) ( c x + d ) = 1 0 m , 

woraus x folgt. . 
9. a I b J ' = = p , c x dy = q ; 

logai'ithmiere, bestimme aus den erhaltenen Gleichungen 
logx und logy und hieraus x und y. 

2. B e s o n d e r e F ä l l e : 

1. a 1 = a r : x =• r . 
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g 24. Diophantische Gleichungen ersten Grades, 
a) Mit zwei Unbekann ten . 

1. Eu le r sche Methode. (Absonderung der größten 
Ganzen.) Beispiel: 
61x + 7 y = 1 0 0 0 

1000 - G l x . .„ _ . 2x — 1 

u = 

x= 

•• 2 v — 1 , also 
14 v - 7 + 1 

7 v -

1000 — 61(7 v —3) 
<169-Glv, 

V X y 

0 - 3 169 
1 4 108 

•2 11 47 
o O 18 - 1 4 

4 
108 

11 
47 

sind also die brauchbaren Werte 
für die Unbekannten. 

2. K e t t e n b r u c h m e t h o d e von Lagrange : 
Ist 1. ax + b y ==c gegeben, so setze man 

2. a i X + bi y = t , dann folgt: 
b, c — b t 
a b x — a j b ' 
a t — a , c 
abj — a t b ' 

x und y sind dann ganze Zahlen, wenn ab, — a, b — +_ 1. 
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Dies ist der Fall, wean ^ vorletzter Näherungswert 
b i a 

des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches — ist 
(b. § 8 4). b 

Beispiel: 
1. 6 1 x + 7 y = 1000 

Näherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten 
o v . 7 • ^ 1 1 3 7 ! Bruches - smd: - , - , - , - , also 

2. 2 6 x + 3 y = t 

,3. x = = 3 0 0 0 - 7 t = 7 ( 4 2 9 - t ) - 3 = 7 v - 3 

. t—26x 429 — v - 1 8 2 v + 7 8 

= 169—61 v. 
V 0 1 2 3 

X - 3 4 11 18 

y 109 108 47 — 14 

Res.: 
4 

108 
11 

|47 

3. 1st' x = p , y = q eine Einzellösung der Gleichung 
a x + b y = c, so, ist x = p - f -b t , y = q + a t die all­
gemeine Lösung. 

b) Mit d r e i U n b e k a n n t e n . 
4. Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei­

chungen eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann löse 
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne 
z vermittels der erhaltenen "Werte von ' i und y aus 
einer der gegebenen Gleichungen. 
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Al lgemeine r e k u r r i e r e n d e Forme l : 
s r 4 aj s r _ x + aj s r _ a 4. . . . 4. a,, s r _ n = 0 , 

sie ist auch noch gültig für r > n , hierbei ist s 0 = n. 

§ 25. Allgemeine Sätze Uber höhere Gleichungen. 
1. Hat f ( x ) = x n 4 - a 1 x n - 1 4 - a v x n - 8 4 - . . . 4 - a n = = 0 

die Wurzel x = « , so ist f(x) durch x — a ohne Rest 
teilbar. 

2. Eine Gle i chung n- ten Grades ha t n, aber 
auch nur n Wurzeln. 

3. Sind « x , a , . . . «„ die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0, so ist 

f(x) = (x — « t ) (x — <*2) . . . (x — <*„) und 
+. Symmetrische Funktionen der Wurzeln: 

a, = — 2 , K 1 ( « j , « a . . . « n ) = — ( a 1 + « 2 + - " + a r ) ) = — ̂ "«o 
a s = 2 , K s ( « i ) « 8 . . . « n ) = «! a a + « i Ä j + . . . + « a « 8 

+ . . . 4- « a - j Ä n = 2»ta^; 

ä3 - — ^ E g f « ! , ä 2 . . . ocn) = — («j «„ a 3 4- «j <x2 a 4 

4 ... 4- « 2 « 3 « 4 4- ... 4- a n - 2 « n - i a D ) = — J5« r <X B «t . 

a„ = ( — l ) n - - « 2 . « 8 . . . « n . 
Newtons Formeln für die Potenzsiumnen der 

Wm'zeln: 
Setzt man oc\ + a 2 4-...4- = s k ) so ist 

s t 4- a 1 =-- 0 
s 2 4 - a 1 s 1 4 -2^ = 0 
s s + h sa + a* s i ' + 3 % = 0 
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U n a b h ä n g i g e F o r m e l : 
a, 1 

••(-iy 

0 
2 a» a x 1 
3 % 3j % 

r a r a r _ i a r _ 2 . . . ai 

Um aus den Potenzsummen der Wurzeln die Koeffi­
zienten der Gleichung zu berechnen, hat man: 

1 0 0 . . . 0 
ax 2 0 . . . 0 

s» s, 3 . . . 0 a r = 
( - l ) r 

rl 

s r s r -1 K r _ 2 S r _ 8 
0 

5. Satz von Desca r t e s . Eine Gleichung mit 
reellen Koeffizienten hat höchstens so viel reelle positive 
Wurzeln als Zeichenwechsel und höchstens so viel reelle 
negative Wurzein als Zeichenfolgen (die fehlenden 
Glieder sind mit -{- 0 zu ergänzen). 

Eine Gleichung von ungeradem Grad hat mindestens 
eine reelle Wurzel, deren Vorzeichen entgegengesetzt 
ist dem Vorzeichen von a„. 

Hat eine Gleichung geraden Grades negativ, so 
sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen Vor­
zeichen versehene Wurzeln vorhanden. 

6. Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln 
haben -kann, ist die Anzahl der positiven gleich der 
der Zeichen W e c h s e l , : die Anzahl der negativen gleich 
der der Zeichenfolgen (Bestimmung der Hauptachsen 
einer Fläche H. Ordn.). 

Bf lrk len , Formelsammlung. 4 



50 Gleichungen, 

7. Ist p + q i eine Wurzel einer Gleichung mit 
reellen Koeffizienten, so ist auch p — q i eine Wurzel. 
Die Gleichung hat, wenn sie imaginäre Wurzeln hat, 
stets eine gerade Anzahl derselben. 

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen 
von x (x° eingeschlossen) gleich Null, so hat die Glei­
chung rinal die Wurzel Null; sind die der r höchsten 
Potenzen 0, so hat sie rmal die Wurzel oo. 

9. Ist oc eine Wurzel der Gleichung 1., so ergibt 
sich aus derselben durch Division mit x — a die 
Gleichung n — 1-ten Grades. 

_ü?L = b 0 x ° - 1 - f - b 1 x n - » - r - . . . + ' b n ^ ä x + b n _ , = 0, 
x — ÖC 
dann ist b r = b r _ ] • oc -f- . 

Beispiel: 3 x 6 — 7 x 4 + 2 x B + 4 x 2 — 7 x - 2 = 0 
soll durch x — 2 dividiert werden. 

3 - 7 + 2 + 4 - 7 - 2 

2 3 - 1 O 4 - 4 4 - I 0 
Res.: 3 x * - x 8 4 - 4 x 4 - 1 = 0 . 

Durch diese Division wird festgestellt, ob x = 2 ( = a) 
eine Wurzel der ursprünglichen Gleichung ist. 

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung 
aufzufinden, zerlege man a n in Palctoren p l t p 2 . . . 
und versuche, ob x — p x , x — p s . . . ohne Rest in die 
Gleichung aufgeht (s. auch § 29i , 0 ) . 

10. W u r z e l v e r k l e i n e r u n g . Soll die Gleichung 

f(x) = ao x n + a x x n - 1 4 - . . . + a a _ ! x - f a«, 0 
in die Gleichung 

<p(x) = p 0 x» 4- pj x n - 1 4 - . . . 4 - p n _ , x 4 - p n = . 0 
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umgewandelt werden, so daß die Wurzeln der letzteren 
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so 
muß f(x) = m(x —k), also 
a 0 x n + a 1 x a - 1 + . . . + a n = p 0 ( x - k ) ' 1 + p 1 ( x - k ) n - 1 

+ . . . + p a _ 1 ( x - k ) + p n 

sein und es sind daher p n , p u _ j , . . . Po die Reste, 
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x — k 
dividiert. 

Beispiel: x 4 — 4 x 3 — 3 9 x 2 + 46 x + 80 = 0 
4) 1 0 — 39 —110 - 360 = p n • 
4) 1 4 — 23 — 2 0 2 = p n _ I 

4) 1 8 + » - P n - » 

4) 1 12 = pi 
4) l = p 0 , 

die gesuchte Gleichung ist: 
x 4 + 12 x 3 + 9 x 2 - 2 0 2 x - 3 6 0 = 0 . 

11. Wegschaf fung des zwei ten Gl iedes . 
Soll die Gleichung f(x) = 0 durch die Einsetzung 
x = y + k so umgeformt werden, daß das zweite 
Glied der neuen Gleichung 0 ist, so ist, da 
p,, — ax -f- n k a 0 — 0, 

k — 
n a 0 

Beispiel: 
x 3 - 18 x« + 1 0 5 x - 196 = 0 ; k = - ^ ^ = + 6 ; 

6 ) 1 - 1 2 + 33 + 2 y = x - G ; 
6) 1 - 6 - 3 
6) 1 0 Res.: y

3 _ 3 y + 2 - 0 . 
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12. Mehr fache W u r z e l n : Haben f(x)==0 und 
f(x) = 0 einen gemeinschaftlichen Teiler von der Form 
(x — « 1 ) k (x — « 2 ) ] . . . , so ist <xx eine k -f 1 fache, ä 3 eine 
l + l fache Wurzel der Gleichung f(x) = 0 . 

13. G e m e i n s c h a f t l i c h e Wurze ln zweier Glei­
c h u n g e n , R e s u l t a n t e . — Eine gemeinschaftliche* 
Wurzel zweier Gleichungen f(x) = 0 und <p(x) = 0 
ist Wurzel der Gleichung', die man durch iSTulisetzen des 
gemeinschaftlichen Teilers von f(x) und cp(x) erhält. 

Die Bedingung für das Bestehen einer gemeinschaft­
lichen Wurzel zweier Gleichungen heißt die R e s u l t a n t e 
derselben; sie ist das Resultat der Elimination der Un­
bekannten aus den zwei Gleichungen. Sind diese 

a,, x n -f a x x n ~ l -f- . . . + a„ = 0 
b 0 x » + b i X " - 1 + . . . + b1 I 1 = O l 

so ist die Resultante 

R . 

a 0 . . . a„ 0 . .. 0 
0 ag . • a a _ x . . 0 

0 0 . • a 0 • • a n 

t>obi . • b m o . . . 0 

0 0 . . • b 0 . b m 

Man findet den Wert der gemeinsamen Wurzel aus 
â  a t . . an 0 . . 0 
0 a 0 . a„ . . 0 

(b 0 x + b x ) b 2 . bm • • . 0 
= 0 

b 0 b t . b „ . . . 0 
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14. E l i m i n a t i o n einer Unbekannten aus zwei 
Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man 
ordne beide Gleichungen nach Potenzen der einen Un­
bekannten, z. B. von x , und bilde die Resultante aus 
beiden, indem man die Koeffizienten jener Unbekannten 
als bekannte Größen betrachtet. Die Resultante ver­
schwindet wegen des gleichzeitigen Bestehens beider 
Gleichungen. Diese Resultante, das Eliminations-
resultat von x , ist im allgemeinen eine Gleichung vorn 
m - n - t e n Grade in y. 

§ 26. Binomische Gleichungen. 
x n =» + 1 =» cos 2 k ^ i - f i s i n 2 k ^ ; 

1 2 k n . . 2 k n 
x = ] / + l = ( + l ) n = c o s \-\m\ 

xx n 
wobei \ alle ganzen Werte von 0 bis n — 1 erhält, 

|

x n = — 1 = cos(2k + l)rc + i s in(2k + l)n ; 
»,—- - ' 2 k + 1 , . . 2 k + 1 

x = y —1 = cos Ti-f-i s i n — — — n . 
' u n 

3. Be i sp ie l e . 
1. x3 = l ; 

m i t k = 0 ... f x = l , 

^x=cos 1 2 0 ° ± i sin 1 2 0 ° = — ^ ^ - ^ 

2. x 3 = — 1 ; 

( x ^ c o s e o o + i s i n e o o - i - i p - ^ ^ 

[ x = - l . 

file:///-/m/
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wobei (]/a) den absoluten, reellen Wert von ~fä bedeutet, 
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder 

logarithmische Berechnung erhält, während y + l und 
n. — 
y —1 jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte 
darstellen. 

§ 27. Kubische Gleichungen. 
a = 0 x 3 + a = 0 

a)-<x 

ahß 

— a; • « : = y a = 

s. § 26, 3 l f 

2. x s + a x s + b x + c = 0 . 
Transformiere die" Gleichung (durch Wurzelverklei-

a a 
nerung um — — oder Substitution von x = y — — 

b. § 25 1 0 ) auf die Form 
y 3 + 3 p y + 2q = 0 

und setze y = u + v und u 8 + v 8 + 2 q = 0 , dann ist 

I u == jr —q + / q 2 + p 3 (Diskriminante: 
h . 9 2 + P3) 

v = f - q — y q 2 + p 8 

y 1 = = u + v 
u + v i ,— 

y„ — r 1- — y 3 (u — v) (Cardan sehe 

u + v 
Formeln). 
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Die Cardan sehen Formeln führen zu einer Lösung 
nur solange q s -f- p 8 > 0; sie liefern dann eine reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln. 

3. Fa l l d e r d re i r e e l l e n W u r z e l n (casus irre-
ducibilis). Ist q s + P 3 "= 0 > so hat die Gleichung drei 
reelle Wurzeln (die Cardan sehen Formeln liefern sie 
aber, wenn q 8 + p3 < 0 , in imaginärer Form); dann 

cos Cp = 
f-

<p yt = 2]/—p • cos 

y 2 = - 2 } / - p . c o s ( ^ - + 60 

ys = - 2 i cos 
9 - 6 0 ° ) . 

4. T r i g o n o m e t r i s c h e Auflösimg für Fall 2 : 

q 2 + p 3 > 0 . 
1. p > 6 

tgo? 

Ji 

• pa 

= T 2 ] / p . c t g 2 V 

= ± } ( p ( c t g 2 V + ^ 

i / 3 
y8 = ±Vp Ute 2 1^ sin 2 yjf 

hierbei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen, 
je nachdem q"S:0. 
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2. p < 0 

y 2 = ± l ^ ( - ™ + i l / 3 c t g 2 V ) 

* - ± ^ ( ^ - i ^ ° * a * ' ) -
Zeichen -wie oben bei 1. zu nehmen. 

§ 28. Biqnadratische Gleichungen. 
1. Besondere lalle s. § 2 3 , 6 t , 7 2 . 
2. E u l e r s c h e Methode . 

1. Transformierung der Gleichung auf die Form 
x 4 + a x 2 + b x + c==0. 

2. Bildung der Resolvente 
a a 2 — 4 c b 2 

Sind die "Wurzeln dieser Gleiclnmg j x , y 2 , y 8 , dann ist 

I x 2 = + ( y y 1 - l / y ä + / y 7 ) 

x i ^ ± ( - / y i - i / y 7 - Y y 7 ) > 
wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, daß 
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§ 29. Höhere numerische Gleichungen. — Näuerunga-
methoden. 

1. Ganze Wurzel-werte. Dieselben sind in den 
Faktoren des Absolutgliedes a^ enthalten. Die Bestim­
mung derjenigen Faktoren, welche zugleich Wurzeln 
der Gleichung sind, wird erleichtert durch folgendes: 
a) Bs können nur diejenigen Faktoren in Betracht 
kommen, welche innerhalb der Wurzelgrenzen liegen 
(s. u. 3); b) nimmt man eine Wurzel Verkleinerung (s. § 25) 
z. B. um 1 vor und zerlegt in der neuen Gleichung 
ebenfalls das Absolutglied aj,, so kann als Wurzel der 
ursprünglichen Gleichung mir ein solcher Faktor von 
a,, in Betracht kommen, welcher um 1 größer ist als 
ein Faktor von a i . 

2. Wird f(x) für x — p negativ und für x==q 
positiv, so liegt eine ungerade Zahl von Wurzeln, also 
mindestens eine, zwischen p und q_. 

3. Ist — a„, der erste, und — a p der numerisch 
m 

größte negative Koeffizient, so ist x < 1 -(- y a p eine 
obere G r e n z e für die positiven Wurzeln. Yertauscht 
man x mit — x und sucht in der neuen Gleichung 
wieder die obere Grenze für die positiven Wurzeln, so 
ist dieselbe, mit negativem Zeichen versehen die u n t e r e 
Grenze für die negativen Wurzeln der gegebenen 
Gleichung. 

4. Sa tz von Budan(-Four ier ) . Bildet man die 
Eeihe f (x), f'(x), f"(x).. . f <n>(x) und setzt man hierin x = a 
und x = b, wobei a < b , so hat die Gleichung f(x) = 0 
nicht mehr Wurzeln zwischen a und b, als die Reihe 
Zeichenwechsel verliert, wenn man von a zu b übergeht. 

5. Satz von S tu rm. Sind f a(x), f s(x) . . . f m ( x ) 
die mit umgekehrten Zeichen genommenen Reste, die 
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sich bei der Aufsuchung des größten gemeinschaftlichen 
Teilers der Funktion f (x) und ihres Differentialquotienten 
f (x) ergeben, und setzt man in der Reihe der Funktionen 
f, f, fu f2, f3 . . . fm für x einmal a, das andere Mal b, 
so hat die erste Reihe gerade so viel Zeichenwechsel 
mehr als die zweite, wie die Gleichung f (x) == 0 Wurzeln 
zwischen a und b hat. 

6. Newtons Methode . Hat man durch Versuche 
(oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden, daß a 
annähernd eine Wurzel der Gleichung 

f(x) = a 0 xP + a 1 x n - 1 + . . . + ^ = 0 

ist, so ist an cc noch eine Korrektion anzubringen, um 
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion 
p ergibt sich aus (Taylors Satz s. § 87) 

Setzt man nun a + p an Stelle von oc, so erhält hiermit 
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion 
p x usf. 

7. Regu la falsi. Hat die Gleichung f(x) = 0 eine 
Wurzel zwischen cc und ocy [i(oc) und f(a x ) haben also 
entgegengesetzte Vorzeichen], so erhält man einen an­
genäherten Wert für die Wurzel, wenn man an Stelle 
des Schnittpunktes der Kurve mit der X-Achse den 
der Sehne setzt, welche die zu den Abszissen cc und «j 
gehörigen Kurvenpunkte verbindet; man hat dann: 

P 
- (a 0 «" + a I ä " - 1 + . . . + a n ) f ( « ) 

naofl^-^ + fn — l j a i cca-2 + ... - fa" 

x cc 
i(cc) 

(«! — CX) f(cX) 
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Mit dem neuen "Wert und einem benachbarten kann 
das Verfahren wiederholt werden usf. — Dieses Ver­

fahren ist bei algebraischen und transzendenten Glei­
chungen anwendbar. Beispiel: 

x 1 — 100 , also 
x log x = 2 oder x log x — 2 = 0 . 

Ausrechnung: f(x) = x logx —2 
— 2 
- 1 , 4 
- 0 , 5 6 8 7 
+ 0,4084 

x = 3 -
1.0,57 

0,98 = 3,58 

3,58 
3,60 

+ 0,0171 
- 0 , 0 0 2 7 

x = 3,58 + 0,02-0,0171 
0,0198 

= 3,58 + 0,01727 = 3,59727 usf. 
(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729). 
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§ 80. Größte und kleinste Werte, 
(Elementare Behandlung.) 

Ist y eine Funktion von x, also eine von x ab­
hängige Größe, und z. B. 
1. y = a x s + bx» + cx + d , 
so können hierbei die verschiedenen Werte von x als 
Abszissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be­
trachtet werden. 

•Y 

^ 1 ^ \ 

\F 
/ 1 

/ i 
/ i 

i 

— . 1 \ - „ 
i i \ 
i i \ 
i i 
i ! 

0 

Zieht man eine Parallele EF zur X-Achse, welche 
die betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F , 
deren Abszissen x t und x. 2 sind, schneidet, so hat y in 
diesen Punkten E und F die gleichen Werte, es ist 
also für obiges Beispiel 1: 

a x f -f- b x 2 + o x x + d = a x | + b x | - f c Xg -f- d , 
woraus a ( x | — x | ) -f- b ( x 2 — x f ) - f c ( x x — x 2 ) = 0, folg­
lich nach Division mit xx — x 2 

2. a(xf. + i i x 3 + x | ) + b f o + x 2 ) + c = 0 . 
Wenn sich nun EF parallel weiter bewegt, so werden 
Xj und x, für den Punkt, wo y einen größten oder 
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kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab­
szisse dieses Punktes x , so ergibt sich demnach aus 2. 
3. 3 a x 2 + 2 b x + e = 0 . 

•Y 

1 ' | 
1 i 

0 * *X 

Durch Auflösen dieser Gleichung findet man die Werte 
von x , welche y zu einem Maximum oder Minimum 
machen. 

Das Verfahren läßt sich nach Vorstehendem in 
folgender Weise fassen*): 

Um einen größten oder kleinsten Wert (oder mehrere) 
einer abhängigen Größe zu finden, muß man: 

1. die Punktion in einer unabhängigen veränder­
lichen Größe x ausdrücken; 

2. in diesen Ausdruck x t und dann x 2 einsetzen 
und die sich ergebenden Ausdrücke einander gleich 
setzen; 

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so 
daß sich mit dem Paktor x x — Xj durchdividieren läßt. 

*) Vgl. hierzu: Marius, Maxima und Minima, Berlin 1K6I 
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4. Nachdem mit x x — x 2 durchdividiert ist, hat man 
in der hierdurch erhaltenen Gleichung x1==x2=x zu 
setzen und die Gleichung aufzulösen. Für die ge­
fundenen Werte von x erreicht y ein Maximum oder 
Minimum. 

5. Ob ein größter oder kleinster Wert vorliegt, 
ergibt sich aus der N a t o der Aufgabe öder durch 
Berechnung der Werte von y für solche Werte von x, 
die dem gefundenen benachbart sind. 

B e m e r k u n g e n : 1. Bei Funktionen, in denen eine 
Quadratwurzel vorkommt, nmß vor dem Dividieren mit 
x x — x 2 in der Eegel noch umgeformt werden. 

Beispiel: 

m s , + n - | - y a x i ! + b x 1 - f c = mx 2 -f-n + | / a x 2 + b x, + c, 

m(x x — Xj) + y a x f + b x x + c — ya x§ + b x 2 - j - c = 0 , 
woraus 

m fr - x,) + -^J^ZJi+ b fez^.=- o , 
VaxJ+DXi + o + Vaxä + b x j + c 

folglich m • 
a(x x -f x.,) + b 

, yax x + b x x + c + Xj + b Xj + c 
Nun ist x x = x 2 = x zu setzen usf. 

2. Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren 
Methode ist begrenzt; allgemeine Verfahren für Auf­
tindung größter und kleinster Werte gibt die höhere 
Analysis (s. § 89). 
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§ 31. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel­
mäßiges Vieleck. 

1. Ein P u n k t liegt innerhalb, auf oder außer­
halb einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunkts­
abstand = als der Halbmesser ist. 

2. Eine G e r a d e hat mit einem Kreis zwei, einen 
oder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h. sie schneidet, 
berührt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mittelpunkts­
abstand = als der Halbmesser ist. 

3. a) Gleiche Sehnen haben gleiche Mittelpunkts-
abstände und umgekehrt. 

b) Von zwei ungleichen Sehnen hat die größere 
den kleineren Mittelpunktsabstand und umgekehrt. 

4., Zu gleichen Z e n t r i w i n k e l n in gleichen Kreisen 
oder in demselben Kreis gehören gleiche Bögen, Sehnen, 
Aus- und Abschnitte und umgekehrt. 

5. Ein P e r i p h e r i e w i n k e l ist die Hälfte des zu­
gehörigen Zentriwinkels. 

6. Alle Peripheriewinkel über demselben Bogen 
sind einander gleich. 

Datum a, r , a . 
7. Der T a n g e n t e n s e h n e n w i n k e l ist gleich dem 

Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen. 
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8. a) Im K r e i s v i e r e c k ist die Summe zweier 
Gegenwinkel gleich der Summe der zwei andern, 
d. h. 2 R. 

b) Wenn in einem Viereok die Summe zweier 
Gegenwinkel 2 R ist, HO ist es ein Kreisviereck. 

9. a) Im T a n g e n t e n v i e r e c k ist die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern. 

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern ist, 
so ist das Viereck ein Tangentenviereck. 

10. T a n g e n t e n a b s c h n i t t e beim Dreieck 
an den Inkreis, an den Ankr. d. Gegens. 

_ , , b - f o — a , b + c 4 - a 
von der Ecke A ( = s — a), = s 

2 

T , c + a — b , b 4- c 4- a 
von der Ecke B (==s — b), ^ 

2 v •" 2 
, _ . 0 a + b — o . , b + o + a 

von der Ecke C (==s —c), = s . 
LI A 

Datum s, Qt, oc. 
11. Zwei Kreise K und Kt 

a) berühren sich, wenn sie einen Punkt der Zentrale 
gemeinschaftlich haben, 

b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaftlich, 
wenn sie sich berühren. 

c) K und K X berühren sich, wenn z = r+_g; 
z < r + Q und 

K und KJL schneiden sieh, wenn 
z > r — Q . 

K liegt innerhalb K X , wenn z < r — g; 
K liegt außerhalb Kt, wenn z > r + Q. 

z Zentrale, r der größere, Q der kleinere Halbmesser. 
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4 
12 . 'Kre i s t e i lung . Zu einem Zentriwinkel von—R 

2 n 

— oder einem Peripheriewinkel von — R — gehört der 
n-te Teil der Kreislinie. 1 0 

13. R e g e l m ä ß i g e s Vieleck. 
Eckenzahl: 3 4 5 6 . . . n 

Zentriwinkel: 4 R 1 R 4 R 4R--- — R 

3 5 3 n 
Polygonwinkel: - | R 1 R T R 1 T R ••• ^ ^ R . 

§ 32. Proportionalität von Strecken, Ähnlichkeit. 
1. "Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 

Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den 
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver­
halten sich wie die zugehörigen Scheitelabschnitte des­
selben .Schenkels. — Umkehning des ersten Teils. 

2. Die H a l b i e r u n g s l i n i e eines Winkels im Dreieck 
teilt die Gegenseite innerlich im Verhältnis der Anseiten; 
die Halbierungslinie des Außenwinkels teilt sie äußerlich 
in demselben Verhältnis. — Umkehning. 

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die abgeschnittenen Dreiecke einander ähnlich. 

4. Zwei D r e i e c k e sind ähn l i ch , wenn 
a) zwei Seiten proportional und der eingeschlossene 

Winkel gleich, 
b) zwei Winkel gleich, 
c) die drei Seiten proportional, 
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel des 

einen Paares gleich und die Gegenwinkel des andern 
B ü r k l e n , Formelsammlung. 5 
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Paares gleichartig sind. — (Besonderer l a l l : Zwei 
Dreiecke sind ähnlich, wenn sie zwei Seiten proportional 
und den Gegenwinkel der größeren gleich haben.) 

5. Zwei Höhen eines Dreiecks verhalten sich um­
gekehrt -wie die zugehörigen Seiten, oder wie die rezi­
proken Werte dieser Seiten und umgekehrt; also 

h : h ' : h " = i : i : - = b c : a c : a b . a b c 

6. a) Zieht man von zwei ä h n l i c h l i egenden 
P u n k t e n bei zwei ähnlichen Vielecken Stralüen nach 
allen entsprechenden Ecken, so entstehen paarweis ähn­
liche Dreiecke. 

B e s o n d e r e r Fa l l : Durch die Diagonalen aus zwei 
entsprechenden Ecken werden zwei ähnliche Vielecke 
in paarweis ähnliche Dreiecke zerlegt. 

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwei 
Punkten nach den Ecken zweier Vielecke zieht, paar­
weis ähnliche, in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke, 
so sind die Vielecke ähnlich und die beiden Punkte 
ähnlich liegend. 

Besonde re F ä l l e : tx) Werden zwei Vielecke durch 
die Diagonalen aus zwei Ecken in paarweis ähnliche 
in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zerlegt, so 
sind die Vielecke ähnlich. 

ß) Zwei Parallelogramme sind ähnlich, wenn sie 
einen Winkel gleich und die einschließenden Seiten 
proportional haben. 

1, Regelmäßige Vielecke von gleicher Seitenzahl 
sind ähnlich. 

8. In ähn l i chen Vie l ecken sind entsprechende 
Winkel einander gleich und entsprechende Längen 
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proportional; die Umfange ähnlicher Vielecke verhalten 
sich daher wie entsprechende Seiten. 

9. a) Sind zwei Vielecke in p e r s p e k t i v i s c h e r 
L a g e und n — 1 Seitenpaare (worunter keines, das mit 
einem Strahl zusammenfällt) parallel, so ist auch das 
n-te Paar parallel und die Vielecke sind ähnlich. 

b) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei Seitenpaare 
parallel, so sind auch die übrigen parallel und die 
Vielecke sind'in perspektivischer Lage. 

10. a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 
ist m i t t l e r e P r o p o r t i o n a l e zwischen der Hypqtenuse 
und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt. 

b) Die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist mittlere 
Proportionale zu den Hypotenusenabschnitten. 

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis 
gleich dem größeren Abschnitt des s t e t i g g e t e i l t e n 

2 
Schenkels, so ist der Winkel an der Spitze g-R und 
umgekehrt. (Bestimmungsdreieck des regelmäßigen Zehn­
ecks.) 

12. a) S e k a n t e n s atz. Werden die Schenkel eines 
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem Kreis 
geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte des einen 
Schenkels innere, die des andern äußere Glieder einer 
Proportion, d. h. das Produkt der Scheitelabschnitte ist 
konstant. (Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen 
Kreis = P 0 - ' - r 2 . ) 

B e s o n d e r e r F a l l : Wird der eine Schenkel eines 
Winkels von einem Kreis geschnitten,; der andere' be­
rührt, so ist das Quadrat des Tangentenabschnitts gleich 
dem Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante. 

b) Sind auf, jedem Schenkel eines Winkels oder 
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je zwei Stücke 

5* , 
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abgetragen und ist das Produkt der Abschnitte des 
einen Schenkels gleich dem Produkt der Abschnitte 
des andern, so liegen die vier Endpunkte der Abschnitte 
auf einem Kreis. 

Besonde re r F a l l : Sind auf dem einen Schenkel 
eines "Winkels zwei Abschnitte, auf dem andern ein 
Abschnitt vom Scheitel aus abgetragen und ist das 
Produkt der Abschnitte des ersten Schenkels gleich 
dem Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten Schenkel, 
so berührt der durch die Endpunkte der drei Abschnitte 
gelegte Kreis den zweiten Schenkel. 

g 33. Flächenvergleichung, Inhaltsbeziehungen. 
1. Parallelogramme und ebenso Dreiecke von gleicher 

Grundlinie und Höhe sind gleich. 
2. Ein Dreieck ist halb so groß als ein Parallelo­

gramm von gleicher Gimdhnie und Höhe. 
3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo­

gramm, wenn beide gleiche Höhe haben und wenn, die 
Grundlinie des Parallelogramms gleich der Mittellinie 
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche 
Höhe und gleiche Mittellinie haben. 

4. Datum für Parallelogramm und Dreieck: a, h, f2, 
für das Trajiez: b + d, h, f2. 

5. Ein :Kreis ist gleich einem Dreieck, dessen 
Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Höhe gleich 
dem Halbmesser ist. 

6. Parallelogramme und ebenso Dreiecke, die einen 
Winkel gleich haben, verhalten sich wie' die Produkte 
der den gleichen Winkel einschließenden Seiten. 

Da tum: « , (bc), f2. 
7. Ähnliche Vielecke verhalten sich, dem Inhalt 

nach wie die Quadrate entsprechender Längen. 
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8. Das Quadrat über einer Kathete eines recht­
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der 
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt. 

9. Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen­
abschnitten. 

10. P y t h a g o r e i s c h e r L e h r s a t z : 
a) Im r e c h t w i n k l i g e n Dre ieck ist das Quadrat 

über der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate 
über den Katheten. 

b) A l l g e m e i n e r P y t h a g o r e i s c h e r L e h r s a t z : 
Konstruiert man über den Seiten eines rechtwinkligen Drei­
ecks ähnliche Figuren, so ist die Figur über der Hypo­
tenuse gleich der Summe der Figuren über den Katheten. 

c) P y t h a g o r e i s c h e r L e h r s a t z für d a s , s c h i e f ­
wink l ige D r e i e c k : Das Quadrat über einer Dreiecks­
seite ist gleich der Summe der Quadrate der andern 
Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um das doppelte 
Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion 
der andern auf sie, je nachdem der Gegenwinkel der 
ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 48, 6). 

11. P t o l e m ä i s c h e r L e h r s a t z , s. § 35, 22. 

§ 34. Längen- and Flächenberechnungen. 
1. Inhalt des Rechtecks: a - b . 
2. Inhalt des Quadrats: a s . 
3. Inhalt des Parallelogramms: a h . 
4. Inhalt J des Dreiecks: a- | -b-)-c = 2 s , Q Halb­

messer des Inkreises, g l f g 2 , QS Halbmesser des An­
kreises an der Seite a, bzw. b, c) 

ah -
J = — = Q s, •= ßj. (s - a) == Q2 (s — b) = QA (s — c) 

= l / s ( s - a ) (s - b ) (s - c) - ~ . 
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arca° = 180° 180° " 

Rege lmäß ige Vie lecke : 

12. Dreieck. 

a n: 3 r 
h = y / 3 = Y = 3 { ? 

2 a r-

a 2 

4"' " 3 ' " 4 

5. Inhalt des Trapezes: a ( D ^ ~ ^ ) _ 

6. Tri halt des regelmäßigen n-Ecks: n ° ^ . 

7. Umfang des Kreises: 
/ 22\ 

2 r Ji — an; I Näherungsw. v. n = 3,1416 ; = — 1. 

d 2 

8. Inhalt des Kreises: r 2 jz = — - n . 
4 

9. Bogen : 2 r.nt = <%°: 3 6 0 ° ; B o g e n = ^ ^ . 

10. Sektor: r2?z = « ° : 3 6 0 0 ; Sektor = «= ^ . 
obO u 2 

11. Bogenlänge im Kreis vom. Halbmesser 1: 
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13. Sechseck . 

14. Quadra t . 

J = a 2 = 2 r 2 = 4 g 3 . 
15. Ach teck . 

r - - ^ y 4 + 2]/2 = 0 ] / 4 - 2 ] / 2 

: e = - | ( ] / 2 + l ) = ! - ] /2 + / 2 

a = r]/2 — / 2 = 2 g ( / 2 - l ) 
J = = 2 a 2 ( / 2 + l ) = 2 r 2 / 2 = 8 e

2 ( / 2 - l) . 
16. Fünfeck . 

r = ̂  / iö+iöyf - e (Vs -1 ) 

o = ^ r

/ 2 5 + lOYö = ~ ( ] / 5 + l ) , 

a « |- / l ö ^ i y f = 2 e yi^äyf 

.1 --= | - (fS + l ) - y KiO + 2)/5 = e / lO — 2 / 5 

J - y ] / 2 5 - r - 1 0 / 5 = ^ l / l O 4 - 2 / 5 = 5 e

2 | / 5 ^ 2 y 5 -



72 Ebene Geometrie. 

e==|-) /5T271 = j r / 1 0 + 2 ^ 

. ( ^ _ 1 ) = M | ^ 3 T ^ | 

j = ^V5 + 2 ] / 5 = ^ | / 1 0 - 2 } / 5 = 2 ^ J / 2 5 - 1 0 ] / 5 . 

4. 

6. 

g 35. Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln. 

A) D a t u n i s b s z i e h u n g e n . Wo nichts bemerkt ist, 
beziehen sie sich auf das Dreieck. 

1. h, m, (ß-y). 

h + h ' . a + b . y . 

h —h', b —a, y . 

3. a, r, a . 

s — a, g, oi . 

s, £)1, « . 

5. a, h, f2. 

Trapez: b + d, h, f3. 

s. e, f2-

s - a , . f2 . 

Tangentenviereck: a-f-b + c + d, g, f2. 

7. (bc). x, IK 

8. b 2 - c 2 , (p + q), ( p - q ) s. u. C 1 7 . 

17. Zehueck. 
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a - = u 2 4 - v a , b = u 2 - v 2 , c = 2 u v . 

u V 
u 2 + v 2 

a 

U 2 _ V 2 

b 
2 u v 

c 
0 1 . 5 3 4 
3 1 10 8 6 
3 2 13 5 12 
4 1 17 15 8 
4 2 20 12 16 
4 3 25 7 24 
5 1 26 24 10 
5 2 29 21 20 

0) B e z i e h u n g e n am sch i e fw ink l i gen Dre ieck . 
14. b p — c q (p Projekt, von c auf b, q Projekt, 

von b auf c). 
15. a 2 = b 2 4 - c 2 + " 2 c q (Pyth. Lehrsatz. für das 

schiefwinklige /I), (q Projekt, von b auf c). « § E , 
16. b c = 2 r h . 
17. b 2 — o 2 = p? —q? (p x und qj Projekt, von b 

und , o auf a). 

B) B e z i e h u n g e n am r e c h t w i n k l i g e n Dre i eck . 
9. b 2 = a p , c 2 = a q , (a Hyp., p und q Abschn. 

derselben). 
10. h 2 = p q . 
11. a 2 = b 2 4 - c 2 ; a = ]/b 2 4 - c 2 . 
12. b c = a h . 

13. R a t i o n a l e r e c h t w i n k l i g e D r e i e c k e sind be­
stimmt durch 
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18. 

a 2 + 4 t 2 = 2(b 2 + c 2) 
4 (t 2 + 1 ' 2 + 1 " 2 ) = 3 (a ä + b 2 + c 2) 

a 2 = l ( 2 f 2
 + 2 t " 2 - t 2 ) . 

19. m 2 = b c — v w (v und w Abschnitte der Seite a, 
erzeugt durch "Winkelhalbierende m). 

20. D r e i e c k s i n h a l t s. § 34 4 . 

22. S e h n e n v i e r e c k (Ptolemäischer Lehrsatz) 

Inhalt des S ebnen V ierecks : 

| / ( s - a ) ( s - b ) ( s - c ) ( s - d ) , 
a + b + c + d 

wobei s == — •. 

§ 36. Geometrische Örter. 
A) Der geometrische Or t f ü r e inen P u n k t , der 
1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist 

die Kreislinie um A, mit r; 
2. von einer Geraden L auf bestimmter Seite der­

selben die Entfernimg h hat, ist die Parallele zu L auf 
jener Seite im Abstand h; 

3. von zwei Punkten A und. B gleiche Entfernung 
hat, ist das Mitteilet zu AB; 

4. von den Schenkeln eines "Winkels gleichen Ab­
stand hat, ist die Halbierungslinie des Winkels; 

e - & • 62 • es = J 2 

21. 

ee j = ac-f-bd . 
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5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, ist 
die Parallele im mittleren Abstand. 

B) Der geometrische Ort für den M i t t e l p u n k t 
e ineß K r e i s e s , der 

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht, 
ist die Kreislinie um A mit r; 

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L auf 
bestimmter Seite berührt, ist die Parallele im Abstand r 
auf jener Seite; 

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das 
Mittellot zu AB; 
' 9. die Schenkel eines "Winkels berühren soll, ist die 

Halbierungslinie des Winkels; 
10. zwei Parallelen berührt, ist die mittlere Parallele; 
11. eine Gerade L im Punkte A berührt, ist das 

Lot zu h in A; 
12. eine Kreislinie im Punkte A berührt, ist die 

"Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A; 
13. den Halbmesser o hat und eine Kreislinie K 

vom Halbmesser r von außen oder innen berührt, ist 
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser 
r + ß oder r — Q, bzw. Q — r . 

0) Der geometrische Ort für- die S p i t z e n a l l e r 
Dre i ecke auf derselben Seite über der gemeinsamen 
Grundlinie a mit 

14. demselben Winkel « an der Spitze, ist der 
Ki'eisbogen über a, welcher den Winkel ex faßt; 

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur 
Grundlinie; 

16. demselben Verhältnis m : n für die Seiten b 
und c ist ein Halbkreis über der Strecke zwischen den 
beiden Punkten, welche a innerlich und äußerlich im 
Verhältnis m : n teilen (Satz des ApolloniusV 
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§ 37. Besondere Linien und Punkte am Dreieck. 
In einem Dreieck schneiden sich 
1. die M i t t e l l o t e zu den Sei ten in einem Punkt, 

der von den Ecken gleiche Entfernungen hat (Umkreis ­
m i t t e l p u n k t 0); 

2. die H a l b i e r u n g s l i n i e n der Winkel in 
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen 
hat ( I n k r e i a m i t t e l p u n k t M); desgleichen die Hal­
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Außen­
winkel an der Gegenseite ( A n k r e i s m i t t e l p u n k t e MA, 
M,, M 3); 

3. die S c h w e r l i n i e n (Seitenhalbierende Trans­
versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig 
im Verhältnis 2 : 1 ( S c h w e r p u n k t S); 

4. die Höhen in einem Punkt (Höhenschn i t t ­
p u n k t H). 

In einem Dreieck liegen: 
5. der Höhenschnittpunkt, der Schwerpunkt und 

der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist 
hierbei HS:SO = 2 : l ; 

6. die drei Fußpunkte der Höhen, die drei Hal-
, bierungspunkte der Seiten und die drei Halhierungs-
pivnkte der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis 
(Feuerbachscher Kreis). 

§ 38. Harmonische Teilung. 
1. Wenn die Strecke AB durch die Punkte P 

und Q innerlich bzw. äußerlich nach demselben Ver­
hältnis geteilt ist, dann heißen A, B, P, Q, ha rmo­
n i sche P u n k t e ; A und B, ebenso P und Q heißen 
zugeordne t . — PQ wird ebenfalls durch A und B 
harmonisch geteilt 
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2. Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier 
harmonische Punkte, so heißt dasselbe ein h a r m o ­
n isches B ü s c h e l ; je zwei Strahlen, welche durch zwei 
zugeordnete Punkte gehen, heißen selbst zugeordnet. 

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es nur 
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil­
strahl eines Winkels gibt es nur einen harmonisch 
zugeordneten Strahl. 

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in 
bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete 
Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hal­
bierungslinie eines Winkels in bezug auf die Schenkel 
harmonisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Hal-
bienmgslhiie. 

5. a) Wenn man zu einem S t r a h l e ines 
h a r m o n i s c h e n B ü s c h e l s eine P a r a l l e l e z i e h t , 
so w i r d das S t ü c k d e r s e l b e n z w i s c h e n dem 
a n d e r n P a a r z u g e o r d n e t e r S t r ah l en von dem zum 
e r s t en z u g e o r d n e t e n S t r a h l halbiert. (Bestimmung 
des vierten harmonischen Elementes zu drei gegebenen.) 

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines 
Büschels auf einer Geraden gleiche Strecken ange­
schnitten und ist der vierte Strahl dieser Geraden 
parallel, so bilden die vier Strahlen ein harmonisches 
Büschel. 

6. J ede G e r a d e s c h n e i d e t ein h a r m o n i s c h e s 
Büsche l in h a r m o n i s c h e n P u n k t e n . 

7. In einer Nebenecke eines v o l l s t ä n d i g e n 
Vierecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die 
Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt. 

8. Auf einer Nebenseite eines v o l l s t ä n d i g e n 
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch 
die andern Nebenseiten harmonisch geteilt. 



78 Ebene Geometrie. 

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel 
S" § 2 1 0 ! 11' 

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q 
harmonisch geteilten Strecke AB, so ist: 

AM2 = M P • MQ. 

§ 39. Kreispolaren. 
1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und 

beschreibt man über der Entfernung AB des einen zu­
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und 
errichtet in P ein Lot auf AB, so heißt dieses Lot 
die P o l a r e von Q in Beziehung auf den Kreis. — 
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und Q 
heißen zugeo rdne t e Pole . 

2. Die B e r ü h r u n g s s e h n e der von einem Punkt 
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes 
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Berührungs­
punktes. — Die Polare des Mittelpunktes ist die un­
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers 
ist ein unendlich ferner Punkt.. 

3. Die Po la ren a l l e r P u n k t e e iner Geraden 
schne iden s ich in e inem P u n k t , dem Po le d ieser 
Geraden. 

4. Die Pole a l l e r d u r c h einen P u n k t gehenden 
Geraden l iegen auf: e ine r Ge raden , der Po la ren 
d ieses P u n k t e s . 

5. Die Polare des Schnittpiuiktes zweier Geraden 
ist die Verbindungslinie der Pole derselben. 

6. Der Pol der Verbmdungslinie zweier Punkte ist 
der Schnittpunkt der Polaren derselben. 

7. J ede d u r c h e inen P u n k t gehende Sekante 
w i r d du rch d iesen , d u r c h se ine P o l a r e und die 
Kre i s l i n i e h a r m o n i s c h ge te i l t . 
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8. In jedem S e h n e n v i e r e c k ist eine Nebenecke 
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben-
eeken. 

9. In jedem T a n g e n t e n v i e r s e i t ist eine Neben­
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern 
Nebenseiten. 

§ 40. Ceva-, Menelaos-, Pascal-, Brianchon-Satz. 
1. Satz des Ceva: Schneiden sich drei Eck-

transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb 
oder außerhalb des Dreiecks, so ist das Produkt dreier 
nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem 
Produkt der drei andern. — (ümkehrung). 

. 2. Satz des Mene laos : Schneidet eine Trans­
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver­
längerungen, so ist das Produkt dreier nicht aneinander-, 
liegender Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei 
andern. — (Umkehrung). 

3. Satz des P a s c a l : Die drei Schnittpunkte je 
zweier Gegenseiten eines Sehnensechsecks liegen in 
einer Geraden. 

4. Satz des B r i a n c h o n : Die drei Verbindungs­
linien je zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks 
schneiden sich in einem Punkt. 

8 41. Ähnlichkeitspunkte, Potenzilinien (Ohordalen). 
1. Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenläufige 

oder gleichläufige parallele Halbmesser, so geht die 
Verbindungslinie der Endpunkte jedes Paares stets 
für sich durch denselben festen Punkt. Diese beideu 
Punkte teilen die Zentrale innerlich und äußerlich im 
Verhältnis der Halbmesser; sie heißen i n n e r e r bzw. 
ä u ß e r e r Ä h n l i c h k e i t s p u n k t . v 
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2. Satz des Monge: Die drei äußeren Ähnlichkeits-
punkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und ein 
äußerer liegen auf einer Geraden (Ähnl ichkei t sachse) . 

3. Die P o t e n z l i n i e zweier Kreise (d. h. die 
gerade Linie deren sämtliche Punkte in bezug auf 
rvvei Kreise gleiche Potenz haben, s. § 32,i 2 a .) steht 
senkrecht auf der Zentrale. "Wenn gemeinschaftliche, 
gleichartige Tangenten vorhanden sind, halbiert sie 
dieselben; schneiden oder berühren sich die Kreise, so 
ist die Potenzlinie gemeinschaftliche Sekante oder 
Tangente im Berührungspunkt; sind die Kreise kon­
zentrisch, so liegt sie in unendlicher Entfernung. Die 
von einem Punkt der Potenzlinie an die beiden Kreise 
gezogenen Tangenten sind einander gleich. 

4. Die , Potenzlinien je zweier von drei gegebenen 
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem P o t e n z ­
oder C h o r d a l p u n k t derselben, oder sie sind parallel. 
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§ 42. Gerade Linien und Ebenen. 
1. a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn 

sie einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist. 
b) Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so schneidet 

jede durch die Gerade gelegte Ebene die erste Ebene 
in einer parallelen Geraden. 

c) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht 
man duroh einen Punkt der Ebene eine Parallele zu 
der Geraden, so fällt die Parallele ganz in die Ebene 
hinein. 

2. a) Legt man durch jede von zwei Parallelen 
eine Ebene, welche die andere schneidet, so ist die 
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden Geraden 
parallel. 

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind 
sie einander selbst parallel. 

3. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten, so sind die. Schnittlinien parallel. 

4. Sind die Schenkel zweier 'Winkel parallel, so 
sind auch ihre Ebenen parallel. 

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und 
beide Paare gleichläiifig oder beide gegerJäufig, so sind 
die Winkel gleich; ist das eine Schenkelpaar gleich-, 
das andere gegenläufig, so sind die Winkel supplementär. 

Bf irk lan . Formelsammlung. 6 
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6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind 
sie einander selbst parallel. 

7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer 
Ebene senkrecht, so steht sie auf allen in der Ebene 
hegenden Geraden senkrecht, d. h. sie ist senkrecht 
zur Ebene. 

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkte zu 
einer Geraden senkrecht sind, liegen in einer Ebene, 
die senkrecht ist zu der Geraden. 

8. Zu einer Ebene läßt sich durch einen Punkt 
auf oder außerhalb derselben nur ein Lot ziehen. 

9. Zu einer Geraden läßt sich durch einen auf 
oder außerhalb derselben gelegenen Punkt nur eine 
senkrechte Ebene legen. 

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene 
ist zu dieser Ebene senkrecht. 

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von zwei 
zueinander senkrechten Ebenen senkrecht zu deren 
Schnittlinie ist, ist auch senkrecht zur andern Ebene. 

c) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von 
zwei senkrechten Ebenen ist, fällt ganz in die andere 
oder ist ihr parallel. 

d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht 
zu einer dritten, so ist auch ihre Schnittlinie senkrecht 
zur dritten. 

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der 
Projektionsebene hegt, ein E, so ist auch seine Projektion 
ein E; umgekehrt ist die Projektion ein E, so ist der 
Winkel selbst ein B . 

12. a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene 
senkrecht, so sind sie parallel. 

b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden senk­
rocht zu einer Ebene, so ist es auch die andere. 
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13. a) Stellen zwei Ebenen auf derselben Geraden 
senla'echt, so sind sie parallel. 

b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu einer 
Geraden senkrecht, so ist es auch die andere. 

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist 
die kürzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und 
umgekehrt. 

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und 
einem Punkt außerhalb derselben sind einander gleich, 
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes 
gleichweit entfernt sind, und umgekehrt. 

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche 
Winkel und umgekehrt. 

16. Yon zwei von einem Punkt nach einer Ebene 
gezogenen Strecken ist diejenige die Heinere, deren 
Endpunkt'näher bei der Projektion jenes Punktes liegt, 
und umgekehrt. 

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene 
den größeren Winkel und umgekehrt. 

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene ist kleiner als der • Winkel der Geraden mit 
irgend einer Geraden in der Ebene. 

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei parallelen 
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene 
gleiche Winkel. 

19. Die kürzeste Strecke zwischen zwei wind­
schiefen Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden 
senkrecht steht. 

20. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten, so sind: 

a) entsprechende Keile | 
b) innere Wechselkeile 
c) äußere Wechselkeile 

6* 
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und d) innere Gegenkeile ] , , 
e) äußere Gegenkeile > . 

I zwei 
f) gemischte Wechselkeile J 

Jeder der sechs Sätze ist umkehrbar. 

betragen zusammen 
zwei rechte Keile. 

§ 43. Kugel-, Zylinder-, Kegelfläche. 
A) L a g e b e z i e h u n g e n . 

1. Ein Punkt hegt innerhalb, auf, außerhalb einer 
Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet, 
berührt, hegt ganz außerhalb der Kugel, je nachdem 
der Mittelpunktsabstand ==r ist. (r Halbmesser.) 

2. Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele 
Gerade liegt innerhalb, auf, außerhalb einer Zylinder­
fläche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine 
zur Achse parallele Ebene schneidet, berührt sie, trifft 

sie nicht, je nachdem der Abstand von der Achse = 
ist. (r Grundkreishalbmesser.) 

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende 
Gerade hegt innerhalb, auf, außerhalb einer Kegelfläche, 
eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet, berührt 
sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der Geraden 

oder der Ebene mit der Achse = der erzeugende 
Winkel a ist. 

4. Eine Ebene, welche eine Kugel schneidet, schneidet 
sie in einer Krdslinie. — Eine zur Achse parallele 
Schnittebene einer Zylinderfläche schneidet diese in 
zwei zur Achse parallelen Mantellinien. — Eine durch 
die Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet 
die Kegelfläche in zwei Mantellinien. 

6. Eine Berührungsebene an eine Kugel ist (u. a.) 
bestimmt durch zwei Tangenten im Berührungspunkt, 
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eine Berührungsebene an eine Zylinder- und ebenso 
an eine Kegelfläche- ist bestimmt durch Berührungs-
mantellinie und Grundkreistangente. 

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kugel­
kreisebene, Berührungsebene, Sehne der Kugel geht 
bzw. durch den Kreismittelpunkt, Berührungspunkt, 
Halbierungspunkt derselben. 

Umkebrungen. 
7. Zwei Kugeln berühren sich, wenn sie einen 

Punkt der Zentrale gemeinschaftlich haben, und um­
gekehrt. 

Die Zentrale zweier sich berührender Kugeln ist 
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb­
messer. 

8. Ein Punkt der Kugelfläche ist Pol eines Kugel­
kreises, wenn er von drei Punkten desselben gleiche 
sphärische Entfernungen hat; er ist Pol eines Groß­
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphärische 
Entfernungen von 90° hat. 

B) G r ö ß e n b e z i e h u n g e n . 
9. Der Großkreisbogen ist die kürzeste Linie zwischen 

zwei Punkten auf der Kugelfläche. 
10. Ist ein sphärisches Dreieck Polardreieck zu 

einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck 
zum ersten. 

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphärischen 
Dreiecks ergänzen die "Winkelgrade der entsprechenden 
Winkel des Polardreiecks und die .Winkelgrade des 
sphärischen Dreiecks ergänzen die Bogengrade der 
entsprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180°. 

(Nr. 10 und 11 gelten ebenso für Dreikant und 
Polardreikant.) , 
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12. Zwei sphärische Dreiecke gleicher Kugeln oder 
zwei Dreikante sind entsprechend gleich, wenn 

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel, 
b) eine Seite und zwrei anliegende Winkel, 
c) die drei Seiten, 
d) die drei Winkel, 
e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen 

gleich sind und der Gegenwinkel der andern in beiden 

zugleich = 9 0 ° ist, 
f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen 

gleich sind und die Gegenseite des andern in beiden 

zugleich = 9 0 ° ist. 
13. In jedem sphärischen Dreieck und jedem Dreikant 
a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegenüber 

und umgekehrt, 
b) liegt dem größeren Winkel die größere Seite 

gegenüber und umgekehrt, 
c) sind zwei Seiten zusammen größer als die dritte, 
d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der 

um 2 R vermehrte dritte, 
e) ist, wenn die Summe zweier Seiten ^ 180°, auch 

die Summe der Gegenwinkel "2:180° und umgekehrt. 
14. Ein sphärisches Zweieck verhält sich zur Kugel­

oberfläche wie sein Winkel zu 4 R ; oder 
sphärisches Zweieck = 2 R 2 arc a . 

15. Der Inhalt des sphärischen Dreiecks verhält sich 
zur Kugeroberfläche wie der sphärische Exzeß zu 8 R; oder 

sphärisches Dreieck = R 2 arc(« + ß 4- y — 2 R ) . 
16. In einem sphärischen Dreieck liegt 
a) die Summe der Winkel zwischen 2 R und 6 R , 
b) die Summe der Seiten zwischen 0 und 4 R . 
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§ 44. Geometrische ürter . 
1. Eine' um Punkt A mit dem Halbmesser r be­

schriebene Kugel ist geometrischer Ort 
a) für jeden Punkt, der von A den Abstand r hat, 
b) für jede Gerade, die von A den Abstand r hat, 
c) für jede Ebene, die von A den Abstand r hat, 
d) für den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb­

messer r, die durch A geht. 
2. Eine um die Gerade L als Achse mit dem 

Gnmdkreishalbmesser r beschriebene Zylinderfläche ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von L den Abstand r hat, 
b) für jede Gerade, die von L den Abstand r hat, 
c) für jede Ebene, die Ton L den Abstand r hat, 
d) für den Mittelpunkt jedei Kugel vom Halb­

messer r, die L berührt. 
3. Eine Kegelfläche mit der Achse L, der Spitze A 

und dem erzeugenden Winkel oc ist geometrischer Ort 
a) für jede durch A gehende Gerade, welche mit 

L den Winkel <x bildet, 
b) für jede durch A gehende Ebene, welche mit L 

den Winkel a bildet, 
c) für jede durch A gehende Ebene, welche mit 

einer zu L senkrechten Ebene den Winkel R — a bildet. 
4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r aid: einer 

Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geometri­
scher Ort 

a) für jeden Punkt auf dieser Seite, der von E 
den Abstand r hat, 

b) für jede parallele Gerade auf dieser Seite, die 
von E den Abstand r hat, 

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser Seite, 
die E berührt und den Halbmesser r hat, 
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d) für die Achse jedes Zylinders auf dieser Seite, 
der den Grundkreishalbmesser r hat und E berührt. 

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von A und B gleiche Ent­
fernungen hat, 

b) für jede Gerade, die von A und B gleiche Ent­
fernungen hat und mit AB einen rechten Winkel bildet, 

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A 
und B geht. 

6. Die Mittellotebene zu einem Winkel ABC ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den Schenkeln gleichen 
Abstand hat, 

b) für jede durch B gehende Gerade, che mit den 
Schenkeln gleiche Winkel bildet, 

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche beide 
Schenkel berührt. 

7. Die Halbierungsebene eines Keils (MQ) ist geo­
metrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von M und Q gleichen 
Abstand hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M 
und Q berührt. 

8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
Umkreismittelpunkt 0 desselben ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von A, B und 0 gleiche 
Abstände hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A, 
B und C geht. 

9.' Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
Inkreismittelpunkt oder einem Anfaeismittelpunkt des­
selben ist geometrischer Ort 
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a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten gleiche 
Entfernungen hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, -welche die 
drei Seiten berührt. 

10. Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der 
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den drei Kanten gleiche 
Abstände hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Kanten berührt. Die Schnittlinie ist Achse des 
dem Dreikant umbeschriebenen Kegels. 

11. Die Schnittlinie der, Halbierungsebenen der drei 
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den drei Seitenflächen 
gleichen Abstand hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Seitenflächen berührt. 

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein­
beschriebenen Kegels. 

§ 45. Sätze über Polyeder. Formeln für Oberflächen, 
Rauminhalte. 

A) A l l g e m e i n e Sätze. 
1. E u l e r s Sa tz : Bei jedem Vielflächner ist die 

Summe der Anzahl der Ecken und Flächen um 2 größer 
als die Zahl der Kanten, 

E + F==K + 2 . 
2. Die Anzahl der Kanten ist halb so groß als die 

der "Winkel, 

K~=iw. 
2 
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3. Ein P a r a l l e l s c h n i t t einer Pyramide ist ein 
der Grundfläche ähnliches Yieleck und es verhält sich 
der Inhalt des Parallel Schnittes zu dem der Grundfläche 
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen 
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide. 

4. Satz des Cava l i e r i : Haben zwei Körper gleiche 
Höhe und gleiche Grundflächen und sind alle Parallel­
schnitte, die in denselben Entfernungen von den ent­
sprechenden Grundflächen gelegt sind, einander gleich, 
so sind die Körper selbst inhaltsgleich. 

5. Ähnliche Körper verhalten sich der Oberfläche 
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie che Kuben 
entsprechender Längen. 

M Mantel, 0 Oberfläche, G Grundfläche, Q Quer-
schnitt, h Höhe, r Grundkreishalbmesser, R Kugel-
halbmesser, a, b, c Kanten, s Mantellinie, S Mittel­
schnitt, Y Kauminhalt. 

6. Quader : 0 = 2 (ab + b c + c a ) ; 

9. Z y l i n d e r : M = 2 r n h ; 
0 = 2 r r c ( h + r ) ; ' V - = r » » h . 

Fiü' den H o h l z y l i n d e r : Y = ( r 2 — r | ) 7 i h . 

B) B e r e c h n u n g e n . 

7. P r i s m a : 
V»=ab c . 
V = G - h = Q . s . 

8. P y r a m i d e : v - e . | . 

10. Kege l : M = r ? r s ; 0 = r (s + r ) ; 

s^f^+hß- V = — r 2 ? z h . 
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11. P y r a m i d e n r u m p f : 

12. K e g e l m r ü p f : 
M = (r 4- Tj) n s = 2 p TT h 

(p'Mittellöt zur Mantellinie b is zur Achse); 

V = ~ ( r 2 4 - r r 1 + r ? ) . 

13. P r i s m a t o i d : 

Y = ^ ( G + G 1 + 4 S ) . 

14. S c h i e f a b g e s c h n i t t e n e s d re i se i t . P r i s m a : 

4 R 3 7i 

15. K u g e l : 0 — 4 R * r e ; V = - — - ; 

K u g e l z o n e : 0 = 2 R j t 1 i ; 
V _ ^ ( 3 r i + 8 r j 4 - h * ) ; 

K u g e l a b s c h n i t t : 
0 = 2 R » h = ( r » + y ) ^ ; 

. Y = ^ ( 3 r 2

+ h ^ ) = ~ ( 3 H - h ) ; 

2 
K u g e l a u s s c h n i t t : Y = — R 3 j i h ; 

ö 

K u g e l t e i l :
 Y^^7fftfT'> 

4 
E l l i p s o i d : V— — T r a b e ; 
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4 

D r e h u n g s e l l i p s o i d : — 7 r a b I ( 2 a Drehachse); 
3 1 

D r e h u n g s p a r a b o l o i d : Y = — r z j r h ; 

Abges tumpf te s D r e h u n g s p a r a b o l o i d : 

V=—?r(E2 + r2)h 
(E, r Halbmesser der Endflächen, h Höhe); 

Wuls t : V=27t 2 Er2 ; 0 = 4 7 r 3 R r 

(r Halbmesser des gedrehten Kreises, E Abstand seines 

Mittelpunktes von der Drehachse); 

Schief a b g e s c h n i t t e n e r , g e r a d e r K r e i s ­

zy l inde r : V - T t r 2 ^ — 1 ; M = 7 r r ( h 1 + h 3 ) 

(hi kürzeste, \ längste Mantellinie); 

Zyl inderhuf : V = ~ [ a ( 3 r 2 - a 2 ) 4 - 3 r 2 ( b - r ) 9 5 ] ; 
0 0 „, 2 r h l v l _ x , . 

M = T [ ( b _ r ) y + a ] 
(h längste Mantellinie, 2 a Hufkante, b Länge des Lotes 
vom Fußpunkt von h auf 2 a, 2 <p Länge des Bogens 

bezogen auf den Halbm. 1). 
16. G/uldins Sätze, a) Die Oberfläche einer Dreh­

fläche ist gleich dem Produkt aus der Länge der er­
zeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunktes 
derselben. 

Besteht die Erzeugende 1 aus den Teilen \ , \ , 1B . . , , 
deren Schwerpunkte die Abstände s,, s a , s 3 . . . von der 
Achse haben, während der Abstand des Oesamtschwer­
punktes der Erzeugenden s ist, so ist 

B l — S 1 1 1 + S ,1 S + S 8 1 | | + • . . 
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b) Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem 
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche und 
dem "Weg des Schwerpunktes derselben. 

Zerlegt man die erzeugende Fläche i in die Teile i 1 ( 

i 3 , i 8 . . . und sind die Achsenabstände der Schwerpunkte 
der ganzen Fläche und der Teile s, s1, s 2 , ss . . . . so ist 

s i = Sj i t + s 2 i 2 + s s 58 + . . . 
17. R e g e l m ä ß i g e Körper . R Halbmesser der 

umbeschriebenen, r derjenige der einbesclniebenen Kugel, 
a Kante. 

T e t r a e d e r : R = 

0 = 

Würfel : B — a /TT a 
* = j l 

0== 6 a 2 ; V = a 3 . 

Oktaede r : R = 

0 = 2 a s / 3 ; 

Dodekaeder : R = 

a 1 / 5 0 ± 2 2 j ^ = a c t g 3 6 0 c o s 3 6 0 . 

0 = 3 a 2 | / 5 ( 5 + 2 / 5 ) 
F - r 
f - i = 4 F - r (1 
3 
( l 5 + 7 / 5 ) - 5 a 3 e t g 2 3 6 ° e o s 3 6 4 . 

V = 1 2 F ' r = 4 F • r (F Seitenfläche) 
3 

a° 
1 



94 Stereometrie. 

I k o s a e d e r : E = (5 +fö) ; 

a j / 7 + 3 ~ f 5 _ a 

2 a o o s 2 3 6 " 
" ; . 

O = 5 a 2 / 3 ; 
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I. Goniometr ie . 
§ 46. Funktionen einfacher Winkel. 

1. E r k l ä r u n g der Funk t ionen . 
a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse, 

b und c Katheten). 
( b b 

s i n 0 = - ; tgß=-; 

c c 
cos£ = - ; ctg/? = - ; 

cosec ß = — ; 
b 

sec ß = — . 
{ o 

b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrahl, x und y 
Abszisse und Ordinate). 
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sin cos tg ctg 

I. + + + + 
H. + — — — 

III. — — + + 
IV. — + — — 

y y 
sin a = — ; tg et = — ; 

r x 
x x 

cos a = — : ctg a = — . 
r y 

Der sin h a t das Vorze ichen der Ord ina t e , 
de r cos das de r Absz i s se , t g und c tg haben 
g l e i ches Vorzeichen. 

c) Vorzeichen in den vier Quadranten: 
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2. — a B.±oc 3E±a 4 n E ± « 

sin — sin (X cos oc Tsina — COS Oi sin (j- «) 

cos cosac T s i n a — cos a +;sin« C O B ( ± < X ) 

tg — tg« Tctgac ± t g « =Fctga t g ( ± « ) 
ctg — ctg a TtgcX ± c t g a T tg a Ctg (-£•«) 

3. Grenzwerte und besondere Werte: 

0° 
360° 90° 180° 270° 45° 30° 60° 

sin 0 1 0 — 1 1 
2 fr 

cos 1 0 _ 1 0 ¥ 1 
2 

tg 0 -f- ao 0 i 0 0 l / 3 

ctg ±<*> 0 ±°° 0 l 

4. Zusammenbang der Funktionen: 
iin**-f- cos sa = 1 

sin « 1 
" cos « ctg a 
cos « 1 
sin a tg « 

tg <x • ctg a =- 1 
1 

cos** 
1 

• 1 -f- ctg'« = . , • . 

B O r k l e n , Formelsammlung. 

tg* = 
c tg« = 

• ctg a --

l + tg«« = 
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sin a cos a t g a ctg a 

sin a = 
t g a 1 

sin a = y i — c o s 2 « y i + t g 2 a y i - f c t g 2 a 

cos« = 
1 ctg a 

cos« = Vi— s i n 2 « y i + ctg-'a 

t g a = 
sin a y i — c o s 2 « 1 t g a = 

y i — s i n 2 « COS Oi ctg a 

c t g « = Vi— s i n 2 « cos a 1 
c t g « = 

sin a y i — c o s 2 « 

ctg a 

§ 47. Funktionen zusammengesetzter* Winkel. 

sin (<x±ß) — sin ot cos ß ± cos a sin 0 
cos (<* ±ß) — cosa cos ß T sin a sin ß 

t g * ± t g ß 

ctg ( * ± ß . 

1 + tg a tg j? 
ctg «c tg ß T l 
ctg ß± c t g * 
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gin 2« = 2sin« cosa ; sin« = 2 sin — cos a at 
2 

COS 2a = cos'a — sin'« ; cos« = cos' sin 

2 t g ; 

t „ ctg 5« —1 Cts2a = - 6 ^ — - — ; ctg« 
ctg« 

2 ctg« ' " " " " " ^ ^ 1 " ' 
' 2cos* « = 14- cos 2 « ; 2 cos3 ̂  = 1 + cos a 

2 sin 1« = 1 — cos 2a ; 2 sin1 = 1 — cos « 

, -i / l — cos 2 a sin 2 a 1 — cos 2 < t g « - ] / r 1 4" 0 0 8 2 a 14 - cos 2 a sin 2 a 
( sin 3 a = 3 sin « — 4 sin" a 

. J cos 3 a = 4 cos 8« — 3 cos a . 
2. Umformung von Summen und Differenzen, 

sin a 4- sin ß = 2 sin — j - 5 - co9 L 

2 2 
sin « — sin 3 = 2 cos — ~ - sin -—~ 

cos« 4- cosS = 2 cos —g-*- cos — 
r, „ . « 4 - 8 . oc— cos « — cosj3 = — 2sin ' • ••- sin —— 

' cos « 4" sin « => }'2 • sin (45° 4- «) 
cos a — sin a = [IT cos (45° 4 <f) 

S S T - - » « - - « » -
7 « 
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I c t g « 

1 C t g a 

2. 

I I . Das Dre i eck etc. 
48. Formeln über das schiefwinklige Dreieck. 

E 

1. < 

oc + ß + y-

sin (y? + y) — sin (2 E — «) = sin « 
cos (/? + y) = cos (2 E — ä) = — cos « 

sin 
ß + y • (a cx\ 

s m ^ . 

a: b : c = sin « : sin ^ : sin y, 
a sin ß = b sin a = h" 
b sin y = c sin/J = h 
c sin a => a sin y => h'. 

• a b 

(Sinussatz.) 

(Höhenformel.) 

sin « sin ß sin y 
a = 2 r s i n « 
b — 2r sin ß 
c = 2if8iny . 

' a = b cos y 4- c cos ß 
b =*» c oos oc + a cos y 
c = a cos ß + b oos oc. 

==2r 

(Sehnenformal.) 

(Projektionssatz.) 

2 
-4- tg a = — — j — 

c j i ' am 2 a 
• tg « == 2 c t g 2 a . 
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* + P 
a + b tg-

<x~ß 
(Nepersche 

Gleichungen.) 

101 

( b + c) Bin J = a cos L-l ( M o l l w e i d e s c l l e 

. a . ß — y Gleichungen.) 
(b — c) cos— = a am 

8. Pythagoreischer Lehrsatz für das scMehvinklige Dreieck: 
1. a* = b 1 + c*— 2 b e - c o s « . , 
Folgerungen: 

2. 
(b + c) s — 4 b c c o s ä — 

(b — o) s + 4 b c s i n 2 

a + b + c = 2 a 
— a + b + o = 2(s — a) 

a - » b + c = 2 ( s — b) 
a + b — o = 2 (s — c ) . 
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. ,/(a —bj(s —c) oc -i/s(s — a) 
3. s i n - = / ^~ - ; cos - — / • , • , 

2 tv " b c ' 2 ' b c 

4. 

5. 

sin ä = ~ ]/s (s — a) (s — b) (s — c ) . 
D G 

( s - b ) ( s - c ) 
s (s — a) s — a 

7. Inhalt, In- und Anki-eishalbmesser. 
1. 2 J = a b sin y = b csin oc = ca sin ß , 

2. 

3. 

4. 

a b c 
• J = 2 r s sin oc sin 3 sin y •= —— . 

r . 4 r 
J =- / s ( s — a ) ( s — b) (s —c) 

= Q • s — QL (s — a) = Q2 (s — b) =» o 3 (s — c) . 

o = ( s - a ) t g | = ( s - b ) t g | = ( s - c ) t g | 

. . cc . ß . y 
o = 4 r sin — a n 77 sin 4-
* 2 2 2 

cc ß y s = 4 r c o 3 ~ c o s - c o s - , 

03 = s t g ^ -

§ 49. Berechnungen. 
I. Das r e c h t w i n k l i g e Dreieck, 

(a Hypotenuse.) 
1. Gegeben a, ß. 

b = a . s i n / / , o = a c o s / } . 
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2. Gegeben b, ß. 

a—-r— 5; c — bc tg /3 . 
srn ß 

3. Gegeben a, b . 

sin ß = ; e = J-'a8 — b- = a cos p' = b ctg ß. 

4. Gegeben b, e. 

t l = e ' 1 ^ C sin p1 * cos ß 

2 J = h c = a b cos ß = — sin 2 p' = b" ctg ß. 

TL Das g l e i c h s c h e n k l i g e Dre ieck . 
1. Gegeben b, ß. 

a = * 2 b c o s / j ; n = bs in /? . 
2. Gegeben a, ca.. 

a a 

h = - t g | 3 . 2 cos/S' 2 
3. Gegeben a und b. 

W ß = ~ ; h ^ b s m / ? = | t g / ? = J / V 

J «= — Bllil! = — tg/? . 

Du. Das r e g e l m ä ß i g e Yieleck. 
1. Gegeben a. 

a . 180° 
2 n 
a 180° _ n a 6 180° 
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2. Gegeben r. 
180« 

; Q = r cos a — 2 r sin 

Ebene Trigonometrie. 

180« 

n 

n r a . 
. — — 81Ü 

2 n 
3. Gegeben Q. 

180» 
> Q : cos ; o f 1 8 0 ° a = 2 g tg —— ; 

IV. Segmen t . 

J «=. n g 3 tg 180 8 

Settor ' 
r J 7 i « ° r* 

-arcöc. 
j.2 

A = -g- sin öc 

r 2 In öc8 

Segment - s i n a I "* 15 ( a r 0 öc — sin <s). 

• V. Das s c h i e f w i n k l i g e Dreieck. 
1. Gegeben a, ß, y. 

a sin ß _ a sin y « = 180° — + b 
2. Gegeben b, c, tu. 

b + c 

P 2 ^ 2 
ß + y ß — y 

bsinöc 
ain 

(^•j/bs-f-c2— 2bc"oos&) 

•sin a 

oder: 

sin öc 

bsinac 
c —boosa 

b sin oc o — b cos a 



Berechnungen, 

ß . 
3 - t g 2 = s ^ a ; ^ o - s - b ' 

Proben: 

•1 . ( s - a ) + ( s - b ) + ( s - c ) = 

2. s . t g | . t g | . t g | - e . 

• 8 . I + I + I - 9 0 » . 

4. Gegeben a, b , ß 
s) b > a . 

1. 
a sin/? , „ . , 

E U ) « = — ; '« < 90" 

2. y = . 1 8 0 0 - ( a , + $ . 

S. Gegeben a, b, c. 
1. J = f s (s — a) (s — b) (s - c j . 

2. e = - . (2s = a + b + c) 
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3. 
sin ß sin oc 

a sin ß _ 
b) b < a: sin a 

hierbei oc und 1 8 0 ° — « brauchbar, daher 2 Werte 
für c: 

— a cos /3 + b cos cx ; c a = a cos /? — b cos cx . 

b sin y a sin y 



Sphärische Trigonometrie. 
§ 50. Du.« rechtwinklige sphärische Dreieck. 

I. Fo rmeln (a Hypotenuse). 
1. cos a — cos b COB c . 
2. cos a = ctg ß ctg y . 
3. cos ß — cos b • sin y; 

4. sin ß •• 

cosß • 

sinb 

sin a 

tga ' 
tgb 

cos y — cos c 
sin c 

sm y = - — . 
sin a 
t g b 
tga " 
tgc 
sin b 

• sin ß. 

cos)' 

sine 
7. N e p e r s Eege l . Der 

cos irgend eines der wie neben­
stehend angeschriebenen Stücke 
ist gleich dem Produkt der sin 
der getrennten und gleich dem 
Produkt der ctg der anliegenden 
Stücke. 

Hierdurch können die For­
meln 1—6 mechanisch ab­
geleitet . werden. 

Ii. B e r e c h n u n g des r e c h t w i n k l i g e n Dre i ecks . 
1. Oegeben a, b . 

oosc = 
cos a . 
003 b 5 

sin ß 
am b tg b 
sm a . . tg a 

Amn. b und ß sind gleichzeitig kleiner oder größer als t)Ü°. 
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2. Gegeben b, c. 
a tg b . t gc 

c o a a - o o s b o o s o ; tg/? = g ^ ; t g y = — . 
3. Gegeben a, /3. 

ctgv = cosatg/? . 
tg o — tg a cos ß ; sin b = sin a sin ß. 

Vgl. Anm. zu 1. 
4. Gegeben b, ß. 

sinb . . . x Bin a =- -—x (zwei Werte für a ) . 
emß 
tg b . cos /? 

sin c = r; sin y — T . 
tg/) cos b 

5. Gegeben b , y. 
t g b 

tga=» : tgc==sinbtgv; cosÄ=cosbsiny. 
cos y 

6. Gegeben ß, y. 
oosß ' cosv 

cosa=* ctgtfctgy; cosb = -r——; cose = -—'-, 
r sin y smß 

Detenn. Sind ß und y gleichartig, so muß 
ß + y> 90° und < 2 7 0 ° sein; sind ß und y un­
gleichartig, so muß ß — y oder y — / ? < 9 0 ° sein 
(«• 43, 1 3 0 , d ) . 

§ 51. Das schiefwinklige Dreieck. 
A) Formeln . 

I e o s a = cos b cos c + sin b Bin c cos ei a , b, o, « ; 
« O B b =» cos ccoa a + B i n c sin a cos ß _ . 
cos c = cos a COB b + B i n a pin b coa y Kosinussatz.' 

' sin a .• ain b : sin c = sin a: sin ß: sin y ; 
sin a s i n ß •= ein b B in a — h" a , b , a , ß\ 
sin b blny = ein o B in ß = h „ . . . , , Sinussatz, sin c ein a = B i n a sin y = h' 

n. 
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f8-
ai 

sin a cos ß = cos b sin c—sin b cos c cos oc 

HX 

sinacosy =coscsinb—sinccosbcos« 
sinbcosy ™ cos c sin a—sine cos a cos/? 
sin b cos «»= cos a sin c—sin a cos c cos ß 
sin ccos oc -= cosasinb—sinacosbcosy 
sinccos/i = cosbsina—sinbcosacosy 

, « . b 4- c . a ß — y , , „ , sin — sin —s— = s i n c o s r „ ; a, b-^c,ß+_y; 

a,b, c, ei, ß; 

IV. 

2 2 
ot b 4- c y c o s — 
» : b — c 

2 — 2 
a «4- y 

. a . ß — y 
cos y sin —— = sin y sin g 

« b — c 
cos — cos —— = cos -5- sm 

tg 

2 

b + c 

bzw. 
Gaußsche 

JL «in ^"^ y Gleichungen. 

tg 

2 

b —c 

cos' , , _a_ 2 
g 2 ' ? + y C08 r g 

. P — y 

a, b ± c , / J+y , / ? - y 

a. ^±^1 b + c > b ~ 0 

sin 
2 

b — c 
tg ß+y. cos 

2 b + c 
cos—s— 

Nepersche 
Gleichungen. 

. b — 0 
g l n — _ — 

<x 2 
. b + c 

sm—-— 
a + b + o ~ 2 s i 
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x -i /sin s • sin ( s — a) 
cos - = / r-r—r • 

2 f sin b sin c 
S = J'sin s • sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
sin a = ——j—-.— ; x, a, b, c . sm b s i n c i i i 

(S Eckensinus.) 

1j _ ] / s i n ( 8 — a ) 8 i p ( 8 ~ b) sin (s — c) 
— Y sin s 

et, et ain ( s — a) « , a, b, c. 

s — a , s 
; — k — t g - 2 

• b , _ , s - o 

2 _ k ' 
s = a 4 - ^ 4 - y _ 1800 (sph. Exzeß) 

* ( i - f ) - r ! 
tg — t g - ^ -

. 8 . s — a 

(L'Huiliersche Gleichung.) 

Po la r fo rmeln . 
C O S Ä = — cos/?cosy -f- sin/?sinycosa; a,«,/S,y. 
cos /? = — cos y cosa + sin y sin x cos b 
cosy =—cos a cos/S+sin «sin/S cos c . 
sin x cos b => cos ß sin y + sin ß cosy cosa ; a, b, 
sin a cos c=cosy sin/? -j-siny COB/Scosa a , ß, y. 
sin /? cos c = cos y sin « + sin y cos« cos b 
sin ß cos a = c o s « sin y -f - sin x cos y cos b 
sin y cos a = cos« sin ß+sin x cos ß cos c 
amy (Msb=öos$sintf + sin/?CQ8«eoac . 
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2— y _ cos <J cos (<?—«) cos(o"—S) cos (a— y); 
217 

sm a = 

sin b • 
sm fj sm y 

sin y sin a 
sin c = • 

2 S 

sin « sm , 

vnib) 

^, I / c o s («T — t e ) cos (p — 8) cos (q — y) , 
\ — cos a ' • 

. a cos la — «) 
° 2 k' ' 

t<y — 
b cos (ö — S) _ + m c cos (<i — y) 

k' ' t g 2 ~ k' 
d = 3 6 0 ° — (a + b + c) (spblr. Defekt); 

^ 7 = • 

IXb) 
| / - t g ( t ö « + f ) t f ( 4 5 » - ^ ) t g ( « » - ^ ) t e ( 4 5 » -

2 j -

t g l ¥ - T 

K. S p h ä r i s c h e r U m k r e i s h a l b m e s s e r R. 

I sina sinb sine „ , „ a b c 
- — = - r - 7 5 : = - - — = 2 tgRcos — c o s — c o s -
sin a sm/J sin y 2 2 2 

ctgR = k' (s. vm) . 

XI. S p h ä r i s c h e r I i r k r e i s h a l b m e 8 S * e r Q. 

t g ß = k (s. v r n ) . 

XII. Inhalt des sphär. Dreiecks s. § 4 3 l s . 

B) Be rechnungen . 

1. Gegeben a, b , e. 

1. a+b- f -o«=2s , s — a = . . . , s — b = . . . , s—c=-
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k 

Proben: 1. (s — a) + (s — b) + (s — c) = s . 
„ 1 , oc , ß • y 1 
2 - s i n l ' C t g ¥ - C t g 2 ' C t S y m ¥ -

2 Gegeben oc, ß, y. 

1. 2a = oc + ß-\-y; a—«==..., a—ß^--..., a—y 

2. Y aus M b ) . 

a cos(o — «) t t t t t v a 
i 3. tg— — ~ , usw. s. Vilib). 

Proben: 1. (a — oc) + (a — ß) + (o— y) — a . 
1 a b c 1 

3. Gegeben b, c, oc. 
a. b —c 

c o s - c o s - r -

« . b — c 
cos — sin • 

3 . 

ß—y* 2 2 , Z' 
2 . oc . b + c N ' ' 

sm — sin —-— 
2 2 

n^J + r | ß — r 

2 2 

7 2 2 * 

2. k aus Y m . 
, oc sin (s — a) , ß sin (s — b) 

C t g _ _ _ ; C t g | _ . 
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0 0 8 2 

. a s i n - = 
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N' 

sin- ' cos fl-

2. 

2 2 
Ist nur a verlangt, dann dies aus L 
4. Gegeben ß, y, a. 

. a /5—y 
b + o - I " — Z 

% 2 ~ a ß+y~N ( 8 ' V , > 

cos-cos 

• a . 
b - c S m 2 S m — Z' 

a . ß+y N' 
cos— sin „ 

3. 

srn-

c = 

cos-

b + c b—o 
: - 2 " " T " 
b + c b — o 

'~2 2~~' 
7 

oder = 
N 

sin-
b + c 

If 

cos-

N' 

b + o 
(s. IV.), ode? 

, b —e b—-o 
sin—-— cos-

2 2 
Ist nur a verlangt, dann dieses aus Ib. 

B ü r k l e n . Formelsammlung. 8 

(s. IV.), odei 
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2 

t g 2 ° t g 2 a + b 
cos — 

. a - b 
„ sm —— 

C t g 2 . a + b ' 
sin —-— 

Dete rmina t ion . Für ß ergeben sich aus 1. 
allgemeinen zwei Werte. Bei der Bestimmung ist 
berücksichtigen, daß 

wenn a =, b , dann « = ß , 

und a + b ^ l 8 0 ° , dann ä + ^ I S O 0 

(s. § 4 3 , 1 3 b und e). 
6. Gegeben « , a. 

sin a sin ß 
1 sin b • 

sin at 

5. Gegeben a, b , &. 
, „ sin b s in« 

1. Bin ff = : . 
sm a 

«+ß 
, cos——-

„ , c a + b 2 
2. t g - ^ t g — — ^ - oder 

c o s — 

. a+ß 

sm- -



Das schiefwinklige Dreieck. I I B 

2. t g | = s . 5 , 8 . 

3. t g | = s . 5 , s . 

D e t e r m i n a t i o n s. ebenfalls vorige Aufgabe. 
A n m e r k u n g . Die Aufgaben 2, 4 , 6 sind die 

Polarfälle zu den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lösung kann 
daher durch Übergang auf das Polardreieck am* die 
Lösung der Aufgaben 1, 3, 5 zmückgeführt werden. 



Mathematische Geographie. 

I . Beobachtuiigsmittol . 
§ 52. Koordinatensysteme. 
A) Z e n i t l i n i e , Hor izont . 

1. Z e n i t l i n i e =- Verrikallinie durch den Be­
obachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmelskugel 
heißen Zeni t (Scheitelpunkt) und Nad i r (Fußpunkt). 

2. Hor izon t (wahrer Horizont), die durch den 
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene; 
s c h e i n b a r e r H o r i z o n t =» Berührungsebene an die Erd­
kugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont parallel 
dem wahren. — Horizontalkreise senkrecht zur Zenitlinie. 

3. O s t - u n d W e s t p u n k t , Schnittpunkte des 
Horizonts mit dem Himmelsäquator (s. B); Süd- und 
N o r d p u n k t je um 90° vom Ost- und Westpunkt ab­
stehend, H i t t a g s l i n i e verbindet diese beiden. 

4. V e r t i k a l k r e i s e (Höhenkreise), Schnittkreise 
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der 
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; e r s t e r 
Ve r t i ka l geht durch Ost- und Westpunkt. 

B) W e l t a c h s e , Äquator . 
5. We l t achse , verlängerte Erdachse, Drehungs­

achse der Himmelskugel; Weltpole (Nordpol, Südpol) 
Schnittpunkte der Weltachse mit der Himmelskugel. 

6. Ä q u a t o r e b e n e durch den Ei'dmittelpunkt senk­
recht zur Weltachse. 
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7. Mer id i ane oder D e k l i n a t i o n s k r e i e e , 
Grolkreise durch die Weltpole, senkrecht zum Äquator; 
Hauptmeridian durch Zenit, durch Süd- und Nordpunkt 

8. Polhöhe == Neigungswinkel der Weltachse gegen 
den Horizont. Äquatorhöhe — Neigungswinkel der 
Äquatorebene gegen den Horizont 

Polhöhe = geographische Breite. 
Die Polhöhe h p wird bestimmt durch Beobachtung 

der Äquatorhöhe h a zur Äquinoktialzeit, h p=« 900— h„ 
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer 
Kulrninationshöhe eines Zirkumpolarsternes. — Aus der 
Polhöhe erhält man die geographische Breite. 

9. Sichtbare Sterne für einen Ort von der geo­
graphischen Breite <p sind diejenigen, deren Abstand vom 
sichtbaren Pol < 180°— cp, vom unsichtbaren > O J ist 

10. Z i r k u m p o i a r s t e r n e , Abstand vom sicht­
baren Pol <<p . 

C) Eklipt ik, Achse der Ekliptik. 
11 . E k l i p t i k — scheinbare jährliche Bahn der 

Sonne, Ebene der Erdbahn. 
12. Schiefe der Ekliptik — Neigung der Ekliptik 

gegen den Äquator; sie ist veränderlich, für den An­
fang des Jahres 1919 23° 26' 59" (jährl. Abn. 0,47"). 

13. Achse der Ekliptik •= Lot im Erdrnittelpunkt auf 
der Ekliptik; Endpunkte dieser Achse Po le der Ekliptik. 

14. Tag- und Nachtgleichepunkte — Schnitt­
punkte der Ekliptik mit dem Äquator, Früh l ings­
äquinoktium (Frühlings- oder Widderpunkt T) und 
Herbstäquinoktium; Sonnenwendepunkte oder Sol-
stitien stehen von den vorigen je um 90° ab. 

15. Breitenkreise, Großkreise durch die Ekliptik-
pole, JL zur Sonnenbahn. 



118 Mfatnemaliimüe öeographia. 

f) 5a. Lagebestimmung. 
1. System A. -— GrundkreiBe: Hauptmeridian üe«1 

Ilorizont. 
Höhe h gezählt auf dem Vertikalkreise vom Horizont 

aus, 0°— 90« nördl. oder südl. 
Azimut a (A) gezählt auf dem Horizont vom Süd­

punkt aus über W, N, 0 von 0°—360°. EnnitÖung 
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Höhe auch 
durch den Sextanten und annähernd durch Schatten­
länge (tgh = j ) . 

2. System B. 
a) Dek l ina t ion <5, nördlich ( + ) oder südlich (—•), 

sphärischer Abstand des Sterns vom Äquator; Po l ­
d i s tanz 90° —<5. 

S t u n d e n w i n k e l t == Äquatorialbogen zwischen 
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des Sterns, 
gezählt von dem ersteren aus von 0° — 360« über W und N 
(wie das Azimut); statt Gradzählung auch Stundenzählung 
(15° = 1 St.) ringsherum 0—24 h , oder nach beiden Seiten. 

Messung durch Äquatoreal. 
b) Dekl ina t ion ö, wie in a, und 

Rek t a szens ion a (A. R.), 
gezählt im Äquator vom Früh­
lingspunkt (Y) aus, entgegen­
gesetzt demSinn der täglichen Be­
wegung der Sonne von 0°— 360°. 

Sternzeit 0 = Stunden­
winkel des Frühlingspunktes, 
z.B. l b Stemzeit, wenn Stunden­
winkel des Fiiihlingspunktes 
15«. ©.—1 = * . 

Messung mit Passage-Instrument und Uhr nach Sternzeit. 
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3. System 0. 
B r e i t e ß nördlicher oder südlicher Abßtand dea 

Sterns von der Ekliptik, gezählt von der Ekliptik aus. 
L ä n g e X, Bogen der Ekliptik zwischen Frühlings-

punkt und Breitenkreis, gezählt vom Frühlingspunkt 
aus im Sinn von ot, von 0°—360° . 

4. S t e r n b i l d e r . 
Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind: 

Widder Löwe Q Schütze 
Stier 8 Jungfrau 11p Steinbock 
Zwillinge II Wage & Wassermann 
Krebs Q Skorpion «l Fische X 

§ 54. Die Zeit. 
L S t e r n t a g zu24 Sternstunden = Zeit zwischen 

swei oberen Kiüminationen eines Sterns, — Zeit einer 
vollständigen Umdrehung der Erde. 0 h Sternzeit, wenn 
der Frfihlingsjrankt im Meridian; Dauer eines Stern-
tags 23,935 h -> 23" 5<im 4,1 s m. Z. 

2. M i t t l e r e r S o n n e n t a g = bürgerlicher Tag, 
= Zeit zwischen zwei Kulminationen der gedachten, 
im Äquator mit gleichförmiger Geschwindigkeit laufenden 
Sonne, = 24" 3 m 56,6" Steinzeit. 

3. Z e i t g l e i c h u n g = Differenz zwischen mittlerer 
und wahrer Zeit 

4. T r o p i s c h e s Jahr «= scheinbare Umlaufszeit der 
Sonne, von V Punkt zu Y Punkt = 365,2422 m. T. 
= 365 T. 5 h 4 8 m 46 s m. Z. = 366,2422 Sterntage. 

5. S i d e r i s c h e s J a h r = wirkliche Umlaufszeit der 
Erde von Fixstern zu Fixstern = 365,2564 mittl. Tage 
— 365 T. 6 h 9 m I I s m. Z. = 366,2564 Stemtage. 

6. S i d e r i s c h e r Monat = Umlauf von Fixstern m 
Fixstern - 27,32 Tg. 
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7. Synod i sche r Monat — Zeit von Neumond zu 
Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg. 

8. A s t r o n o m i s c h e J a h r e s z e i t e n . 
Beginn des Frühlings am 21 . März, Sonne im Äquator, 

im y Punkt, Tag- und Nachtgleiche. 
Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis 

des Krebses, längster Tag (Sommersolstitium). 
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne ins 

Äquator, Tag- und Nachtgleiche. 
Beginn des Winters am 22. Dezember, Sonne im Wende­

kreis des Steinbocks, kürzester Tag (Wmtersolstitium). 

I I . Das Sonnensystem. 

§ 55. Die Erde. 
A) G r ü n d e f ü r d i e K u g e l g e s t a l t . 

1. Erscheinungen infolge der Ortsveränderungen auf 
einein Meridian oder einem Parallelkreis. 

2. Schattenform bei Mondfinsternissen und die Ge­
stalt der andern Himmelskörper. 

3. Depression des Horizontes. 
4. Umschiffungen der Erde in, verschiedenen Rich­

tungen. 
5. Ergebnisse der Gradmcssungen. 

B) G r ü n d e fü r d ie R o t a t i o n . 
1. Ablenkung der Luftströmungen. 
2. Östliche Abweichung fallender Körper, 
3. Foucaultscher Pendelversuch (Größe der schein­

baren Drehung in der Sternstunde 15°sin<jp, wo rp .= 
geogr. Breite.) 

4. Rotation anderer Weltkörper, 
5. Abplattung der Erde (1/->oo bis 1/ÜOO). 
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§ 50. Planeten, Sonne und Mond. 
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*) 148,7 Millionen krn = 20 Millionen Meilen. 
**) Au£ Wasser == 1 bezogen ist die Dichte der Erde 5,5. 
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§ 57. Weltsysteme. 
1. P t o l e m ä i s c h e s Sys tem. Die Erde ist Mittel­

punkt des Weltalls, um sie bewegen sieb Mond, Merkur, 
Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Unregelmäßigkeiten 
in der Bewegung werden durch Epizykeln erklärt. 

2. K o p e r n i k a n i s c h e s Sys tem. Die Sonne steht 
still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars, 
Jupiter, Saturn in kreisförmigen, exzentrischen Bahnen. 

3. K e p l e r s Gesetze . 
1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in 

deren einem Brennpunkt die Sonne steht. 
2. Der Planet bewegt sich so, daß der Leit-

8trahl in gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt. 
3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten 

sich wie die dritten Potenzen der großen Achsen. 

§ 58. Berechntmgsanfgaben. 
1. F l ächen inha l t J e iner Zone zwischen den 

geographischen Breiten <p± und (p3: 
J = 2 r JI h = 2 r n (r sin <pt — r sin o?2) 

» 4 r ^ c o s ^ 4 ^ s i n 2 L Z ^ . 
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur 
Länge Xx und ^ begrenzt wird, ist 

(Berechnung des Inhalte von Kartenblättern.) 
2. Kimm und Kimmtiefe . — Kimm <•» Kreis, 

welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser 
8 ™= Sohne = Bogen); Kimmtiefe («") =»Winkel zwischen 
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dem Sehstrahl nach der Kimm und der Horizontalen, 
Höhe des Beobachtungsptinktes b. 

2. ;

 1 8 0 • «0 •
 60W_l7r?!^ • 206265", 

hierbei ist von der Strahlenbrechung, welche a vergrößert 
und <x verkleinert, abgesehen. 

3. B e z i e h u n g e n zwi schen den K o o r d i n a t e n 
der Systeme A und B (s. § 51). In dem Dreieck 
Zenit-Pol-Stern sind die Seiten ZP = 90° — <p, 
ZS = 9 0 ° - h , P S = 9 0 ° - Ö ; die ZS und PS gegen­
überliegenden Winkel sind t (bzw. 36Q,0 — t) und 
180° — a. Aus den Formeln I—LH des § 51 folgt, wenn 

1. a und h gegeben , t und d gesucht (95 ist 
als bekannt vorausgesetzt): 

I sin <3 = sin h sin 9? — cos h cos q> cos a 
cos d sin t = cos h sin a 

(cos d cos t = sin h cos 9; -f cos h sin 97 cos a ) . 
2. t und (5 gegeben , gesucht a und h. 

I sin h — sin <3 sin 93 -f- cos 6 cos <p cos t 
cos h sin a = cos 6 sin t 

(cos h cos a = — sin 6 cos 95 -f- cos <5 sin <p cos t) . 
4, P a r a l l a x e ; E n t f e r n u n g eines G e s t i r n s . 
a) H ö h e n p a r a l l a x e p = Winkel, unter welchem 

vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort gehörige Erd­
halbmesser r erscheint, — Unterschied der Höhenwinkel 
über dem wahren und über dem scheinbaren Horizont 

p = h ' - h ; 
die Entfernung B des Gestirns ist dann 

^ rcosh 
sin p 
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b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heißt p die 
Horizontalparallaxe 

sm« 
Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aquator-

halbmesser, so heißt p die Äquatorial-Horissontal-
parallaxe. 

e) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb­
messers (tägl. Parallaxe) verschwindend; man benützt 
für sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die 
jährliche Parallaxe; sie ist bei keinem Fixstern 
über 1". 

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter 
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe 
beträgt für denselben im Mittel 57' 2,5". 

e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung 
durch direkte Beobachtung zu klein; die mittlere Äqua-
torial-Horizontal-Pa.ralla.xe kann gefunden werden aus 
den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen 
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunächst seine 
Entfernung d = P^ — R von der Erde, dann folgt aus 

R?;R 3 = <3.t«, ( R 1 - R ) : R = ( | ^ - } ^ ) . } / t 2 ) , 

oder durch die Methode der Venusdurchgänge, oder 
aus der Messung der Parallaxe eines Planetoiden 
(z. B. Flora); ihr Wert ist etwa 8,85". 

f) Außer vermittels der Parallaxe kann die Ent­
fernung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden 
werden, insbesondere aus der Geschwindigkeit des 
Lichts und der Zeit, welche dasselbe braucht, um von 
der Sonne zur Erde m gelangen (Verfinsterung der 
Jupitertrabanten). 

http://torial-Horizontal-Pa.ralla.xe
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5. Auf- und Untergang der Gestirne, Tages ­
lange. Aus § 58s, a folgt für h — 0 

cos t„ «- — tg 6 tg tp . 
Die Tageslänge ist gleich dem doppelten Stunden­

winkel t„ (für h = 0) der Sonne. Ergibt sich aus d 
und q> %. B. t 0=-120°=»8 h , so ist die Tageslänge 16". 

Für Morgen- und Abendweite w (Bogen zwischen 
Ost- und Aufgangspunkt, bzw. zwischen "West- und 
Untergangspunkt) ist 

sin 6 
sin w — . 

cos 93 
Für das Azimut a,, des Aufgangspunktes iat 

sin 6 
cos »o = . 

' cos OP 

6. Entfernung e zweier Punkte (Xu 9^; Ag, <p2) 
auf der Erdoberfläche 

cos e = sin <pt sin 93g + cos 9^ cos 93g cos (X1 — Ag). 
Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist 

e = <Pi — <Pi • 
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist 

9?x =935—93 und daher 
. e X* — L 

sin— »« cos 93sin-^—jr-^ . 
2 2 
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I. Geometrie der Ebene. 
§ 59. Änderung des Koordinatensystems. 

i , y Koordinaten, OX, OY Achsen des Ursprung­
richen Systems, x*, y 1 Koordinaten, OX', OY' Achsen des 
neuen Systems, a, b Koordinaten des neuen Ursprungs. 

1. P a r a l l e l e V e r s c h i e b u n g der Achsen: 

2. D r e h u n g eines rechtwinkligen Systems um den 
Ursprung um den Winkel <p; 

3. Ver sch iebung und D r e h u n g jeder Achse 
(Änderung des Winkels zwischen den Achsen): 

1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand­
lung des Koordinatensystems nicht geändert. 

2. Die Bedingung dafür, daß der Punkt mit den 
Koordinaten s^, y x auf der Linie liegt, deren Gleichung 
P(x , y) = 0, ist F f o , y x ) = 0 . 

x = a-f-x / 

y = b-f-y / . 

y = b - r 

x = a - | 
x /Bki(X /T) + y' sin.T'Y) 

sm(XY) 
x 's in(X / X)-t-y / sin(Y / X) 

sin(YX) 

§ 60. Allgemeine Sätze. 
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3. Die ans den beiden Gleichungen F (x, y) =» 0 
und f (x, y) — 0 sich ergebenden Werte von x und y 
aind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden 
durch jene Gleichungen dargestellten Linien. 

Setzt man in I ( x , y ) = 0 für y den Wert Null 
so ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab­
szissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit 
der X-Achse; mit x « » 0 ergeben sich die Ordinaten 
der Schnittpunkte mit der Y-Ächse. 

4. Ist X ein Zahlenfaktor, so stellt 
F (x , y) + Af(x, y ) - 0 

die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt­
punkte der durch F(x , y)=»0 und f(x, y)=»0 dar­
gestellten Linien geht. 

Linie e r s t e r Ordnung, gerade Linie. 
§ 61. Gleichungsformen. Lagebeziehnngen. 

Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf 
den Achsen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den 
Achsen), q> der Winkel der Geraden mit der + X-Achse, 
p die Länge des Lotes vom Ursprung auf die Gerade, 
a der Winkel, den p mit der -f- X-Achse bildet 

1. G l e i c h u n g der Geraden*): 
erste a l lgem. Form Ax + B y - f - C = - 0 , 
zweite „ ' y = m x + b , 

dritte „ — 1 « » 0 , 
a b 

vierte „ xcosa - ) -ys inö t —p«=0 
• (Normalform). 

*J Wenn sieh eine der Gleichungen oder Formeln auf ein 
schiefwinkliges System beziehen soll, ist dies besonder« bemerkt. 
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* 3 — xi 7% — Ji *»—*1 
oder (x1—x2)y-(y1—yt)x~x1yi—xayl, oder 

x y 1 

*» y» i 
Gerade durch den Ursprung und Punkt (x 1 ( y t)e 

i j y — y t x —° 0 . 

(Zugleich Bedingung dafür, 
daß drei Punkte in gerader 

Linie liegen.) 

Symbol i s che A b k ü r z u n g der Gleichung 
für die allgemein® Form L — 0 , 
für die Normalform 1 = 0 . 

, , . 0 b C A c h s e n a b s c h n i t t e : a = — r = : b = — — „ A m B 
Winkel mi t der X - A c h s e bestimmt durch 

A b 
t g 9 r , = = _ „ = m = = = — c t g « . 

is a 
2. Besonde re F ä l l e : 

x = a Gleichung einer Geraden || zur Y-Achse, 
y = b Gleichung einer Geraden II zur X-Achse, 

j Ax-f B y = 0 \ Gleichung einer Geraden durch 
{ y = m x j den Ursprung, 

y = 0 Gleichung der X-Achse, 
x = 0 Gleichung der Y-Achse, 

0 'X- r -0-y+C==0 Gleichung der oo fernen Geraden. 
3. Gerade duroh P u n k t (x t , y t ) : 

A ( x - x 1 ) + B ( y - y 1 ) = 0 , oder 
y — y 1 = m(x — xt), oder 

(x — Xj) cos « + (y — y t ) sin oc — 0 
(durch ein veränderliches m, bzw. x erhält man ein 
Strahlenbüsohel). 

4. Ge rade d u r c h zwei P u n k t e ( x l t y^, (x,, y s ) : 
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f y = m i 4 - b 
I r - > m x + b j , oder 

p = 0 

B y - f C - 0 und 

5. Zwei p a r a l l e l e Ge rade 
f A i + B y + C ==0 oder 
\ A x + B y + C ^ C r 

( x cos « + y sin 
{ x c o s a + y s i n a 

Zwei gerade Linien A x 
A 1 x + B 1 y + C 1 = 0 sind parallel, wenn A i A ^ B ^ , 

6. Gerade durch Punkt (x t , y ^ parallel zu einer 
gegebenen Geraden. 

Gegebene Gleichung: 
A x + B y + C = 0 oder y = m x + b , 

gesuchte Gleichung: 
A(x — Xi) + B(y — «= 0 oder j — j1=m(x — x1). 

7. Zwei s e n k r e c h t e G e r a d e : 

I A x + B y + C = 0 

B x — A y + C ^ O 
Die Geraden 

A x + B y - f - G = = 0 
nnd A 1 x + B 1 y + C 1 = 0 
sind senkrecht, wenn 

' A A 1 + B B 1 = 0' oder 
Gleichung einer Geraden, welche durch Punkt (x 1 ,y 1 ) 

geht und senkrecht zu der Geraden A x + B y - f - C = 0 ist: 
( x - x 1 ) : A = ( y - y 1 ) : B . 

8. Dre i G e r a d e A x + B y + C = 0 , A ^ + B ^ + O i 
= 0 , A3X+B 2 y+Cj = 0 gehen d u r c h e inen P u n k t , 
oder eine Gerade geht durch den Schnittpunkt der 
beiden andern, wenn 

A B O 
A ^ C , = 0 , 
Ag Bg Gq 

Btrklen, Formelsammlung. 

oder y = m x - | - b 
y - m i X + b i 

und 
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d. h. wenn 
A ( B 1 C , - B a 0 1 ) + B ( 0 1 A 1 - C , A 1 ) + 0 ( A 1 B 1 - A , B 1 ) - 0 
oder wenn die ZaMfaktoren X, A1, Aj sich so bestimmen 
lassen, daß 

+ A 3 ( A 3 x + B 2 y + C 8 ) ~ 0 . 

§ 62. Größenbestimmungen nnd -Beziehungen. 
1. K o o r d i n a t e n (x, y) d e s T e i l p u n k t e s P 

einer Strecke P ^ , Endpunkte ( x ^ y ^ , (x^ y 2), [PjP:PP 3 

~=m:n = A : l ] : 
m x 3 + n x t xx + X x% 

m -j - n 1 -f- X ' 
m y 8 + n y ^ y ! +Xj2 

m + n 1 +. X 

Sind m und n ungleichzeichig, bzw. ist X negativ, 
so hegt P außerhalb P J P J , . 

Für den Halb ie rungspunkt ist: 

- Ji + Js 
2 ' y 2 " 

2. Beziehungen zwischen den Koordinaten von vier 
h a r m o n i s c h e n P u n k t e n ( x ^ y j , (x,, y 3), ( £ , (f2, i^): 

2 x, + fi h) - ( x i + x

2 ) ( 4 + Sa) 
2 (yiia + = (yi + y 2) + Vi) • 

3. Vier dui'ch den Ursprung gehende Gerade 
y — n^x y = = n l X 

y = m 2 x y = n 2 x 
bilden ein h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l , wenn 

2 ( % i % + n : nj) — (m1 + m,) (n t -f n 2 ) . 
4. E n t f e r n u n g z w e i e r P u n k t e ( x u y t ) , ( x 2 , y 3 ) : 

| e | - l / ( x 2 _ X l ) 2 + ( y 2 _ r t ) 2 . 
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£ / A » - f B» ±Jm*+l 
das Zeichen wird so gewählt, daß p positiv wird. 

9. A b s t a n d e des P u n k t e s (x x , y t ) von der 
Geraden A x - f B y - f - C » = 0 , oder y - m x + b , oder 
x cos « + y sin oc — p — 0: 

^ A i t + B y t + C ^ y j - m x t - b 

— — (x x cos oc + y t sin a — p ) . 
Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, daß für 
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben Seite 
der Geraden liegt, e positiv wird. 

10. E n t f e r n u n g e zwe ie r p a r a l l e l e r G e r a d e n 
(B. 6 61.">: . . . . • 

Im B c b i e r w i n i l i g e n System mit .Achsenwinkel w. 

| e| - V(x, - x i ) 1 + (y 2 ~ 7 i ) 2 + S f a - X i ) (j,—Ji) oos co. 
5. Gerade durch Punkt ( x l t y ^ , welche mit der 

X-Achse den ^aq> bildet: 

y — Yi~(x-*i)tg<P • 

6. W i n k e l z w i s c h e n zwei Geraden L und Lj 
b e s t i m m t durch 

„ T .. A B , — A , B m<—m , , „ „ , 

7. Gerade, welche mit y = m x -f b den •< <p bildet 
und durch Punkt (x x , y x ) geht: 

y _ y '•• ° y ( x - s j . 
1 — m tg <p 

8. Abstand p des Ursprungs von der Geraden 
Ax + By-f-C»=-<), oder y « = m i - ( - b : 

0 b 
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11. H a l b i e r u n g s l i n i e des Winkels zweier Geraden: 
A x + B y + C A ^ + B i y + C,. 

~-±- oder 
VA» + B» VA? + B? 

x cos a + y sin a — p = (x cos a x + y sin ax — p j . 
Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen 
Gleichungen 1 = 0, l t == 0, dann ist die Gleichung der 
Winkelhalbierenden 

12. I n h a l t J e i n e s D r e i e c k s , aus den Ecken 
*A> fe» y»)i ys) : 

Y^Cyj- ysH^Gr«—yi) 
x 8 y 8 l * + x 8 ( y 1 - y 2 ) ] . 

Liegen die drei Punkte in gerader Linie, so ist J •» 0, 
vgl. § 614. Fällt (x 8 , y s ) in den Ursprung, so ist 

13. I n h a l t e ines V ie l ecks aus den Koordinaten 
der Ecken: ' 
± 2 J = X ! (y 2 - y n ) + x , (y 3 - y j + x 8 ( y 4 - y 2) + . . . 

+ x n (y t - y n_i) 

§ 63. Polargleiohnng der Geraden, 
r Fahrstrahl, q> Azimut, p Lot vom Pol auf die 

Gerade, « Winkel zwischen P und der Polarachse. 
1. Lot zur Polarachse: 

rcos.??=~p . 
2. Parallele zur Polarachse: 

r sin <p >— p . 
8. G l e i o h u r g der G e r a d e n : 

r cos (qs — a)'— p . 
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4. Zwei parallele Gerade: 
f r cos {cp — x) = p 
\ r cos {cp — oc) = pj . 

5. Zwei Gerade sind senkrecht, wenn 
oct — oc =- R . 

6. Entfernung e zweier Punkte ( 9 9 n r x ) , (9?, , r,): 

6 ^ ^ + ^ — 2^, (308 (9^ — ^ ) . 
7. Inhalt des Dreiecks C P ^ , : 

J "=- ± r a sin (032 — ^l) • 
8. Inhalt des Dreiecks P i P ^ : 

J - ±4 { r i r » B i n (<Ps - Vi) + r 2 rs s i n (<Pa - <Pt) 
+ r 8 r 1 s i n ( 9 > 1 - < p 9 ) } • 

9. Bedingung dafür, daß drei Punkte in gerader 
Linie hegen: 

r t r, sin (<pa — 9^) + r, r, sin {ept — <p,) 
+ r 8 r t sin — 903) -= 0 . 

10. Gleichung der Verbmdungslinie der beiden Punkte 
(9»i> ri)> (<Pt» r * ) : 

r t r„ sin (y, — o î) + r s r sin (93 - 932) 
+ r r t sin (9^ — 93) = 0 . 

§ 64. Strahlbüsohel, Doppelverhältnis, projektivische 
Strahlbüschel. 

(Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.1 

1. S t r a h l b ü s c h e l Sind L. — 0 , 1,-= 0 die 
Gleichungen zweier Geraden in Normalform, so ist die 
allgemeine Gleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl), 
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht, 

lt — AI,— .0 . . 
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k ist das Verhältnis der von irgend einem Punkt 
des Teilstrahls 1 3 auf \ und L, gefällten Lote (Sinus-
teilverhältnis). 

x s i n n i g ) 
s i n ( l 8 l j ) ' 

Ist der Zahlenfaktor k veränderlich, so ist durch 
die Gleichung ein Strahlbüschel dargestellt. 

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine 
Gleichung 1^ — 0, L 3 = 0 gegeben, so ist die Gleichung 
des Teilstrahls 

Lj — x t\ = 0 . 
« unterscheidet sich von dem Verhältnis der Ab­

stände durch einen konstanten Paktor. 
2. Vier sich in einem Punkt schneidende Gerade 

können dargestellt werden durch die Gleichungen 
/ Ii —0 
H = o i 1 - > i 2 i ! = o . 

Das D o p p e l v e r h ä l t n i s (anharmonisches Verhältnis) 
(a, b , o, d) der vier Strahlen a, b , c, d ist 

h , , ... sin (a c) sin (a d) 
JL, v ' ' ' ' sin(cb) sm(db) 

S a t z : Wenn vier von einem Punkt ausgehende 
Strahlen a, b , c, d von einer beliebigen Gerader in den 
Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das 
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte konstant und 
irleich dem Doppelverhältnis des Büschels, d. h. 

A C A D sin (a c) _ sin (a d) 
CB" DB '"" sin (cb) ' s in (db) ' 

Für einen gegebenen Wert des Doppelverhältnisses 
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt 
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Das Doppelverhältnis des Büschels 
0 
0 ist 

3. H a r m o n i s c h e s Büschel . Ist das Doppel-
verhältnis der vier Strahlen = — 1, so ist das Büschel 
ein harmonisches; es ist dargestellt durch 

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn 
die Geraden durch Gleichungen von der Form 
i\ — X1 L 2 = 0 usw. gegeben sind. 

4. P r o j e k t i v i s c h e S t r a h l b ü s c h e L Sind 
— ^ L 2 = 0 , Lj. — 4 La = 0 usf., 

M t — i x IL, == 0 , Mj — M3 = 0 usf. 
die Gleichungen der Strahlen zweier Büschel, so ist 
das Doppelverhaltnis von vier Strahlen des einen 
Büschels gleich dem Doppelverhältnis der entsprechenden 
ßtrahlen des andern; solche Büschel heißen p r o j e k -
t iv isch. 

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die 
Büschel vollständig und eindeutig bestimmt 

| 65. Homogene Gleichung der Geraden, tri metrische 

Sind l t = 0, 1 2 = 0 , 18=~»0 die Gleichungen dreier 
nicht durch einen Punkt gehender Geraden, so kann 
die Gleichung jeder andern Geraden in die Form ge­
bracht werden: 

l 1 - A 1 l j = 0 

Punkt-Koordinaten. 

^ lt + Xt 18 + Xi k - o . 
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Hierbei können l j , lg, lg auch aufgefaßt werden 
als Größen, die den Abstanden eines Punktes der Ge­
raden von den Seiten des Dreiecks, das von llt lg, l s 

gebildet wird, proportional, sind (Dreieckskoordinaten). 
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem er gleich- oder gegenläufig ist zu dem vori 
einem Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe 
Seite gefällten Lot. 

§ 66. Linienkoordinaten; Gleichung des Punktes; 
Punktreihe; projektivische Punktreihen und Strahl-

bttsohel. 
1. Ist die Gleichung irgend einer Geraden 

ux-f- v y + 1 = 0 , 
so ist die Lage der Geraden" diu-ch die Konstanten u 
und v gegeben; sie heißen daher die Koordinaten jener 
geraden Linie oder L i n i e n k o o r d i n a t e n , u und v 
sind die negativen reziproken Werte der Abschnitte, 
welche die Gerade auf den Koordinatenachsen . macht 

2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung 
(1) Au + B v + C = 0 
genügen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten 

A B 
x—>— und y = 7r sind; die Gleichung (1) heißt a l l -

0 Li 
geme ine Gle ichung des P u n k t e s . Die Gleichung 
(2) a u + ' b v + l = = 0 
heißt die Norma l fo rm der Gleichung des Punktes. 

3. Eine Gleichung n-ten Grades in u und v stellt 
eine von Geraden eingehüllte Kurve dar; bestimmt man 
aus dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes 
die gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben 
sich aus denselben n Tangenten an die Kurve; diese 
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heißt eine L i n i e n - t e r Klasse . Die Ordnungszahl 
gibt die Zahl der Schnittpunkte der Kurve mit einer 
Geraden an, die Klassenzahl die Anzahl der Tangenten 
der Kurve, die durch einen bestimmten, Punkt gehen. 

4. Sind 2= 0 und ^ = 0 die Gleichungen zweier 
Umhüllungslinien, so stellt S-\-X2l = 0 eine Um-
hüUungslinie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tan­
genten von ^»=-0 und 2 ^ = 0 berührt (vgl. § 60 4). 

5. Sind U 1 ==0, U 2 = 0 die Gleichungen zweier 
Punkte P x und P 3 , so ist 

Uj — A U s = 0 

die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie 
von P t und P 2 ; ist Jl veränderlich, so hat man die 
Gleichung einer P u n k t r e i h e . 

6. D o p p e l v e r h ä l t n i s . Sind 

i U 2 = 0 \ U i - ^ U ^ O 

vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppelver-

hältnis derselben ausgedrückt durch ^ . 

7. H a r m o n i s c h e P u n k t e . Wenn A1:A2 = — 1 , 
so sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische 
Punkte; sie sind also dargestellt durch 

/ 1 ^ = 0 f U l ~ - J l U 2 = 0 
\ U , - 0 \ U X + 2 U 2 = 0 . 

8. P r o j e k t i v i s c h e P u n k t r e i h e n . Zwei Punkt­
reihen UJL — X U 2 = 0 und V T — k V 2 = 0 sind projek-
tivisch. 

Eine Pmxktreihe — X U 2 = Ö und ein Strahlbüschel 
L 1 —iL,=»=0 sind projektivisch. 
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g 67. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische 
Linienkoordinaten. 

Sind Uj — O, U 2 = 0 , U 8 = 0 die Gleichungen dreier 
nicht auf einer Geraden liegender fester Punkte, so 
kann die Gleichung jedes andern Punktes in die Form 
gebracht werden: 

A 1 u 1 + ^ ü a + ; . s u 3 = o . 

Linien zweiter Ordnung (Kegelschnit te) , 
A) Der Kre is . 

§ 68. Knrvengleichnng; Sekante, Tangente, Polare etc. 
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r. 
1. Al lgemeine G l e i c h u n g des K r e i s e s : 

(1) x ' + y ' + A x + B y + C = 0 . 
2. (2) (x - a)' + (y - b)' = r». 

Ist A S = 4 C , oder B 2 = 4 C , dann berührt der 
Kreis die X-, bzw. die Y-Achse; ist C — 0, so geht 
der Kreis durch den Ursprung. — Für die Koordinaten 
der Schnittpunkte mit den Achsen ist x x + x 3 = 2 a , 
y i + y, = 2 b . 

3. Der U r s p r u n g ist M i t t e l p u n k t : 
(3) x 2 -f- y* = r s (Mittelpunktsgleichung). 

4. M i t t e l p u n k t auf der X-Aohse im Abstand r 
vom Ursprung: 

y 2 = 2 r x — x s (Scheitelgleichung). 
5. Gleichung für ein schiefwinkliges System: 

(x - a) ' + (y - b ) s - f 2 ( x - a ) ( y - b ) c o s a > =» r s . 
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7. T a n g e n t e , Berührungspunkt (x X ) y^ , Mittel­
punkt (0 ,0 ) : 
(1) s x . - t - y y ^ r ' , 
Mittelpunkt (a, b): 
(2) ( X - a ) ( X l - a ) + ( y - b ) ( y 1 - b ) = r " . 

T a n g e n t e n vom Punkt ( x l i jt) an den Kreis um 
0 mit r: 

(3) y - y ^ ^ L Z L ^ 2 p E ^ ( x _ X l ) . 
8. P o l a r e (s. § 39) des Punktes (x t , y t ) in Be­

ziehimg auf den Kreis x a + y 2 = r 2 : 

Die Koordinaten des Po l s der Geraden 
A x + By-f -C = 0 sind 
_ A r 2 Br2 

X i c"' J l ~ ~ i T ' 
9. Kre i s d u r c h d re i P u n k t e (xj, y ^ , ( x ^ y ^ ) , 

( x , , y,) ; er ist bestimmt durch die vier Gleichungen 
(x - a ) 2 + (y - b ) 2 = r ' , 
( x 1 - a ) 2 - r - ( y 1 - b ) 2 = r 2 , 
( x 2 _ a ) » + ( y , - b ) » - r » l 

( x 8 - a ) 2 + ( y s - b ) 2 = r ' ; 
seine Gleichung ist daher 

x 2 + y 2 , y , 1 
T T 2 4- v 4 T v i (Zugleich Bedingung 

s j ~ a 1 , - 7 l \ = 0 . dafür, daß vier Punkte 
^i-rJii ) Tj > 1 auf einem Kreis liegen.) 
*t + y! i x9> y? i i 

6. S e k a n t e durch die Punkte y t ) , (x^,, y 2 ) , 
Mittelpunkt im Ursprung: 
y — Yi x i 4- i x. + x , . 
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10. Zwei K r e i s e 
x 2 + y 3 + A x + B y + C = 0 
xi + y ' + AiX + Btf + O i - O 

sind konzentrisch, wenn A = A1, B — Bt. 

11. P o t e n z l i n i e (s. § 41) zweier Kreise (s. Nr. 10): 
(A — A 1 ) x + (B — B J y + C — O 1 = 0 

(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 4 1 3 und § 60J . 

Ist 0 der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt, 
OX die Polarachse, < M O I = « , - £ P Q X = <p, 
O P = o , 0 M = d , so ist 

1. die G l e i c h u n g des Kreises 
(jj cos <p — d cos # ) 2 + (Q sin <p — d sin a ) 3 = r ' oder 

o 2 —2gdcos (97 —«) + d 2 = r 3 . 
Fällt 0 M mit 0 X zusammen (Mittelpunkt auf der 

Polarachse), so ist die Gleichung des Kreises 
o* — 2 Q d cos cp + d* = r 3 . 

Liegt außerdem 0 auf dem Kreis, so ist 
Q —= 2 r cos cp . 

2. Für den b e r ü h r e n d e n L e i t s t r a h l ist 

dsin(© — oc) — i . 

B) P a r a b e l , E l l i p s e , Hyperbe l . 

§ 70. Kurvengleichnngen; Sekante, Tangente, 

Parameter 2 p ( = Sehne durch.einen Brennpunkt parallel 

§ 69. Polarkoordinaten. 

Polare etc. 
1. S tücke und Beze i chnungen . 

| bei Ellipse bei Ellipse und Hyperbel: 
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IL 

y 2 = 2 p x — - x 8 (Ellipse); 

y 2 = 2 p x (Parabel); 

y 2 2 p x -f- ^ x 2 (Hyperbel). 
9b 

zu der, Ldtiinie); für Ellipse und Hyperbel ist 
b 2 

P = T-
Lineare Exzentrizität (Abstand des Brennpunktes 

vom Mittelpunkt) ist bei der 

Ellipse: f = ] / a 2 —b 2 ; f < a ; 
Hyperbel: f = y a 2 + b 2 ; f > a ; 
Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel — , 

3 f 
Numerische Exzentrizität bei Ellipse und Hyperbel «==-^«. 

E gibt zugleich das Verhältnis der Entfernung eines 
Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes 
von der zugehörigen Leitlinie an. Es ist für die 

Ellipse, Parabel, Hyperbel bzw. e = 1 . 
P 

Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = — . 
e 

2. S c h e i t e l g l e i c h u n g . Erste form: 
L y 2 = 2 p x — ( 1 — s 2 ) x 2 oder y 2 = 2 p x + q x 2 

(gemeinschaftliche Gleichung). 
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel dar, je nachdem s ^ 1 , bzw. q = 0 . e — 0 
gibt die Scheitelgleichung eines Kreises. 

Zweite Form: 
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3. M i t t e l p u n k t s g l e i c h u n g : 

- + ^ = 1 (Ellipse); 

(Hyperbel). 

4. P o l a r g l e i c h u n g . 
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Achse bzw. 

große Achse ist Polarachse, <p ist von dem Scheitel aus 
gezählt, der dem Pol am nächsten Hegt. 

P 
^ 1 -f- fi cos 99 

Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach-
dem 1 . 

2. Der Mittelpunkt ist Pol, die große Achse 
Polarachse. 

(Ellipse); 
1 — « 2 COS iq> 

— b 2 

o J = , , , (Hyperbel). 
= 1 — e 2cos 2<p 

Die fo lgenden G l e i c h u n g e n sind bei der 
P a r a b e l auf die S c h e i t e l - , bei E l l i p s e und 
H y p e r b e l auf die M i t t e l p u n k t s g l e i c h u n g zu be­
ziehen. 

5. S e k a n t e durch die beiden Punkte (xt, y x), 
(x„, y 8 ) der 

1. Parabel: 
(yi + y 3 ) y — yx y 3 ~ 2 p x oder 
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-f-1 , oder 
a 2 b 2 a 2 b 2 

b 2 (x, + x„), 

6. T a n g e n t e im Punkt (x 1 ; y x) der, 
1. Parabel: y y t = p(x + xL); 

2. Ellipse: ^ + ^ = 1 ; 

S.Hyperbel: ^ - ^ - 1 -

7. A s y m p t o t e n der Hyperbel: 

a b , 
b 

. Ist der Asymptotenwinkel 2 <p, so ist tgcp = — . 
Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asym­

ptoten aufeinander senkrecht. 
Ein Durchmesser y = m x schneidet, berührt in einem 

unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die 
< b 2 

Hyperbel nicht, je nachdem m 2 = — . 
8. N o r m a l e im Punkt ( i j , y t ) der 

1. Parabel: p(y—J 1 )+Ji(^—xi) = 0 , oder 
* y , + p y = y i ( x i + p ) ; 

2. Ellipse: 

(li±^ + (lisyjll^^jJi + u oder 

a 2 b 2 a 2 b 2 

b 2 ( X l + x 2 ) . 

3. Hyperbel: 
(Xi + x ^ x (yi + y 2 ) y xtx2 y ^ 
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s 2 - a « b ^ 

2. Elhpse: 

._ - x i 7 i d 

3. Hyperbel: 

v ~ v - • I i y i±y b ' 3 t i+a 'y? , -a»b» 

2. Ellipse: — - ^ = a « - b 2 , oder 

3. Hyperbel: —-•+• — i = a 2 + b 2 , oder 

9. Bezeichnet man die Abszisse des Sclrnittpunktes 
der Tangente im Punkt (x t , y 1 ) mit der X-Achse mit Xj, 
die S u b t a n g e n t e (Projektion des Tangentenstückee 
zwischen Berühnmgspunkt und X-Achse auf die X-Achse) 
mit ST, die Subnormale mit SN, so ist 

Xo ST SN 
1. für die Parabel: — Xj 2 x 2 p , 
n .. _ . . a 2 a 2 — xl b 2 x , 
2. für die Ellipse: — 1 j±, 

x i " 
a 2 

3. für die Hyperbel: — 
x i H »• 

Aus dem Wert von x^ ergibt sich für jede Kurve 
eine Konstruktion der Tangente im Punkte ( x l f y 1 ) . 

10. T a n g e n t e n vom Punkt ( x n jj) an die 
1. Parabel: 
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11. Allgemeine Gleichung der T a n g e n t e (Richtung 
gegeben) für die 

1. Parabel: y — m x = -^—: 
2m 

2. Ellipse: y — m x = ; f ] / m 2 a 2 + b 2 ; 
3. Hyperbel: y — m x = ± / m 2 a 2 — b 2 . 

12. Zieht man durch einen Punkt P eine Sekante 
eines Kegelschnittes, so heißt der Ort des zu P in Be­
ziehung auf die beiden Schnittpunkte zugeordneten vierten 
harmonischen Punktes die P o l a r e von P in Beziehung 
auf den Kegelschnitt. 

P o l a r e des Punktes (x 1 , y x ) in Beziehung auf die 
1. Parabel: . y j r

1 = p ( x + X l ) ; 

2. Ellipse: ^ + ^ - 1 ; 

3. Hyperbel: * x i y y i 
a 2 b 2 

Liegt Punkt (x t , jt) auf der Kurve, so ist seine 
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittelpunktes " 
ist die unendlich ferne Gerade; die Polare eines un­
endlich fernen Punktes ist ein Durchmesser. 

13. Koordinaten des Po l s der Geraden A x + By 
-r-C = 0 für die 

1. Parabel: ' x 1 = + ~ , 7i = — ~j-i 

n ™- a 2 A b 2 B 
2. Ellipse: _ x t = — , y 1 = — — ; 

3. Hyperbel: x x = — , yx, = - g - . 

14. Zwei G e r a d e heißen konjugiert in bezug auf 
einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der andern geht. 

Burk Ion, Formelsammlung 10 
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1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner 
Punkt gegeben durch die Richtung y = m x , so ist der 
zugeordnete Durchmesser 

>-£• 
2. Gleichungen für zwei kon jug ie r t e Durch ­

m e s s e r bei der 

Ellipse: A x - B y = 0 und ^ + 4| = 0 ; 

Hyperbel: A x + B y = 0 und ^ + f̂ = 0 . 

Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon­
jugierter Durchmesser fallen zusammen. 

15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte 
Durchmesser 2 at, 2 b x der 

1. Ellipse: 

^ + l ! = l ; Beziehung: a} + b? = a» + b ' ; 
a i ° i 

2. Hyperbel: 

x 2 y 2 

- y — 7 a = l ; Beziehung: &\ — b 2 = a 2 — b s . 

Sind <p und q>Y die Winkel, welche zwei konjugierte 
Durchmesser mit der Hauptachse bilden, so ist für die 

3. Ellipse: 

b 2 

tgojtgojj = — - r ; a 1 b 1 s m ( 9 3 ~ 9 3 1 ) = a b ( s . § 7 1 , 2 6 ) ; 
a 

4. Hyperbel: 

tg 9? tg 9^ = + ^f-; a 1 . b 1 s i n ( 9 ) - 9 J 1 ) = ab (s. § 71, 2 7 ) . . 
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2. Ellipse: x = y = — ; f.d.Brennpunkt(f,0); 

• a 2 a 
3. Hyperbel: x = y = — ; f.d.Brennpunkt(f,0). 

17. L ä n g e des B r e n n s t r a h l s , bzw. der Brenn-
strahlen zu dem Punkt (x 1 ; y j : 

1. Parabel: r = x 1- |--^~; 

2. Ellipse: r = a — x t e 
r 1 = a - | - x 1 « ; r + r, = 2 ä ; 

3. Hyperbel: r = x 1 e —a 
r 1 = x 1 e + a ; r, — r = 2 a , 

18. K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t (x 0 , y 0 ) und K r ü m ­
m u n g s h a l b m e s s e r Q für den Punkt (x : , y : ) der 

1. Parabel: x = — Y ; Brennpunkt \ ~, 0 

a 2 a , , „ 

1. Parabel: • 
Xo = 3 xt + p 

3yf + 2 p 2 

v 
( y ? + p 2 y für den Scheitel Q = p ; 

10* 

Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden 
Asymptoten als Koordinatenachsen 

„ f2 a 2 + b 2 

x y = c 2 = — = ; 
J 4 4 » 

gleichseitige Hyperbel x y = a 2 . 
a 

16, L e i t l i n i e (Direktrix), d. h. Polare des Brenn­
punktes für die 
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4 
2. Ellipse: 

y 0 

(b*x? + a*y?)* 

b* 
e 2 a 2 jl 

b* ! 

K a*b* a b p 2 

N x Normale vom Punkt (xx y i ) bis zur X-Achse. 
Für den Scheitel der großen Achse ist 

b 2 

g 2 = — = p , für den der kleinen 

6i 

3. Hyperbel: 

f 2x? « 2x? 

yo = 
a 2 £ 2 y ? 

(b*xf-l-a*y?)* 

b* 

(rrx)-i 

b 4 

a b r,2 ' 

b 2 

für den Scheitel ist Q = —- = p . 

19. F l ä c h e n i n h a l t : 
1. P a r a b e l s e g m e n t . S. 

Sehne senkrecht zur Achse, (x 1 , y x ) Koordinaten 
des einen Endpunktes: 

• S = j X i Y i -

Beliebiges Segment; (x 1 ? (x 2 , y 2) Koordinaten 
der Endpunkte: 

( y i - y 2 ) 8 ^ i - x 2 ( y i - y 2 ) 2 

S = 
12 p Yi + y 3 
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20. Konfokale K e g e l s c h n i t t e . — Eine Ellipse 
und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben, 
konfokal sind, haben folgende Gleichungen: 

a 2 ' a 2 ( l — 6 2 ) 
s 2 y 2 ^ 
a ? a i ( e i — 1 ) 

wobei ae = a 1 f i 1 = f , e < 1 , ^ > 1. Die Gleichungen 
können demnach in folgende Form gebracht werden: 

y 2 

af f 2 - a ? 
Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden sich 

rechtwinklig (elliptische Koordinaten). 
Die Gleichungen aller konfokalen Zentrallregelschuitte 

sind in der Gleichung enthalten: 
x 2 y 2 

_ 1 — i — _ 1 . 
a 2 - k ^ b 2 - k 

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginäre Kurve dar, je 
nachdem k < b s < a s , oder b a < k < a 2 , o d e r b 2 u n d a ' < k . . 

2. E l l i p s e n z o n e zwischen der kleinen Achse 
und der im Abstand x x dazu parallelen Sehne: 

— (x, ]/a2 — x? + a 2 arc sin— 
a \ a 

Gesamte E l l i p s e n f l ä c h e : a b j i . 
3. H y p e r b e l s e g m e n t , Sehne senkrecht zur 

X-Achse: 
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§ 71. Sätze über Kegelschnitte. 
A) Fü r j e d e n Kege l schn i t t . 

1. Ein Kegelschnitt im allgemeinen ist durch fünf 
Punkte oder 5—r Punkte und r Tangenten (r = 0 bis 5) 
bestimmt. 

2. Eine Gerade trifft einen Kegelschnitt iu zwei 
reellen und verschiedenen, oder zusammenfallenden, oder 
in zwei imaginären Punkten. Durch einen Punkt lassen 
sich an einen Kegelschnitt zwei reelle verschiedene, oder 
zusammenfallende, oder zwei imaginäre Tangenten ziehen. 

3. Die Polaren (s. § 70 , 1 2 ) der sämtlichen Punkte 
einer Geraden gehen durch den Pol dieser Geraden, 
und die Pole sämtlicher Strahlen eines Büschels liegen 
auf der Polaren des Biischelmittelpunktes. 

Die Berührungssehne zweier von einem Punkt aus- • 
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes. 

Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen hegen auf 
einem Durchmesser. 

4. Das Verhältnis der Entfernungen eines Punktes eines 
Kegelschnittes von einem Brennpunkt und von der zu­
gehörigen Leitlinie ist konstant und gleich der numeri­
schen Exzentrizität e. (Für die Ellipse ist s < 1 , ' für 
die Parabel e = 1, für die Hyperbel e > 1.) 

5. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht 
and senkrecht zur großen Achse ist, ist der Parameter. 

6. Zieht man in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden 
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindimgslinie 
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht 
auf der Sehne. 

7. Der Schnittpunkt zweier Tangenten hegt auf 
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen 
den Berührungspunkten konjugiert ist. 
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8. Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord­
nung K und K x und bestimmt man zu jedem Punkt 
von" K die Polare in Beziehung auf K 1 ; so umhüllen 
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung. 

9. Satz des P a s c a l : Bei jedem einem Kegelschnitt 
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die 
drei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden. 
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus fünf Punkten.) 

10. Satz des Br i anchon : Bei jedem einem Kegel­
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die 
drei Yerbmdungslinien von je zwei Gegenecken in einem 
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus fünf 
Tangenten.) 

11. Der Krümmungshalbmesser im Scheitel der großen 
Achse ist gleich dem halben Parameter. 

B) F ü r die Pa rabe l . 
• 12. Die Durchmesser einer. Parabel sind parallel 

.zur Achse. 
13. Der Fußpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf 

eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Kon­
struktion der Parabel durch Umhüllung.) 

14. Der Ort des Schnittpunlctes zweier Parabel­
tangenten, die senkrecht aufeinander stehen, ist che 
Leitlinie. 

15. Die Entfernung des Berührungspunktes einer 
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung 
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der 
Achse. (Konstruktion der Tangente.) 

16. Die Tangente halbiert den einen der Winkel 
•zwischen dem Brennstrahl und dem durch den Be­
rührungspunkt gehenden Durchmesser, die Normale den 
andern. (Konstruktion der Tangente und Normale.) 



152 Analytische Geometrie. 

17. Die Subtangente einer Parabel wird durch den 
Scheitel halbiert; die Subnonnale ist gleich dem halben 
Parameter (p). 

18. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden, 
deren zweiter Brennpunkt in unendlicher Entfernung liegt. 

C) F ü r E l l i p s e und Hype rbe l . 
19. Hat man ein System von Ellipsen, bzw. Hyperbeln, 

welche eine Achse gemeinschaftlich haben, so schneiden 
sich alle Tangenten, welche auf dieser Achse die näm­
liche Koordinate für den Berührungspunkt haben, in 
einem und demselben Punkt der gemeinschaftlichen 
Achse. (Konstruktion der Tangente.) 

20. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel 
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert. 
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist 
parallel zum konjugierten Durchmesser. 

21 . In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch­
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch­
messern parallel. 

22. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte 
von einer Tangente ist unveränderlich (==» b 2) und die 
Fußpunkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die 
große (bzw. reelle) Achse zum Durchmesser hat. (Kon­
struktion des Kegelschnittes durch Umhüllung.) 

23. Die Tangente und die Normale in einem Punkt 
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die "Winkel, welche 
die Brennstrahlen nach diesem Punkt miteinander bilden. 
(Konstruktion der Tangente und der Normale.) 

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr kon­
fokale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln. 
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24. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel 
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der 
Kurve unveränderlich und zwar gleich, der großen (reellen) 
Achse. (Fadenkonstruktion der Kurven.) 

25. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die 
beiden Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren 
beiden Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt 
einer Tangente zwischen den Asymptoten wird durch 
den Berührungspunkt halbiert. 

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und 
die Asymptoten derselben gegeben sind.) 

26. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei 
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver-
bmdungslinie ihrer Endpunkte liegt, ist unveränderlich. 

27. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asym­
ptoten und einer zwischen denselben Hegenden Tangente 
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich. 

28. Alle Parabeln sind einander ähnlich. 
29. Zwei Ellipsen mit den Halbachsen (a, b), (a^ hL) 

a a< 
sind einander ähnHch, wenn •—=••—-•. ebenso sind zwei 

b bt 

Hyperbeln einander ähnHch, wenn y = , d. h., wenn 

sie gleiche Asymptotenwinkel haben. 
Zwei Kegelschnitte (Bezeichnung s. § 73 , 6 ) sind 

einander ähnHch: 
- a) wenn B 2 - 4 A C = B 2 — 4 A 1 C 1 = 0 , 

b) wenn B 2 — 4 A O und Bf — 4 A 1 C 1 ^ 0 und 
A B C . , 
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zweckmäßig gewählten Punkten C t , C 2 , C 3 . . . Lote zur 
Achse und beschreibe um F mit D Cj einen Bogen, der 
das zu C t gehörige Lot in At und B 1 schneidet; ver­
fahre ebenso mit D C 2 usw. A t , A 2 , A 3 B l t B s , 
B 3 . . . sind Parabelpunkte. (Begründung: Jeder Punkt 
der Parabel hat vom Brennpunkt und der Leitlinie 
gleiche Abstände.) 

§ 72. Konstruktion der Kegelschnitte. 
1. Pa rabe l . 

a) D I Achse, S T Scheiteltangente, D B Leitlinie, 

also D S = S F = ^ - . — Ziehe in den beliebig, aber 
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b) Durch U m h ü l l u n g . — SjX Achse, SjY Scheitel­
tangente, F Brennpunkt. Ziehe von F nach SXY die 
Strahlen F A l f F A 2 , FA S . . . und errichte auf denselben 
in Aj, A 2 , A 3 . . . die Lote A x B x , Aj B 2 , A 3 B 3 . . . , so 
umhüllen diese die Parabel. (Begründung: § 71 , 1 S . ) 

2. E l l ip se . 
a) OX —a, halbe große Achse; OY = b, halbe 

•kleine Achse. Beschreibe um 0 mit a und b Kreise; 
ziehe. durch 0 eine Gerade, welche die Kreise in B 
und C schneidet, ziehe C A _ L 0 X , BAlJOX, so ist 4 
ein Punkt der Ellipse. Ähnlich weitere Punkte. 

X 

(Begründung: y = — ]/a2 — x2".) 
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mit x ax und um I x mit xt a x Kreisbögen, die sich in A t 

und Bx schneiden usf. A t und B x sind Punkte der Ellipse. 
* (Begründung: r + r 1 = 2 a , s. § 71, u . ) 
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und um P t mit x x a x Bögen, die sich in A t und Bj 
schneiden. Ax und B x sind Punkte der Hyperbel.. 
Verfahre ebenso mit % usf. 

(Begründung: r— r x = 2 a , s. § 71 , 2 4 . ) 

§ 73. Allgemeine Gleichung zweiten Grades. 

(!) % x 2 + 2 a 1 2 x y + a 2 2 y 2 - f - 2 a i 3 x + 2 a 2 3 y - j - a a 3 = 0 . 
1. Nach Division der Gleichung (1) mit a 3 S zeigt 

sich, daß die Gleichung fünf unabhängige Eonstanten 

3. H y p e r b e l . 

O I = O X 1 = a; O F = 0 F 1 = y a 2 + b2 . 
Ziehe x xt = 2 a; nimm auf der Verlängerung von 

x einen Punkt % an und beschreibe um ¥ mit x % 
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enthält; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch 
fünf Punkte bestimmt. 

2. Die Koordinaten des M i t t e l p u n k t e s bestimmen 
sich aus den Gleichungen: 

i f i = a u x + a 1 2 y + a i s = 0 , 

y t'y = a 1 2 x + % 3 y + a 2 3 = 0 . 

3. Po la re des Punktes (x x , jxy. 
(x - i t ) f j ,+ (y - 7 l ) fyi + 2 f ( x l f y i ) = 0 , 

oder 
a u x i x + %u ( x y i + x y x ) + a.22 y x y + a 1 8 (x x -f x) 

+ a 23(yi + y) + a 33 = ° • 
Regel : Die Gleichung der Polare von ( x ^ y j wird 

erhalten, indem man in die Kurvengleichung für 
x 3 , y 2 , 2 x y , 2 x , 2y bzw. x x x , y x y, x i y + x y 1 ( 

*i + x> yi + y setzt. 
Die Gleichung der Polare ist Gleichung der 

Tangen te im Punkt ( x l 7 y j , wenn dieser auf der 
Kurve hegt. 

4. Durchmesse r konjugiert zu den Sehnen, welche 
mit der X-Achse den Winkel oc machen: 

cos oc fj + sin oc fy = 0 oder 
cos cc ( a n x + a 1 2 y + a i s ) + s ina (a 1 2 x + a^ y -f a^) = 0 . 

5. Die Richtung der H a u p t a c h s e n (zwei zuein­
ander senkrechte konjugierte, Durchmesser), von welchen 
die eine mit der X-Achse den Winkel oc bildet, ergibt 
sich aus: 

t g 2 « = - ^ - . 
%1 a 22 
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6. B e s p r e c h u n g der a l l geme inen Gle ichung 
z w e i t e n Grades . 

Die Gleichung zweiten Grades stellt nun dar: 
I. E i g e n t l i c h e n K e g e l s c h n i t t , wenn A ^ O 

und zwar 
1. E l l i p s e , wenn A 8 3 > 0 ; dieselbe ist reell oder 

imaginär, je nachdem a u und A verschiedene oder 
gleiche Vorzeichen haben; sie ist ein K r e i s , wenn 
a u = a 2 2 und a 1 2 = 0 ; 

2. P a r a b e l , wenn A 3 3 = 0 ; 
3. H y p e r b e l , wenn Ä 3 8 < 0 ; — 
H. Ze r f a l l enden K e g e l s c h n i t t , wenn A = 0 

und zwar 
"1. reelles, sich s chne idendes Geradenpaa r , 

wenn A 3 3 < 0; 
2. p a r a l l e l e s G e r a d e n p a a r (reell und ver­

schieden, zusammenfallend, oder imag.), wenn A 3 3 = 0; 
3. i m a g i n ä r e s , sich schneidendes Geradenpaar, 

wenn A 3 3 > 0 . . 

Anderes Ver fahren : die Gleichung sei 
A x 2 - r - 2 B x y + C y 2 + D x + E y - r - F = 0 ; 

sie stellt Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nach­
dem bzw. B 2 — AC=sO . 

Um zu untersuchen, ob das Gebilde reell, imaginär 
oder zerfallend ist, löse man die gegebene Gleichung 

Es sei 

A = 
a X l a 1 2 ha 
a 1 2 ^ 2 ^23 
a 1 3 a 2 S a 3 3 

% % 2 | = 

a 1 2 a 2 2 

— a i l ( a 2 2 a 3 3 — a 2 3 ) + a l S (^23 a i 3 
a 1 2 a 3 3 ) + a 1 3 ( a 1 2 a 2 3 a 2 2 a i s ) 
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nach einer der Veränderlichen, z. B. nach y, auf. Wire 
der Badikand der auftretenden Quadratwurzel für einen 
gewissen Bereich der Werte von x positiv, so ist das 
Gebilde reell; ist er für alle Werte von x negativ, so 
ist es imaginär; ist er ein Quadrat, d. h. die Wurzel 
ausziehbar, so ist es zerfallend. 

§ 74. Gleichungen weiterer Kurven. 
A) A l g e b r a i s c h e Kurven. 

s 
1. Neilsche Parabel y = a x 2 . 
2. Lemniskate (x 2 + y 2 ) 2 — a 2 ( x 2 — y 2) = 0 oder 

r 2 (r 2 — a 2 cos 2 cp) = 0 . 
3. Konchoide x 2 y 2 = (b + y ) 2 ( a 2 — y 2 ) oder 

( x 2 - f y 2 ) ( y — b) 2 = a 2 y 2 oder r = a + —— . 
4. Cissoide y 2 (a - x) = x 3 . c o s V 
5. Descartessches Blatt x s + y 3 = 3 a x y . 
6. Cassinische Kurve (x 2 + y 2 ) 2 — 2 a 2 (x 2 - y») 

= b 4 - a* . 
7. Kardioide (y 2 + x 2 — a x ) 2 = a 2 (x 2 + y 2 ) oder 

r = a (1 + cos <p). 

B) T r a n s z e n d e n t e Kurven . 
X 

1. Logarithmische Linie y = m e a . 

2. Kettenlinie y = — \ e a + e 

3. Zykloide, beschrieben von einem bestimmten 
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf 
einer Geraden rollt (a Halbmesser des rollenden Kreises, 
% Mittelpunktsabstand von P, cp = arc P 0 X , X Be-
tührungspunkt): r ^ , ^ ^ 

1 y = a — a x cos cp , 
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4. Epizykloide, beschrieben von dem Punkt P 
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Außenseite eines 
Kreises (Halbmesser b) rollt: 

x = (a + b) sm —- -
b 

. a + b 
- a, sm — — cp, 

b 

y = (a + b) cos a cp • \ cos- •cp. 

5. Hypozykloide, beschrieben von dem Punkt P 
(B. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines 
Kreises (Halbmesser b) rollt: 

a CD . b —a 
x = (b — a) s m — a t sm —-— cp, 

n. \ »?> , b - ~ a y = (b — a) cos—-5- + a, cos—:— cp. 
b b 

Die Zykloide, ebenso die Epi- und Hypozykloide 
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach­
dem a t = a. 

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r— &cp. 
7. Parabohsche Spirale r 2 = 2 p cp . 

a 
8. Hyperbolische Spirale r = — . 

^ 3L 
9. Logarithmische Spirale r = m e a . 
10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwischen 

einem festen Punkt des Kreises und dem Berührungs-
punkt): r = a y i + <p8, rp = cp — aro tg cp . 

Bflr.klfin, Formelsammlung, 11 
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II . Geometrie des Raumes. 
§ 75. Koordinaten-*) und Größenbeziehungen. 
0 Ursprung, P ein Punkt im Raum, O P = r ; 

<*! ßi y Winkel der O P mit den positiven Teilen der 
Koordinatenachsen; x , y, z die Koordinaten von P. 

1. Ein P u n k t . Die Koordinaten des Punktes P 
sind die Projektionen von O P auf die Achsen: 

x = r cos a , y = r cos ß , z = r cos y , 
r = ] /x 2 - f y 2 + z 2 , c o s 2 « + cos 2

/ö + cos 2 j ' = l . 
2. Zwei Punk te . (x 1 , y 1 ; zt) und (Xg, y 2 , z2) . 

O P t - P i , O P 2 = r 2 ; 
cos (r x , r 2 ) = cos txx cos cx2 + cos ßx cos ß2 + cos yx cos j»s 

. *i x 2 + yi y 2 + zi h 
r l r 2 

Stehen r x und r 2 senkrecht aufeinander, so ist 
cos cxx cos a 2 -f- cos ßx cos / 3 2 4 - cos yx cos y a = 0 . 

Entfernung e = ]/(x3 - X j ) 2 + (y 2 - y x ) 2 4 - (z2 - Z l ) 2 . 
Für Punkt P ( x , y, z), der P x P 2 im Verhältnis 

m : n = = A : l teüt (P x P : P P 2 ==m:n) , ist 
m x 2 4 - n x 1 m y 2 + n jx _ m z2 4 - n ix 

X m + n 1 7 m 4 - n ' Z m + n ' 

oder s _ . , X l + A x 2 t z = ! L ± i ^ . 
oder x=> 1 + ^ , y - 1 + J1_ , z - 1 + , 
sind m und n ungleichzeichig, bzw. ist X negativ, so 
liegt P außerhalb P t P s . 

3. P ro jek t ionen . Ist 1 eine Strecke, f eine 
Fläche, sind femer l u Lj, 18, bzw. f l v f8, f8, ihre 
Projektionen auf die Koordinatenebenen, so ist 

*) Es sind stets, wofern nichts anderes bemerkt ist, 
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt. 
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1. 1? + 1? + 13 = 21», 
2. fä + 3 + f§ = f a . 

f 1 = f c o s « , f3 = fcos/S, f s = f c o s ^ ; cx,ß,y Nei­
gungswinkel der f gegen die Koordinatenebenen. 

4. Inhalt V der d r e i s e i t i gen P y r a m i d e . 
1. Eine Ecke im Ursprung, die drei anderen 

Ecken sind (x x , y t , Z l ) , (x 2 , y 2 , z 2), (x 3 , y 8 , z 3 ) . 

x i Ji z i 
x 2 y 2 z2 

x 3 ys z s 
2. Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung, 

sondern im Punkt (x;, y, z), so ergibt sich Y, indem 
man das Koordinatensystem parallel verschiebt, so daß 
der Ursprung mit (x, y, z) zusammenfällt; man hat, 
alsdann im vorigen Ausdruck 
'statt x1,j1,z1 zu setzen xt— x, y x — y, zx — z usf. 

Liegt (x, y , z) in derselben Ebene mit den drei 
übrigen Punkten, so ist Y = 0 ; dies ist die Gleichung 
der Ebene durch jene drei Punkte. 

§ 76. Änderung des Koordinatensystems. 
1. P a r a l l e l e V e r s c h i e b u n g der Achsen; a, b, o 

Koordinaten des neuen Ursprungs. 
., x = a - f x V y = b + y / , z = c + z ' . 
2. D r e h u n g um den Ursprung. 

OX' büde mit OX, OY, OZ die Winkel a u ßu ylt 

OY' „ „ „ „ „ „ „ <x2, ß%, y2i 
0 Z' „ „ „ „ „ „ „ a 8 , ßa, y s . 

Schreibt man der Kürze halber die Buchstaben der 
Winkel für, ihre Kosinus, so ist: 
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x = a 1 x / + a 2 y ' + a 3 z ' x' = a1 x -\-ßx y + y1 z 
y == ßx x' + ß2 j ' + ßB z' f=<x2x + ß2j + y2 z 
z = 7 l x ' + y2 y' + y 3 z' z ' = a 3 x + ß, y + ys z . 
Zwischen den Kosinus bestehen die Beziehungen 

«1 ßi + a 2 ßi + « s & = 0 « j + ßi ßi + y2 = 0 
A . ft + A ft + & ft = ° « 2 « 8 + A & + ftft = 0 
ft « ! + ft « 2 + 7s « 3 = 0 « s « i + ßs ßi+ ft YI = 0 • 

3. B u l e r s c h e F o r m e l n für den Übergang von 
einem rechtwinkligen System 0 , X Y Z zu einem anderen 
rechtwinkligen 0 , X'Y'Z' mit demselben Ursprung. Es 
sei OA die Spur der OX'Y'-Ebene in der OX Y-Ebene, 
< A O X = y , < A 0 X ' = 9 > , . £ Z O Z ' = 0 , dann ist 
' x = x'(cos9? cosy — sin 93 sin?/) cos 0 ) 

+ y'(— sin 9? cos ip — cos cp smip cos 0 ) + z' smip sin 0 
, j = x' (cos cp sin yi +" sin cp cos y> cos 0 ) 

+ y'(— sin ip sin ip+cos 93 cos yj cos 0 ) + z ' ( — cos sin 0 ) 
z = x'sinoj sin© + y 7 C0S93 sin 0 + z'cos 0 . 

4. P o l a r k o o r d i n a t e n . O P = r , 93 Winkel 
zwischen O P und der XY-Ebene , gezählt von der 
letzteren gegen die +Z-Achse hin (von —• 90° bis 
+ 90°); y> ist der Winkel, den die Ebene Z O P mit 
der Ebene Z O X bildet, gezählt von der + X-Achse 
aus im positiven Drehungssinn von 0°—360°. 

Übergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar-
. koordinaten und umgekehrt: 

1. r = Vx2 + y 2 + z 2 , sin 93=!— , cos w = = — = = = ,' 

ßl + ßl + ßl 
yl + yi + yi 

al + txl + ai 1 
1 
1 

* ? + # + R? = i 
»l + ßl + yl = 1 

* ! + $ + Y H = i 
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I x = r cos cp cos xp 
y = r cos cp sin xp 
z = r sin cp . 

§ 77. Allgemeine Sätze. 
1. Eine F l ä c h e ist durch eine Gleichung zwischen 

x, y und z bestimmt. . Die Bedingung dafür, daß der 
Punkt (x x , y x , zY) auf der Fläche hegt, deren Gleichung 
F (x, y, z) = 0 ist, ist F (x L , y x , zL) = 0 . Eine Fläche 
ist ferner darstellbar durch zwei Gleichungen in x, y 
und z, die einen veränderlichen Parameter, oder durch 
drei Gleichungen, die zwei veränderliche Parameter 
(s. § 96, t ) enthalten, usf. (S. auch § .80.) 

2. Eine L i n i e ist durch zwei Gleichungen in x, 
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der 
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen. 
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Glei­
chungen F(x , y , z) = 0 und f(x, y, z) = 0 befriedigen, 
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Glei­
chungen dargestellten Flächen. (S. auch § 95.) 

3. Setzt man in der Gleichung F (x , y, z) = 0 eine 
der Koordinaten, z. B. z, gleich Null, so erhält man die 
Gleichung der Sclimttlinie der Fläche mit der Ebene 
der anderen Koordinaten, z. B. der X Y-Ebene. 

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier 
Flächen eine Koordinate, so erhalt man die Gleichung 
der Projektion der Schnittlinie beider Flächen aiif die 
Ebene der beiden anderen Koordinaten. Bestimmt man 
aus den Gleichungen dreier Flächen die gemeinschaft­
lichen Werte von x, y, z, so stellen diese die Koordi­
naten der Schnittpunkte der drei Flächen dar. 

5. P (x , y, z) + 2f (x, y, z) = 0 gibt die Gleichung 
einer Fläche an, welche durch die 1 Schnittlinie oder 



166 Analytische Geometrie. 

die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flächen 
F (x, y , z) = 0 und f (x, y , z) = 0 geht. 

§ 78. Die Ebene. 
a, b , c Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten­

achsen; ex, ß, y die Winkel, welche das Lot vom Ur- • 
sprang auf die Ebene mit den Achsen bildet, p die 
Länge dieses Lotes. 

1. G le i chungs fo rmen für die Ebene: 
1. allgemeine Form Ax + B y + Gz + D = 0 (E), 

2. „ i + y + f - l - O , 

3. , „ xcos«-f-ycos / ö+zcosj '—p = 0. 
(Normal form N.) 

Spur in der XY-Ebene A x + By-f -D = 0 , 
„• „ „ Y Z - „ B y + O z + D = 0 , 
„ „ „ Z X - „ A x + C z + D = 0 . 

A c h s e n a b s c h n i t t e : 
D , D D 

a = — , b = - ¥ , c = - - . 

Lot vom U r s p r u n g : 
p = a cos oc — b cos ß = c cos y •• 

D 

± ] / A 2 + B 2 + C 3 

(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, daß 
p positiv wird.) 

W i n k e l des Lotes p mit den Achsen aus: 
p A p ' A 

cos oc = — = — = + usf. 
a D y A 2 4 - B 2 + C 2 

2. Besonde re F ä l l e : 
• [ x = a Ebene parallel zur YZ-Ebene, 

i • y = b » • '» z x - „ 
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I A x + B y + D = 0 Ebene parallel zur Z-Achae 
A x + C z + D = 0 „ „ „ Y- .„ 
B y + C z + D = 0 „ „ „ X- „ 

3. A x + B y + Cz = 0 
f A x + By = 0 

4. I A x + C z = 0-
| B y + C z = 0 

3. Ebene durch den Punlrt (x 1 ; y 1 } z x ): 
A(x — xj) + B(y — yj + 0(z — z'j) •= 0 ; sie geht 

durch den Ursprung. 
„ die Z-Achse 

Y-
1 . 1 1 

auch durch die Punkte x% y s | z s und x 9 | y 8 | z 3 , wenn 

7 i z i 1 z1x11 x i y i i 
A = y 2

z 2 1 , B = Z 2 Xj 1 , o = x 2 y 2 1 
y 8

z 3 i zj x 8 1 x 3 y 3 1 
(s. auch § 7 5 , 4 , 2 ) . 

4. A b s t a n d e eines Punktes (x t , y i , z x) von der 
Ebene E oder N (s. 1.): 

A x 1 + B y 1 + O z 1 + D _ 

5. Zwei E b e n e n 
A x + B y + O z 4 - D = 0 und 

x x c o s a + y i cos /S+z 1 cos y—p. 

1. sie sind pa r a l l e l , wenn — 
A-, 

A 1 x + B 1 y 4 - C 1 z + D 1 = 0 ; 
A B C 

s. § 61, 5 ) also Gleichungen zweier paralleler Ebenen 
f A x + B y + C z 4 - D = 0 
\ A x 4 - B y + C z 4 - D 1 = 0 oder 
| x c o s a + y c o s ^ + zcosy — p = 0 
\ x cos ck 4- y cos ß 4- z cos y — p x = 0.. 
2. A b s t a n d zweier paralleler Ebenen: 

D, - D • 
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3. Winkel cp zweier Ebenen aus: 
A A . + B ß . + C C , 

cos cp = — - . 
± 1 / ( A 2 + B 2 + C 2 ) ( A f + B 2 + C?) 

4. Sie sind s e n k r e c h t , wenn cosco = 0, d.i. wenn 
AAi + BBX + COj = 0 (s. §61 , , ) . 

6. Ebenenbüsche l . Sind A 1 = 0 , 1^ = 0 die 
Gleichungen zweier Ebenen (1) und (2) in Formalform, 
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3), die durch 
die Schnittlinie der beiden ersten geht, 

A x — AA2 = 0 . 
Sind (3, 1), (3, 2) die Neigungswinkel zwischen (3) 

und den beiden gegebenen Ebenen, so ist 
, a n (3, 1) , 

sin (3, 2) ' 
Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen 

gebildeten Keile haben daher die Gleichung 
4t -F = 0 . 

7. Dre i Ebenen durch eine Gerade. 
Damit drei Ebenen E x ' = 0, E 2 = 0, E 3 = 0 sich in 

derselben Geraden schneiden, ist notwendig- und hin­
reichend, daß es drei von Null verschiedene Zahlfaktoren 
^•i) 4> ^8 gibt, für welche die Identität besteht: 

8. Vier E b e n e n durch einen Punkt. Damit vier 
Ebenen E ^ O , E 2 = 0, E 8 = 0, E 4 = 0 durch einen 
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin­
reichend, daß die Identität besteht: 

A 1 E 1 + 2 2 E 2 + A 8 E 3 + A i E 4 = G. 

§ 79. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene. 
1. Jede Gerade ist durch zwei unabhängige Glei­

chungen ersten Grades zwischen x, j und z bestimmt. 
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Allgemeine G le i chungs fo rmen : 

W \ A 2 x + B 2 y + C 3 Z + D 2 = 0 
j y = m x + b 

Eine Gerade parallel zur TZ-Ebene ist durch (2) 
nicht darstellbar; ihre Gleichungen sind 

x = a , y = p z + q . 
Die Koordinaten der Spuren in der XT-', TZ-, 

XZ-Ebene ergeben sich aus bzw. z = 0, x = 0, y == 0 . 
2. Besonde re F ä l l e : 

: m x + b. 
Gerade parallel zur XT-Ebene. 

y ~~ ^ , Gerade parallel zur XZ-Ebene. z = n x -f- c . 
z = = p y + ol G e r a d e U e i Z U 1 TZ-Ebene. 
x = a r 

{ 

{_ 

2. Gerade parallel zur X-Achse; | y

= o X"Acl lse' 
\ ~ Gerade parallel zur T-Achse; { _r\ T-Achse. 

| x ^ ^ Gerade parallel zur Z-Achse; | X ^ Q Z _ A C L L S A 

Gerade durch den Ursprung. 
nx 

3. Winkel m i t den Achsen « , ß, y: 
y = m x + b , z = n x + o , so ist 

1 . m 
cos a = —==========:, cos p = 

]/l + m 2 + n 2 y i + m 2 

n 
cos y — . • 

y i - ) - m a + n» 
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y(m n x — mj n) 2 + (m — m x ) 2 + (n — n 1 ) 2 

6. Abstand e zweier paralleler Geraden 
| y = m i + b y = m x + b 1 

| z = n i + o z = n x + Cj: 

(s. o. 1.). 

4 . Gerade bestimmt durch einen P u n k t (xlt y u z t) 
tind R i c h t u n g (a , ß, y): 

* —*i _^ J-Ji = =

z — z i 
cos a cos ß cos y 

5. Gerade durch zwei P u n k t e (x 1 ( y x , z j , (x2, y 2 , z 2): 
* —*i = y - y j = z — z i _ 
x 2 —Xi y 2 - yi z 2 — z i ' 

Durch den Ursprung und den Punkt (xj, y t , z x): 

J L _ _ L — J l 
x i _ y i _ z i ' 

6. Zwei ge rade L i n i e n : 
f y = m x + b f y = m 1 x + b 1 

[ z = n x + c | z = % x + q . 
1. Die Geraden s c h n e i d e n sich, wenn 

(m — : (n — n x) = (b — b j : (c — o{) (s. u. 5.). 
2. Sie sind p a r a l l e l , wenn m l = m , n x = n . 
3. Der Winkel <p der Geraden ergibt sich aus 

1 + ni m, + n n, 
cos cp = . . 

y(l + m 2 4 - n 2 ) ( l + m ? + n^) 
4. Sie sind s e n k r e c h t , wenn cos <p=0, also wenn • 

1 + m m x + n n x — 0 . 
5. K ü r z e s t e r Abs tand zweier Geraden: 

(b — bj) (n - nx) - (c - (m - m t ) 
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F - C b - b O m + Co-oOn, 
G = ( c - o i ) m n - ( b - b 1 ) ( l + n 2 ) , 
H = (b — b j m n — (c — ̂ ( l + m 2 ) . 

7. G e r a d e u n d E b e n e : 

{ z l n x t c w i A x + B y + Cz + D - 0 . 

1. Die Gerade liegt in der Ebene, -wenn 
A + Bm + C n = 0 xind B b + Oc + D = 0 . 

2. Die Gerade ist p a r a l l e l der Ebene, wenn 
A + B m + C n = = 0 . 

3. Winke l CD zwischen der Geraden und der 
Ebene aus 

A + Bm + Cn 
sm co = , — . .. =- ... 

]/(A2 + B 2 + C 2) (1 + m 2 + n 2) 
4. Die Gerade ist s e n k r e c h t zur Ebene, wen» 

B 0 
x - m , x = n„ 

5. B e l i e b i g e E b e n e durch die Gerade 
y = m x + b , !=>nx-fo '> 

y — m x — b ^ ^ 
z — m - c 

8. Ebene durch Punkt (x 1 , y 1 ( zt) senkrecht zur 
Geraden , , , 

y = m x + b , z = n x - j - c : 
, (x — X i ) + m(y — y 1 ) + n ( z - z 1 ) = 0 . 

9. Gerade durcb Punkt (x 1 ( y l 7 Zj) senkrecht zur 
Ebene A x - j - B.y + C z + D = 0: 

A : B : C = l : m : n , d . h. — = m, 
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10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade 
Linien (s. Nr. 

f y = m x + b f y = in 1 x + b 1 

\ z = n x + c \ z = n 1 x + c 1 

y — m x —b b —b, , m — in, 
oder — = - oder = - . 

z — n x — c c — q n — n ( 

Ebene diu'ch zwei parallele Gerade: 
y — m x — b b — bt 

z — n x —c c — Cj ' 
11. Ebene durch eine Gerade y = m x - r - b , z=nx- f -c 

parallel zu einer zweiten Geraden y = m1 x + b : 

z = n 1 x + c 1 : 
( m n 1 - m 1 n ) x + ( n - n 1 ) y - ( m - m 1 ) z = b 1 ( n - n 1 ) - c 1 ( m - m 1 ) . 

12. Ebene durch einen Punkt ( x 1 , y 1 , z 1 ) parallel 
zu zwei Geraden: 
(mni-mjn) ( x - x j + ( n - n ^ ( y - y x ) - ( m - m j ( z - z j = 0 . 

§ 80. Erzeugung von Flächen. 
A l lgeme ines : Enthalten die Gleichungen 

1) F ( x , y , z , p ) = 0 , 2) f ( x , y , z , p ) = 0 
einer Linie einen veränderlichen Parameter p , so stellen 
sie eine bewegliche Linie dar. Die Gleichung der 
durch die* bewegte Linie erzeugten Fläche wird erhalten, 
indem man aus den Gleichungen (1) und (2) p eliminiert. 

Enthalten die Gleichungen F (x, y, z, p , q, . . . ) = 0, 
f ( x , y , z , p , q , . . . ) = 0 der Beweglichen n veränder­
liche Parameter p , q . . . , die durch n —1 Gleichungen 
miteinander verbunden sind, so ist die Gleichung der 
erzeugten Fläche das Elimihationsresultat der n Para­
meter p, q . . . aus den n + 1 gegebenen Gleichungen. — 
Die n —1 Bedingungsgleichungen sind in der Kegel 
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der analytische Ausdruck dafür, daß die bewegliche Lüne 
auf n — 1 festen gleitet. — Die Bedingung dafür, daß eine 
Linie eine andere schneidet, erhält man, indem man aus 
den vier Gleichungen beider Linien x, y, z entfernt. 

R e g e l f l ä c h e n werden erzeugt durch die Bewegung 
einer Geraden; da die Gleichungen einer Geraden im 
allgemeinen vier Konstanten (Parameter) enthalten, so sind 
drei Leitlinien nötig. Man unterscheidet abwicke lba r e 
und w indsch i e f e Regelflächen. Bei den ersteren liegen 
zwei unendlich nahe Mantellinien in einer Ebene (z. B. 
Zylinder- und Kegelfläche), bei den letzteren nicht (ein-
8cha l iges Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid). 

A) Zy l inde r f l ächen . 
I. L e i t l i n i e : 1) cp(x, y, z) = 0 , 

2) v ( x , y, z) = 0 . 
Erzeugende: 3) y = m z -f y c , 4) x = p z s 0 . 

Ehminationsresultat von x, y , z aus 1) bis 4): 
5) E ( x o , y 0 ) = 0 . 

Gleichung der Z y l i n d e r f l ä c h e : 
6) E(x — p z , y — mz) = 0 . 

H. A l l g e m e i n e G l e i c h u n g der Z y l i n d e r f l ä c h e n : 
P[(ax + b y + cz + d ) , (a L x + \ j + q z-f d j ] = 0 . 

B) Kege l f lächen . 
Spitze: (xu j l t z x ). 
I. L e i t l i n i e : 1) <p(x, y, z) = 0 , 

2) y , z ) = 0 . 
Erzeug. Mantellinie: 3) x — x x = p (z — zx), 

4) y — y 1 = m(z — z t ) . 
Elim.-Resultat von x, y , z aus 1) bis 4): 

5) F(m, p) = 0 . 
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Gleichung der Kege l f l äche (Blim.-Eesultat von m und p 
aus 3) bis 5)): 

Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung 

der Kegelfläche F (—, —1 = 0 , d. h. sie ist homogen. 

Die Gleichung a x 2 + b y 2 + c z 2 - [ - d x y - f - e x z + f y z = 0 
stellt einen Kegel zweiten Grades dar mit der Spitze 
im Ursprung. 

LT. A l lgemeine G l e i c h u n g der Kege l f l ächen : 
1 /%x + b 1 y + c 1z + d t a a x + b 2 y + c 2 z -HV\ Q_ 

\ a x + by + cz-f-d ' a x + b y + cz-f-d / 

I. Z-Achse i s t D r e h a c h s e . 
Erzeugende: 1) <p(x,y, z) = 0 , 2) y ( x , y , z) = 0; 
Pai-allelkreis: 3) x 2 + y 2 = r 2 , 4) z = d ; 

Bedingungsgleichimg (Elim.-Eesult. von x, y, z aus 1) 
bis 4))r 5) F(r , d) = 0 ; Gleichung der D r e h f l ä c h e 
(Elim.-Eesult. von r und d aus 3) bis 5)): 

6) F ( / x H f , z ) = 0 . 
II. D r e h a c h s e d u r c h den P u n k t (x 0 , y 0 , z0), 

a, ß, y ffichtimgswinkel derselben: 
Erzeugende: 1) und 2) wie bei I. 

P a r a U e l l a - e i s : ( ; ) ( X - X o ) ; + ( y - y o ) 2 + ( z - z o ) 2 - r 2 = 0 ; 
(4) xcosoc+ycos/f+zcos}»—d=0 . 

Bedingungsgleichung (Elim.-Besultat von x, y , z aus 1) 
b l s 4 ) ) : 5) F ( r , d ) = 0 . 
Gleichung der Dreh f l äche (Elim.-Resultat von r und d 
aus 3) bis 5)): 

6) 

C) Drehf l ächen . 
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6) • 0 . 

Beispiel: S c h r a u b e n f l ä c h e . Die Leitlinie dieser 
Konoidfläche ist die Schraubenlinie: 

h t 
x = r cos t , y = r s in t , z = —— , 

£ 71 
deren Achse die Z-Achse ist. Die Gleichung der 

y 2 n z 
Schraubenfläche ist: —- = tg —— . 

Flächen zweiter Ordnung. 
§ 81. Allgemeines. 

Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ord­
nung ist: 1 . 
f (x, y, z) = a t l I ' - f a ^ y2 4 - a 8 3 z

2 - | - 2 a 1 2 x y - f - 2 a 1 3 x z 
+ 2 ajä y z + 2 a u x + 2 a 2 4 y + 2 a M z -f- a 4 J 0 . 

6 ) | Yd^=^+ (y - y 0 )* + (z - z0)> , 
\ x cos ex -f- y cos ß 4~ z cos y) = 0 . 

Geht die Drehachse durch den Ursprung, so geht 6) über in 
6 1) F(yx 2 + y 2 + z 2 , x c o s « + ycos iÖ + z c o s j ' ) = 0 . 

D) Kono id i sche Flächen. 

Eine Gerade bewegt sich so, daß sie die Z-Achse 
und eine Leitlinie beständig schneidet und dabei der 
XT-Ebene parallel bleibt. 

Leitlinie: 1) cp(x, y , z) = 0 , 2) ip(x, y , z) — 0 ; 

Erzeugende: 3) £ = m , 4) z = d . 

Elim.-Eesultat von x, y, z aus 1) bis 4 ) : 
5) F ( m , d ) = 0 . 

G l e i c h u n g der Konoidf läche (Elim.-Eesultat 
von m und d aus 3) bis 5)): 
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1. Die Koordinaten des M i t t e l p u n k t e s ergeben 
eich aus den Gleichungen: 

| f'x = a u x + a 1 2 y + a 1 3 z + a 1 4 = 0 , 
l fy = a 1 2 x + a 2 2 y + a 2 3 z + a 2 i = 0 , 
\ l'z = a l 3 x + a^ y + a 3 3 z + a 3 4 = 0 . 

2. Durchmesser-(Diametral-)Bbene zugeordnet der 
Richtung x = m z , y = n z , bzw. «£a , ß, y: 

mfi '+nf ' y - f - f£ = 0 , bzw. 
cos a fx + cos ß fy + cos y fz = 0 . 

3. D u r c h m e s s e r zugeordnet der Richtung der 
Ebene A x + B y + C z + D = 0 , bzw.. 

x cos a, + y cos /?"+ z cos y — p'— 0: 
f f f f f P 
J i = _z = _ bzw. x =, ? =

 I z _ 
A B C ' " cos a cos ß cos y 

4. Po l a r ebene zum Punkt (x x , y l t z j , d. h. Ort 
des Punktes auf einer durch (x t , y x , zt) gehenden 
Sekante, welcher diesem Punkt in Beziehung auf die 
zwei Schnittpunkte der Sekante mit der Fläche harmo­
nisch zugeordnet ist: 

( x - x j 4 + ( y - 7 l ) f y i + ( z - z O + 2 f ( X l , y i , % ) = 0 . 

Liegt der Punkt (x x , y x , z 1) auf der Fläche, so ist. seine 
Polarebene zugleich B e r ü h r u n g s e b e n e an die Fläche. 

5. H a u p t d i a m e t r a l e b e n e oder H a u p t e b e n e heißt 
jede Ebene, welche senkrecht ist auf den von ihr hal­
bierten Sehnen (Hauptsehnen) . Die Richtungskosinus 
<x, ß, y dieser Sehnen und die Zahl X bestimmen sich 
aus den Gleichungen: 

( a u — A ) « - ] - a i a ß + a l 8 y = 0 
a 1 2 cc + (ajj - 4) /? + a 2 3 y - 0 
%s « + '^8Z1 + ( a,i8 —X)y=0 

cx3 + ß3 + y ^ l . 
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(?) = 0 , oder 

X ist bestimmt durch die kubische Gleichung 
% ! ^ %2 %8 

a 2 2 ^ a 23 
a 18 a 2 8 ^ 3 ~~ ^ 

(R) A3 — ( a u -f a 2 a + a 3 3 ) X2 + ( a u a 2 2 + a ä 2 a 3 3 + a 3 3 a u 

— a i a — a 1 3 — a 2 3 ) X — ( a u a^2 a 3 3 -f- 2 a l s a l s a^ — a u a 2 3 

^ 2 a ia — a i 2 ) = 0 • 
Die "Wurzeln dieser Gleichung sind reell; vermittels X 

sind öc, ß, y aus den Gleichungen (W) erhältlich. 
6. H a u p t a c h s e n . Man verschiebe das ursprüng­

liche System parallel durch den Mittelpunkt (xo, y 0 , z 0 ), 
so geht die allgemeine Gleichung über in: 

(T) a u x 2 + a 2 2 y 2 + a S 3 z a -f 2 a 1 2 x y -f- 2 
+ 2 a , 2 3 y z = M , 

hierbei ist M== — (a^Xo + a^yo-f a i U z 0 - f a . i 4 ) ; M ^ O . 
Man dividiere die Gleichung (T) mit M durch und 

bilde aus den Koeffizienten der neuen Gleichung die 
Gleichung (R), sie werde mit F (X) — bezeichnet. Die 
Wurzeln dieser neuen Gleichung seien X1, X2, Xs, (Jann 
sind die halben Hauptachsen der Fläche gegeben durch 

I , i / I , |/T. 
7. A l l g e m e i n e Sätze. 
a) Eine Fläche zweiter Ordnung wird im allgemeinen 

durch neun Punkte oder neun Berührungsebenen be­
stimmt. 

b) Eine Fläche zweiter Ordnung wird von einer 
Ebene in einer Linie zweiter Ordnung und von einer 
Geraden in zwei Punkten geschnitten. 

c) Wenn ein Teil des Schnittes zweier Flächen 
zweiter Ordnung eine ebene Kurve ist, so ist auch der 
übrige Teil eine solche. 

Bttrk lou . Formelsammlune. 12 

vi 
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d) Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol dieser 
Ebene, und umgekehrt. 

e) Wenn ein Punkt sich auf einer Geraden bewegt. 
So dreht sich seine Polarebene um eine in dieser hegenden 
geraden Linie und umgekehrt. 

f) Durch den Pol und die Schnittlinie seiner Polar­
ebene mit der Fläche zweiter Ordnimg ist der zum Pol 
als Spitze gehörige B e r ü h r u n g s k e g e l bestimmt. 

g) Wenn der Pol einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung eine zweite Oberfläche derselben Ordnung be­
schreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte Ober­
fläche zweiter Ordnimg und umgekehrt, wenn die Polar­
ebene einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sich 
als Berührungsebene um eine zweite Oberfläche derselben 
Ordnung herumbewegt, so beschreibt der Pol eine dritte 
Oberfläche zweiter Ordnung. 

§ 82. Einteilung- der Flächen zweiter Ordnung. 
Die Flächen zweiter Ordnung werden nach den Wurzeln 

der Gleichung(E), bzw.F(A) = 0(s. § 81,5 und 6)eingeteilt 

F(2) = 0 (s. §'81, s) hat keine Wurzel gleich 0 . 
A) Ax, Aa, A3 haben gleiche Zeichen. 

2. Xt, A2, ^ 3 negativ: I m a g i n ä r e F läche . 
B) Zwei Wurzeln X mit gleichem, die dritte nut 

entgegengesetztem ..Zeichen. 
1. Zwei Wurzeln positiv, eine negativ: 

a) M > 0 , e i n m a n t e l i g e s . Hyperbo lo id , 
b) 31 = 0 , Kegel und P u n k t . 

I. Mi t te . lpunkts f lächen. 

1. Xt, X2, X3 positiv: a) M > 0 (s. §81), E l l ipso id 
b) M = 0 , Punk t . 
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2. Zwei Wurzeln negativ: 
M > 0 , z w e i m a n t e l i g e s Hype rbo lo id . 

H. N i c h t z e n t r a l e F lächen . 
Die Gleichung (R) (s. § 81, 5 ) "hat eine oder zwei 

Wurzeln gleich Null, die Flächen haben 0 oder unend­
lich viele Mittelpunkte. 

A) Eine Wurzel X ist gleich 0, kein Mittelpunkt 
vorhanden. Die beiden andern Wurzeln haben: 

1. gleiche Zeichen: E l l i p t i s c h e s P a r a b o l o i d ; 
2. ungleiche Zeichen: Hype rbo l i s ch es Pa rabo lo id . 
B) Eine Wurzel ist gleich Null, unendlich viele Mittel­

punkte auf einer Geraden. Die beiden andern Wurzeln haben: 
1. gleiche Zeichen: E l l i p t i s c h e r Z y l i n d e r odei 

eine Gerade ; 
2. entgegengesetzte Zeichen: H y p e r b o l i s c h e r Zy­

l inde r oder z w e i s ich s c h n e i d e n d e Ebenen . 
C) Zwei Wurzeln gleich Null: 
1. kein Mittelpunkt vorhanden: P a r a b o l i s c h e r 

Z y l i n d e r ; 
2. unendlich, viele Mittelpunkte: zwei p a r a l l e l e 

E b e n e n (Doppelebeue; zwei imaginäre Ebenen). 

§ 83. Die einzelnen Flächen zweiter Ordnung. 

l .El l ipsoid: 3 ! + | ! + ^ . _ i = 0 . 

Die Fläche liegt ganz im Endlichen, sie wird von 
jeder Ebene in einer reellen oder imaginären Ellipse 
geschnitten; die Hauptschnitte sind ebenfalls Ellipsen. 

D u r c h m e s s e r e b e n e , welche die Sehnen, deren 
Richtungskosinus cx, ß, y sind, halbiert: 

a 2 + b J I" C 2 

12* 
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m 1% 
, 1 = 0 

a 2 ' b 2 1 c 2 
= 0 

m n ^ , 1 % 1 
= 0 

a 2 ' b 2 1 c 2 
= 0 

m 1 m 2 

a 2 + b 2 ^ c 2 
= 0 

"Werden zwei, bzw. drei Achsen einander gleich, so 
geht die Fläche in ein Drehungsellipsoid, bzw. eine 
Kugel über. 

Kugel , Mittelpunkt im Ursprung: x 2 -f-y 2 + z 2 = r 2 , 
Mittelpunkt im Punkt (x t , y 1 ; z x ): 

(x - x x ) 2 + (y - y x ) 2 + (z - z x ) 2 = r 2 . 
x a y' z s 

2. Einmanteliges Hyp erb oloid: ^ + — ^ c * ~ — 1 = 0 . 
Die Fläche besteht aus einem ins Unendliche sich 

erstreckenden Mantel; sie wird von der XT-Bbene in 
einer Ellipse, von der XZ- und der TZ-Ebene je in 
einer Hyperbel, von einer beliebigen Ebene in einer 
reellen Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel geschnitten. 

x 3 y 2 z 2 

A s y m p t o t e n k e g e l : — + — — = 0 . 

P o l a r e b e n e des P u n k t e s x 1 | y 1 [ z 1 : 
* i * . 7i7 • z i z _ 1 

a 2 b 2 * r c 2 

Liegt (x x , y u zt) auf der Fläche selbst, so s t e l l t 
die vorige Gleichung die B e r ü h r u n g s e b e n e - d a r . 

Kon jug i e r t e D u r c h m e s s e r . Die Geraden 
J x = m z | x = m 1 z | x = m 2 z 
l y = nz , l y = n l Z , f y = n 2 z 

Btellen konjugierte Durchmesser dar, wenn folgende Be­
dingungen stattfinden: 
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Zwei S c h a r e n von M a n t e l l i n i e n : 

Jede Schargerade schneidet alle Gerade der anderen 
und keine der eigenen Schar. Die Fläche ist der Ort 
einer Geraden, -welche immer drei Gerade schneidet. 
Sie ist eine windschiefe Regelfläche. 

Die Fläche besteht aus zwei sich ins -Unendliche er­
streckenden Mänteln, sie enthält keine reellen Geraden, 
wird von der XY-Ebene in einer imaginären Ellipse, von 
der XZ- und der YZ-Ebene in Hyperbeln, von einer be-
liebigenEbene in einer reellen oder imaginären Ellipse, einer 
Parabel oder Hyperbel geschnitten. — "Wird a == b , so geht 
jedes der Hyperboloide in ein Drehungshyperboloid über. 

4. Elliptisches Paraboloid: | H - ^ = 2 x
 ( b ^j"k i o h -

Die Fläche besteht aus einem einseitig sich ins Un­
endliche erstreckenden Mantel; sie wird von der YZ-Ebene 
berührt, von der XY- und der XZ-Ebene je in einer Parabel 
und von einer beliebigen Ebene in einer reellen oder imagi­
nären Ellipse oder in einer Parabel geschnitten. — Die 
Fläche entsteht, wenn die Parabel, die in der XY-Ebene 
liegt, parallel so verschoben wird, daß ihr Scheitel auf 
der in der XZ-Ebene liegenden Parabel weiter rückt 

Für b = c Drehungsparaboloid. 

Die Fläche ist sattelförmig, sie hat mit der unendlich 
fernen Ebene ein Geradenpaar gemein, sie wird von der 

5. Hyperbolisches Paraboloid " b c 
(b u. e 
positiv). 
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XT- und von der XZ-Ebene je in einer Parabel (diese 
beiden Parabeln haben . den Ursprung gemeinschaftlich 
und ihre auf der X-Achse liegenden Achsen sind ent­
gegengesetzt gerichtet), von der TZ-Ebene in einem 
Geradenpaar und von einer beliebigen Ebene in einer 
Parabel oder Hyperbel geschnitten. Sie ist der Ort 
einer Geraden, welche immer zwei gegebene Gerade' 
schneidet und einer gegebenen Ebene parallel bleibt. — 
Sie wird ferner erzeugt, wenn die in der XT-Ebene 
liegende Parabel parallel weiter rückt und dabei mit ihrem 
Scheitel auf der in der XZ-Ebene liegenden Parabel bleibt. 

Die Mäche enthält zwei Scharen von Geraden, nämlich: 

Die Geraden der Schar X sind parallel der Ebene 
y z 

-i= + — = 0 , die des Systems u parallel der Ebene 
V b yc 
^ z 0 

]/b ] / c ~ 
6. Kegelfläche, Spitze im Ursprung: 

Letztere Fläche, welche abwickelbar ist, wird von einer 
Ebene in einer reellen Ellipse, oder Parabel bder Hyperbel 
(oder deren Ausartungen) geschnitten; sie enthält eine Schar 
von Geraden, welche durch die Spitze gehen, nämlich 

i m a g i n ä r e r Kegel: 
X 2 y 2 z 2 

r ee l l e r Kegel: 
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x , z y x z • Xj = - i - und = i ( 

a c b / , a c b 
7. Elliptischer Zylinder (schiefer): 

(x — p z) 2 (y — m z) 2 

b 2 

wenn die Erzeugende: I X 

° (j = mz 

1 = 0 , 

= pz-f-c 

x z y* 
und die Leitlinie: — 4 - — — 1 z = 0 . 

Die sich ins Unendliche erstreckende Fläche wird von 
jeder Ebene in einer Ellipse (oder einem Parallelenpaar) 
geschnitten und enthält eine Schar von parallelen Geraden. 

Ist die Erzeugende parallel der Z-Achse, so ist die 
x 2 y 2 

Gleichung der Fläche:. -— + — = 1 . 
a 2 b 2 

x 2 y 2 

8. Hyperbolischer Zylinder: — — — —1 = 0 , 
X 8 y 2 ^ a 2 b 2 

die Leitlinie —- — r r —1 = 0 , z = 0 und die Er-
a,2 b 2 

zeugende parallel der Z-Achse; er wird von einer Ebene 
in einer Hyperbel oder einem Parallelenpaar geschnitten. 

x 2 2 y 
9. Parabolischer Zylinder: — — = 0 , 

x 2 2 y a b 

Leitlinie — ^ = 0, z = 0, Erzeugende parallel der 
a 2 b 

Z-Achse; er wird Von einer Ebene in einer Parabel oder 
einem Parallelenpaar geschnitten. 

10. Jede Gleichung von der Form 
1) x 2 + y 2 - | - z 2 + a x - | - b y - r - c z + d = 0 , 
2) a x 2 - | - b y 2 + ' C Z 2 - | - d x y + e x z + f y z = 0 , 
3) ( a x - f - b y + c z + d ) ( a 1 x 4 - b 1 y + c 1 z + d 1) = 0 
stellt bzw. eine Kugel, einen Kegel, ein Ebenenpaar dar. 
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A) Differentialrechnung. 

§ 84. Funktion; unendlich kleine Größen; Differential-
quotient. 

Funk t ionen . 
1. Eine Zahl von unveränderlichem "Wert (3 , 5, a, 

3 a — b . . .) heißt eine K o n s t a n t e ; eine Zahl, welche 
alle "Werte der Zahlenreihe annehmen kann, heißt eine 
V e r ä n d e r l i c h e (in der Regel bezeichnet mit t, x, y , z). 

2. Ist die Größe y mit der Größe x so verbunden, 
daß — einem bestimmten Gesetz zufolge — jeder Ver­
änderung von x eine Veränderung von y" und jedem 
Wert von x ein bestimmter Wert von y entspricht, so 
heißt y eine F u n k t i o n von x . Man nennt hierbei y 
die abhäng ige , x die u n a b h ä n g i g e Veränderliche 
oder das Argument . Sind x , y und z so miteinander 
verbunden, daß zu einem willküi-lich gewählten Werte­
paar von x und y ein bestimmter Wert von z gehört, 
so ist z eine Funktion von x und y; x und y sind 
hierbei die unabhängigen Veränderlichen; usf. Der 
Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion 
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines 
Quaders ist eine Funktion von Länge und Breite, bzw. 
von Länge, Breite und Höhe. 
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B e z e i c h n u n g der F u n k t i o n : f(x), F(x) , 93 ( x ) , 
y> (x) und dergleichen. 
y = f(x) ist eine Funktion von e iner unabhängigen 

Veränderlichen x. 
z = f (x, y) ist eine Funktion von zwei unabhängigen 

Veränderlichen, x und y. 
u = f(x, y, z) ist eine Funktion von dre i unabhängigen 

Veränderlichen, x, y und z. 
3. y = f(x), z = f(x, y) usf. heißen e n t w i c k e l t e 

(explizite). Funktionen. 
Die Funktion y = f(x) heißt für einen bestimmten 

Wert von x n - d e u t i g , wenn die durch den Ausdruck 
von f(x) gegebene Vorschrift zur Berechnung von y 
aus jenem Wert von x im allgemeinen n verschiedene 
Werte von y liefert. 

y) = 0, F (x , y, z) = 0 usf. heißen u n e n t ­
w i c k e l t e (implizite) Funktionen. 

4. Man unterscheidet a l g e b r a i s c h e und t r a n ­
s z e n d e n t e Funktionen und teilt die' algebraischen ein 
in r a t i o n a l e und i r r a t i ona l e . Die allgemeine Form 
einer rationalen Funktion ist 

a 0 4- aL x + ^ x 2 -\- . . . + x ° 
y = b 0 + b 1 x + b 2 x 2 + . . . + b m x m » 

wobei m und n ganz und positiv sind; eine ganze 
rationale Funktion n-ten Grades hat die Form 
y = a 0 4. a x x -f- a 2 x 2 + . . . + â , x n , wobei 3:0 . 

y ist eine i r r a t i o n a l e Funktion von x , wenn zur 
Berechnimg des Wertes von y neben rationalen Zahlen­
verbindungen noch eine oder mehrere Wurzelausziehungen 
notwendig sind. 

Eine Funktion heißt t r a n s z e n d e n t , wenn der Wert 
derselben nicht vermittels einer endlichen Anzahl von 
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einfachen algebraischen Operationen (Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division, Potenzierung und Radizierung 
mit konstanten Exponenten) aus der unabhängigen Ver­
änderlichen berechnet werden kann. y = a x , y = logx, 
y = sin x z. B. sind transzendente Punktionen. 

5. Eine Punktion f (x) heißt s t e t i g für den Wert a 
des Argumentes, wenn nach Annahme einer beliebig 
kleinen Größe e die Größe ö so bestimmt werden kann, 
daß für eine Änderung des Argumentes um eine Größe 
h < <5 die Änderung der Funktion f (a + h) — f (a) < e 
bleibt, oder kurz, wenn 

l imf(a-f-h) | = l i m f ( a - h ) | 
|h = 0 | b »=0 

Unendl ich k l e i n e Größen und Grenzwer t e . 
6. Wenn eine veränderliche Größe sich der Null nähert 

und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist als jede 
angebbare Größe, so nennt man sie unend l i ch kle in . 

7. Zwei u n e n d l i c h k l e ine Größen heißen von 
derse lben Ordnung , wenn ihr Quotient gegen einen 
von Null verschiedenen, endlichen Grenzwert konvergiert. 
Ist a eine endliche, y eine unendlich kleine Größe, so 
ist ay von derselben Ordnung wie y. 

8. Ist <3 von der ersten Ordnung, so ist y von der 
y 

n - t e n Ordnung , wenn der Quotient gegen einen 
endlichen, von Null verschiedenen Wert konvergiert, 
also wenn 

Das n-te Differential d n y einer Funktion y = f(x) 
ist im allgemeinen unendlich klein von der n-ten Ord­
nung, sofern dx von der ersten Ordnung ist. 
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9. Eine unendlich kleine Größe höherer Ordnung 

ist im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnimg 
selber unendlich klein; sie kann daher neben dieser 
vernachlässigt werden. 

Ist eine endliche Größe J 1 gleich der Summe von 
unendlich vielen unendlich kleinen Größen yx, y2 ..., 
so bleibt T unverändert, wenn jede Größe y um ein 
unendlich Kleines a von höherer Ordnung vermehrt 
wird. Ist also 

r = ft + 72 + • • • = um 2 y , so ist auch 
r = (yx + ex) + ('/2 + e2) + . . . = l i m 2 > , + e). 

. 10. Bs ist i ' , S m 

= e , lim 1 1) üm(l + 3)«_ o= lim 1 + — = o . 
V m / m = 0 0 

2) lim-
<! = 0 

loga 
löge 

sm< 3) lim 

4) lim 1 + 

==1 
<!=0 
X 
m 

Hm 

= e* 

tg<S 
= 1 . 

6 = 0 

11. D i f f e r e n t i a l und Di f fe ren t i a lquo t i en t . 
y = f(x) 

y + Ay = i(x + Ax) 
Aj-

r Aj .. 
lim-r—==nm 

Ax 

i(x + Ax)-i(x) 
i(x + Ax) — i(x) 

Ax 
df(x) 

lim/3i = 0 dx 

dx 
: = f ( x ) = Df (x)., 

dx heißt das Di f fe ren t i a l von x, dy dasjenige 
* dv 

von y , df (x) = f'(x)dx "das von f(x); ~ - heißt Diffe-
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r e n t i a l q u o t i e n t , die Funktion f(x) die (erste) Ab­
l e i t u n g von f(x). 

Es gibt stetige Funktionen, die keinen Differential-
quotienten haben. 

Ist C eine von x unabhängige Eonstante, so ist 
dC „ 

Die Ableitung des ersten Differentialquotienten gibt 
den zweiten usf.; es ist also 

die zweite Ableitung von f(x). 

§ 85. Allgemeine Formeln über Differentiation. 
Es seien u, v, w Funktionen von x, A, B, C 

Konstanten. 
1 d f ( u ) _ , d f ( u ) ^ 

dx du d x ' 
d (Au- f B v + C w ) = A d u - f B d v + Cdw , 
d ( A u - f - B v - f G w ) 

2. 
dx 

du dv dw 
dx dx dx 

= A u ' - f - B v / + G w / . 
d(u v) = v d u - f - u d v , 

d (uvw) — v w d u - f - u w d v - f - u v d w , 
d(uv) 

dx 
d(uvw . . . ) 

U-+V 

dx ^uvw U V w 

u'v — u v7 

dx 
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5. Bezeichnet man die n-te Ableitung von u mit uW, 
so ist: d n ( A u + Bv) , 

dx" ' 

(u v)<n) = uWv -f (^j u ^ - 1 ) v « -f- j u( n ~ 2 ) v(2) -f . . . 

6. Ist u = f (z), z = cp (y), y = yi (x), dann ist 
du äi(z) dz dy 
dx dz d y d x " 

7. V e r t a u s c h u n g de r u n a b h ä n g i g e n V e r ä n d e r ­
l ichen. Sind x und y Funktionen von t, so ist: 

; dx d t d t y 

2i l ! z _ . ^ Z ^ ^ / d x y x y - Y x " 
' d x 2 ~ \ d t ' d t 2 d t ' d t V A d t / ~ " (x') 3 ' 

Ist x als Funktion TOXI y gegeben, so hat man 

> dx " : dy ' d x 2 = ~ d y 2 : \dy/ ' 
8. Betrachtet man in der Funktion z = f (x, y) die eine 

der Größen x und y, z. B. x, als veränderlich, die andere 
als konstant, so heißt die Ableitung der Funktion nach 
dieser Veränderlichen x die pa r t i e l l e A b l e i t u n g nach x; 

dz 
sie vrird mit -s—- oder mit i'x(x, y) oder auch kurz mit f3 tix 
bezeichnet. Es ist also 

J5z_ 
dx 

I i 
lim 

f(x + h , y ) - f ( x , y) 

= lim 
f(x, y + k ) - f ( x , y) 

h = 0 
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Das p a r t i e l l e D i f f e r en t i a l nach x wird mit ö, z, 
das nach y mit d, z bezeichnet und es ist 

dl 
ö,z od. dxi(x, y) = = fi(x) y ) d x o d - ^ u r z = fi dx. 

Die Änderung d z, welche z erfährt, wenn die beiden 
Veränderlichen x undy zugleich sich um die voneinander 
unabhängigen Differentiale dx und dy ändern, heißt das 
to ta le Di f fe ren t i a l von f(x, y) und es ist 

dz = f',dx + f' ydy. 
Für u «= f(x, y, z) ist 

d u = f ' I d x + F r d y + fjdz, d.h.: 
Das to t a l e D i f f e r en t i a l e i n e r P u n k t i o n ist 

g l e i ch der S u m m e d e r p a r t i e l l e n Di f f e ren t i a l e 
nach s ä m t l i c h e n V e r ä n d e r l i c h e n . 

9. Sind x, y, z Funktionen von t, dann ist 
• df(x, y, z)__ 8t dx di_ dy Öf dz 

dt dx ' d t + d j ' d t + dz "ät ' 
10. Für die höheren partiellen Ableitungen der 

Funktion z = f(x, y) gelten folgende Bezeichnungen und 
Beziehungen: 

d — d— 
dx 5 2 z dx d2z n 

IhT^dtf^ Ty~="Fx~dj^i"'s' 

<9— d— 
dx ^ d 2 z = _ dy d_H • 

dx "äydx y ' * ' fly <9y2 y ' y i 

ö 9 z ö 2 z 
dxdy dydx **,y-h.x> 
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wofern im Zähler jeden Gliedes du2 durch 8au ersetzt 
wird. — Der Satz gilt ebenso auch für das Differential-
u-ter Ordnung. 

12. U n e n t w i c k e l t e ( implizi te) F u n k t i o n e n . 
Ist f (x, y) = 0 , so ist 

d f ( x , y ) = f i d x + f y dy = 0 oder ^ - = - f;: f„ 

d ä y __ ff, i'/ - 2 i>>y f,fy + fy'y i'J 
d x 2 f/ 

13. Ist f (x, y, z) = 0 , so kann z als Funktion von . 
x und y betrachtet werden, dann ist 

i V di Sf 3a.- f i , , A dz 
1) - ö - + t t - • ^ ~ = 0 , hieraus folgt ; 

' ox dz ox dx 
s di df dz , . ' 'dz 

2) - s — ( - -7 ; ~~ = 0 , hieraus folgt - r r — . 
' dy- dz dy dy 

Differenziert man Gleichung 1) nach x, dann auch 
nach y; ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich 

ö 2 z d 2 z d 3 z 
Gleichungen, aus welchen man -, - i — ^ — , - s — - erhält. 

d x 2 ox oy o y 2 

14. M i t t e l w e r t s a t z der Differentialrechnung: 
f(x o + h ) - f ( x o ) = h . f ( X o + 0 h ) , 

wobei & ein positiver, echter Bruch. 

§ 80. Spezielle Formeln. 
1 . Das Differential und der Differentialquotient einer 

Konstanten ist Null. 
d x Q , 

2. = n x n ~ 1 . 
• dx 

3. ^ ! l = = u ( n _ l ) ( n - 2 ) . . . ( n ~ r + l ) x ° - ' , r ^ n . 
a x r 
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, d a 1

 T J d a m i

 m , , de* , 
4. - r — = a x ? a ; — — = a m x m Z a : — - = e \ 

dx d x dx 

°-

d^X 1 
dx x 

7 . ^ l ^ i ^ 1 y ~ i ( ^ 1 y , ^ 1 d x r v / v y x , . 

ds inx .1,7% 
8. — ; — = cos x = sin x + — 

dx \ 2 
d ' s inx . / Tri 

9 - - I F — n ^ - ä 
dcosx . / , n 

10. —r— = — s m x = cos x + —-
dx \ 2 

d r cosx 

1 8 . i ^ - J _ H s e c

2 x ) , 
dx cos 2 x 

(Für höhere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.) 

1 3 . * ^ E . _ 1 ( . . . o o s e o i x ) . 
dx s m 2 x 



16. 

17. 

18. 

19. 

Die Taylorsche mid die Mao Laurinscho Reihe. 193 

d arc tg x 1 
dx l + x2 

d arc ctg x 1 

dx = = ~ 1 + x* ' 
d arc sec x 1 

dx ~~ x ] / x 2 ~ l ' 

d arc cosec x 1 
dx xyy 

§ 87. Die Taylorsche und die Wae Laurinsche Reihe. 
1. T a y l o r s c h e Re ihe : 

f (x + h) = f (x) + iL f (x) + 1 ! f'(x) + . . . + ~ fW (x) 
h(n + l) 

+ (nTI)! t [ n + 1 ) ( x + ^ > 
wofern fj, positiv und < l t f(x), f(x), f " (x ) . . . endliche 
und bestimmte Werte haben und wofern f ( n + 1)(x) end­
lich und stetig für alle Werte zwischen x und x - | - h . 

Für x —a und h = a — x ergibt sich: 

2. f (x) = f (a) + (x - a) f (a) + f » + . . . 

+ <E=jO! jw ( a ) + £ ^ ± ! f(n+1) [ B + M x - a ) ] . 

Hierbei muß f ( n + 1 ) (3r / ) für alle Werte von x ' 
zwischen a und x endlich und stetig bleiben. 

Für a = 0 ergibt sich: 
3. Mac L a u r i n s c h e R e i h e : 

f (x ) - f ( 0 ) + ^ F ( 0 ) + ^ f " ( 0 ) + | - " F " ( 0 ) + . . . + - ^ f M ( 0 ) 

X n + ! 

;f(n + 1 » ( ^ x ) , 
' ( n + l ) l 

R l l r l t l n n , FnrmBlHfiminliinir 13 
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wofern f(x) und seine Ableitungen im Intervall 0 bis x 
endlieh und stetig bleiben. 

Wird f (x) oder eine seiner Ableitragen für x = 0 
unendlich oder unstetig, so kann f (x) nicht mehr ver­
mittels der Mao L&urinschen Eeihe entwickelt werden. 
In diesem Falle ist 2. anzuwenden. 

4. Tay lo r s R e i h e für zwei Veränder l i che . 

du du 1 /du du \W 

1 (du, du, 
+ 3 ! f c h + ä y k 

R = -
nlL 

dy 1 2!\<9x 1 dy j 
(3) 1 (du du \<n> 

( s . § 8 5 , u ) . 
an a n y a ) (du, öu , \WI 
•öih + ddk) -(r,h + dyk) 

(p = X- j -<9h , q = y + @k) . 

88. 
oo 
CO 

Worte unbestimmter Ausdrücke. 

0 . oo, 0°, oo°, 1°°, oo — o o . 
f(x) , Nimmt —— für x = 

oder — an, so ist oo ' 
lim 

f(x) 
cp (x) 

die unbestimmte Form 

f ' ( a ) 0 A °° • 1 A TT r , 
— —. oder —, so wu'd das Verfahren 

0 
wird auch ,, . 

(p'(a) 0 oo 
wiederholt und es ist, wenn f(n) (a) und (pM(a) diejenigen 
Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleichzeitig zu 0 
oder zu oo werden: 

lim *(*) 
cp (x) 

f(")(a) 
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2. Ist f (x) • cp (x) = 0 • oo füi- x = a, so ist: 

f ( * ) . , < x ) - f ( x ) : ^ . 

Dieser letztere Ausdruck nimmt für x = a die Form 
^ an, sein Wert ergibt sich nach 1. 

3. Nimmt der Ausdruck [ffx)]»'^ für x = a eine 
der Formen 0°, oo°, 1°° an, so setzt man [f (x)]^ 1 ) 
_ e V ( x ) i f ( i ) mft untersucht nach 1. oder 2. den Aus­
druck (p(x)li{x). 

4. Führen die angegebenen Mittel stets -wieder zu 
demselben unbestimmten Ausdruck, so muß man zu 
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann für x 
zunächst a + h setzen, den Ausdruck umformen oder 
nach steigenden Potenzen von h entwickeln und wenn 
möglich vereinfachen, worauf sich für h = 0 der ge­
suchte Wert ergeben kann. Es ist jedoch auch mög­
lich, daß ein Grenzwert der unbestimmten Form über­
haupt nicht existiert. 

5. Wenn f (x) — cp (x) für x — a die unbestimmte 
Form oo — oo annimmt, so suche man den Ausdruck 
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln, 
was z. B. folgendermaßen geschehen kann: 

1 1 

f (x ) -<p(x) = 
l l 

f(x) v(x) 
Der Wert hierfür wird nach dem Vorausgegangenen 
ermittelt. 

6. Die Bestimmung des wahren Wertes eines für 
x = a unbestimmten Ausdruckes kann häufig dadurch 
vereinfacht werden, daß man denselben von solchen 

1 3 * 
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Faktoren befreit, -welche für x = a weder zu Null noch 
unendlich groß werden. Das Produkt aus dem wahren 
Wert des übrig bleibenden Teiles und den bestimmten 
Werten der weggelassenen Faktoren gibt den wahren 
Wert des gegebenen Ausdruckes an. 

§ 89. Größte und kleinste Werte von Funktionen. 
1. Die Funktion y = f(x) erreicht für x = a 

ein Maximum, wenn f (a + h)—-f(a)<0 , 
ein Minimum, wenn f ( a f h ) - f ( a ) > 0 , 

wobei h sich der Null unbegrenzt nähert. 
2. Bei zunehmendem x ist 

f(x) wachsend , wenn F ( x ) > 0 , 
f(x) a b n e h m e n d , wenn f ( x ) < 0 . 

3. y = f(x) erreicht für x = a 
ein Maximum, wenn f'(a) = 0 und F ' ( a ) < 0 , 
ein Minimum, wenn F(a) = 0 und F ' ( a ) > 0 ; 

a l l g e m e i n : Sind f (x), . . . 5 n '(x) in der Umgebung von 
x = a stetig und verschwinden die (n—1) ersten Ab­
leitungen für x = a, während che n-te § 0 ist, so ist 
f (a) bzw. ein Maximum oder Minimum von f (x), wenn n 
gerade ist. 

Ist die niederste für x = a nicht verschwindende 
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster), 
so ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder 
Minimums zu finden, wird y gebildet, gleich Null ge­
setzt und die erhaltene Gleichung nach x aufgelöst. 
Nun wird y" gebildet, es werden die gefundenen Werte 
von x eingesetzt und aus dem negativen oder positiven 
Ergebnis bestimmt, ob ein Maximum oder Minimum vor­
liegt. Durch Einsetzen der gefundenen Werte von x 
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in y = f(x) ergibt sich der Wert des Maximums oder 
Minimums selbst. 

4. F u n k t i o n zweie r u n a b h ä n g i g e r "Veränder­
l ichen, z = f(x, y). 

Man bestimme x und y aus 
„ 5f „ • i f 
1) _ = 0 und -r— «= 0 . 

dx dy 
Die erhaltenen Werte müssen der Bedingung genügen: 

/ en y sh en 

Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je nach­
dem .BH d*f 

3) 3—5 und • - j — 
ö x a ö y a 

für jene Werte von x nad y beide gleichzeitig bzw. < 0 
oder > 0 sind. 

5. R e l a t i v e Maxima und Minima. Die Werte 
von x, y, z, für welche die Funktion v = f (x, y, z) 
unter gleichzeitigem Bestehen der Bedingungsgleichungen 
(Nebenbedingungen) <p(x, y, z) == 0 und t/>(x, y, z) = 0 
ein Maximum oder Minimum erreicht, ergeben sich aus 
den Gleichungen: 

3 u 
1) g_ = f; + x<p'x + fixp'x = 0 , 

2) ^*-% + X<p'T 4 - ^ ^ = 0 , 

3) ; ^ yi 
V z 

4) cp(x, y, z) = 0 , 5) y>(x, y, z) -= 0 , 
ans welchen man zunächst die willkürlichen Konstanten 
i , i* entfernt und wobei 

u = f(x, y, z) 4 Xy(x, y, z) 4 /*'y)(x, y, z ) . 
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dx 
:f(x). 

§91. Integration einfacher Funktionen; Grnndformeln. 
Bei sämtlichen nachstehenden Formeln ist rechts 

die unbestimmte Konstante zu ergänzen. 
/' x u + 1 

1. / x n d x = — — füi' n § — 1 , 
J n + 1 

3. ja^dx.^—; Jexdx = e*. 

4. Jcos x dx = sin x . ' 
5. Jsin x dx = — cos x 1 

6. / — ^ - = t g x . J cos^x 
dx 

- T - r - ^ - C t g X . / f sin x 1 
/ — dx = ( = s e c x ) . 

J cos'x cosx 

B) Integralrechnung. 
§ 90. Bezeichnung und Erklärung. 

F(x) heißt das Integral von f(x)dx, gesollrieben 
/f(x)dx, wenn 

- d x - = f ( x ) ; 

es ist also dann j"f(x)dx = F(x)-f-C, wobei C eine 
unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist 

d/ f (x )d3 
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2 ' 

- p — j = a rc tgx = —arcc tgx + y , 

dx 1 , b x arctg-
a 2 + b 2 x 2 a b ° a 

17. / — = = = = arc sec x , J x ^ x 2 — 1 

. / * C 0 8 X . 1 , 
9- / . 0 dx = ; — ( = —cosecx). 

J s m 2 x sm x 

/
sin ^x 

sin x cos x dx = —-— . 
2 

11. J t g x d x = —icosx . 
12. j"ctgxdx = Zsinx . 

18. L _ * E _ _ i 1 g x . ' f-te—l*±. 
J sm x cos x J sm x 2 

J e o s x ^ \ 4 ^ 2 / 

I K f d x • i n 

15. / - = = = = = arc sin x == —arc cos x + 

J yT^V2 

dx 1 . b x 
, = -r- arc sm — . 

]/a2 — b 2 x 2 " a 

f d x 
/ y - f -—5-= arc tg x = — arc ctg x + 
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24. 

dx 
] / a + 2 b x + c x 2 ]/o 

- f j / c y a + 2 b x - | - c x 2 ) . 
dx 1 ox —b 

]/a + 2 b x — c x 2 fo 
x d x 1 25. / , = = — ] / a + 2 b x + c x 2 

' l / a + 2 b x + c x 2 o 

- ^ ^ b + c x + Z o V a + S b x + c x 2 ) . 

26. / , X d X — = — — ya+ 2 b x — o x 2 

ya + 2 b x — c x 2 c 
b . cx —b 

- f - - 7 = a r c s m - -
/ c s y b 2 + a c " 

§ 92. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen ent­
wickelter Funktionen; Rekursionsformeln. 

Es seien u, v, w . . . Funktionen von x; A, B . . . 
konstante Faktoren. 

1. I n t e g r a t i o n einer Summe. 
/ ( A u + B v + C w - f . . . ) d x 

= A / u d x + B / v d x + C / w d x + . . . 
2. Te i lwe i se I n t e g r a t i o n . 

u v = j u d v - | - / v d u und 
Jadv = u v — yVdu . 

2 0 . f JL-=i(x+y&=T). 

J ]/x 2— 1 

2 1 . J 1/x* ± a 2 dx = | ^ x 2 + a 2 + y Z (x + ]/x2 ± a 2 ) . 
2 2 . / Vä2^lE2dx = — Va2 — x 2 + a r e s i n — . 

J ' 2 2 a 



Integrationsweisen entwickelter Funktionen. 201 

Beispiel: 
jxl cos x dx = / x 2 d sinx == x 2 s i n x — 2 / x s i n x d x , 
| x s i n x d x = — J x d c o s x = — xcos x-j-Jcos x d x 

= — x cos x + sin x -f - C , also f x 2 cos x dx = x 2 sin x -f 2 x cos x — 2 sin x + C . 
3. I n t e g r a t i o n d u r c h Subs t i t u t i on . Es sei 

x = 9 ? ( z ) , dann ist dx = g/(z)dz, 
/ f ( x ) d x = /f[«p(z)]<p'(z)dz. 

Beispiel: f-v—r——:—r-< Man setzt — + b = z , v J x m ( a + b x ) n x ' 
dann ergibt sich 

( z _ b ) ™ + « - 2 

dz ; 
z" 

nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz 
und integriert die einzelnen Summanden. 

Die h ä u f i g s t e n S u b s t i t u t i o n e n sind: 

z = a - f - b x ; z = a - | - b x 2 ; z = — + b . 

a + b x , a z—1 
z __ — 0 d e r x = -

a — b x b z - f - l ' 

i/a + b x = z , oder x = —-.—-, dx = —̂  • z m _ l d z : ' b b 

smx = z und d x = - = = : 
]/l - z 2 

x . 2 t 1 - t 2 , 2 d t 
t g - ^ . s i n x - ^ , cosx = — , d x = — . 

4. I n t e g r a t i o n d u r c h Ze r l egung in Te i lb r i i che . 
W (x) 

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion -
F(x) 

läßt sich in eine ganze Funktion <p(x) und eine echt 
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F'(p + qi) ' 2 F ( p - q i ) ' 
Faßt man nach der Bestimmung von A x und A^ die 

beiden ersten Brüche zusammen, so gehen sie einen 
reellen Brach mit dem Nenner (x —p) 2 - f -q 2 . 

3) Mehrfache Wurzeln. Es sei 
F(x) = 0 = (x — a)°(x — b^fx — c ) ? d a n n ist 

f(*) A
 i A i | i A « - » 

F(x) °" ( x - a ) " " 1 " (x — a ) « - 1 " * ^ x - a 

^ ( x - b ) " ^ ( x - b y 3 - 1 T T x - b 
+ .' ; 

Setzt man F(x) = (x — a)" • <p(x), so hat man zur 
Bestimmung von A. A,, . . . folgende Gleichungen: 

f(x) 
gebrochene, rationale Funktion | ^ umformen. Diese 
letztere läßt sich in eine Summe von Teilbrüchen zerlegen. 

1) Die "Wurzeln der Gleichung F(x) = 0 seien sämt­
lich reell und untereinander verschieden, es sei 

F(x) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) . . . = 0 , 
dann ist 

A B C 
F(x) x - a ~f x - b x - c i " " ' 

hierbei ist 
B = f ( b ) 

F ' ( a ) ' F ' (b ) ' ' " 
2) F(x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln, z. B. 

p -+- q i und p — q i , dann ist 
__: A t A a y(x) 

F(x) x ~ p — q i x —p + q i ä>(x) ' 
hierbei ist 

f (p+ ,q i ) _ f ( p - q i ) 
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((a) = A • <p(a) , 
f'(a) = A . 0 3 ' ( a ) + A 1<p(a), 
r(a) = A cp"(a) + kx • 2 <p'(a) + A 2 • 2 (p(a), 
• • B 

f<n>(a) = A o » ( a ) + A t • n • <p^~l)(&) 
+ A , . n(n _ i ) . y » - « ( a ) + . . . + ni A „ _ , 95(a). 

Das Integral der ursprünglichen, gebrochenen Funktion 
ergibt sich nun durch die Integration der einzelnen Teile. 

5. Es bedeute R | x , l / a x M e i n e Funktion, welche 
. \ y c x + e / 

aus x und der n-ten Wurzel durch rationale "Verbindungen 
derselben aufgebaut ist, dann läßt sich 

in das Integral einer rationalen Funktion überführen 
, , , / a x + b 

durch die Einsetzung 
cx-f- e 

Um / r ( x , ]/a + b x +; c x 2 ) dx ( c > 0) auszuführen, 
c x + b 

benutzt man die Einsetzung y = m a n erhält dann 
y^ac+b 2 

/ R ( x , y a + b x ± c x 2 ) d x - / ^ ( y , y i ± y 2 ) d y . 
Hierbei stellt ~BX wieder' eine Funktion dar, die 

durch rationale Verbindungen von y und " /F+y 2 ge­
wonnen wird. Ist nun R t eine Summe mehrerer Glieder, 
so integriert man jedes Glied einzeln. Andernfalls läßt 
sich das Integral, abgesehen von Integralen rationaler 
Differentiale, zurückführen auf eine Summe von Inte­
gralen von der Gestalt f ^ ^ ^ Z . . 

J ii±7. 
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y i ± y 2 ' ( y - a ^ / i i y 2 " 1 

Die letztere läßt sieh durch die Einsetzung y — a = — 
z 

und durch "Wiederholung des obigen Ganges ebenfalls 
auf die erste Form bringen, auf welche nunmehr auch 
das ursprüngliche Integral zurückgeführt ist. 

R e k u r s i o n s f o r m e l : 
y n d y _ + r-xyi±y1 , n - 1 / y - * d y 

Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursions­
formel gelangt man auf das Integral 15. oder 19. von 

§ 91 oder auf ' y d y 

V i ± y 2 ' 
Durch unmittelbare Integration vermittels der Grund­

formeln, durch Teilbruchzerlegung und durch die vor­
stehenden Verfahrungsweisen ist die Integration von 
9?(x) dx durchführbar für folgende drei Fälle: 

I. 9>(x) = R(x) , II. 99(x) = RJx, l / a x + b 

c x + e/ 

III. <p(x) — R(x, }'a + 2 b x ± o x » ) . 

6. Weitere Re ku r s ions fo rme ln . 

s i n m + 1 x c o s n — J x s i n m x c o s n x d x = -
m + n 

n - 1 f 
m -(- n j 

, s in m xcos n ~" s x d x , 
m -(-1 

"Wendet man auf R 2 Partialbruchzerlegung an, so 
erhält man eine Summe von Integralen von der Form 

v n dv dv J J wobei n > 0 und J 
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m-f-n 

' s i n m — 2 x cos n x dx . 

4 . 

m + nj 
3. / x n e* dx = x n e x — n | x n - - 1 e I d x . 

f—a - e * 1 f e* 

J x° ( n ~ l ) x D - 1 + i i - l J x " - 1 

5. J x n s i n x d x = — x n coax + n j x n — l c o s x d x . 
6. j x n c o s x d x = x n s i n x — nj 'x n — 1 s inxdx . 

/"sin x sinx 1 / c o s x , , 
' /"cos x , cos x 1 f sin x , 
8. / dx = — / dx . 

J x" ( n — l ) x n ~ 1 n - U x " - ! 

7. I n t e g r a t i o n d u r c h u n e n d l i c h e Reihen. 
1. Wenn f (x) == u t + u 2 + u 8 + • • • + u n + . . . 

eine Reihe ist, deren Glieder stetige Funktionen einer 
Veränderlichen x sind, wenn ferner diese Reihe für a 
und b und alle Werte zwischen a und b konvergent ist 
und wenn f(x) die Grenze ist, gegen die sie konvergiert, 
so ist (s. § 93, j) 

b b b b 

J f (x) d x = J u 1 d x + f\i% dx + / u ä dx -j- . . . 
a & n. a 

2. Liefert die Mac Laurinsche Reihe für f(x) eine 
konvergente Reihe 

• f ( x H f ( 0 ) + xf'(0) + | 1 f ' ' ( 0 ) - r - . . . , 
so ist ' ' 

/ f ( x ) d x ~ C + Jf(0) + | / ( 0 ) + ̂ f ' ( 0 ) + . . . 
Die Integration durch unendliche Reihen besteht also 

darin, daß mau den betreffenden Ausdruck (z. B. duroh 

s m m—l x cos n + 1 x 
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a b 
b b , b 

3. / [ f (x )dx+ J 93 (x )dx]==/ f (x )dx : j ; jcp(x)äx . 
a a a 

b 0 d b 
4 / f ( x ) d x = / f ( x ) d x + / f ( x ) d x + / f ( x ) d x , 

a a a u 
c und d Werte zwischen a und b . , 

5. M i t t e l w e r t s ä t z e . Wenn f(x) in dem Intervall 
x = a bis x = b stetig bleibt, ist: 

b 
/ f ( x ) d x = ( b - a ) f [ a + s ( b - a ) ] , 0 < « < 1 ; 

den binomischen Lehrsatz, die logarithmische Eeihe u. ä.) 
in eine unendliche Heihe verwandelt und, nach Unter­
suchung der Konvergenzverhältnisse, die einzelnen Glieder 
derselben integriert. 

§ 93. Bestimmte Integrale. 
1. Ist f(x)dx das Differential von cp (x), soist9j(x) + C 

das imbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heißt 
b 

J f(x) dx = 93(b) — 99(a) 
a 

das bes t immte I n t e g r a l genommen zwischen den 1 
Grenzen a und b, d. h. für x = a und x = b. Das be­

ta 
stimmte Integral Jf (x)dx ist die Grenze der Summe 

a 
der unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, 
wenn x durch unendlich kleine Änderungen h von a 
in b übergeht; daher auch 
b 

/ f (x )dx = lim{f(a) + f(a-f-h) + f ( a + 2 h ) + . . . } - h . 
b 

2. / f (x )dx = - / f ( x ) d x . 
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'" wenn ferner f(x) in dem Intervall a ^ x < b positiv und 
nicht überall gleich Null, so ist 

b b 
J<p(x)f(x)dx = <p(c)Jf(x)dx, a < c < b . 
ft a 

6. A n g e n ä h e r t e B e r e c h n u n g eines bestimmten 
b 

Integrals Ji(x)äx. — Es sei für jeden Wert von x 

zwischen a und b für eine Funktion <p (x) 
w ( x ) < f ( x ) , desgleichen für eine zweite y(x) 
y ( x ) > f ( x ) , dann ist 
b b b 

. /<p(x)dx < / f ( x ) d x < / v ( x ) d x . 
a a a 

S i m p s o n s c h e Rege l . Dm einen Näherungswert 

von j f(x) dx zu finden, teile man die Strecke zwischen 
xo 

x 0 tmd x 2 n in 2 n gleiche Teile von der Länge h, imd 
bestimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordinaten 
yo? yi> y» ••• Jv^t dann ist annähernd 

/ f (x )dx = 4(y 0 + 4 y 1 + 2 y 2 + 4 y 8 + 2 y , + . . . + y 3 n ) 
(s. auch § 94, u ) . 

7. S t imul ie rung von Reihen durch bestimmte 
Integrale. 

Wird f ( x , m ) d x zwischen zwei Grenzen a und b , 
die von m unabhängig sind, integriert, so ist das Ergebnis 
im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so daß also 

b 
j"f(x, m)dx —<p(m), daher 

b * 
/ [ f (x ,0 ) + f(x, l ) + f ( x , 2 ) + . . . + f ( x , n - l ) ] d x 

= <p(0) + <p(l) + <p(2)-f- . . . -+<p(n-i). 
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8. ^ f ( x , « ) d x = J - ^ d x , 
a a 

wenn die Grenzen a und b konstant sind in Beziehung 
auf « , dagegen 

a u 
wenn a und b Funktionen von tx sind. 

/[ /f ( x , y) dx ] dy = / [/f (x, y) dy] dx , 
o a a c 

wenn f(x, y) für a < x < b , e < y < d eindeutig und 
stetig ist. 

9. Besondere b e s t i m m t e I n t e g r a l e . 

f dx 71 

0 
a + b x 2 2 y a b -

o 
l l 

3 /" dx 7^ _ /* x d x _ ^ 

J y i - I x » ~ 2 ' J yrzris -

*) S. Schloemiloh, Übgsbch. z. St. d. höh. An. 2. Teil. S. 168. 

Läßt sich die unter dem Integralzeichen stehende 
Reihe leicht summieren, so erhält man die Summe der 
rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten 
Integrals *). 

b b 
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x 2 n _ l - 3 - 5 . . . ( 2 n — 1 ) n_ 
/ T = ^ X 2 - 4 - 6 . . . 2 n * 2 ! 

ö 

' . , n 1 • 3 • 5 . . . (2 n — 1) 7i 
s m 2 n x dx = , —-—— • — 

2 - 4 - 6 . . . 2n 2 

Y 

c o s 2 n x d x ; 2 n > 0 . 

1 0 

r x ! t + ' _ 2 • 4 • 6 . . ; 2 n 

ö 

. ,. , , , 2 - 4 - 6 . . . 2n 
s i n , ! n + 1 x d x 1 - 3 . . . (2 n + 1) 

t 

c o s 2 n + i x d x . 2n + l > l . 

/ sin a x , n 

6. J _ _ d x = . - ; a > 0 ; 
o 

oo 
f c o s a x , 
/ ~ -dx = oo . 

J x 

0 

7. | e - x d x = l ; j or** = ^fä. 
ü o 

B U r k l e n . Formelnnmm]im(r. 14 

l 
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/ ' n! 
8. / x n e - & J t d s = — r - r ( a > 0 , ü^anze-Za. 

J a n + 1 

o 

C) Anwendung der Infinitesimalrechnung j 
Geometrie. 

§ 04. Ebene Kurven. 
1. Ist y = f(x) die Q-leichung einer Kurve, t > 

Winkel der T a n g e n t e mit der X-Achse, dann 
(ds s. § 94, J : 

dy dx dy siiit = — . c o s T = -r—, t s t = T - = y . 
• d a ds dx 

Wenn y ' = 0 , dann ist die Tangente parallel 
X-Achse, ist 5^=00, so ist sie parallel der Y-Acl 

2. Verlauf. Die Kurve s t e i g t (d. h. y wächst) 
zunehmendem x, wenn y / > 0 , sie fä l l t , wenn y"< 

Die Kurve ist in irgend einem Punkt e rha t 
(konvex) gegen die X-Achse, wenn y und y" für die 
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Falle ist 
hohl (konkav) gegen die X-Achse (s. § 89, 3 ) . 

3. Besondere P u n k t e . Für einen Wendepui 
der Kurve y = f(x) haben f"(x — h) und f"(x + h) < 
gegengesetzte Vorzeichen (h unendl. kl.). Die Koo: 
naten der Wendepunkte ergeben sich aus der Kurf 
gieichung und aus der Bedingimg: f"(x) = 0, währ 
f " ( x ) ^ 0 ; oder aus f"(x) = oo. 

Für die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r = f 
erhält man die Koordinaten der Wendepunkte .aus die 
Gleichung''und aus r s - | - 2 r ' 2 — r i / ' = 0. 

Ein Punkt einer Kurve f(x,y) = 0 ist ein vi 
f a c h e r P u n k t , wenn sieh mehrere Kurvonzweigc 
ihm schneiden, es müssen sich also für ihn mein 
Werte von y' ergeben. 
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Dies ist möglich, wenn ^ = r- die Form — 
dx F y 0 

armiimnt, wenn also Fx =. 0, fy = 0. Durch Ableitung 
des Zählers und des Nenners der rechten Seite nach x 

hieraus ergeben 1 > Werte von y7, d. h. der Punkt ist 

D o p p e l p u n k t , bzw. R ü c k k e h r p u n k t oder S e l b s t ­
b e r ü h r u n g s p u n k t , bzw. i so l i e r t e r Punkt, je nachdem 

(Zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente) erhält 

entgegengesetzten Zeichen; für den Rückkehrpunkt 
zweiter Art erhält man in derselben Weise Werte mit 
gleichen Zeichen. 

Besonde re P u n k t e im U r s p r u n g 0 . Es sei 
A + (Bx + Cy) + ( D x 2 + E x y + F y 2 ) + . . . 

+ ( P x n + Q x n - 1 y - f . . . + S y n ) = 0 
die Gleichung einer Linie n-ten Grades. Ist nun 

t%) A = 0 , so geht die Linie durch 0 und es ist 
Bx- f -Cy = 0 die Gleichung der Tangente in 0 ; 

ß) A = B = C = 0 , so ist. 0 doppelter Punkt und 
es ist D x 2 + E x y - f F y 3 = 0 die gemeinschaftüche 
Gleichung der Tangenten in 0 . Ist dabei E 2 — 4 D F = 0 , 
so sind dieselhen bzw. reell getrennt, reell zusammen-

man mit x 0 +_ h zwei verschiedene Werte von mit 
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fallend oder imaginär und 0 ist bzw. eigentlicher Doppel­
punkt, Rückkehrpunkt oder Einsiedler. 

Einen Doppelpunkt der Kurve x = <p{t), y = y ( t ) 
bestimmt man aus 

x = 9 , ( t 1 ) = = 9 ? ( t 2 ) , y = v(*i) — » 
d z dy 

einen Rückkehrpunkt aus — — 0 , — = 0 . 

In zweifelhaften Fällen ist eine Untersuchung der 
Kurve in der Nähe des Punktes nötig. 

4 G r ö ß e n b e s t i m m u n g e n . 
Bogene lement 

d s - + y d x 2 + d y ^ = + y i + y ' 3 v d x = ±] / (dr ) 3 +(rd9j )2 . 
ds muß bei der Bestimmung von S U I T und C O S T 

(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem 
für tg r entspricht. 

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden 
die X-Achse in T, bzw. in U, dann ist: 

S n h t a n g e n t e — — ;; 
y 

Normale PU = y ] / l -f y ' 2 ; 
Subnormale = y y ' . 
P o l a r k o o r d i n a t e n : ta Winkel der Tangente PT 

mit dem Fahrstrahl OP zum Berüln-ungspunlct P , im 
Sinne des wachsenden Winkels cp genommen; das Lot 
auf OP in 0 sehneide die Tangente in T, die Normale 
in N, dann heißt PT die Tangente (T), PN die Nor­
male (N), OT Polarsubtangente (S t), ON Polarsub­
normale (S„) und es ist 
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s,= 
r ' S n - r 7 . 

5. G le i chung der 
T a n g e n t e im Punkt (x, y), an die Kurve y = f(x), 

bzw. F(x, y) = 0 , bzw. x = ffl(t), y = y ( t ) , X und T 
laufende Koordinaten: 

Y - y = i l ( X - x ) ; 1) 

2) 

3) 

dx" 
PiCS-x) + F V ( T - y ) - . 0 ; 

^ - . y ) ^ = 0 
6. B e s t i m m u n g der Asympto ten . Die Gleichung 

einer, Asymptote kann in einer der Formen geschrieben 
werden: 

y = mx + c , s. <== fi j -\-y \ hierbei ist 
y 

m = hm — 
•x 

[x = Um • 

dx 
,. dx = hm — dy 

c = hm(y — mx) 

y = lim (x — fi y) 

Bei einer Kurve ii-ten Grades kann man die n mög­
lichen Asymptoten (Tangenten in den n Schnittpunkten 
mit der unendlich fernen Geraden) erhalten, indem man 
ausdrückt, daß die Richtungsgerado y = m x die Kurve 
e i n m a l und die Asymptote y = mx- ( -c die Kurve 
z w e i m a l im Unendlichen trifft. Man setzt daher 
das Aggregat der Glieder n-ter Ordnung gleich 

y Null dividiert mit x n und löst nach — auf. Die n Wurzel-x v werte (m) für — sind die Richtimgrskoeffizienten. Man 
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setzt nun y = m x - f e in die Kurvengleichung ein und 
ordnet nach. Potenzen von x. Der Faktor von x" wird 
von selbst zu Null. Aus dem gleich Null gesetzten 
Faktor von x " - 1 ergibt sich c. 

Für die Kurve r = i(cp) (Polarkoord.) bestimmt sich 
die Richtung einer Asymptote aus dem Wert von <p, 
für welchen r = oo wird; die Lage der Asymptote ergibt 
sich aus der Polarsubtangente, für welche man hat 

r 2 

S, = l i m -
r 

Asymptoten p a r a l l e l der Y-Acbse . Man sucht die 
Werte' von x, für welche y = oo wird. — Für die Kurve 
y P F ( x ) + y P ~ 1 F 1 ( x ) + . . . + F p ( x ) = 0 , - F ( x ) , F ^ x ) . . . 
ganze rationale Ausdrücke — ergeben sich die zur Y-Achse 
parallelen Asymptoten aus F(x) = 0. Auf entsprechende 
Weise erhält man die zu der X-Achse parallelen Asymptoten. 

7. B e r ü h r u n g von Kurven . Zwei Kurven 
y = f(x) und y = <p(x) haben in einem bestimmten, ge-
meinschafthchen Punkte (Abszisse Xq) eine B e r ü h r u n g 
n - t e r Ordnung , wenn f(x0) = Q5(x0) und für denselben 
alle Ableitungen von f(x) und cp(x) bis zur n-ten ein­
schließlich einander gleich sind. — Eine Berührung n-ter 
Ordnung kann aufgefaßt werden als eine Grenzlage, bei 
welcher n-|-1 Schnittpunlde der beiden Kurven in einen 
zusammenfallen. Eine Gerade y—mx-j-b bildet mit einer 
Kurve y = f(x) eine Berührung n-ter Ordnung, wenn für 
den gemeinschaftlichen Punkt alle Ableitungen von f"(x) 
bis zur n-ten einschließlich versehwinden und f'(x) = m 
(We n d e p u n k t , wenn n gerade, F l a c h p u n k t , wenn n un­
gerade ist). Das Berühren ist mit Schneiden oder Nicht-
schneiden im Berührungspunkt verbunden, je nachdem 
die Berührung von gerader oder ungerader Ordnung ist. 
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8. K r ü m m u n g s k r e i s . Er ist derjenige Kreis, der mit 
einer Kurve eine Berührung zweiter Ordnung im Punkt (x,y) 
hat; der Mittelpunkt desselben, der K r ü m m u n g s m i t t e l ­
punk t , ist der Schnittpunkt zweier unendlich naher (zu­
sammenfallender) Normalen. Der Krümmungshalbmesser g 
und die Koordinaten (X, Y) des Krümmungsmittelpunktes 
sind bestimmt durch die drei Gleichungen: 

1) ( x - X ) 2 + ( y - Y ) 2 = o 2 , 
2) ( x - X ) + ( y - Y ) . y - = 0 , 
3) l + y ^ - K y — Y ) y " = 0 , hieraus ergibt sich 

3 
K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r g=-]-(l-f-y' 2)"2' ; y " 

(+_ je nachdem y " ^ 0 ) 
f X = x - ( l + y ' 2 ) . y ' : y " , 
\ Y = y - f - ( l + y ' 2 ) : y " . 

Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen 
£ —<p(t) und y = i/)(t), so ist 

(Q = ( x ' 2 + y ' ^ : ( x ' / / - x " y ' ) , 
X = x - y > ' 2 + y ' 2 ) : (x' y " - x" yO , 

{ Y - y + x'fx' 2 + y ' 2 ) : (x* y " - x" y ' ) . 
Für P o l a r k o o r d i n a t e n hat man 

_ ( r 2 - j - r ' 2 ) l 

e - ± r 2 + 2 r ' 2 - r r " " 
Der Kon t in g en z wink el d r ist der Winkel zweier un­

endlich naher Tangenten, er ist gleich dem Differential des 
Neigungswinkels der Tangente gegen die Polarachse; es ist 

d x d 2 y — d 2 x d y „ , / d r \ 2 rdro 

ds ds 

e dr dm + d/* 1 ' d r 
Maß der K r ü m m u n g , kurz Krümmung: — 

M • Q ds 
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9. Die Evo lu te einer Kurve ist der geometrische 
Ort des Krümmungsmittelpvmktes. Ihre Gleichung wird 
erhalten, indem man aus den Gleichungen für X und Y 
in Nr. 8 unter Benutzung der Kurvengleichung x und y 
eliminiert. Die gegebene Kurve heißt Evo lven te . Jeder 
Krümmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente, Tan­
gente an die Evolute. Differenz zweier Krümmungs­
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der 
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, biegsamer 
und unausdehnbarer Faden in straffer Spannimg abgelöst, 
so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens die Evolvente. 

10. Hü l lkurven . Die Gleichung F ( x , y , p) = 0 , 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhüllt; die 
Gleichung der umhüllten Kurve ergibt sich durch 
Ehmination von p aus den Gleichungen 

1. F ( x , y , p ) = 0 und 

Enthält die Gleichung der beweglichen Kurve zwei 
veränderliche Parameter p und q, zwischen welchen die 
Beziehung cp (p, q) besteht, so ergibt sich die Gleichung 
der Hüllkurve durch Ehmination von p und q aus den 
drei Gleichungen: 

^ • • ^ " ^ ' « P ( X , y , P , q ) " ° ' * M ~ < > . 
11. F l ä c h e n i n h a l t (Quadratur). Der Inhalt J der 

Fläche, welche zwischen der Kurve, der X-Achse und 
den zu den Abszissen x„ und x x gehörigen Ordinaten 
eingeschlossen ist, ergibt sich aus 
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oder bei schiefwinkligen Koordinaten 

J —sin yji(x)äx . 

Soll die Fläche begrenzt sein durch die Kurven 
y = f(x), y = tp(x) und die zu x„ und x x gehörigen 
Ordinaten, so ist 

J = / P ( x ) - 9 » ( x ) ] d x . 

S i m p s o n s c h e Regel . Ist f(x) höchstens vom 
dritten Grade, y m die Ordinate in der Mitte zwischen 
x<, und X-L, dann ist 

*i 
/ f W dx = i{xx - Xo) (y 0 + 4 y m + y t ) 

(s. auch § 93, 6 ) . 

12. K u r v e n l ä n g e (Rektifikation). Die Länge s 
eines Kurventeiles, welcher zwischen den Abszissen x 0 

und Xj liegt, ist 
X l X l _ 

s = / '(/dx 2 + d y 2 = / y i + y ' 2 dx . 

13. P o l a r k o o r d i n a t e n : F l äche zwischen der 
Kurve und den zu 99,, und <p% gehörigen Strahlen 

VI 
J = £ | r 2 d < p . 

K u r v e n l ä n g e : 

Vi r l 

s = » J l ^ M 5 - d<p =J j / 1 + r 2 ( - ^ j 2 . d r . 
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§ 95. Raumknrven (doppelt gekrümmte Kurven). 
1. Bine Raumkurve ist gegeben durch die Gle i ­

c h u n g e n 

! y-lft)' oder 1 £<X' Z> = 0 ' ( S c l l n M i n i e d e r 

l J ~ J ( t ) \ F ( x , y , z ) = 0 Flächen) 

oder Jy = ( Pi( x ) (Projektionen 
I z = <p2 (x) der Kurve). 

2. Bogene lemen t 

ds = ) / d x 2 + d y 2 -f d z 3 = ) / l + y 7 2 + z ' 2 • d x . 

3. Gle ichungen der T a n g e n t e im Punkt (x, y, z) 
X - x T — y Z - z 

— = — = oder 
dx dy dz 

X - y ( t ) Y-V{t) Z-X(t) 
<p'(t) yj>(t) ^( t ) ' 

| i ( X - x ) + | i ( Y - y ) + - | i ( Z - z ) = O r 

<9F 5 F öF 
. _ ( X - x ) + ^ ( Y - y ) + ^ ( Z - z ) ~ 0 . 

Winkel a , /?, y der pos i t i ven T a n g e n t e n ­
r i c h t u n g mit den Achsen bestimmt durch 

dx „ dy dz 
cos ex = -r- , cos ß = — , cos y = — . 

ds r ds ' ds 
4. Gleichung der N o r m a l e b e n e im Punkt (x, y , z) 

( X - x ) d x + ( Y - - y ) d y + ( Z - z ) d z = 0 , oder 
[X - <p(t)] <p'(t) + [Y - V ( t ) ] V ' ( t ) + [Z - z ( t ) ] (t) - 0 
oder (X— x) cos a -f- (Y — y) cos ß + (Z — z) cos y = 0 . 

5. Gleichung der S c h m i e g ü n g s e b e n e (5=- Krüm­
mungsebene — Oskulationsebene = Ebene durch Punkt 
[x, y , z] und zwei unendlich nahe Punkte) 
(X — x) cos X + (Y — y) cos fj, -f (Z z) cos r = 0 oder 

A ( X - x ) + B ( Y - y ) + C ( Z - z ) - 0 , 
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wobei A = dy d 2 z — d 2 y d z , B = dz d2x—- d 2 z dx , 
C = d x d 2 y - d 2 x d y : 

Normale zur Sclrmiegungsebene (Binormale) 
X — x Y — y Z - z 

A ~ B — 0 ' 
Die Winkel X, /A, v dieser Normalen mit den 

Achsen sind bestimmt durch 

i A B 0 i • • 

cos X = — , cos fi = — , cos v = — , wobei 
D = y A 2 + B 2 + C 2 . 

Die H a u p t n o r m a l e ist die Sclmittlinie der Normal­
ebene mit der Schmiegungsebene; die Gleichungen der 
Hauptnormalen sind: 

X — x _ Y ~ ~ y _ Z - z 

ds ds ds 
Für die Richtungswinkel f, r\, f der positiven Haupt-

normalen hat man: 
cos | _ d cos oc cos »7 d cos ß cos £ _ d cos y 

_ _ ds ' ~Q~X d s ~ ' 
6. K o n t i n g e n z w i n k e l dr , d. h. Winkel zwischen 

zwei unendlich nahen Tangenten: 

dr = -^j = V(d cos <x)2 + (d cos /5)2 + (d cos j - ) 3 . 

E r s t e r K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r 
_ ds _ d s 3 

Der K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t hegt in der Sclrmie­
gungsebene, auf der Hauptnormalen und kann als Schnitt 
der Hauptnormalen mit einer unendlich nahen Normal­
ebene betrachtet werden. 
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ds 
dcos X 

Ol ' 
cos£ 

ds 
dcos/* cos?; 

ds 
d cos v 

Qi 
cosf 

ds 
dcos£ cos« 

ds 
COSA 

62 ' 
dcos 17 

ds 
cos/S 

02 
COS,« 

ds ßl ßt ' ds 
dcosf 

.Si 
cosy cosy 

ds ßi 

Die Koord ina t en desKrürnrnungsmittelpunktes sind 

d ^ d ^ 

Unter der (ersten) K r ü m m u n g oder Flexion ver­
steht man dr 1 

ds o, ' 
/ l \ 

Kurven mit der Flexion Null I — = 01 sind gerade 
Linien. \Qi ' 

7. Torsions-winkel d # , d. h. Winkel zweier un­
endlich naher Schiniegungsebenen 

d # = /(dcos iy + (d cos + (d cos r ) 2 . 
Zwei te K r ü m m u n g oder D r e h u n g (Torsion) der 

Kurve d # 1 

Kurven mit der Torsion Null I — = 01 sind ebene 
'Kurven. ^ 2 ' 

Zwe i t e r K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r (Halbmesser ; 
der Drehung) 

8., F r e n e t s F o r m e l n : 
d c o s a _ c o s f dcos/5 cost; dcosy cos£ 
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9. S c k m i e g u n g s k u g e l , 'Grenzlage einer durch, vier 
unendlich benachbarte Punkte einer Raumkurve gehenden 
Kugel; ihr Mittelpunkt ( x 0 , y 0 , z 0 ) , der Schnittpunkt 
dreier unendlich naher Normalebenen, bestimmt sich aus 

x„ = x + Qt cos £ — g 2 ~ cos X , 

y o = y + e i C o s » ; - £ 2 - - ^ - c o s , M , 

i. 

%o — z + Qi cos C — @2

 c o s v • 
Q.S 

Der Schnitt der Schmiegungskugel mit der Schmiegungs-
ebene heißt S c h m i e g u n g s k r e i s . 

10. R e k t i f i k a t i o n , die Länge s eines Bogens der 
Kurve x = cp(t), j = yj(t), z = #(t) zwischen den 
Punkten x 0 , y 0 , z 0 und x1, y t , z r ist 

• - / V M M * ) « -
to 

§ 96. Krumme Flächen. 
1. Eine Fläche ist gegeben durch die Gle ichung 

F(x, y, z) = 0 , oder entwickelt z = f (x ,y ) , oder durch 
x = 9?(u, v) , y = ^ ( u , v), z = x ( u , v) . 

B e z e i c h n u n g e n : 
dz dz ö a z _ dH d*z 
ö x " = = p ' ö y " = = < 1 ; ä x ^ _ r ' ö x ö y ~ S ; ö y 2 ~ * ' 

2. Gleichung der B er t lhr un g Seb e n e imPunkt(x, y, z) 
( X - X ) F ; + ( Y - y ) F ' y + ( Z - z ) F ' „ = 0 , oder 

p ( X - x ) + q ( Y - y ) - ( Z ™ z ) = 0 , ; 
S. Gleichungen der Norma len im Punkt (x, y , z) 

X - x Y - y Z - z 

f ; ~ , F 7 ~ r, 
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X — x Y — y 
oder = = — (Z — z) . 

P q 
Winkel X, fi, v der Normalen mit den Achsen be­

stimmt durch 
F' F 7 F ' 

cos X = , cos [z = -™-, cos v = , bzw. 

cos A — — , cos u = — , cos v •= — — , , wobei 
n r n n 

N a = (Fi) 3 + (F y)ä + (F z)2 und 
n 2 = p 2 - t - q 2 + l . 

4. Die Schmttlinie irgend einer durch die Normale 
gehenden Ebene mit der Fläche heißt Norma l schn i t t . 
Es sei Q der Krümmungshalbmesser eines Normalsclmittes 
im Punkt P, oc, ß, y die Winkel, welche die Tangente 
des Normalschnittes in P mit den Achsen bildet, dann ist 

__ ] / l + p 2 + q 2 

^ ~ r cos 2 a + 2 s cos oc cosß-\- tcos 2 /? 
Satz von Meunier . Geht eine Ebene durch die 

Tangente eines Normalschnittes (im Fußpunkt P der 
Normalen), so ist der Krümmungshalbmesser Q' dieses 
schiefen Schnittes im Punkt P 

Q'—QCOB(QQ') oder 
der Krümmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird 
erhalten, indem man den Krümmungshalbmesser des 
Normalschnittes auf die Ebene "des ersteren projiziert. 

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, für 
welche Q einen größten (g t) und einen kleinsten Wert (o 2) 
erreicht,heißer Hauptn o r m a l s c h n i t t e , die Krümmungs­
halbmesser gj und o, derselben bestimmen sich aus den 
Gleichungen 
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„ X « ( l + q 2 ) r - 2 p q s + ( l + p 2 ) t 
Q t + e ^ — — t n , 

n 4 

Qi £2 = ~ : 5 o d e r als Wurzeln der Gleichung 
r u"~~ s 

t - s 2 ) e 3 - - [ ( l + q 2 ) r - 2 p q s + ( l + p 2 ) t ] n o + n* = 0 . 
6. Satz von Euler . Für irgend einen Normal-

hnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu gt ge-
irigen Hauptnormalschnittes den Winkel cp bildet, ist 

1 cos2<p sin2<p 
9 Qi Qt ' 

Der Ausdruck 

ißt das (Gaußsche) Maß: de r K r ü m m u n g für den 
treffenden Punkt. 

Satz von G a u ß : Das Krümmungsmaß bleibt bei 
ler behebigen Verbiegung der Fläche ungeändert; oder': 
ad zwei Flächen aufeinander abwickelbar, so haben sie in 
zwei entsprechenden Punkten gleiches llrümmungsmaß. 

7. Sind Q' und Q" die Krümmungshalbmesser zweier 
feinander senkrechten Normalschnitte, so ist 

Q Q ft fe 
h. für denselben Punkt einer Fläche ist die Summe 
r Kriimmungen konstant. 

8. K r ü m m u n g s l i n i e heißt der Ort des Punktes 
Ler Fläche, für welchen die unendlich nahen Normalen 
r Fläche sich schneiden; die Normalen gehören daher 
ter abwickelbaren Fläche an. Durch jeden Punkt einer 
lerfläche gehen zwei Krümmungslinien, die aufeinander 
lkrecht sind und die Tangenten der Hauptnormalschnitte 
rühren. Sie sind dargestellt durch die Gleichung 
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[ ( 1 + q 2 ) 8 _ p q t ] [ ( 1 + q 2 ) r _ (1 + p2) t] (g) 
-f [p q r - (1 + p») s] = 0 

und durch die Gleichung der Fläche. 
9. Eine auf einer Fläche liegende Linie heißt geo­

d ä t i s c h e L in ie , wenn ihre Schmiegungsebenen zugleich 
'Normalebenen zur Fläche sind. Ihre Gleichungen sind 

ÖF dF _d_F 
dx dy dz 

dcosa äcosß dcosy 
Die kürzeste Verbindung zweier Punkte auf einer 

Fläche gehört einer geodätischen Linie an. 
10. Hül l f l äche . Die Gleichung 

F ( x , y , z , p ) - " 0 , 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Flächenschar dar, welche eine Fläche umhüllt. Die 
Gleichung der Hüllfläche ergibt sich durch Elimination 
von p aus 

| F ( x , y , 8 , p ) - . 0 und 
j d F ( x , y , z , p ) Q 

(, d p 
Enthält die Flächengleichung F(x, y, z, p , q) == 0 

zwei veränderliche Parameter p und q, die durch die. 
Gleichung i p ( p , q ) = n 0 miteinander verbunden sind, so 
wird die Gleichung der Umhüllungsfiäche erhalten durch 

d q 
Entfernung von p und q und — aus 

F(x,y ,z ,P ,<l) = 0 , . op (p ,q ) -=0 , 

dp dq dp dp dq dp 
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Enthält die Gleichung der bewegten Fläche zwei, 
voneinander unabhängige Parameter p und q, so wird 
die Gleichung der Hüllfläche erhalten als Eliminations­
resultat von p und q aus 

6F c?F A 

F ( x , y , Z , p , q ) = 0 , ä p = 0 , = 0 " 

11. Q u a d r a t u r (Komplanation) der Flächen, 
Das Differential der Fläche ist 

dF = ] / l + p H - q 3 - < i 3 : d y , daher 

F = / d x / y i + p» + q « d y > 

y 0 und y x sind die der Abszisse x entsprechenden 
Ordinaten der Projektion des Umrisses der Fläche airi 
die XT-Ebene, x 0 und x t sind die Abszissen zu den 
Ordinaten, welche jene Projektion begrenzen. 

Bei Dreh f l ächen ergibt sich (— X-Achse ist Dreh­
achse —-): 

F = 2 nfj y T + y 2 d x = 2 j t / y ds . 
Bei Polarkoordinaten hat man: 

if //l/[ r 2 + (^ )T C ° S V + (^ ) 2 , r d , p d V ; ' 
(8- § 76, 4 ) . 

12. Kuba tu r . 
1. Bei Dreh f l ächen (— OX Drehachse — ) ; 

die gedrehte Fläche ist begrenzt vom gedrehten Kurven-. 
bogen, den zu den Endpunkten desselben gehörigen 
Ordinaten und der X-Achse. 

V = j r / y * d x . 
2. Die gedrehte Fläche ist begrenzt von zwei 

Ordinaten und zwei Kurven, y = f(x) und y 1 = f 1 ( x : ) , 
V = 7 t / ( y 2 - . y ? ) d x . 

B l l r k l c n , Formelsammlung.' 15 
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3. Es sei u der Inhalt eines parallel zur Ebene TOZ 
geführten Schnittes, dann ist der Inhalt des Körpers, 
der zwischen zwei parallel zu TOZ geführten Schnitten, 
mit den Abszissen x 0 und x t liegt, 

i i 

V = J u d x (u abhängig von x), 

4. Allgemeine Formel: 
V = / / / d x d y d z 

5. Für Polarkoorclinaten (Bezeichn. s. § 76, 4 ) 
ergibt sich , / • / • « T i V—Jra cos cp am dtp 

§ 97. Viel gebrauchte Zahlenwerte. 

Zahloawert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus 

0,15052 y s - = 1,2599 0,10 034 

0,23856 i<3 = 1,4422 0,15 904 

0,34949 y s - 1,7100 0,23299 

0,38 908 n- 1,8171 0,25938 

0,50000 8. 2,1544 0,33333 
0,49715 9,8696 0,99430 
0,79818 1,7725 0,24857 

1,09921 1,4646 0,16572 

0,19612 , 1 
71 

0,31831 0 ,50285-1 

0,02003 
1 

0,10132 0 ,00570-1 

/ 2 = 1,4142 

/ § - 1 , 7 3 2 0 5 

/ 5 = 2,2361 

y 6 = 2,4495 

110=3,16228 
7i==3,1416 

2 ,1 = 6,2832 

4««= 12,5664 

J - 1 , 5 7 0 8 

71 •1,04.72 
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Zahlenwert Logarithmus Zaülenwert Logarithmus 

71 
T = 0,7854 0 , 8 9 5 0 9 - 1 

1 
0,56419 0 , 7 5 1 4 3 - 1 

71 
~6 

= 0,5236 0 , 7 1 9 0 0 - 1 
1 

0,68278 0,83 4 2 8 - 1 

4 
=4 ,1888 0,62209 

i 
180_ 
71 

57,29578 1,75 812 

= 9,81 0,99167 e = 2,7183 0,43429 
g 
2 

=4 ,905 0,69064 e 2 = 7,3891 0,86 859 

1 

S 
is 

= 0,1019 0 , 0 0 8 3 3 - 1 e 8 = - 20,086 1,30 288 
1 

S 
is = 3,1321 0,49583 f* = 1,6487 0,21715 

n 
ü 

= 1,0030 0,00132 / e = 1,3956 0,14476 

15* 
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Wie scho'n der Titel sagt , handelt e s s ich hier um 
kein s treng w i s senschaf t l i ches Werk, sondern um ein 
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