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1 Т Р Е Д И С Д О В 1 Е 

Алгебраически* Анализъ въ последняя врешша оказалъ быстрые успехи. 
Педагоги наши не переставали за ними следовать и сообщать учащимся 
новыя открытия, составляя ИЛИ переводя съ иноешранныхъ языковъ хо-
ронпя руководства. Но наиболее принесли услугу нашей лишшературе 
Г-да Бурагекъ и Зеленый, издатемъ Летфи Алгебригескаго Анализа, 
читанныхъ въ прошломъ году Академикомъ Осшроградскимъ. Не смотря 
на некоторыя погрешности, ускользнувшая о т ъ внимашя издателей, ве-
роятно о т ъ поспешности издашя, э т о т ъ трудъ, истинно-полезный, заслу
живаешь полную благодарность тЬхъ,.. которые пожелаютъ ознакомишься 
съ остроумными шлемами нашего Геометра и съ ФИЛОСОФСКИМЪ его взгля-
домъ на предметъ и систему Анализа. Я Думаю, шло наши соотечествен
ники полюбопытствуютъ прочесть также на Русекомъ языке изложете 
Teopiu опредтьленныхъ алгебраическихъ уравненш высшихь степеней по 
прхемамъ другихъ знаменшпыхъ Геометровъ: Лагранжа, Фурье, и пр. Тогда 
агогуцга. они составить полный взглядъ на 'современное соешояше предме
т а , здъсй" излагаемаго. 

Руководствомъ преимущественно я имедъ Traité de la résolution des 
équations numériques, par Lagrange и Analyse des équations déterminées, par 
Fourier. Но т а к ъ какъ первое не содержишь новейшихъ открытий Абеля, 
Штурма, и проч., а вшорое заключаешь только способъ вычислешя дей-
ствительныхъ корней, предполагая известными все прочая оснрвныя свой
ства алгебраическихъ уравнении; т о я долженъ быль прибегнуть, нъ дру-
гимъ сочинетямъ. Для этого я избрадъ; Analyse algébrique, par СаисАу,— 
его Exercices de Mathématiques,—Journal von Crelle,<-—Grundsüge der Lehre 

von den hœÂeren numerischen Gleichungen, pon Drohisch и мноне елемен-
шарные курсы. Въ ясности изложетя я прияялъ за образедъ Фурье, въ 
изящности и простоте доказашельетвъ Лагранжа и Коши, а для системы 
я взялъ за основную мысль мнете Абеля и Академика Осшроградекаго о 
предмете Алгебры, О разлнчш алгебраическихъ ФункцШ о т ъ трансцен-
денпшыхь и о решеиш алгебршшескихъ уравненш. Печашате начато было, 



когда уже вышли въ св*гаъ Лекцш Академика Омпроградского; про-
чигаавъ ихъ, я усмотрел*, что много нужно переменить въ моемь сочи-
пеши, и я ото сдвлалъ по возможности. Праемъ Академика Остроград* 
скаго для доказательства, чшо во всякой дробной радикальной Функцш 

можно сделать знаменателя рацюнальньшъ, послужилъ мне для доказа
тельства, что всякое радикальное уравнеше можетъ быть преобразовано 
въ ращоналшое. Но я преимущественно, пользовался превосходными Лек-
щями въ шестой главе: здесь «я ввелъ знакъ, предлагаемый Академикомъ 
Осшроградскимъ для изображетя р е ш е т я опредВленныхъ алгебраическихъ 
уравненш; прибавилъ доказательство, ч т о всякая алгебраическая Функщя 
удовлетворяешь алгебраическому уравшяпю, котораго коеФФинДешпы ра-
цшнальныя Функцш, и, чтобы сделать более доступнымъ доказательство 
Абеля невозможности радикальнаго" решетя общаго уравнешя 5-й степе-
тг, я поместилъ теорию подобньгхъ и неподобпыхъ Функцш. 

Радикальное решете двучлеиныхъ уравненш по слособу Гаусса я по 
тому не изложилъ, ч т о оно требуешь предварительных^» знавай изъ Те-
орш чиселъ и ч т о оно более любопытно, нежели необходимо; ему пред-
почелъ я Тригонометрическое решеше двучленныхъ уравненш, которое 
весьма важно въ Трансцендентномъ Анализе, и поместилъ его въ прибав-
летяхъ вместе сь другими предметами, которые, хотя не сосшавляютъ 
существенной принадлежности Алгебры, весьма любопьтшы, и могутъ 
быть полезны во многихъ. сдучаяхъ. Въ этихъ прибавлешяхъ я также 
нзложидъ новой способъ Коши приблнжешя къ действительнымъ корнямъ, 
который я прочелъ, уже при конце печататя , въ Ю-мъ номере Comtes 
rendus heMomadaires des-séances de t'Académie «des sciences, 1837, 5 Septem
bre , Paris. Сравнивъ его m> Нютоповымъ способомъ, и открывъ быстроту 
приближения, я показалъ въ какомъ случае можно имъ пользоваться съ 
выгодою, и пояснилъ э т о примеромъ. 

Предоставляю питателямъ оценишь мой трудъ; съ своей стороны я 
признаюсь, ч т о я могъ бы его совершить лучше; взявши въ первый разъ 
перо въ руки и излагая предмешъ столь важный, я не могъ избежать не-
достатковъ. Впрочемъ надеюсь, ч т о э т а книга принесешь пользу т е м е , 
которые приготовляются кь дальнейшему изучешю Анализа. 

1, С. 
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О П Р Е Д Ъ Л Е Н Н Ы Х Ъ А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Х Ъ У Р А В Н Е Н Ш 

В Ы С Ш И Х Ъ СТЕПЕНЕЙ. 

ВВЕДЕН1Е. 

§1« Математика есть наука объ излтренги велшиш. Вошъ опредЬ-
лете , которое обыкновенно даюгаъ одной изъ главныхъ въшвеи лодо-
жительныхъ знанга. Опредвлеше, *хошя точное, но недовольно развишое, 
Въ него входятъ слова : наука, измтъренге и велишна; первое изъ нихъ 
выражаешь поняппе о систематическом?» изложений сввд-Ьнш о какомъ 
либо предметв ; второе означаешь сравнение величины съ другою одно
родною, принятою за единицу; наконецъ величиною называютъ все що, 
ч т о можешь б ы т ь болве или менве въ ошношенш. себв однороднаго. 
Неужели Математика, наука столь обширная, имъепгь цвлью изложить 
систематически только мехатшъесшя * производства, какъ то : , наложи
те , взвгьшиванге и пр., посредствомъ которыхъ мы еравниваемъ одно
родные предметы? 

Мы елышимъ, чшо Астрономъ измъряепгь взаимный разстоятя-. пгвлъ 
небесныхъ, и взвъгниваетъ планеты. К т о не проникъ въ шайны небесной 
механики, гаотъ не повъритъ этой истин*, и невольно спросишь: какъ 
онъ шелъ о т ъ земли къ солнцу ? Гдв опора ввсовъ, на которыхъ онъ 
въсилъ нашу землю ? «Способъ, которымъ измъряетъ Астрономъ раз
с т о я т я небесныя и опора его въсовъ сушь произведете умешвенныхъ 
шрудовъ великихъ мужей: Кеплера, Нютона и Лапласа. 

И т а к ъ , кромъ, прямаго, непосредственнаго способа измъренгя, е с т ь 
д р у г о й к о т о р о й составляешь существенный нредмешъ Математики. 
Въ самомъ двдв, если одна величина связана известными условиями съ 
другими, изъ которыхъ каждая , либо только , нвкоторыя подлежать 
прямому измъренпо , тогда будемъ знашь т а к ж е зависимость неизв*ст-
ной величины о т ъ единицы, и, сообразно эшой зависимости, почти 
всегда можно будешь определить нхъ отношение. На прим., зная законъ 

А 



падешя или зависимость высоты о т ъ времени, въ которое тЬло прохо
дишь э т у высоту, мы въ состояния будемъ измерить глубину пропасши, 
кинувъ на дно камень, и замвшивъ время , въ которое о н ъ прошелъ глу
бину пропасши. Умственная связь , существующая здъсь между време-
немъ и пространствомъ , пройденнымъ ,въ э т о время , на математиче» 
скбмъ языкв называется функщею, и выражаешь рядъ умственных» дгъй-
стви, предполагаемых^ произвести надь величинами. И т а к ъ Матема
тика есть наука о функщлхъ велшиш. 

Цель ея : А ) наследовать свойства всякой Ф у н к ц ш , и у м я т ь опреде
л я т ь неизввстныя величины, въ нее' входящая ; 2 ) о т к р ы в а т ь функцш 
въ природе, т , е. выражать математически зависимость , существую
щую между величинами, входящими въ какое-либо явлеше природы. По
сему Математика разделяется на двъ отрасли: на чистую (матемаши-. 
ческш анализъ = Mathématique abstraite ) и прикладную ( Mathématique 
concraite) 

§ 2 . П у с т ь V будешь Ф у н к щ я количесшвъ х , , х й , , х и ; для 
к р а т к о с т и э т о изображаютъ т а к ъ : 

V=.Y (х. 1 } Х 2 , . . . . Х т г ) 

Буква F '(*) называется характеристикою, и выражаешь дъйсппяе , ко
торое должно произвести надь х г , х 3 , х«, чтобы получить v. Когда 
э т о двйствге извъстно , тогда и е с ш ь явная Ф у н к щ я (fonction explicite) 
количесшвъ x I 5 x 2 , . . . . X n . Когда же э т о дъйствхе неизвестно, и F озна
чаешь шоЛько одну зависимость v о т ъ х 1 } х а , , ( x w , тогда v назы
вается неявною Ф у н к щ е ю (fonction implicite). 

Проствйшгя основный Функцш выражаюпть дъйствхя : сложены", 
выытгагпе, улиюжете, Ътьлете и извлеченге корня цтълой первоначальной 
степени (**). 

Полагаю , чшо ч и т а т е л ю извъстны значешя э т и х ъ словъ и знаки, 
принятые для ихъ изображешя. 

Ошъ соединешя и повторешя э т и х ъ дъйствш происходишь Ф у н к щ я 
сложныя. Сложная Ф у н к щ я , составленная изъ конечнаго числа основныхъ, 

С*) Буква F для разлвч1я Функцш заменяется буквами $, в, ф ,-ф, ф} 

н проч. 

(**) Возвышете въ целую степень есть ч а с т и т случай уэдюженш , а г извлечете 
корня целой составной степени приводится къ последовательному извлечетю корней 
первоначальных* степеней, которыхъ показатели суть первоначальные множители 
даннаго показателя. 
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относится къ разряду Ф у н к ц ш , называемыхъ алгебраическими ; сложная 
алгебраическая функщя , называется иррацгбналъною , когда содержишь 
йрращональные корни ; а рацюналъното , когда ихъ не содержишь. Рацио
нальная Ф у н к щ я называется цълою , когда знаменатель ея не зависишь 
о т ъ х х , х я , . . . . . . Х и -

§ 3 - Понятно, ч т о если 
(4) v = f ( х х , х в ' , . . . . .х л ) . -
есть цвлая Функщя количествъ х „ x 2 , . . . . . x w , шо f ( х х , х 2 , . , . . . . х») 
представляется суммою конечнаго числа членовъ вида 

т% т»а » г 5 тп 

(2) ' A x j . х 2 . х ....х», 
гдЪ А еешь количество, независимое о т ъ х х x s . . . .х», положитель
ное или отрицательное; а показатели т х , п ц , . .та и ,— вев целые по
ложительные. Первыя т р и основныя дъйепдая с у т ь частные случаи 
дъйствхя, йзображаемаго чрезъ f. , 

Пусть vх, -и 2,., . . . . . и в , будутъ цвлыя Фуякцга количествъ x , , S j , . . .x ? i ; 
тогда W — цвлая рацюнальная Ф у н к щ я количествъ vL, v 2 , . . « , , , . ü A 

представляется конечною суммою членовъ вида: 

тх ™2 » 3 тп 
A.vt. и 2 . vs.,..vn. 

Каждый изъ таковыхъ членовъ, но совершенш алгебраическаго умножс-
шя полиномовъ vx, v9,....., представится суммою членовъ вида ( 2 ) ; по
сему цвлая Ф у н к щ я W будешь имЬшь видъ (-1) , • *ш. е. будешь т а к ж е 
цвлою Ф у н к щ е ю количествъ x l 5 х\, , . . . . . . .х». Изъ этого видно, ч т о о т ъ 
повшорешя первыхъ шрехъ основныхъ дъйсшвш, сколько бы ни было разъ, 
въ результат* всегда получится цвлая рацюнальная Функщя, заключа-
кяцаяся въ общемъ видъ (4). 

Означивъ чрезъ S и Т див цълыя Функции количествъ х х , х а , х», 
частное 

(З) 
будешь дробная рацюнальная функция, Въ ней, какъ частный случай , 
заключается двлеше и общш видъ всякой цълой Ф у н к ц ш . Послвдшй 
случай встречается тогда, когда знаменатель Т еешь количество, не
зависимое ошъ х 1 5 х 2 , . . . . х й . П у с т ь vt , t 7 2 , vn будушь рацюнальныя 
ЦБЛЫЯ или дробный Ф у н к ц ш количествъ х 1 5 х 3 , . . . . . . . . х и ; очевидно, ч т о 
W дробная ращональная Функщя Функцш v t , v„, г;,,, можешь б ы т ь 
приведена къ виду (3 ) , т . е . къ дробной Ф у н к ц ш количествъ х 1 } х 2 „ ж». 
Посему, сколько бы разъ мы ни повторяли первый ч е т ы р е д е й с т в и я надъ 



x x , x 2 , . . . . , въ результат* всегда получимъ ращональную Функцпо , за. 
ключающуюея какъ часшный случай въ общемъ видъ (4). 

П у с т ь Ф у н к щ я р' -выражаешь совокупность двйсппия рацюналъной 

Фувкцга f ( х , , х 2 , Хтг) съ дъйсппяями 

71 х 71^ Tls Пт 

Ур%>Ур*> VpS, Vpm, 
гд* n x , n s , n s . . .« . . .n»j с у т ь ц*лыя первоначальныя числа , а дх, р„ , 
p s ) . . . , .р»г рацюнальныя Ф у н к ц ш количествъ х х , х г , . . . , .х«; тогда 

(Ц) p ' = f ( x i , х в , ; х я , К р х , 1^2, 
будетъ общтй видъ алгебраическихъ иррацюнальныхъ Ф у н к щ й , въ кото
рыхъ пашое основное д в й с т в 1 е предполагается производить только надь 
ращональными Ф у н к щ я м и . 

Функцш вида р ' , Абель называешь йррацюнальньши Функциями первого 
порядка (»). 

Изобразивъ чрезъ p ' I } р ' 2 , . . p V 2 НЕСКОЛЬКО Функцш перваго порядка 
ш.- е. вида , а чрезъ п'х, nr

a.......п'т первоначальный числа , 
выражеше. 

(5) p " = f ( x x , . x „ Хп,Урх,Ур^"-Урт,Ур,

х,Ур\, '—Vp'm») 
будешь общш видъ Ф у н к щ й , въ которыхъ пятое основное дъйствге 
относится только къ Ф у н к щ я м ъ ращональнымъ и къ ирращональньгаъ 
перваго порядка. 

Функщй вида р" называются йрращональными Функциями втораго 
порядка. 

Выражеше 
ra2 nmt п'х п\ 

(6) p " ' = f ( x I , х а , %„, 1/рх, Урл\..... Уртх, Ур'х, 1 /у . . . . . . . 

Пгт2 п"х ri\ n'j!lJ_ 

Ур'т*, УР\, У / в , . - . . 1 / / ^ Г ) , 
гд* p' j , р'2 , р 3 , . . . . . .p"/»s с у т ь ирращональныяФункщй втораго порядка, 
а п'ж',. nms первоначальныя числа, есть общш видъ иррацюнальныхъ 

(*) Jonrnal für die reine und angewandte Mathematik, Herausgegeben von Ä. L. 
Qrelfe. 1827. Erstes Heft, Seite 67. 
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Функцш , въ кошорыхъ 5-е основное д*йств1е относится къ Фунщямъ 
ращональкымъ и къ ирращоналънымъ первыхъ двухъ порядковъ. Функция 
вида р'" называется иррациональною Функщею третъяго порядка. 

Продолжая э т и суждешя , мы дойдемъ до общихъ видовъ алгебраиче
скихъ иррацюнальныхъ Функщй четвертаго , пятаго, . . . /л порядковъ, и 
очевидно, ч т о выражеше алгебраической ирращональной Функции порядка 
[л можешь б ы т ь принято за общш видъ, не только всякой ирращоналыюй 
Функцш, но т а к ж е всякой ращональной. 

И т а к ъ выражеше 
пг п" 

(7) v = f ( г , г', .... VJ, VP, ) , 
гд* р' , р" , . . . . с у т ь иррацюнальныя Ф у н к ц ш /л—\ порядка,и', п",.... перво
начальныя числа, г', г", ирращональныя Функцш порядка /л—4 и По
рядковъ низшихъ, есть общш видъ алгебраическихъ ирращональныхъ 
Ф у н к ц ш порядка /л, и можетъ служить общимъ видомъ всякой ирращ-
ональной алгебраической Функщй. 

Замъшимъ, ч т о здъсь f означаешь всегда ращональную Функщю вы-
ражешй, заключенныхъ въ скобкахъ. 

Когда видъ ( 7 ) относится къ ирращоналыюй функцш порядка [л , 

ri п 
тогда необходимо между выражешями j/p , ]/р" покрайней мв-
р* одно не можетъ быть приведено къ Ф у н к ц ш порядка низшаго ибо 
въ прошивномъ скучав v была бы порядка /л—\, а не у., 

% Чг. Всякий математически* вопросъ состоишь изъ предложена , въ 
которыхъ подлежащая и сказуемыя с у т ь Ф у н к ц ш извъстныхъ и неиз-
в*етныхъ количествъ| а связью служатъ поняппя о равенств* или не
равенств*. Так1я предложения, будучи выражены мащематическюгь 
языкомъ ,называются уравненгями или неравенствами. 

Всякое алгебраическое уравнеше, составленное изъ вопроса, заключаю
щего п неизвъстныхъ х 1 } х в , . . . . . . .х ' , х", . . . . представляется въ вид* 

(8) F ( x l S x s , х 3 , ) = Ф (х', x'V x"',....,..}» 

гд* характеристики F и Ф изображаютъ д*йств1я надъ количествами 
х г , х 2 , . . . , . , х ' , X , " . . . . . , заключающаяся, какъ частные случаи въд*иствга 
(7). Уравнеше (8) пишется обыкновенно т а к ъ : 

F ( х х , Xjjj Xg j.*•*»•) *—— Ф (x y X , X )*t>»»)-.— o» 
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Выражеше по л*вую сторону знака равенства называется первою 
частью уравнетя.. Изобразив* ее чрезъ <р ( х 1 } х а , х , , . . .х ' , х", х ,.*.«), 
«редьидущее выражеше заменится слъдующимъ : 

(Ù ( X j , S J ) » . , . . M » X , X , . . . . ) .—О, 

гд* ф означаешь иррациональную Функщю количествъ х-,, х 2 , х 3 , .« . . . 
х', х", х '" , . - порядка f*. Впоследствш мы увидимъ ( г д . Ш ) , чшо э т а 
Ф у н к щ я можетъ б ы т ь заменена ЦЕЛОЮ ращональною Ф у н к щ е ю т * х ъ же 
количествъ. И т а к ъ всякое алгебраическое уравнеше можетъ б ы т ь при
ведено къ виду 
(9) f ( x j , х в , х 8 . . . . Х я ) = о, 

гд* первая часть есть конечная сумма членовъ вида 
тх т3 тп 

A . X j . X 2 . . . . . . . x 7 i . 

Решишь уравнеше относительно одного изъ неизвъстньххъ количествъ, 
на я р . относительно х, значить н а й т и значете ос посредсшвомъ ряда 
д ъ й с т в ш , производимыхъ надь прочими количествами , входящими въ 
э т о уравнеше. Ясно, ч т о а? тогда только определится совершенно, когда 
вс* прочгя количества будушъ изв*стны. Посему уравнеше съ однимъ 
неизь-ьстнымъ называется опреЪтьленнылгъ ; а въ противуположносшь 
ему, — уравнеше , заключающее НЕСКОЛЬКО неизв*сгоныхъ , называется 
неопред гълснпъынъ. 

И т а к ъ вопросъ тогда только будешь определенный, когда онъ приво
дится къ р*шенш> стодькихъ опред*ленныхъ уравненш, сколько въ немъ 
неизвъетныхъ. Для эщого, какъ мы увидимъ впосл*дствга, достаточно, 
чтобъ изъ него можно было составить столько уравненш, сколько неиз-
в*епгаыхъ ; не смотря на т о , будешь ли каждое изъ этихъ уравнений 
заключать по н*скольку неизв*сшныхъ, или только по одному, лишь бы* 
э т и уравнешя выражали различныя условия. 

Изъ сказаннаго предъ этимъ легко заключишь, ч т о общш видъ всякаго 
алгебраическато опредвленнаго уравненш есть такой : 

(10) a < J x»H-a I x»- 1 ' 4 - а 2 х^-^Ч-.-.-.- .+а»*-! x4-a w = o. 
Здесь m целое положительное: число , а коеФФищенгоы.а0, a t , a a,..,,» 
*m~i ,am р е зультаты действительные или мнимые, происходящее отъ. 
производства алгебраическихъ действи? надъ числами, данными въ вопрос*. 
Мы скоро покажедаь, ч т о общш видъ э т и х ъ коеФФИцгеншовъ есть 

ад* а и Ъ сушь действительный количества, положительный клн отри
цательный. 
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g; S. Выражешя, кошорыя, будучи всгоавлены вместо х въ первуто 
часшь уравнешя (iO), двлають ее тожественно нулемъ, по совершент 
назначенныхъ дъйсдгзш, называются корнями* 

Не должно думать, чтобы э т и корни всегда получались чрезъ двисгтие, 
заключающееся въ общемъ виде ( l ) : Абель показалъ невозможность этого 
для уравнешя пятой степени, и т в м ъ доказалъ, ч т о ртыиете определен-
пыхъ алгебраихежихъ уравненш е сть особое действие, которое не мо
жешь б ы т ь всегда выражено 'знаками, принятыми для изображения про-
чихъ алгебраическихъ действш. Пришомъ основныя д ь й с т т я суть ча
стные случаи ръшешя уравнений; шакъ напр. извлечете корня т -ой 
степени изъ А есть решеше двучленнаго уравнетя 

xw—A^oj 

ибо ЗДЕСЬ корни сушь именно т е значешя, которыхъ т-ая степень 
равна, количеству А. 

Изъ всего сказаннаго заключаема, ч т о основныхъ алгебраическихъ дей
ствий ш е с т ь , а именно: сложете, вычитате, умножение, дп>Лекге, извле
чете первоначальныхъ степеней и ргъшенге уравненш вида (Ю). 

Всякая Функщя нъсколькихъ количествъ х 1 5 х „ , . , . , происходящая о т ъ 
совокупления и повторения э т и х ъ основныхъ действий конечное число 
разъ, называется алгебраическою. Если же число э т и х ъ действш безко-
нечно и не приводимо к ъ конечному, т о Ф у н к щ я называется трансцеп-
дешгною Мы впоследствии докажемъ, чшо всякая алгебраическая 
Ф у н к щ я v несколькихъ количествъ х х , х а , х а ) . . . удовдегаворяетъ урав
нешю вида 

(12) - * п + А 1 » в - * - * - А в « » - , Ч - . . . Ап..,гУ-\-кп-=-о, 

где A , , Aj j j . . . А л с у т ь рацюнальныя функщй количествъ х м х 2 , х , , . , , 
G в . Основываясь на сказанномъ въ § 4 , Алгебру естественно разде

лишь на две отрасли : первую составляешь апализъ определенный, 
или теоръл опредтленпыхъ алгебраическихъ уравненш ; а вторую 
составляешь _ анализа неопределенный, заключающей теорпо неопредгъ-
лепных'б алгебрашескихь уравненш, неразлучную съ meopieto чиселъ 
и теорпо неравенства. 

(*) Ученыя записки М. Университета. 183ft. W IV, стр. Ш, 
{**} Лежапдръ въ знаменитом* своемъ сочпнети Théorie des nombre (Préface xij) 

говорите: Je ne sépare point la Théorie des nombres de l'Analyse indéterminé, i t je 



S 
Излагая тпеоргю определенных^ алгебраическихъ' уравнепгй выситхь сте

пеней, я предполагаю, чшо ч и т а т е л ю -известны начала Алгебры изъ со-
чиненга, которыхъ довольно имеется на отечественномъ языке. 

Но я считаю нужным* излоясить предварительно необходимыя для 
насъ некошорыя обтдя свойства Ф у н к щ й , шеоремы о безконечномалыхъ 
и безконечновеликихъ количествах* и теорхю производных* Ф у н к щ й : эшо 
по справедливости должно отнесши къ Алгебре ; но оно обыкновенно 
излагается въ,. ДиФФеренщальномъ Исчисленш, которое, можешь б ы т ь , 
большой части изъ моих* читателей не знакомо. Я здесь имелъ руковод. 
ствомъ сочинешя lîoiuu: Analyse Algébrique и Краткое изложены уро-
ковь о Дшфференцгалъномъ и Шнпгегралъполгъ Исчисленш, переведенное Г-мъ 
А.кадемикомъ Буняковскимъ. 

§ 7. Переменными количествами называются т е , которыя получа
ю т * послЬдовашельныя значетя, ошличныя одно о т ъ других*. 

Если i>—f (Xj,., х 2 , . , . х ) представляешь Функщго несколькихъ ко
личествъ х Т , х 2 ) . . . х д а , ш. е. если она р е з у л ь т а т * дейспипя f, произ» 
водимаго над* этими количествами, шо ея значеше будет* изменяться 
съ изменетемъ х 1 } х 2 . . . . х ^ . Когда последшя по свойству вопроса со
вершенно произвольны, тогда они называются главными или независи
мыми nepeaieHHbiMitj напротивъ того , количества, съ изменетемъ ко
торыхъ изменяется вопрос*, называются постоянными. 

Случается, чшо х х , х 2 , . . . х^ г, с у т ь функцш количесшвъ tx, tQ,... tn, 
которых* значешя совершенно произвольны: тогда x I ? х 2 , . . . s.m, а по
этому и v, будут ь изменяться зависимо о т ъ значенш, приписываемых* 
*i» г

п- ^ Ь таком*' юлуча* v есть Ф у н к ц ш о т ъ Ф у н к щ й х 1 9 

х 2 , . . . х п г , и независимый переменныя будут* tx, £2!... t . . 
g 8 Если количество, изменяясь, приближается к* другому постоян

ному т а к ъ , чшо разнится ошъ него произвольно мало, шо второе ко
личество называется пределолъь перваго. Количество, котораго значе
ние , незавх!симое о т ъ знака или -г-, можетъ б ы т ь менее всякаго дан* 
наго, или котораго предел* есть нуль, называется безкочечномалымъ, а» 
въ противоположность ему, количество, кощораго значете можетъ пре
взойти всякое данное, называется базкопетовеликгшъ: оно будет* и м е т ь 
пределом* положительную безпопешостъ ( -+- со ), если оно само поло
жительное, а отрицательную безконегностъ (— со ) , если оно отрица
тельное. 

regarde ces deux parties comme ne faisant q\ine seule et même branche de l'Analyse 
algébrique. En effet, il n'est pas de théorème sur les nombres qui ne soit relatif à le 
résolution d'une ou de plusieurs équations indéterminées. 
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Всякое количество, которое не есть безконечномалое или безконечпо
вел икое, называется конечнылгъ, 

§ 9 » Пусть г и /* ( г ) будутъ безконечномалыя количества; предЬлъ 

отношения ^ 7 можетъ б ы т ь количество или безконечномалое, или ко-

печное, или безхюнечновеликое. Если оно безконечномалое при п < а, а 
безконечновеликое при п > о; т о говоряшъ, ч т о f ( i ) есть безкопечпо-
лгалое количество порядка а. основатя i. Такъ напр. г" есть количество 1 

г" • • . 
безконечномалое порядка а; ибо отношете ~ •===. 2*«-я безконечномало при 

и < я , а безконечновелико п р н п > й ; посему n-ая степень безкопечнома-
лаго количества есть безконечномалое количество п-го порядка относи
тельно своего корня, Изъ даннаго определения безконечномалыхъ коли
чествъ выводимъ следующая заключсшя: 

. - /(i) 
А) При п=а, отношете ——, имеешь пред*ломъ вообще какое-либо 

i a 

количество к, которое можетъ б ы т ь также о или оо; посему будешь 

и выражеше кг* можетъ служишь общимъ видомъ безконечномалыхъ 
количествъ. 

2 ) П у с т ь к будешь количество конечное. Полагая последовательно 
а—о, i, 5, , получимъ рядъ количествъ 

7ъ) Т^-^з ¥Z1> у 5 ***** ? 
который с у т ь безконечномалыя о-го, -1-го, 2-го, 3-го,.., . порядковъ 
основания* L Отсюда т а к ж е видимъ, ч т о конечное количество, можно счи
тать безконечнолшлылт порядка о. 

3) Для а = . — \ , — 2 , - 3 , ,—п получимъ рядъ количествъ 

к к- ж ж 

безконечновеликихъ; следовательно безконечномалое количество отрица
тельного порядка—п, есть не что иное какъ безконечновеликое количество 
положительного порядка я . 

Ч). П у с т ь гг будетъ безконечномалое количество порядка I, разумея подъ 
I число целое положительное; тогда зна^еше корня 

% 
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будетъ безконечномалое; и очевидно, ч т о отношеше 
j _ 

ймветъ предвломъ 
о, к, ^ oö ,' 

смотря потому будетъ ли 

посему къ" е с т ь безконечномалое количество дробнаго порядка Ш' Если ? 
iL ^ 

отрицательное , т о къ есть безконечновеликое количество порядка — -„% 

% i O - В о т ъ еще нъкоторыя свойства безконечномалыхъ, необходимыя 
для насъ вцоелвдствш. 

4) Везконетомялое количество цтьлаго положителънаго порядка п, т. е* 
вида 

лиьняетъ свой знакъ съ перемпното знака количества х, когда п есть не-
четное число', а сохраняете знакъ количества к, когда п четное. Ибо въ 
первомъ случаъ степень гп мъняетъ свой знакъ ВМЪСПТБ съ i, а во втором* 
остается положительною, какой оы ни быль знакъ количества ъ. 

2) Сумма нтьсколькихъ безконечполшлых'Ъ количествъ 
.» ,.п »... и , К ! , к i , , 

гдть п', п ' н е лгепъше п, есть безкопечиолщлое количество порядка п. 
Ибо предЬлъ о т н о ш с т я 

к1п+кЫ-\-т4'ьь'+... , „ „ 
-, =fitft-sA.K

:in -s+K la -s_, ,. 
is 

при s < п обращается въ нуль; а при s > п, въ безконечность. 
3) Лолинолгъ 

.71 % .Til .TW 
a i -4-ш -bei 

расположенный по возрастающими степенями i, для весьлш лтлыхъ зна* 
четй i илтетй знакъ первого члена a i Ä , Представивши э т о т * полйножь 
ъ% видь 

а 



видно, чшо чаешь, заключенная въ скобках* съ уменьшетемъ i, прибли
жается къ единиц*; а посему предел* всего полинома будетъ шХ 

Когда п=о, тогда знакъ нашего полинома для безконечиомалаго г, оди
наков* съ знакомь а. Такъ напр. въ полином* ' 

4 ) Полином* 

a P + b i r a + c i n % , 

расположенный по возрастающими степенялж i, для в ' нечетиаго и для 
весьма лтлыхь зиачетй i, будетъ то больше, то лтшие своего первого 
члена ,* слютря потольу, будутъ ли знаки количеств Ъ и i одипакге или 

разные. .Это видно изъ шого, ч т о по сказанному вьные, знакъ полинома 

èin'*cïn""i-..,.. 

для вееьма малаго г, одинаков* съ знаком* произведешь или Ы, 
5) Если въ полиномтъ 

агч-bi +C1 + „ . . . , 

расположенном^ по возрастающилгъ степенями i, показатель п есть 
число четное ; то для весьма малаго i , значенг'е всего полииолт будетъ 
больше перваго члена ai", когда b положительное, а лгеныие , когда Ъ 
отрицательное. Ибо для весьма малаго i, по сказанному въ член* 3), 
знакъ количества 

одинаков* съ знакомь Ып, а посему и съ знакомь Ъ,. 
Положивъ n=ov выводим* следующее заключение, 

6) Если въ полинолиь 

a*bi n '+ci w ' '+.„... 

расположеинолгъ по тзрасташцилт степенялгъ i, показатель в* есть 
шело четное; то изъ встьаж значешй этого помтолиг, еоотвттствуюгциосъ 
еесъма лиглылм значетялгъ i, то, которое соотвгътствуетъ i=^o, т. е. 
а, будетъ наибольшее, когда b отрицательное, а наилтгыиее, когда h по
ложительное. 

% 11- Припомнив* , ч т о безконечновеликгя количества можно прини
м а т ь за безконечномалыя ошрицательных* порядковъ , можно вывести 
подобныя же теоремы и для безконечновеликихъ количеств*. Изъ т а 
ких* теорем* замечательна следующая; 



42 

Когда въ полиполт 
(43) а 0 х м * а z x ? »- *+а а х» г~ 24-........а,« - ix*a 7 W 

ЭЙЭИ«Я«# х довольно большое значете, знаке этого полинома будетъ одина-
I.' 1 

повъ съ зпаколт перваго члена. Чшобъ доказать э т о , положим* х=-—, 
а 

означая чрезъ а количество'безконечномалое; тогда данный полиномъ при
м е т * вид* 

а0 , а а ат~\ m-i ат "К —{+—-а-*-—а2ч- а — a j . . . 
ат ав а0 а0 аа 

Множитель въ скобках* для безконечиомалаго а, т . е. для безконечио» 
велика го х, весьма мало отличается о т ъ единицы ; посему можно вы* 
брать всегда т а к о е а, или такое х, чшобъ э т о т ъ множитель былъ по
ложительный ; следовательно , чтобъ знакъ всего произведения был* 

аа 

одинаковъ съ знакомь другаго множителя ~-=а0хм , ш. е. съ знаком* 
CS 

яерваго члена даннаго полинома. 
Когда m четное, тогда как* для положительнаго, т а к ъ и для отрица-

тельнаго х, знакъ " г

г^=.аахт, следовательно и знакъ всего полинома(43) 
а 

будетъ одинаковъ съ а0, А когда m нечетное, тогда для х отрицатель-
наго знакъ полинома, будешь прошивень знаку коеФФищепта а0. Посему 
значение полинома будетъ (—оо)для х=-—эо , когда m нечетное, и аа по
ложительное количество. 

f>-'î5b» Если Функция f(x) для каждаго частнаго значешя переменнаго 
sc, средняго между двумя пределами а и о, получаешь одно определенное 
аначеше; т о приписавъ х-су значенхе какое-либо изъ средних* между а 
ш Ъ, и давши потомъ ему безконечномалое приращеше Да?, разность 

/ (дч-Да?)--f(x) 
всегда бывает* безконечномалая для безконечиомалаго Ах, Въ таком* 

елучаь говорятъ, ч т о фупнщя î (х) гтпрерывна относительно х лтжЪу 
двумя предгълалт au Ь. 

Когда э т и пределы безконечноблизки къ частному значенпо х, тогда 
говорятъ, ч т о f (х) есть непрерывная функщя х , въ сопредельности 
частнаго значвтя, взятаго для этого пврелтннаго. 

Если Функцха F (х) перестаешь б ы т ь непрерывною въ сопредельности 
частнаго значешя х, тогда называют* ее прерывною, и говорят* , ч т о 
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для частнаго значешя переменнаго х, функцш / (х) имеет* разрыва не
прерывности (sölation de continuité). 

Очевидно, ч т о Функщя 

когда m целое положительное число непрерывна между пределами — «о 
и -ч-эе , и непрерывна т а к ж е въ сопредельности всякаго часшнаго зна
чения х, взятаго между этими пределами. Но Функцш 

а а а а 
~х' 1хР* х—а ' {x—ajn 

между пгЬми же пределами имеют* разрывъ непрерывности : нервыя 
две при х=о , а вторыя при х=^а. Пришомъ для каждаго изъ этихъ 
частныхъ значешй , оне получаюшъ два значешя: + а о и —оо ; смотря 
потому, было ли прежде 

я>или < о и а, 
§ 13- Пусть Ф у н к щ я f ( х, у, z,,.. ) нескольких* переменных* 

х, у, г,.... непрерывна относительно каждаго из* них* , въ сопредель
ности ихъ Частныхъ значешй X, у , Z,....,*, тогда, давши последним* 
безконечномалыя пркрагцешя 

Ах, Ay, As, , 
каждая из* разностей 

/ (Х+Ах, у , Z,..:.)-f (X, j r t z,....) . 
f (X+Ax, y+Ay, Z,...,)—f (X+Ax, У, 2,...,) 
f ( X-hAx,. У-i-Ay, Z+Az,..:.)—f {X-hAx y+&y &....) 

будетъ безконечномалая; посему и сумма ихъ 
/ (Х*Ах, у*Ау, 2 + Д * , . . . . ) - / (X, у , Z...„„) 

также безконечномалая; следовательно съ приближением* переменныхъ 
х, y,z.....,, къ посшояннымъ количесшвамъх, у, s,.. . . . , Функщя f(x, y,s,.„) 
будетъ приближаться къ f (X, Y, Z..,.p Ничто не препятствуешь до
пустишь, чшо переменныя х, у, s,..,., связаны известными условиями, 
или, ч т о каждое изъ нихъ есть Ф у н к щ я новаго независимаго * перемен
наго t. Въ последнем* случае f (х, у, z,.,.), будешь непрерывна относи
тельно переменнаго t, въ сопредельности частнаго его значения. Таким ь 
образом* целая функщя 

aaxm*axx™-i4-a 2x™~2-b.„s*-am-i x+ave 

непрерывна для всякаго действпшельиаго значешя х; потому ч т о она 
непрерывна относительно каждаго члена, а каждый членъ непрерывен* 
относительно х. То же должно сказать о всякой целой Ф у н к ц ш 
J (хх ,х^ ,....а?м) нескольких* переменных* хх, х% },*..хп. Если каждое та* пе-
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ремЪнныхъ xt, хх, хп, есть целая рацюнальная Ф у н к щ я новаго неза-
висимаго переменнаго ?, т о f (хг, х г,.......Хш) будетъ т а к ж е целая ра
цюнальная Ф у н к щ я количества t \ а посему она неперерывна относитель
но 1} между пределами— со и + се. 

Дробная рацюнальная Функщя вида (3) превращается въ + оо для 
значешй хг, х^.....х^, уничтожагощихъ знаменатель ¥ , т . е. для кор
ней уравнешя F~o. 

§ t4-. Пусть будетъ y—fÇx) Ф у н к щ я одного переменнаго х. Приписавъ 
последнему частное значеше, и изменивъ его безконечномалымъ количе
ством* Ах , Ф у н к щ я f (х) , если она непрерывна въ сопредельности 
частнаго значешя х, изменится т а к ж е какимъ-либо безконечномалымъ 

.. Ay ' fix* Ах) — f (х) 
количесшвомъ Ay. Отношете — — г—-—— — съ уменьшетемъ 

Ах , Ах v 

безконечномалыхъ количествъ Ах и Ау, будетъ приближаться »къ одному 
определенному положительному пределу. Эгаошъ пределъ изменяется съ 
изменетемъ часдшаго зна^ен^я х? и зависитъ 01дъ вида данной Функцш 

fix); посему онъ называется производною функцшю , и изображается 
обыкновенно чрезъ fix) или у. 

Займемся изыс.кашемъ производныхъ Функщй о т ъ Ф у н к ц ш алгебра
ическихъ. 

А) Для fz=f(x)=:xm, где еешь целое положительное число, отношете 
безконечномалыхъ приращешй будетъ 

Ay__f(x*Ax)-~f(x)_^(x+Ax)m—хт _;_(х+Ах)г/г—х»» 

Ах Ах Ах (х+Ах)—х 

совершивъ делеше въ. последнем* выражении, находимъ 

Ау 

^•==1х*-_АхУп-**-х{х+Аху>г-2*х* {x^-Axp-b^,,.., ,хт-2(х+Ах)4-х™~Ц 

переходя къ пределамъ, получаем* 

пред. (-—)==га?»»—i*x™—*-ъхт— ~ *z=mx^- i • 
Ах' - * . 

И т а к * производная о т ь у«=хт, еешь 1 
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%) Им*я ys=A /(ас), гд* Л не зависишь о т ъ ас; давши последнему при
ращеше Ах, переменится только Дя?) на Дач-Аа?), о т ъ чего получимъ 

^ч-Д^ЛДая-Ая?),* 

вичшя изъ этого равенства предъидущее, будемъ и м е т ь . 

Д\-=А[(х+Дл?)—У( ж)] ; 
Ау 

раздЬливъ об* части на Ах, пред*лъ ошнотешя будетъ равенъ по-

ешоянному ^ , помноженному на пределъ отношения — ~ ' т - °* 

на /\х); следственно у'=А f{x). 
По этой причине, производная о т ъ y=z=ax™, будетъ \'=пгахт~*. 
3) Производная о т ъ у=/(ж)+А, гд* посшоянное, будетъ 

( [f(x+Ax)-hA}—\/(х\ъА\ ) ' • '/ fix* Ах) — fix) \ 

Отсюда видим®, что постоянный членъ, придаваемый пъ данной функцш, 
исчезаете въ производной. 

Посему для у=/(х)=х±а, производная будешь y'^=f'(x)=A. 

V) Воздгемъ сумму н*сколькихъ Ф у н к ц ш : ф (х), tp (ас), £ (д?)л... Озна-
чивъ ее чрезъ у=/ (ж), имеемъ 

y=f (ж) = ф (х) ч- ^ (я) ч- С (х) 

Давши а: прнращете Дж, каждая изъ слагаемыхъ Функцгп получишь себе 
соответственное; посему будешь 

/ (х 4- Ал?) = ф (ж ч- Дж) ч- (ж ч- Ддг) + £ (ж 4- Дя?) -к . . . , . 

В ы ч т я изъ этого выраженгя предъидущее, найдемъ приращеше Дг. 
кошорое будешь 

разд*ливъ его на приращеше Ах, и перейдя потомъ къ пред*ламъ, получили» 

или $X*)+,£VV+£'(,R/*' Откуда видно, ч т о производная отъ еул1~ 
мы нгьскольттхъ фуищщ, есть сумма производных® опт каждой слагаемой. 
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Посему для 

YR= а а д?'»4-й ! Х Т ~ * 4-я 2 а™- г 4-я з Х Т ~ 3 4- +ffm-1 Х+А™, 

производная будетъ 
(45) У = А В Т Х Т - * * А Х { Т — \ ) Х 1 П ~ ^ А % * { Т — Щ Х ™ - * * - H A M - I . 

5) Пусть дано произведете д в у х ъ Ф у н к ц ш : У = . Ф { Х ) , ф (а?). Давши ко
личеству Х приращеше А Х , Ф у н к ц ш У, Ф { Х ) , ф (д?)получашъ соотвещствен-
иыя имъ приращешя АУ, А ^ Ф (а?),] Д [ф ( ж ) ] ; о т ъ чего будемъ имъшь 

Г + А У = ( Ф ( Х ) + А [ Ф ( Х ) ] \ (<#а?>ДДО(а?)]); 

или 

У + А У = Ф [ Х ) . $ ( Х ) + ^ ) А 1 ф ( Х ) 1 ^ Х Щ 
в ы ч т я изъ этого уравнешя п р е д ъ и д у щ е е У — Ф ( Х ) . ф ! Х ) ; разделив* потом* 
обе ч а с т и полученнаго уравнешя на Дя?, и перейдя къ пределу, найдемъ 

/ А У \ , • (ф(Х)А{Ф(Х)]\ '. (Ф[Х)А[ф(Х)]\ 
W [ £ - - п р е д . ^ - ^ ^ ^ п р е д Д Ш ^ . ^ ) 

Но какъ ф (Х) и Ф (д?) не заключаюпгь приращешя Да?, т о онъ о т ъ 
приближения послъдняго къ нулю не изменяются ; посему 

пред. f ф FX). А № . ( Х ) ] \ = < Ь (Х). Ф' (Х.) и 

пред. j Ф (д?). , А № ) 1 | ~ Ф (*)..^' (д?). 

Д[ф(д?)1 • 
Отношете съ уменьшением* Да? приолижается къ конечному 

пределу ф' (а?) , и множится , на безконечномалое количество А[ЧР (а?) ], 
имеющее пределом* нуль; посему 

пред, (А [ Ф (*) ]• А (ф (я?) ] 
( Ад? ( 

и производная о т ъ У ~ Ф (Х). Ф (Х) будетъ 

(46) ф (д?).ф'(а?)4-ф (д?).^'(а?) 

Подобным* образом* найдется производная отъу==ф (#). ЧР (дг). £ (а?). По
ложив* ф (я?). Ç (а?)= F (а?)» по доказанному, производная ошъ У = ф(д?). F(a?) 
б у д е т ъ / 5 = ф (д?). F (а?)4-F (д?). Ф'(а?), где F'=^)4'(a?)4.^(a?).^'(Ä?). По. 
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сему: у ' = Ф (Х) Ф (ж). £ (л )+ф (а?).' (а?). 5 И - £ 0*0 • 

Пусть вообще будетъ 

у = я . г/. p. w s. t, 

гд* z, и, f, a>,...,s,t суть Функцш х. Положивъ F(x)=u. i>.ff>.,..S. t, про
изводная о т ъ -у б у д е т ъ 

/=*\ F\x)=z',M. v. te....s. *=*. F{x); 

HO 
F'(x)= u'. v. w....s. t.* п. произв. (y w....s. t), 

произв. Q>. W....S. г~)= p'. Ш > . произв. (W S . T), и т . д., 
наконецъ 

произв. ( S . I ) - = S . T-I-T'. S . 

Вставляя каждое изъ этихъ вырагкенш въ предъидущее, найдемъ5 
' ( 4 7 ) y'=z'. U. V. W....S. t+Z. и'. С. W....S. t.^rZ. и, р ' . W....S. t*...-

, <¥Z, U. V. W...J. tJrZ. и. V. W....S. t', 
т . е. производная отъ произведетя m функцш состоишь изъ суммы 
членовъ, изъ которыхъ каждый есть произведете производной одной изЪ m 
функцш на есть прогъл. 
Для примъра найдемъ производную о т ъ 

y=z f(x)— (х—at) (х—а2) (х—as)....(x—am-i) (х—апг), 

где ах, а 2 , а 3 , . . . а 7 » с у т ь количес1пва постоянный. Производная о т ъ 
каждаго множителя есть единица , о т ъ чего искомая производная 
будетъ: 

f » г ) (x—as)(x—aA) (x—am-i) (x—am) 
I 4- {x—as) (x—a,J.„...(x—am.i) (x—am) 

(Щ \ +(07—0«) (x—as) {x—a,j (x—am^i)(x—am) 
* 

I + ( » — а , ) ( ж — а я ) ( х ^ а 3 ) {x—am_v){x—am-i). 

§ ÎS« Такъ какъ производная функщя f(x) еешь Ф у н к щ я х, т о 
она въ свою очередь можетъ иметь с в о ю производную, которая въ ощ-
ношенш къ данной Функцш / (а?) называется второю производного или про-
изводною втораго порядка. ПОСЛЕДНЯЯ можетъ т а к ж е б ы т ь Ф у н к щ е ю х; 
следовательно т а к ж е можетъ иметь производную, которая называется 
третьего производною и т . д. Такимъ образомъ будемъ и м е т ь рядъ функцш, 
изъ которыхъ каждая есть производная предъидущей; щ.ъ означают» т а к ъ : 

3 
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У, У » У -7"*, или 
J\x), fix), f\x) f™(x); 

ЗДЪСЬУ==/(#)означаетъ производную Ф у н к щ ю ,у=У(ж)производную ошъ/'(а;), 
ИЛИ производную втораго порядка о т ъ fix); y'"-=f'\x), производную пер-
ваго порядка о т ъ J Xх) и л и производную втораго порядка о т ъ f'(x), а 
т . Д.; наконецъ ym^fm==(x) есть производная перваго порядка опгь 

.̂(OT-I)-—fm-i(x), производная втораго порядка ошъ у<-т-^=Ят-^(х), 
производная т р е т ь я г о порядка о т ъ у(т-ъ)=/т—ъ(х), производная четвер-
т а г о порядка о т ъ fm~\x), наконецъ она есть производная порядка m 
опгь данной Функщй y==f(x). 

Составлете э тихъ Ф у н к щ й весьма легко: каждая изъ нихъ составляется 
йзъ предъидущей, какъ f\x) составлена изъ fix), 

Такъ напр. для 

y=zf(x)=a 0 xm*a i хт~й*а 2 ж т о ~ 2ч-а s хт - 3 - к -Wm - 2 ^ 2 *ат - ix+ctm, 

по уравнешямъ (43), (4U), производная перваго порядка о т ъ этой ФУНКЦШ 

Получится ,когда помножилгъ каждый %ленъ на соответствующей ельу по
казатель при х , уменьшила этоть показатель единицею, и унштожимъ 
постоянный ъленъ; посему 

y'=f(x)—аатхт~1*аtim—i)хт~2ч-яа(да—Щхш~ъ-нгS{m—S)xm 

+а»г-5.3.я;*+аГ»»-.2.2магч-о я,_1, 
йзъ у по т о м у же правилу составится вторая производная 

У'z=f'(&)•=: а0т(т— \)х™-'**ах(т—\ ){т—2>™-5+aa(/n—2)(™-~3)ж^-4 
•*-as{m—3)(т—Ч)хт~^ •*.а 7 И_з.3.2а>Н7, 7 Г_2 .2, 

по т о м у же правилу найдутся производныя. 

y'"-=f"(x)~a0m(m—i)(m—Щх™-ъ*аг ( т — 4 )(т—2)(т—3)л**-* 
ч-а г(»г—2)(*г—3) ( m—К)х™-ь+а 5 ( т — 3 ) (яг—)}) («г—5)я™-б + ч-а„»_з.3 Л 

и т . д. 
yin)—fK Л ) ( ж ) _ _ 0 о т»(/и—4 ). . . . {т—вч- 4 )х™-»+ах (от—4)....(от—7г)а:»-»-* 

-кг г(т—2)....(т—и—1)л?»»-л-9ч"....+га(гг—4)....3.2.я„,_ в-м, 
поелъуппя производныя будутъ 

•ГС»»-^=А-з(л7)=о 07л(»г—4)....5.4*7 S4-a I(w— 4 ) ( т — 2 ) . . . . У я ! 

4-а 2(т—2)...3.2лч-(?и—3)...3.2.а э 

j ( « - S ) = / « - 2 ( à ? ) = : a 0 m ( m — 4). . .Л.Зл>нг 1 (т— 4)(т-^-2)....3.2 
^л*-1>=А*-1(л-)=«„К™— 4)....3.2жч-й 1(т— 4)(т—2)....3.2 

j r H = = % ) = e o m ( m - j ) „ . . 3 . 2 . 1 
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д?—a t д:—cta # — a 3 a?—a m 

Ч т о б ы получишь вшорую производную J"(x), должно поступать съ каж-
дымъ членомъ ./'(#) шакъ, какъ мы поступали c%f(x) для получешя./^дг); 
ш. е. должно взять сумму производныхъ о т ъ каждаго изъ членовъ : 
J\x)° f(x) f(x) Дх) а . 

— i - i - — i -, — " Э т и производныя будут* 
х—ах х—№в X—am~i х—ат 

(Ах) ) Ах) . Ах) лх) 
произв. I — \- 4- , — Ч 4 - . . , . 4«; h ; 

х—а/ [х—аг\х—as) (х—яДд?—as) (х—ах)(х—ат) 
(f(x) ) f(x) ^ f(x) Ах) 

произв. I )=— - ; ZT-—:—; «f— «»4-- Ч ^Х—а/ (х—а,Хх-—ах) (х— а Д д : — a J (х—и^Х—ат> 

(Ах), Ах) • f(x) Лх) 
произв. i = -.4» \ - -4" . . .4 i 

Kx—asj (#_»,)(.#— аг) (x—a^x—aj {х—аъ\х^-ат) 
и т . д. 

произв. '{MX* ^ f№ + Л& 
{x—amj (х—атХх—ах) (x—am)(x—as) {х—а^—ат-^ 

сумма их* сосшавитъ f"(x). Ясно, чшо знаменатели ВСЕХ* членов* этой 
суммы сушь всв возможный переложешя изъ.да множителей 

( 2 4 ) х—ал, х—а^, х—ай.....х—аш, 

по 2 ; посему каждый членъ будетъ иметь себе равный. Соединив* равные 
члены въ одинъ, знаменатели неравных* членовъ будут* всевозможный 
сочешашя изъ m множителей, (24) по % о т ъ чего т&шъ 

3* 

Предложим* себе еще найти производныя различных* порядков* о т » 
Ф у н к щ й 

flx)=(x--at) (#—<*,) (х—а$) (x—atl_),...(x—am)., 

Ея производная перваго порядка найдена въ § см. ур> (48) , и оче
видно, ч т о первый членъ Ф у н к ц ш F ' ( X ) есть не ч т о иное, как* частное 
Лх) „ Ах) 
„ .'. второй членъ есть частное — • и т . д., такихъ членовъ 
x—at

 r X—ах 

f(x) 
m, и послъдшй будетъ ; посему имъемъ 

х—ат fix) f(x) f(x) f(x) 
( 2 0 ) / ' ( # ) = - ^ - 4 - W 4- 4- — 4 -
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ч-
(а;—-а Xх—Om-r$X-~ а,ЛЛ— <*»»—IX#—aw)-i 

s, ч ( Ах) А*) А*) 
^ 1 ' {(X—ajix—а3) Çx—a^Xx—aJ (X—a^x—chn) 

Ах) А*) . Ал) 
*(x—aj(x—as) (х—а^х-га^) "" (x—az)(x—am) 

Ах) Ах) fix) 
Ц« - - - J f — г- -J«»».»»J. i i 

(х—as)(x—АА) (x—as)(x—A5) (x—a^x—a^) 
A * ) } 4* и га. д. 4> , гт >f {x—am^){x—am)\ 

или ь 

(22) J"(x)—i. Щ(х--а5)(х—аь)----(х^ат)+(х—аа)(х—аь),..,(х—ат) . 
+ ( # — a 2 ) ( # — а

5 ) - — « w ' - i )•*'••••('«,)(#—a t)....(#—aT O) 
+ »,Х*—» 3)..-(a:—й д а_1)+и гл. д . + ( # — o e ) . . . ( a ? — o j » _ i ) . 

Изъ послъдняго уравнешя видно, чшо ^—- еешь сумма ВСБХЪ различных* 

произведенш изъ ги множителей (24) по M — 2 , и изъ mec-pin сочетанш извъ-
т(т—4)(т—2\..ЛЛ mim—V) 

с т н о , ч т о число этихъ произведения е с т ь —^—— ^ ^ -=:=- ^ 

Производная т р е т ь я г о порядка У"(д?)будетъ сумма производных* о т ъ каж
даго члена второй производной f'(x)\ но каждый членъ Функцш f'{x), будучи 
последовательно разделен* на множители (21), невходяпце въего знамена
тель , произведет* m—2членовъ; посему число членовъ m>f'\x) будетъ m—2 
взятое столько разъ, сколькоУ^имветъ неравных* членовъ,т,е. э т о число 

Т ( Т — Д Т С Т — Щ Т - г - Ё ) \ 
будетъ m—2. —^—=—=-—-— • Каждый изъ членовь J (х), въ-

числе прочих*, будет* иметь два члена себе равных* , отличающихся 
только порядком* множителей знаменателя , и по соединенга э т и х ъ 
равныхъ членовъ. будемъ иметь 

R U ^ i 2 3 1 ^ + , f ( X ) + 
V 7 ( ( ж - И . ^ - й Д ж - А , ) KX~aiXx—a,Xx~-ak) 

_ J | f r L _ - • / ( * } ^ • _ _ 
A,X?—*.X^—AW) 0*-**Х*—»«X*--»*/ A»X«— A»X#— «»> 
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или 
(23) f'\£)^4.%3.{(x—alt)(œ~aJ...(œ~um-iXx—am) 

•¥{$•— as)(x -й 5 ) . „ . (л ; - ада )+ . . . .+ (ж-» 1 ) (лг -й а ) , . , (л ; -в» 1 ) 
f —а,)(#—а а)...(л?—chn-s) }* 

F"'(x) 
И шакъ - есть сумма всъхъ различных* произведении: изъ M множи

телей (24), взягаыхъ по M — 3 , и число эшихъ членовъ будетъ 
т ( т — 4 ) ( w - 2 ) . 5 . Л - _ J N ( M — 1) (773—2) 
. 4.2.3 . . . . (ш—3) 4 . 2 . 3 

ия Функцш j - ^ - i , Замътивъ законъ составлешя Функцш J { S ) , JFJ-> 1 2 5 * легко заклю-

. . F " ( S ) * 
ч и т ь , ч т о Функщя - ± 2 5 оудетъ сумма частныхъ, о т ъ разделеншЛ #) 
последовательно на все различныя произведетя , составленный изъ M 
множителей (24), взяшыхъ по п; посему она будешъ сумма всехъ разлнч
ныхъ произведешй изъ т?г множителей (24) по M — п , и число членовъ въ 
ней будетъ 

т[т— 4 ) . . ,{гь¥ 4) т{т— 4)... (т—п-ь 4) 
4. 2-й. (т—п) 4. 2 . З.~.гс 

Следовательно 
m —в 

(25) f (л) 
4 . 2 . . . ( т - 2 ) ~ ( * - " » ) * « х Х * — « 0 + » ' + 0 ~ 

а„)( л?— а 3 )+„ .+(#— a 2)(x—a^)+...+(a;—»?»-,)( ж—о?»), 

iwf яг—4) 
где вторая часть содержишь • членов*. 

Равнымъ бразомъ находимъ 

m — г (26) F ( А ) _ . . . 

где вторая чаешь имеешь m членовъ. 
Наконецъ, взявши производную э т о й Ф у н к щ й , получаемъ 
fn{x) ' 

или 

= 4 - И - И - к . . - И = / 7 ? , 

(27) 4.2..3....(т—4);» 
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.Условимся означать чрезъ С П ( « , Ь , с,.—.) сумму всех* различных* 
произведешй, составленных* из* букв* А , Ъ, с . . . по щ тогда выраже-
шя , выведенный для производных* различного порядка F{oc), могут* 
б ы т ь изображаемы т а к ъ : 

!

/ ( Х ) ~ С Т ( Х < — а г , Ж ' — А Л , Х — a s , . . . , . a > — А Т ) . 
/ (лг)= A .C O T_i (Х—а Х, Х — А Т ) 
F " ( X ) Z = . \ 3 . C m - 2 , { X — A Z , . . . . . X — a w ) и т . д. 
/™-2(аг)=Н.2.., .(т— 4)ö а ( Х — A T , . . . . . Х — А Т ) 
F ™ ~ \ ( X ) R = \ . % M — \ ) С Х { Х — а , . . . . . . Х — А Т ) 
/ Т { Х ) = ^ h Л . . . , . Т С А { Х — А , Х — А „ ^ . 

§ 1 в . П у с т ь будетъ Ф у н к щ я / ( ж ) , непрерывная въ сопредельности 
частнаго значешя Х = Х 0 . Дадим* последнему положительное приращеше 
А Х , тогда / ( ж 0 ) переменится въ F ( X 0 * A X ) . Здесь могутъ в с т р е т и т ь с я 
два случая: А ) ч т о F [ X ^ A X ) > F ( X ^ ) , т . е. съ возрасшатем* перемен
наго Х , Функща / ( Х ) т а к ж е возрастаетъ ; 2) чшо F ( X 0 + A X ) < F ( X 0 ) , 
ш . е. съ возрасташемъ Х , Функщя F I X ^ ) уменьшается. Въ первом* слу
чае разность 

F ( X 0 * A X ) — / ( X 0 ) 

будетъ положительная, а во втором* отрицательная . Найдем* призна
ки, отличающее э т и два случая. 

Так* какъ F ( X A ) е сть предел* отношения 

F ( X 0 + A X ) — ( X A ) , 
А Х 

Т О можно положить 

F { X 0 * A X } — F { X 6 ) 

А Х 
где Е е сть количество положительное или отрицательное , и можетъ 
б ы т ь взято т а к ъ малым*, ч т о б * знак* количества /(а? 0)ц.£ был* оди
наков* съ з н а к о м * / ( Х 0 ) . Отсюда видно, чшо для безконечиомалаго С 
или для безконечиомалаго А Х , знакъ отношешя 

F { X 0 ^ A X ) — F { X A ) 
А Х 

одинаков* с* знаком* производной / ( Х 0 ) . Посему : А) ежели F ( X 0 ) ПОЛО-
жительная, т о знаки приращенШ 
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одинаковы; следовательно, когда х0 увеличится положительнымъ при-
ращешямъ Ах, тогда f{x0) т а к ж е увеличится положительнымъ при* 
ращешемъ f(x04-Ax)—-f(xa); 2) если же f'(x}) отрицательная , т о для 
положительнаго Ах разность f(x0*Ax)—f(x0) Должна б ы т ь отри
цательною, т . е. съ увеличением* х0 безконечномалымъ количествомъ 
Ах, Ф у н к щ я У( ха ) уменьшится безконечномалымъ количеством* 

f(x0*-Ax)—f{x0). 
. § Vt, Когда Функщя f(x) непрерывна относительно х между преде

лами Х=Х„ и , х = Х (разумея х0<Х), тогда съ возрасташемъ х, начиная 
о т ъ х0 до X, она можетъ либо непрерывно возрастать , либо непре
рывно уменьшаться , смотря п о т о м у , будешъ ли производная J (х) для 
вевхъ значешй х среднихъ между х0 и X, положительная или отри
цательная. Но Ф у н к щ я f(x), возрастая съ возрасташемъ х, можетъ пе
р е с т а т ь возрастать для некотораго частнаго значешя х~а средняго 
между ха и X, после чего она сшанетъ уменьшаться : э т о значеше 

f(x), соотвешетвующее х-=а, будешъ более всехъ смежныхъ значешй , 
какъ для х<а, гаакъ и для х>а, и называется maximum. Для значешй х 
безконечяоблизкихъ к ъ а, при х<а производная j (х) будешъ положитель
ная , а при х >а—отрицательная ; след. при переходе х изъ состояния 
< а въ cocmoHBie >а, f'(x) переходит* изъ положительнаго состояния въ 
отрицательное, и потому она должна при х=а сделаться со либо о. 
Когда же съ возрасташемъ х, Ф у н к щ я f(x) уменьшается до ж = й , после 
чего сшанетъ увеличиваться ; тогда значеше f(x) меньше всехъ смеж
ныхъ, какъ для х< а, шакъ и для х>а , и называется minimum*.. Здесь 
для значешй х безконечноблизкихъ к* я , производная f\x) при х<а 
отрицательная, а для х > а положительная; посему f'(a) должна б ы т ь 
либо оо, либо о. И т а к ъ въ обоих* случаяхъ, будетъ ли fia) maximum 
или minimum, значеше производной /'(а) будешъ либо оо, либо о . 

Обратное заключение не имеет* м е с т а , потому чшо f'(x), обращаясь 
въ оо или о для х—а, можетъ и м е т ь одинъ т о т * же знакъ, какъ для 
х<а, т а к ъ и для о>я; шогда f'{a) сама еешь miximum или minimum, 
a f(x) въ сопредельности х—а, либо непрерывно возрастает*, либо не
прерывно уменьшается. 

§ 18. Пусть, . f(х) и F (х) будут* две функцш , уничтожающаяся при 
х~а, и остаюпцяся непрерывными между пределами x=sa и х, —о, a F'(x)co-
хранаешъ свой знак* для ВСЕХ* значешй х среднихъ между а и Ь; т о г д а 
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отношеше э т и х ъ Ф у н к щ й будетъ заключаться между наибольшим* 
( ) : / ( * ) 

и наименъшимъ значешемъ ошяошешя их* производных* 
Означив* наибольшее значеше этого отношешя чрезъ А, а наименьшее 

чрезъ В, будемъ и м е т ь неравенства 

t f (х) D / (х) ^ 
-F'îx) b'(x) 

Так* какъ F'(x) и м е е т * одинъ и т о ш ъ же знакъ для всякаго значешя х 
средняго между а и Ъ, шо помноживъ предъидупця выражешя на F'(x), 
разности A. F'(x)—f{x), В. F'(x)—-f(x) будутъ и м е т ь прошивные 
знаки для всех* значешй х, среднихъ между а и Ъ. Но э т и выражетя 
С у т ь производныя ошъ 

A. F{x)—f[x), В. F{£)—f(x)\ 

а какъ производныя и м е ю т * прошивные знаки, т о изъ (§ 46) следует*, 
ч т о одно изъ последних* выраженш с* непрерывным* возрасташемъ х 
ошъ х=а до х=Ъ будетъ увеличиваться, а второе уменьшаться. Но 
т а к ъ какъ они оба уничтожаются при х=а, шо очевидно, ч т о 
A. F(x)—-f{x) и В. F{x)—f{x) при всъхъ значетяхъ х, начиная о т ъ х=а 
до х=Ъ будутъ и м е т ь противные знаки; следовательно A. F(b)—fQ>) 
и В. F(6)-—f(p) будут* с* противными знаками. Разделив* э т и выра
жения на F(b), знаки разностей А-~"Сщ и шакже будут* про

ст A f(b} -

гаивны. Ясно, ч т о А — £ щ н е может* бышь отрицательною; ибо шог-

да '-щх>Л>А, и разность JJ—-щ^ т а к ж е отрицательная, ч т о б ы т ь не 
f ггл 

можетъ? Равным* образомъ В— —— не можетъ б ы т ь положительною; 
Щ) ' 

ибо шогда АуВу-щ^\\А—-щ^ будет* т а к ж е положительная, ч т о т а к ж е 

не возможно. Следовательно разность А—•——• должна б ы т ь положительНОЙ) 

н о ю . а отрицательною; посему А>-^-п В<~-/~ т . е. 
Hô) F{b) F(J>) 



содержится между A VI В . Отсюда выводим* следующая замечательНО) 
ныя уравнешя : 

4 >•) Положив* LC=ZA*H, будемъ иметь : 

Такъ какъ f'(x) и - f ' ^ ) п о положенно непрерывны для всех* значенш 
7, • А (Х) . 

# среднихъ между я и 6 , шо отношете —-, переходя ошъ л до В , 
F (X) 

необходимо проидешъ чрезъ значеше равное ————; соответствующее 

значение х, среднее между а и й=я+А можно изобразить чрезъ я+фА, 
где ф есть количество, содержащееся между о и i ; посему имеем*: 

/(дч-А) ./'(«гч-фА) _ 
( } F(a+h)—>'(а+фАГ* 

2.) Если и—2 производныхъ ошъ J^a:) и i ^ r ) : 

, /*- ' (*) 

T<"(x),F'"(x), . . . . . . l P - » ^ ) 

и м е ю т * т о же свойство, чшо и j ? ' ^ ^ > ш - е« остаются непре

рывными между т е м и же пределами х, и уничтожаются при л?=я; 

притом* Ф у н к ц ш второй строки и f\x) шакже сохраняют* свои знаки 

для всех* значенш х среднихъ между а и Ъ\ шогда сказанное об* 

\fix) f'(x)l 
lF(x) F'(x)\ м о ж в о приложить и къ Функщямъ: 

(/' (x),f"(x)) if'Xx),f'(x L ÇF<*-*Kx),S*(*)L 
[Fix), F"(x)j' LF"(x),F"'(x)\ H OT' 1&п-^(х),1Г(х)У 

посему будемъ иметь 

f{a*.h)^f<(a^h) У" (д+ф7*)_/'" ( д ^ Л ) ^ ^ ( ^ / Д (Д4^ С *Г ' 3 А) У 
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-тдЬ Ф, Ф\ Ф", Ф'" ,.......ф^*~*}ф ^ " ' ^ заключаются между о a -f, и удовлешво-
ряюпгь условно 

ф > ф ' > ф " > ф ' " > „ ф С « ~ » - » \ 

Сравнивъ дв* крашпя дроби, зшеемъ: 

/{а*Ь)_/п(а+ф<П~х:>71)__/а(а+0/1) 

3) Ежели ншшгй пред*лъ а будешъ нуль, шо уравнешя (28) н (29) 
обратятся въ елвдуюхщя : 

J (А) У'(ФЮ S (W 
T{h)~~~'F{$h) F!

Khy'Fn\eji) 

Положивъ въ первомъ изъ нихъ F(x)=x, будемъ иметь : #(А)=А> 
Р ' ( ф А ) = 1 , и 

<30) . / (A)=Ä.f (0A> 

А положив* во вгаарояъ F(x)—Xn, будешъ иР г а(л;)-=д,.,..3.2.4 и 

<3I> ^ = 7 j f e r ™ -
Возмезгь я производных* о т ъ f[x\ и всшавимъ въ яихъ дч-А вместо-

х, шогда. получимъ рядъ выражении : 

Дгс-ьА), f'(x-i-h), ftr(x*-h),.,..fn(xJi-h), 

изъ которых* каждое еешь Ф у н к щ я количества А, непрерывная въ со» 
предельности Ь-=о. Разность f(x+h)—f(x) есть т а к а я же Ф у н к щ я А, и 
уничтожается при А=о; посему она имеешь шо же свойство, какъ nf(Ji) 
въ уравненш (30), Замешивъ, ч т о производная о т ъ J\x+h)—zf\х), взятая 
относительно /* есщь,/'(ди-А)> по уравнение (30) находим* : 

(32) f(x+/i)—f(x)=zh. f{x+Oh). 

Сделав* здесь ф=о} равенство нарушится, и положивъ 

f(x+h)~f(x:)—h. f'(x)=Z, 

функщя Z количества h и ея производная 

Z'~f\x*h)-f(x) 
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«относительно h и м е ю т * свойстпо уничтожаться при А = о , а производ
ная вшораго порядка Z будетъ Z"=f'\x-i-7i); следовательно Поуравненцо 
(31) можно положить 

,f(x+7i)—f(x)-h. У(дг)=-^1. Д"(х+ф%). 
4 . 2 

Сдвлавъ во второй части ф'=о, и положив* 

4. 2 

э т а Функщя /г и ея производныя 

Ъ'~Г{хЩ-Г{х)-Л^\Х) 

U"=f"(x+fi)—f'(x) 

относительно К уничтожаются при А = о , а производная 3-го порядка 
будетъ 1/"'=/"'(д;4-А); ошъ чего по ур. (34) выходишъ 

f(x+7ï)—f(x)—A. f%x^~f\x)^=^~ -/'"{х+ф'Ъ). 

Разсмошревъ ходъ э т и х ъ суждений, понятно будетъ уравнеше 

< з з ) / ( * . а ь ^ 

котораго первая часть- и ея га—4 производных* и м е ю т * свойство уни
ч т о ж а т ь с я при А—о. 

Положив* въ этомъ уравненш Х—О, имеем*: 

Перенеся въ каждом* нз* уравненш (33) и (ЗЯ) члены съ — въ правую 
чаешь, и вставив* во второе х вместо А, получимъ две строки: 

(35) 4 » А ) = Д * ) + А . S ^ J ^ R W + J — - ^ > ) + . . ч _ | ! _ / » ( « в л ) 

(36) А ^ О ) ^ О } ^ П О ^ ^ . . . * ^ ^ ( Щ . 
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Первая строка называется Тейлоровой, а вторая Маклореневой. 
Положивъ въ ур. (35) f[pç)—xmvLmz=n, выводимъ изввстную Нюто» 

нову биномио: 

К ' \ А . % А . 2. 3. 

m(m— 4)(лг—2) « д И , _ в 

А . -л : А А . 2 . 3 

А д л я ^ а ^ ^ ^ ж ^ - к ^ а ; 7 " - 1 ^ ^ ^ ^ при га=ш, замвгпивъ^ 

чшо / 7 " ( a r ) = 1 . 2 . t . v . . /тг. a 0 = f m ( x * E H ) = f M ( E H ) , уравнетя (35) и (36) 
о б р а т я т с я въ слъдующ!я : 

. hj.,. . А 2 ,., А3 

7 7 » — I 

+аах 
яг—i 

,т—,х 

-¥m.aQxr 
4-(пг—А)а1х' 
4-(ттг—Ща̂ ос 

ч-2 ат__.лх 

4 . 2 . . ( 7 « — А) 

А-Ьти ( ттг— 1 )а 0 " 

4 ) ( т — 2 > , а/" - 3 

-ь(т?г—2)(т—3)я0 хт ~> 

7Л» 3 

4-

A"+...4-ma ea: А " 1 - 1 

7 " 

(38) J ^ / [ o ; * — 



ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

Объ общемъ вщть поеффгщгентпово и корней уравнетя гислен-
, наго, м о гислп корней. 

§ 19. Уравнеше 

( l ) f{x)=a0xm+axxm-r +аахт ~г-к, .+ат _х х+ат—о 

называется тсленнылт, когда его коеффищешпы а0, ах,,.. ат с у т ь чи
сленный выражения, П о с м о т р 1 ш ъ , какой видъ имъютъ э т и численныя 
выражешя и результат* дейсшвгя, надъ ними производимаго для полу-
чешя иеизввсшнаго х. 

Известный количества, входящая въ вопросъ, изъ котораго получилось 
уравнешеУ^я?) =о, суть действительный числа, а коеФФИщеншы а0,ах,... 
а д а , результаты какихъ-либо действш, производимыми, надъ этими чи
слами; поэтому, для оиредвлешя вида коеФФищентовъ аа, ах,...ат, должно 
определить общш видъ результата всякаго дъйствгя. Мы въ состоянга 
здесь э т о сделать т о л ь к о для алгебраическихъ действш. 

g 2 0 . Известно, ч т о первыя четыре основныя действия, т . е. мо
жете, въгшттшз'ултоженге иЪтьлете, будучи производимы надъ действи
тельными числами, въ результате всегда даготъ действительное число, 
положительное или отрицательное, а потому, когда А, хх, ж 2 ) . . . хп бу
д у т ъ означать дейсшвительныя числа, тогда резулынатъ сложнаго дей
ствия вида 

И ; 7 » s 7?*_ m 
ЛХХ * Xg . Xj . . . . Xfi 

будетъ та кже действительное число (разумея зд*сь показатели тг, 
таз.,. тп действишельными, целыми и положительными); следователь-' 
но сумма такихъ членовъ или результатъ целой рац'юлальной Ф у н к ц ш 
чиселъ xxi х„,„. ж д будетъ действительное число. 

Такъ какъ дробная рацюнальная Функщя есть частное двухъ целыхъ 
функщй (§ з) , т о результат* действия, которое она изображает^ 
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будетъ частное двухъ дъйствительныхъ чиселъ; следовательно э т о т ъ 
результашъ будетъ также действительное число, 

g %\. Пусть требуется совершить дейспние 
m 

(2) Vr, 

где m е сть число цьлое, первоначальное и положительное, а г действи
тельное положительное или отрицательное число. Если m не равно 2 , 
т о оно всегда будетъ нечетное; въ такомъ случае дейсшв1е (2) имеешь 
по крайней мере одинъ действительный р е з у л ь т а т ъ . Результатъ дЬи. 
сппня (2) будетъ т а к ж е действительный, когда т—2 и г иоложитель-
льное число. Но если т отрицательное, тогда ньпьъ такого дьйствитель-
наго числа, котораго бы квадрагаъ былъ отрицательный; следователь-
ное дейсндае 

где 5* е с т ь число положительное, не возможно. Последнему выраякенпо 
даюшъ обыкновенно видъ 

(З) ъ\У—±,, 

где Ъ есть действительное положительное или отрицательное число. Э т о 
выражеше, называемое мтгаымъ, показывает* несообразность вопроса; 
но можетъ б ы т ь введено въ вычислеше какъ количество, и ш£мъ до
ставляешь, какъ увидимъ впоследсшвт, большую пользу Анализу. 

§ %%. Разсмошримъ резулъгаатъ радикальной Ф у н к ц ш 

перваго порядка относительно я? г , ж г , . . . ссп. 
Если между показателяэш П 1 3 га3)... П Ш н е т ъ числа 2, т о каждое изъ 

действш 

имеетъ по крайней мере по одному действительному результату; поэто
му Р будешъ рацюнальная Функщя действительных* чисель, и по § 19, 
имеетъ действительное значеше. То же самое будетъ, когда некоторые 
изъ показателей П Т , равны 2 , и соответствующая имъ подко. 
ренныя. количества P I , p a > . . . положительный. Но если Р содержишь 
радикалы вида V'—èa=zlV_—1, шо, означивъ ихъ чрезъ 5aV—if 
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bj/—Л у/—4, а чрезъ a , , as,,...a7fl^ действвдпельныя значешя про-
чихъ радикалов*, р будешъ рацюнальная Функщя выражений: х х ) а? 3 , . . . . 
хп* 1>У——4,....5дУ—i, о , , а%....ат__^. ОпредЬлимъ простейпий 
видь результата j / въ эшомъ случав. 

А). Во-первыхъ мнимое выражеше можетъ соединяться съ действи
тельным*, положительнымъ или ошрицательнымъ числомъ знакомь + 
или —, тогда резульшатъ предсшавляехпся въ несократимомъ видъ: 

(Ц). а * Ъ У—4, 

гд* а и Ъ означаютъ дейсшвигаельныя положительный или отрицателъ-
ныя числа. 

Если мнимое выражеше h'V—4 соединяется знакомь 4- или —- съ мни» 
мымъ же выражетемъ Ъ'V—\, шогда сумма b'V—\ 4. b"V—А и раз
ность Ъ' V—1—Ъ" V—4 приводятся къ виду: 

(Ь'±Ь")У— 4. 

Посему сумму НЕСКОЛЬКИХ* выражеиш вида 

.(a'+S' V—A) 4. (а'4-öV—1) 4- (a"4-5"V— 4) 4-.... (aC^+oŒV— 4) 
и разность 

(а'4./У \Л_4)_(а''*&" \Л-4) 
можно заменить следующими выражениями: 

(а'4«а''4««'''4-....аФ) 4- (Ь'*-Ъ"*Ъ'''*,,,,¥*)), S/—A. 

(а—а") 4- (ô'_5")^-4, 
который также принадлежать виду- (И). 

2) Произведете мнимаго выражешяАУ—\—V—5* на действительное а 
есть не чгло иное, какъ 

V—b*. Va*= V—йай»-= V—(aby—ab. V—A. 
Произведете мнимаго выраягетя Ь V—4 на мнимое же Ь' V—А будетъ 

^~A'3=ï/(—4)./32. j / (_4J . ô'3=j/(— 4)*£* ô'2=—4. b.b'zz~-bV„ 
Следовательно произведете 

(a'+ÄV—1 ).(a"4-5'V—-4} 
есть т о ж е , чшо -

OVWW—44-^V—4—if. 
но э т о выражеше, по выше сказанноагу заменяется сдедующимъг 

(a'a-'—W') 4. (аЪ'+а'Ъ") V—4. 
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Степень 
(6 V — I ) M , 

где m е сть целое число, принимаешь видъ 

Ъ"\ (у—\)т. 

Возвышая последовательно V въ степени 4, 2, 3, Я- и т . д. находимъ: 

(У—*)* = ( У — 4 ] 2 = — 4 , (V—4) s = — V—4, г= + 4 , 
(V*—\)&=-У—4,.... и т . д. 

Означивъ чрезъ г какое нибудь целое положительное число, изъ послед
них^ выраженш видно, чшо 

ç /_4 )«=[ iy— 4 у-у=(.иу==-И 
(у—-4)b^4~I=(v'—4 )Н v ' — 4 = + / — 4 
( v ' — 4 ) и + 2 = = ( У 4 ) t i + * ï . У — 4 = 4 
(V—4)i»+3=(V'—4)4*~h2.v'—-4==—V—4,' 

следовательно (V—4)"* будешъ одно изъ выраженш: 

•И, 4-/— 4 г — 4, 

смотря потому, какой изъ видовъ: 

Щ tti+i, 4г"+-2, Ы+Ъ, 

имеетъ показатель т. 
Отсюда заключаем*, ч т о степень (Ь V—4)w"=5 n*.(V—Kf 1, б у д е т * 

одно изъ выраженш: 

и имеетъ действительное значеше, когда m е сть число четное. 
Разложивъ по Нютоновой строке выражеше (я -й /—4) ? " , имеемъ въ след

ствие выше сказаннаго: 

4 , 2 4, 2. 3 

m ( m ^ 4 ) ( m - 2 ) ( / 7 z - 3 ) т ( / п - 1 ) . . . / т - Я г + 4 ) 
* 4, 2 . 3 . Я- * 6 4. 2 . . . M 

•fr r — о 1лГ- ^ Я " 4 ^ « . Н - * ^ - ! —Ц _ _ V v*" 2^ 4 ' 1""* 
4. 2....0te + 4) 4. 2.,..(№г + 8) 
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ч- и 
mfm—i) Ъ* т(т—А)(т—2Ym—3) V" , 

пр.] t/ 4 = < М 4 > — —— -- * — + и пр.] 

ж , m т(т—А)(т—2) Ь* 
+ еГ.Ъ Ь i i— J— 4-....И пр. . La Л. 2. 3 а3 r J 

.Отсюда видно, ч т о результанта, дейеппяя (a4-2s/—•J)'* приводится къ 
.виду (»). 

3) Такъ какъ дгьленге имеетъ целью: по данному произееденгю од
ному множителю найти "другой множитель ; то выводимъ следую пця 
заключешя: 

а) Частное ошъ раздвлетя мнимаго выражения Ъ V—А на дъйствшпель-
Ъ Ъ \ 

ное у есть не чшо иное, какъ— V—А; потому чшо произведете |—* </— A j"/, 

по сказанному предъ этимъ еешь т о же, ч т о 

Г У А # 
Б) Частное (йУ—•-!): ( / У У - И ) ^ - ^ — - будетъ-;-,; ибо 

О V—4 О 

. « a%5'V—А 
с) Означимъ частное — чрезъ x^-yV—1, шогда будетъ 

(а'ц-йУ—А ) = у .(x+yV— A )?=xy*yyV—А; 
откуда . 

(a'+£ V— A)-—(xy*jyV—A)=zQ 
U M 

{а'-^х^ЦЪ'—yy). V—A = о . 

^ Щ Т - А ) * ^ ^ 
1. 2....0(г + 3) . v J ' 

огпдъливъ действительную чаешь ошъ мнимой, получаемъ 

(a*W-\R={*™ ^ ^ - ^ ^ - ^ ^ " ^ - ^ ^ - ^ ^ У - ^ ^ и пр."] 
L . А . 2 \ , 2. 3 . ». 1 J 

г *» „ ТИП-— IX»»—2) „. , т , »<»*—l"Ym—2Ym—3)(т—Я-) 
L А . 2. 3 4. 2. 3. П . 5 
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отсюда вдгЬемъ 

и 

а Ь' 

a'-i-o' V— 1 а ^ 
У У У 

л „ а 4-5' V—4 , . 
а) Наконецъ пусть z=x*yv—1, тогда 

a'-bb'V -,—4 

a V ö V — 4=(x4-jV—4)(a''4-5'V— 4)—{xa"—jb")*{xb''*ya")V—\; 

посему 

(а — яа" —-фЬ"—ya").V—4=о, 

и подобно предъидущему, имъемъ два уравнешя: 

а—ха"*уЪ"=:о, Ъ'—xb"—уа"=:о, 

по разрвшенги которыхъ- относительно ж и j , получимъ 
a'ä'-hb'ö" а" 5'—ab" 

следовательно 

я— ~- г— = : 
a"*+b,:" й''24-б"* I 

a'+bW—4 аа"+Ъ-Ъ" a"b'—a'b" 
•*~тг. ^rr—-V—4 

Изъ всего сказаннаго въ этомъ §, видно, ч т о результаты яервыхъ 
т р е х ъ основныхъ действш, производимыхъ надъ мнимыми выраженшми 
вида a+LV—4, сушь выражешя такого же вида. Когда эши результаты 
действительные, тогда /5=0, а когда они вида (3), тогда а=о. И т а к ъ 
значеше ирращональной Функцш j>' перваго порядка относительно дей-
сшвительныхъ чис«лъ хху аг ? , . . . а?даили ращональной Функцш выраженш: 

л?« xa,-rx.&„,5xV—4,<52V—4, 6)V-~ij*x,a3, , 

есть выражеше вида 04-0V—4, где а и b с у т ь дейсшвителъныя числа, 
и могушъ б ы т ь равны о и -fr- оо . 

§ %% Въ иррацюнальной Ф у н к щ я втораго порядка § 3 ур. (5) значешя 

(*) Шо въ пронщввомъ случай выходило йы, «нпо дьйсшвителыюе количество, а'—х у 
равняется мнимому выражешю— {b*^-y.y),V— *,чшо невозможно. 

Возможность этого равенства требуешь, ч т о б ъ 

а—ху=х> и Ь'—jy=z-o (»); 
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Функцш 
n « Tim* 

Vpx, Vp,t....ypZt p \ , p \ , p' .p'm 

имеютъ вообще видъ a+bV—4; посему значеше р" будешъ результатъ 
рацгоналънаго д-ьйсппяя: 4) надъ двйствительннши числами, 2) надъ 
мнимыми выражениями вида -А и 3) надъ выражениями вида 
m • 

|/ач-ßl/ — А, где m еешь число первоначальное. Если бы последнее вы» 
ражеше само приводилось къ виду a-\-bV—4, тогда р" была бы раци
ональная Функщя только действительныхъ количествъ и выраженЩ 
вида a+bV—4^; посему результатъ ея, въ елъдеппяе сказаннаго въ § 24, 
былъ бы также вида a-i-bV—А. 

я г _ 

. § 23 . Прежде нежели докажемъ, ч т о 1/ a+ßV—А имеешь видъ 
a+bV—\j сделаемъ некоторыя необходимый для насъ замвчашя о 
выражетяхъ вида a+bV—А. 

А) Мнимыя выражения 

a*bV—А, а—bV—А, 

отличающаяся только знакомь при V—4, называются сопряженными, 

2) Произведете двухъ сопряженныхъ выраженш : 

(a+bV—\)la—lV— 4) 

есть действительное положительное количество 
а* + й*. 

Значевге будетъ всегда действительное, и будучи взято сь 
знакомь -j-, называется л%оЪулелъъ выражений; а-ь5У—-4, а—W-*-i. 

3) Положивъ 

(Й

Г+/ЗУ—A)(a"+b"V— A)—A+BV—A, 

по доказанному въ § 24 , имеемъ : 

А=а'а"—Ъ'Ъ" 

В=а"Б%а'Ь"; 

посему будетъ 

УА^В'с=)/(а'а^Ь'еуф''5'^'ёу 
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=l/ä *a" 5 + 5 ' *Ъ" ' +o" 2 b' *~ta 2 5 " * 

=l/(a'*+b'*) («"»+«"•)= Ï / ( s ' ' + 5 ' 2 ) L/e"S+RaT 
отсюда, видимъ, чшо произведения двухъ мнилтхъ выраженш 
вида (») есть произведете модулей каждаго множителя. 

Изъ этого вышекаюшъ слъдстшяя : а) Модуль произведетя какого ни
будь числа лгножитежй есть произведете люду лей каждаго множителя. 
Ь) Модуль степени п мнимаго выражетя есть стеАенъ п модуля этого 
выраженья. 

Ц) Мы уже видъли ( § 2 4 замЬч. (*)); ч т о мнимое выражеше вида 
a^-bV—it тогда только можетъ б ы т ь нулемъ, когда « = о и <5=о; но 
въ этомъ случав модуль У а5+52, будешъ т а к ж е нулемъ; и т а к ъ , лти-
мое выражете вида (Н) тогда только люжетъ быть нулемъ, когда его 
люду ль будетъ нуль. • ' 

Обратно: когда людулъ мнимаго выражетя a+bv'—4 есть нуль, тог
да салю выражете a+bV—4 должно бытпъ нулемъ. Вь самом* деле, ч т о б ы 
удовлетворишь равенству 

Уа*+5г=о, 
должно положить 

а а -+ 5* = о, 
для этого необходимо, ч т о б ы 

а—о, И Б=о, 
или чтобы 

a-\-W—А—о. 

Э т о ведетъ къ следующим* заключениям* : 
a) Произведете нтьсколькихъ выраженш вида a^-bV—4 будетъ нулем», 

когда одинъ изъ его лъножителец есть нуль. Въ самомъ дълъ, чшобъ произ
ведете было нулемъ, его модуль долженъ б ы т ь нулемъ; но эгаотъ модуль 
е с т ь произведете модулей каждаго изъ множителей;- посему одинъ изъ 
э т и х ъ модулей долженъ б ы т ь нулемъ; следовательно мнимое выражете , 
ему соответствующее, должно б ы т ь т а к ж е нулемъ. 

b) Модуль какой-либо степени лтилгаго выражения ei+hV—4 будетъ 
пулел1Ъ, когда корень его пуль. И обратно. 

5) Модуль сул1мы или разности $вухъ выраженш вида (Ч-), лгенгье 
сулШы людулей каждаго слагаемого, а• болтъе ихъ разности- Э т о дока-
ж е т с я следующим* образомъ: 

П у с т ь Г и г будутъ модули выраженш: 

a'+$V—4 И a"+&V— 4, 
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а Л модуль ихъ суммы; т о будетъ 

R'=^'s*b's*a''^5''^aW'*b'ö')—rs*r'^da^b'b'')> 

и 
( r + O W V ! ± 2 r / = r 4 r ' s + 2 l / ( a 4 f ) ( / ; + R S ) ; 

но 

и 
2(aV'H-5'/5")=2Ï/(a'a+#ffy==&l/a'* а" *+b'25" »ч-2а a W ; 

притомъ 
аЧ"^а"1Ь''>2аа"Ь'Ь"; 

ибо 
« ' 2 A" s-f-o" 2 5 ' *—%aa"b'b"={db"—db' ) 2 >о; 

посему 

и 
(г—/ 2)<Л 2<(тчУ 2 j 2 , 

или 
Г—Г'<Л<7Ч-7*'. 

Ежели 
Д=4/(а'—5")' i5") 2 , 

шо 
Л 2 = г < Ч - г ' 2 — 2 ( a V + 3 T ) ; 

посему опять 
(г—7 / ) , <R e <(r4-r ' )% 

или 
(г—/)<Я<(/-+г). 

6) Всякое действительное количество заключается въ выраженш 
вида Ö H - Z V — 4 , какъ частный случай, а именно: когда коеффищеншъ Ъ 
при V—4 будетъ нулемъ ; посему модуль дъйствительнаго. количества 
а будешъ количество а, взятое независимо ошъ знака. 

§ %ЧС. Докажемъ, теперь ч т о дъйспняе та 
Va-TßV— 4, 

где m положительное первоначальное число, имеешь покрайней эдврв 
одинъ результат* вида a+bV—4. 

Положив* 
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иди 
( 5 ) SMT=a+ß</~I, 
доказательство наше приводится къ т о м у , ч т о б ы у з н а т ь , суще
с т в у е т * - л и для z значение вида (Ч), удовлетворяющее уравнешю (5). 

Здесь m можетъ б ы т ь четное или нечетное. 
К) Въ первом* случав т=%. Положивъ шогда 

z=x+yV—4, 

если эшо предположение справедливо, шо х и у должны имвтъ .двйст-
вишельныя значешя, и мнимое уравнеше 

или 

•х"1 —,г 3 +%a?yV— 4—o+jS V—. 4 

даешъ два действительных*: 

х*-~у* =а и 2XJB=ß. 

Исключив* изъ них*, сперва у, а потомъ х, получимъ два уравнешя: 

«я?—ад 2—-==о, 

которыя, будучи разрешены относительно х% ц у3, даютъ: 

- — и j'===~ 2 " ' 2 

Так* какъ квадраты я?4 и у 2 должны б ы т ь количества положишель-

ныя, шо в* найденных* для них* выражешяхъ корень Уa*+ß* должно 
в з я т ь съ знаком* 4-, о т ъ чего получим* для х и у действительны я 
знадентя: 

* Н а ™ " Г J " 
±—а+1/ aQ+ß 

и искомое значеше г будетъ 

( 6 ) [а4-|/а24.33.2У• f—а+Уа'+ß* h/_А 

\ 2 / V 2 / 
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2) Если тп не — 2, шо оно нечешное. Когда въ -уравненш 

zm=a+ßV— А 
m 

количество ß будешъ нулемъ, шогда Zr=J/ а, и им1етъ действительное 
значеше. Но когда а = о , тогда 

zm=ßV—i, 

и положивъ г = г У — А , имеем* 

+ / V - i=ß.V—1 (*); 
«» 

отсюда ± / о т = ß или г ' д а = ± j3, и z'=\/±ß=±V'ß. Следовательно s. 
имеетъ действительное значеше, и предподожеше z~zW—1 справедливо. 

Наконецъ пусть а и ß имвютъ значешя отличныя ошъ нуля. По
ложивъ z==x*yV—А, и разложивъ (х<ьу V—4) "* по Нютоновой строке 
(§ 24, -1), разность 

{x+yV — \)m-{a*ßV— А) 
будетъ вида 

F{x,r)=<P{x,y)*${x,y) У—i, 

где Ф(х,у),'ф(х,у) означаютъ целыя, рацюнальныя ФУНКЦШ количествъ 
X и у. 

Пусть будетг«£=гJ/a»+/3% -G-J /^ .^ л _ Г ф ( ^ ) ] * +[т/>(л?,г)]г; 

давши х а у часшныя значешя х=]/а и у—о, находимъ 

F{x,y)=a~ (a+ßV—4)=— j V — 1 , 
и 

ф ( ^ ) = = о , ^ , / ] = = ~ - j 3 \ / ~ -I ; 

посему 

R*=ß* и 

(7) Ä 8 < « 2 * | 3 % Л < 9 Г . 

Такъ какъ ф(д?,/) и ч£(д:,у) о с т а ю т с я непрерывными для всякнхъ д-Ьй-
сшвишельныхъ значенш х и у, т о Я% следовательно и В , съ иепрерыв-
нымъ изменетемъ х и ^-, будутъ т а к ж е изменяться непрерывно; въ 
пррдолжеши э т о ю измвненш модуль Д необходимо долженъ достигать 

(*) Первая чаешь будетъ еь-Нми—, смощря по тому, будешь ля M вида или 
4вч-3. (Смотр. § 21.) 
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« » //г 4—£, Г , S 2 , . . . . . r O T _ x £ , 

будут* соошв*тсгавевно модули выраженш: 

н та сдедсптае (§ 23 , 5}, количество 0 не можетъ превосходить сумму 

4 — г + г , а 8 - к , . -нг д а _,£*\ 

покрайней мерь однажды наименьшаго сосглотмя. Легко доказать, ч т о 
э т о minimum значенге R есть нуль. 

Изъ неравенства (7) следуешь, ч т о оно меньше ST. Очевидно, ч т о оно 
не можетъ соотвешешвовать еледующимъ значетямъ хну. 

я:—о, у=о 
я> у — оо 
у, ОС 
х— оо, у= оо; 

ибо вь первом* случав, т . е . когда х-=о и j = o , будетъ Jl=L/a 2-î-^ 2=. ЕН; 
a въ прочих* Д = оо? потому чшо г = оо и Л >А 7 ? г . 

П у с т ь х н у с о о т в е т с т в у ю т * наименьшему модулю, и для сокращения 
изобразим* чрезъ с выражеше jr-ï-jV—1, а чрезъ С результатъ с™—{a+ßs/— А). 
Переменив* с на е<*-«, разумея подъ и выражете вида (Ч), получимъ; 

2 

Положивъ ж————т" £> означая чрезъ с действительное безконечно-
тс 

малое количество- Внеся э т о значенге к въразложеше (8), сдвлавъ С об
щим* вшожишелемъ, и изобразив* чрезъ У г , f^....fm—x коеФФИщеншы 
при степенях* «*, £ 3 , £ ш , будемъ и м е т ь 

( р + » Г — 4 ) = с ( < — £ - i / ï £
s - f - / a £ 3 + - . . + / m _ ï £

O T ) . 

Пусть Л в будегаъ модуль выражетя С, а б модуль множителя заклю-
ченвато въ скобках*, шо Rx модуль выражетя (8) будетъ : 

Л,=Л„ Е. 
Изобразив!* чрезъ гх, г г , . . . . гт—1} соответственно модули выраженш 

fE, f .... , /да_ ж ; тогда количества 



M 

Здесь с разумеется положительным*, о т ъ чего по (§ I O , Ц), значеше 
этого полинома будетъ меньше 4 для безконечнаго е; по этому 0 < 4 и 
( Л 1 = Л о 0 ) < й о , но это не возможно, потому чшо Д 0 , какъ мы положили, 
есть наименънни модуль. 

И т а к ъ нельзя положить , ч т о minimum значеше модуля R больше 
нуля, а какъ оно не можетъ б ы т ь и меньше, т . е. б ы т ь отрицатель
ным*, т о оно равно нулю. Соответствующая значешя л? и у, даюшъ 

F(x,y)z=(x+jV— f£L (a+j3.V— 4 )=о 

ИЛИ 
?» 

лч-уу/—-4 T = y (a+j3 V—4). 

Следовательно дьйспгае ~]/a*-ß.V—4 имеетъ по крайней мере одинъ 
результатъ вида a+ZV—4. 

§ 2 6 . Теперь ясно , ч т о въ выраженш р", ирранДональнон ФУНКЦШ 

втораго порядка, каждый изъ радикаловъ: 

п х п й П m г 

Ур'г, Ур\ь Ур'тл 

будетъ иметь видъ a+W—4; посему р" будетъ рацюнальная ФУНКЩЯ 

только выраженш вида a+W— 4, и по § 24, значеше ея должно б ы т ь 
т а к ж е вида a+W—4. 

Въ иррациональную Ф у н к щ ю 3-го порядка входят* радикалы , со
ДЕРЖАНИЕ подъ V ФУНКЦШ 2-го порядка; а какъ последшя имеют* видъ 

m 

0-4_5^/—4, шо все радикалы будут* вида У a+ß.V<—4. Но въ следеппме 
предъид^тцаго §, такхе радикалы имеютъ видъ a+W— 1 ; посему р" 
будешъ хэацюнальная ФУНКЩЯ выраженш вида a+W-—4, и сама будетъ 
такого же вида. 

Продолжая э т и суждетя далее, заключаем*, ч т о v, иррац тональная 
Функщя действительныхъ количеств* zcIjcs,...~..xn порядка jw, имеет* 
видъ a+bV—4. 

Отсюда следувщъ, чшо коеФФИщенты aoiax, ат, когда они результа
т ы действш, заключащихся въ действш (7) § 3 , как* частные случаи, 
имеют* вообще видь a+W—4, въ котором* для действительных* ко-
еФФищентовъ, должно полагать Ъ—о, Э т о справедливо даже и в* т о м * 
случае, когда а0,ах, ...ат сушь корни алгебраических* уравненш , или 
результаты трансцендентных* действие Последшн случай здесь не 
зкожещ* входить въ рчзсмотрЬте, 

6 
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% 26« ^ ъ уравнения- (4 ) , когда его к о е Ф Ф и щ е н ш ы вида а+Ъ\/—\, коеФ-
Фицгенпгь перваго члена можно всегда с д е л а т ь единицею, Въсамомъ деле , 
положивь 

M -^=А, — = 5 . . . . . . . —I, ——К, 
W аи а0

 ао "о 

часшныя J, В,...1, К б у д у т ъ по {§ 24, 3) в ы р а ж е т я вида a+bV— 4. 
Изъ равеиетвъ (9) шгЬемъ: 

ах=:а0А, ая=~а0В, ат—r=ö50-^, ат—ааК ; 

шсезгу первая чаешь даннаго уравнешя п р и м е т ь видъ 

а0хт+а0 Ах"-1^ Вхт~*+ а01х+а0К 
или 

ае(хт+Ахт-'+Вх'п-^ .Гх+К). 

Чшобъ э т о произведете было нулемъ, одинъ изъ его множителей долженъ 
б ы т ь нулемъ; но т а к ъ какъ аа не е с т ь нуль (иоо шогда аах = - о и 
данное уравнеше, было б ы только степени m—4, а не т), т о 

хт+Ахт-х+Вх?п~3+ -к&+К==о. 

И т а к ъ уравнеше ( 4 ) , если его коеФФищеншы вида a*bV—А, заменяет
ся уравнеяймъ 

(10) . . хт+а1хт-*+агхт-*+....+ат^гХ+ат-=о, 

т&Ъ ах, а%.,,*.ат—ц<ат сушь т а к ж е в ы р а ж е т я вида. a+bV—4. 
§ 2Т. Докажемъ теперь, ч т о последнее основное действие, т . е. pt -

шенге уравнений вида (40), и м е е т ъ р е з у л ь т а т ъ вида а-л-ЬУ—1 (*). 

(*) Вскоре шел Б шого, какъ Тарталеа и Ферари нашдя способы р-Ьшать уравне-
ЕЖЯ 3-й а в-и степени, Геогиешры заметили, что корни шакихъ уравнетй одного ви
да «ъ корнями уравнетй 2-й бшепени: это подало яшъ поаодъ думать, что такого 
же вида должны быть корни уравнетй вевхъ вшешихъ сгаеиеней. Далажбертъ первый 
ЗЕПрщипуншпБ жъ рЕшен!Ю эшого вопроса; но его попытки были не совсьмъ удачны, 
Жадвя впоолЬдетвш Лаеракжъ нхь исправилъ, однакОжь онъ оставляють за со
бою большде недостатки. Ейлсръ и Фоппъеиек&й также занимались этимъ предме-
гаоиь, Наквюепъ Даерт&къ и Лаялась, пользуясь ихъ ошкрыгшямн, доказали, что 
первая заешь даннаго уравненш, не имеющего мннмыхъ коеФФИцЕенгяовъ, разлагрет-
ся аа дй&ствипнишые мпоясатели 1-й н 2 й степени, а какг корня поыЬдиихъ 
заключаются ж вид* a+W—t, к должны уцнчшожать первую заешь даннаго уравне-
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Н1*я: шо этан знаменитые Геометры заключили, что данное уравнеше имветъ корни 
вида A + W — L . Но доказательство КОГИИ, данное »sie въ EXERCICES DE MALÎIÊMATIQUES 
имеетъ преимущество, потому что оно непосредственно ведете къ цели, и отно
сится къ уравнению съ мнимыми коедопщентами, въ которомъ уравнеше се действи
тельными косффнщенптми заключается какъ частный случав, По этой причине я 
иредпочелъ доказательство КОИМ, 

6* 

Всгпавимъ въ уравнеше (40) вмЪсто х какое-либо выражете вида 
а + 5 \ / - - - 4 , которое изобразимъ чрезъ t+uV~— 4 ; шогда первая часть 
уравнешя (40) приметъ видъ 

f(l+uV—-4)=ф(£,и)-н/>( t ,11). V— 4, 

где ф(/,и) и ip(tyu) с у т ь цвлыя рацюнальныя двиствишельныя Функщй 
количествъ t, и, и по § 49 должны иметь д-ыютвительныя значешя. 
Ч т о б ы выражеше f (t-t-uV—4) было нулемъ, модуль его 

R=Viö{t,u)Y+[i>(t,u)]' 

долженъ б ы т ь нулемъ, а для этого по (§ 23Д) должно, чтобъ 

ф(т~,и)=о и ip[t,u)?=o. 

И т а к ъ нужно доказать, чшо для t -а и существуютъ т а ш я двйствн-
тельныя значешя, для которыхъ Функщй : 

Л , ф,и), i>(t,u) 

уничтожаются. 
Означимъ чрезъ г модуль выражетя t+uV—4, чрезъ ç I ? C 2 , . . .f„ 4_j f7„ 

модули коеФФИщентовъ ах, а2,...ат_г,ат, а чрезъ 9t модуль выражетя 

f(t+ziV— A)—{t+uV— 4)m—ax(t-i-uV—4)m+aa(t+uV—4)т-*+.,..+ат; 

тогда по § 23 нмвемъ: 

Л>г**_Э{ и X<?trm-*+l>Sn-*+.,.,+l>m_tr+îm-, 

следовательно 

(4 4) R>r™-çS»~^^*-....-çm„zr-tm. 

По § 44, для безконечновеликаго г, вторая чаешь этого неравенства 
будетъ иметь безконечновеликое значеше ; посему значеше ,Л будетъ 
т а к ж е безконечновеликое. Если все коеффищенты ах,а ,....ат, сле
довательно и ихъ модули çxi ç2, çm, юйюпга конечныя значешя; 



mo Фушщш: <p{t,u), ${t,u) и R, по § 43 , дам всЬхъ конечныхъ значенш 
t и и, будутъ имьть конечныя значения. По этому, изменяя t пи непре
рывно, модуль R будешь т а к ж е изменяться непрерывно, и ясно, ч т о , 
въ продолжения этого непрерывнаго измЪнешя, онъ долженъ достигать 
по крайней мъръ однажды наименьшаго с о с т о я т я . 

Пусть э т о наименьшее состояние модуля Л будетъ Л „ , а. 10 и ий, 
соотввтсшвуюпця е_му значешя количествъ t и и, и для сокращенгя 
означимъ чрезъ с выраженге x=t0-^uoV—4. Давши с действительное 
или мнимое приращеше к, и изобразивъ чрезъ Л г модуль, соотввтсшву-
гощш х—с-\чг, эшошъ новый модуль Rz не можешь б ы т ь меньше модуля 
Л„ ; по этому разность 

( 1 2 ) 

не можешь б ы т ь отрицательною. 
. Разложивъ f{c-+-n) но возрасшающимъ степенямъ /г (*), получимъ 

(13) / ( С + К ) = = / ( С ; ) Ч - / ' ( С ) . Я ; 4 - | / " ( С ) . « 2 + . . . + Й ; Й 

въ этомъ разложети /(с) не будешь нулемъ, если jR„ не равно нулю. 
Принявъ, ч т о Дс) и f'(c) неравны нулю, положивъ 

•/(с) 

означая чрезъ г действительное безконечномалое количество, внеся эшо 
значите к въ раздожеюе (43), и сдвлавъ f(c) общимъ множителемъ, имьемъ: 

(*) Такь какъ 

то разложивъ каягдый чледа, принимая въ соображение сказанное въ § 20, и располо-
живъ все по возвращаюппшъ сптепенямъ щ находит: 

+a 1 (m-r. ' i)c 7 "~ 2 

-}-a a (m-2)c^- s 

• • t • » 

7» 

к+т( m— \ )ст~ а 

m-1-я 

-иг _ -га 5 
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Пусть r l t r t i . . . r m ^ . x будутъ соответственно модули коеФФищеншовъ 
при степенахъ: 41 

а 0 модуль выражетя въ скобкахъ jj ; т о по § 23, должно б ы т ь 

( UJ-) 0<4—£+r 1£ 5-i-7- ) 5£ s-i-...Hh7 'w_ ie'" 

и 
Л 1 = Л 0 0 

или 

(45) Л , — Л 6 = Л о ( 0 - 4 ) . 

По (§ 40, 5), для весьма малаго £, вторая часть неравенства (4Н-) мень
ше 4; по э т о м у 0 т а к ж е меньше единицы и разность ( 4 5) ошрицат-зльныя, 
т . е. Rx < Л С , ч т о не можетъ б ы т ь , ибо по положенно Л 0

; е с т ь на
именьшей модуль. И шакъ нельзя допустишь, ч т о б ы Л„ не былъ нулемь. 

Пусть /'{с),/"{с),,,./п—х{с) равны нулю, т о щ а будешъ 

/ ( с + й } = / ( е ) + — 1 / * ( С ) . Я » + . _ 1 ~ / ' Ч - 1 ( в ) . к ^ - » + . . н * ж . 
V 4. 2 , , . . /г. w 4 .2. . . (n-И) w 

Положивъ 

»=£ |_4.2..ггДс)1г 
/»(с) 1 

по § 24-, К имеешь значеше вида &{a+HV—4). Внеся его въ разложение 
_f (сч-к),. и сделавъ f { P ) общимъ множишелемъ, яаходимъ: 

отсюда видно, ч т о косффищетпы прп стененяхй « получатся, когда вт. ФУНКЦШ 

; ' V 4. 2 4...(m—4) 
вегаавюга вместо а? мнимое выражение с. Здесь ничто не препятствуешь допустишь, 
ч т о въ Д с - н г ) первый членъ (с-+-к)"гнм£е1ть какой—либо iîoe**m*ieanre « в ; въшажлпь 
случае разложетс ( с + к ) получится m г, раздохешя (St) g il замъипвъ х чрез* «, а Й. 
чрезъ ». Посему формулы (5?) (58) § 17 справедливы а въ томе слуш:, ко1да х п k 
мвиыыя выражетя. 



Изобразивъ опять чрезъ г д , r ^ , , . . ^ , , модули коеФФИнДентовъ при 
степеняхъ г ,sni s,...s™, а чрезъ 0 модуль выражешя въ скобках* {}, 
штвемъ: 

(46) 0 < j — s n + r « £ 7 , 4 - I - * - . . . - b 7 - w t _ x e e 

и 

или 

Ä x — В Л = П 0 ( в - 4 ) . 

По ( § 40, 5 ) , для безконечномалаго г , вторая чаешь неравенства 
(46) меньше 4, о т ъ чего 0<4, и разность Rx—Л„опять отрицательная; 
но элю невозможно, потому ч т о R0 есшь наименьппй модуль. И т а к ъ 
нельзя положить Л 0 > о ; посему опять Л 0 = о . Значешя t=t0 и г*=и 0 , 
соотвътствуклцш Л 0 = о , д а ю т ъ (p{to\uo)—0, $[t0 ,и0 )-=о; следовательно 

nr. е. выражете £ о + и 0 \ / — 1 есть корень уравнешя J(x)—o. 
Изъ всего сказаннаго въ э той Главь следуетъ, ч т о результата вся-

наго алгебратеспаго Ъгьйствъяимтъетъ -видь a-i-bV—4, аь которожъ дей
ствительное знашае результата заключается кат частный слутй, а 
именно, погда Ъ=о, 

И т а к ъ , всякое алгебраическое ураенете илтетъ видь (40), и ртьшепгг 
его даетъ по покрайпей лпьрть одинъ результата'вида а-л-W—4, Этотъ 
результате будетъ действительный, когда Ъ=о, 

§ 28. РаздЬлимъ первую чаешь уравнешя 

f(#)^Sm-i-a0xm~*+afixm—* ~\~ат_гх+ат-=о 

на линейное выражете х—а, гд-Ь а ймъешъ >идъ a+W—4, частное 
будетъ полиномъ вида 

/ж(я)=:Е0 хг-*>Ъахг~г-ь-Ъ 2 # г - ч -йг_ 1 л?+5 в ; 

а. осташокъ будетъ количество независимое о т ъ œ. Изобразивъ э т о т ъ 
осташокъ чрезъ Л , и придавши его къ произведешю часшнаго / £ (л?) на 
дъ.шгоеля ж—а г получимъ равенство 



/ + Й г хш-1 н- +am _ , x+am~ (Ъ 0 хгл-Ъ t xr~14-..... Длс-^а)+А 

въ кошоромъ вторая часть должна б ы т ь тождественна съ первого ; но 
для этого должно, чтобъ 

m—r-\-\, \-=Ъа, ах-=Ъг—й0а, а а = 6 й — Ъ х а и т . д. 

отсюда имЪемъ: 

6 в = а 2ч-5 х а=а в + а t си-a s 

й,. = : « з ~\-Ъ га—а g + я а cu-ha х а3 н-a s 

и т . д. 
* « - i = * » - x - H i B » - . a + f f J B - » * * + + в д а 7 " - ' - ь а , Л - х 

и заключаем*: 4) О т » разд/ьлетя первой части опред. алгебр, уравнетя 
степени та, на линейное выражете х—а, въ частнолт полуттся цгьлая 
алгебрашескал функщя неизвтстнаго х степени т—\ съ коеффацгенталт 
вида а ч Ь / — А . Щ Коеффицгентъ перваго члена частнаго равепъ коеффн-
щенту перваго члена дгълилюго или едитщтъ. 3 ) Коеффицгентпъ каждаго 
клена хастнаго равеиъ коеффиг^енту члена того оке лтста въ дтълтлюльъ, 
сложеннолгу съ произведетелгъ прёдъадущаго коеффицЬеита частнаго ни а. 
Коеффищептъ п лтста въ частнолт полуттся, когда въ первой части 
даннаго уравнетя -еозмелт первые п членовъ, раздгьлилеь ихъ па х т "~"" ' 1 « 
х залтнилгъ а. Щ Остатокъ дгьлетя есть результатъ , уголутслтй 
отъ вставки а вмгьето х въ первую часть данного уравнетя. 

% 29. П у с т ь ttH-uxV—i б у д е т ъ корень уравнешя f{x)-~o. Раздели мъ 
f(x) на линейное выражеше х—(tx+ux У—i), по доказанному въ предъ-
идущемь §, остатокъ этого дълешя б у д е ш ъ f(tx-\-uxV—A). Но какъ 
f{tx+uxV—4)=о, шо f(x) на х—\tx-\-itxV—i) разделится безъ о с т а т к а . 
Частное этого дълешя , какъ мы уже сказали, должно б ы т ь целая ал
гебраическая Ф у п к щ а степени m- i относительно х; озиачивъ ее чрезъ 
ft{x), будемъ и м е т ь : 



Такъ какъ уравнеше j"L(x)=o одинакого вида съ уравнешемъ f{œ)—о, 
шо по § 27, оно должно и м е т ь п о крайней мере одинъ корень вида 
a-t-LV—4» Пусть э т о т ъ корень будетъ t^~\-uQV—4, тогда Функщя fjx) 
должна делиться безъ о с т а т к а на х—(ts-*-UrsV—4), и частное этого дъ* 
л е т я опять будешъ целая алгебраическая Функщя степени m—2. Изо» 
бразнвъ э т о частное чрезъ fJ^sc), имеемъ : 

f{x)-=^\x—{t^uxV~- * } ] . [ # — 4 ) ] . / E ( > ) . 

Для уравнешя / 2 (ж)—о существуешъ т а к ж е по крайней мер* одинъ ко
рень ts+u^V— 4; следовательно делится безъ о с т а т к а на 

fix) 
a?—(f,^u sV—4). Положивъ ————-—гг-=^/ъ{я), предъидущее ра-

ЗС ^ 4 5 + М 5 V —Л) 

венство обратится въ следующее : 

f(x)=[x~{t 4)].|>—(* Э - Ь й г / — 4) ] . [^— ( t^u s V— 1)]./3(х) 

Продолжая э т и суждения далее, наидемъ, ч т о f(x) е сть произведете 
т—2 лияейныхъ множителей: 
дс—{ггл-иг V-^A),x—(t^u3V—i},x~(t^usV--i),..X—{tin^.% + z ^ _ t V — 4 ) 
на трехчленное квадратное выражете i(х). вида х*-ьрх-+-я. Уравнеше 
^-\-px+q-=o имеешь корень вида tm_1-+-um_xV—4; посему X*+px+q, 
делится безъ о с т а т к а на х^ит___г \/—,-1), и въ чаетномъ даешъ ли» 
неиное выражете, которое можешь б ы т ь изображено чрезъ x-\tm-*-umV-A); 
следовательно х*+рХ+$—\Ст-.х-*-ит_.г V— 4) ] , [>— ( t^« -^— 4)], и нако? 
нецъ, положивъ для еокращешя V—-\z=.i, получаемъ: 

Да?)==1>--(*Х+«Х»)] [л?—(̂ +и2г)]-..[̂ —(#»_,+*WXO] [^~(^+^/)3 
Количества ^ , и 1 , ^ , м , . . . , . . 1 ? / й _ 1 ) в и _ 1 , ^ в ? в все действишельныя. Что* 

бы произведете тгг мнимыхъ множителей было нулемъ, по ( § 23, fr) 
необходимо, чшобъ одинъ изъ э т и х ъ множителей равнялся нулю. Сле
довательно действительное или мнимое значение х, уничтожающее /(SE), 
необходимо должно б ы т ь равно одному изъ выражетй : 

t^ujf^-uj, tm-t+u

m~xhtm+"J> 

Ш потрлгу для фуипцш f(x) суишствуютъ m выражетй, поторыя, будут 
въ нее вставлены вмтьсто х, обращаютъ ее въ нуль, пли другими словалш: 
уратете f(x)=o илегьетъ m корней вида a + W — 4 = а + 5 г . 

Уравнеше f(x)r=o не можешь и м е т ь более m различных* корней ; ибо 
положивъ, ч т о для х существуешь какое-либо значеше отличное ошъ 
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нредъидупгихъ, обращающее f(y) въ нуль, э т о значеше должно унич
т о ж и т ь т а к ж е выражеше тождественное съ Jfy), га. е. должно б ы т ь : 

Но для этого необходимо, чтобъ у было равно одному изъ предъидущих'ь 
m корней,, ч т о по предположение невозможно. 

И т а к ъ заключаемъ, кто уравнеше степени т , съ коэффициентами ви
да ач-bV—1, импетъ m корней, и не можетъ имтьть божье. 

Когда два или НЕСКОЛЬКО ИЗЪ выраженш ( П ) будутъ равны между со
бою, шогда говорятъ, чщо уравнеше J(x)—o имеете равные корни. Пер
вая часть будетъ заключать столько равныхъ линейныхъ множителей, 
сколько равныхъ корней. 

§ 3 0 , Изъ (§ 21, 2) видно, ч т о степень 

можно представишь въ видь <p{b*)+bd(ba)V—1, где ф(Ь*) и 6(й2) сушь 
рацюнальныя Функцш £ 2 , га. е. заключаютъ шолько* чешныя, степени 
количества Ъ, н потому о т ъ перемены Ь на*-й, онъ не изменяются. Слв-
довашельно если 

(a+bV—\)т=.ф{Ъ*)+Ь.в(Ъ*)У—± , 
т о 

(a—bV—A)m^(b*)-b,6[b*).V—l; 

отсюда видно, ч т о одинашя степени сопряженныхъ мнимыхъ выраженш 
с у т ь т а к ж е сопряженный мнимыя выражетя. 

Пусть въ уравнении 

f[x)-=xm+aTocm- г+а^хт~3+ +ат„ххл-ат—о 

все коеффищенты: a l 5 o B , a s

 ат-.х>ат Действительные. Вставивъ въ 
первую часть £+ш(гдв г=У'—l) вместо х, и положивъ 

и т . д. 

(гч-z/?') '=фда„ 2 (ы* )-*-и.вт^.л(и*)Л, 
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получили. : 
^+т)г={1+щт+ах((+1и)т~*am^1(i~*-ui)+am 

и[в(и«)+а х в . ( й ^ й , 6 ,(»».)+ + V _ 2 0 W _ 3 (« 2 ,3*. 

Полиномы: 

ф[и*)+ах<рх{и*)+а&4и*у- в » _ , Ф д а _ в ( « а > « » » - х * + в 1 » 

и 

, в(й Е )+ах .0 Х (« » > а , в ,(а")+ а ^ . в ^ , О 3 , 

сушь рацгональныя Ф у н й ц ш к 2 ; изобрааивъ ихъ чрезъ£(и 2) и ^ ( и 2 ) , имъемъ: 

Дм-в)=£(и"}*ч«л£(и в )г. 

Такъ какъ функщи £(и а ) и ^ ( и 2 ) о т ъ перемены и на — й не изменяют
ся, т о будетъ : 

Если t+ui, есть корень уравнешя f (х)~о, то 

/( t+ui)=£(u2 )-н/ .ip(u*).i—o, 

для чего должно, чтобъ 

£{V)=rö и ф{и2)—о\ 

но въ такомъ случае 

)—и.^и* ) . i=o, 

т . е. 

У(£—иг)=о. 

Отсюда водно,что г—кг есть корень уравнешя Да ; )=о . 
II шакъ, если уратете f(x")=o, которого есть косффицлетпы Ътьйстви-

тпельные, имтьетъ корень t-f-iii; то выражете t— ui, сопряженное сь зтимъ 
корнещъ, будетъ также корень уравнетя f(x)—о. 

Линейные множители; соответствующее этимъ двумъ корнямъ,будушъ: 

х—(£+-аг), х—(£•— иг) 

или 

x—.t~-iä} х—i-*-Uh, 
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Отсюда видно, ч т о они т а к ж е сопряженные. Произведете ихъ будетъ 
трехчленное действительное выражеше 

(x—ty+u*, 

которое входитъ множителемъ въ первую часть даннаго уравнешя. 
Изъ всего сказаннаго ВЫВОДИМОЕ, заключения; 
1) Уравненге, не имтьющее лгнимыхъ коеффищентовъ, можешь имтьтъ 

только четное тело лтилгыхъ корней; ибо каждый такой корень предпо
лагаете другой, съ нимъ сопряженный. 

2) Первая часть такого уравнения разлагается на "действительные, 
линейные пли квадратные льноокители. 

% 31« Когда степень уравнешя f[ х)—о, не имвющаго мнимыхъ коеФ-
Ф и щ е н т о в ъ , нечетная; тогда квадратные действительные множители, 
соответствующее каждой паре мнимыхъ корней, по перемножеши между 
собою, даютъ щэоизведеше всегда четой степени, и потому первая чаешь 
такого уравнешя должна необходимо и м е т ь по крайней мере одного 
множителя линейнаго. Эшошъ множитель долженъ б ы т ь действитель
ный; ибо, въ прошивномъ случае, уравнеше f{x)—o имело бы мнимые 
коеФФИщенты. Следовательно: всякое уравненге нечетной степени съ дтъй-
ствителънылш коеффицъенталш имгъетъ по крайней мтьрп одиш дгой-
ствшпелъный корень. 

Если же это уравнены илаъетъ болте одного действительного корня, 
то число ихъ не можетъ быть четное: ибо число мнимыхъ корней должно 
б ы т ь всегда четное. 

Изъ предъидущаго § также следуете, что уравненге четной степени 
люжетъ соссплгъ не илтть действительных о корней. Если оке оно 
имеетъ тате корни, то число ихъ пеобходилю должно быть гетпое. 



ГЛАВА ВТОРАЯ. 

О сооттюшетяхя, с^ществуюш^зсъ меж$у корнями ц коеффи-
цгешшжм, 

Симагетригныя функцш корней. 

% Ь % , П у с т ь дано уравнение 

' /(х)^хт-+аг хт~1 л-а „ х™~ 2 ч-я з +хт~ 5 ч- am^Jx+afn-=so 

съ коеФФИщеншамя вида a-t-ÔV—1. Означивъ чрезъ xt)xa,xs ,хх,....хт его 
корни, которые (§ Л П ) т а к ж е и м ъ ю т ъ видъ a+SV—1, первая часть это 
го уравнетя, по § 29, должна б ы т ь тождественная съ произведешемъ 
линейныхъ выраженш : 

Л" i -у» f ___ ЛГ» Ф дя <у> у i, •, ,. Л"» сЛ-- w х J" t*' 2? *** «Л̂  з • • » • ^Tib « I J ** DZ 

И т а к ъ имъемъ: 

Л - а ^ - 1 ч-а , ж™ ~ 1 . . .-ham-=(x—x х){х—X,)( ж - # Д • • 

= < я ™ — ( Ж х Ч ^ ч - . . . ^ ) ^ - 1 ^ . ^ ^ 

— ( д г ^ ^ + ж ^ ^ ^ + . - О Ж ^ ^ ^ . О ^ , ^ . ^ ^ - ' ч-

. . . . . .Ч-(-"~1) X'ХХ%ХsX\.....Хт. 

Отсюда, по сравнения коеФФшценшовъ, получаезгь : 

«л = — ( х х -b-Xz+Xz ~hXlt ч- хт) 

\Q>^~{хгХç-t-XiXs •+•••.....X2Xs +....Хт—\X„t) 

}aa——{х L X *Xs-t~ X ХХ sXt Ч * . . . . . . X^XiX^-Y- xm — ^m—'l^m^ 
(1)< 

\аТ~1—{~±)ТГ\ххХъХь...Х^х+Х%ХлХъ..Хт^Хт^ 

{a

m=(~iT(xxxxx, xj. 
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и т . д. 

—— =а a =
i C ï (—д?1,—- <# 2 J .« . . .—х^)^=(ХхХ 3 

1.2.3 (/и—2 

J~m—i 

—-— ^ Ö I = C I ( — Й ? 2 ^ т » ) — — I -+"•# з •+• "*"<#/„)• 
Уравнения ( l ) выражаютъ следующую теорему: Въ опредтьленномъ ал-

гебрашескомь уравненш, освобожденнольъ отъ коеффицгента первого 'слепа, 
коеффищентъг ъленавъх второго, третьего, четвертого и т. д. до послгьд-
клго, взятые поперелиьнно, то съ -н, то съ —, равны соответственно: 
i ) сумлт встьхъ корней, 2) сулыт произведете этихъ корней , взятыхъ 
по два, 3 ) сулимгь произведены корней, взятыхъ поргри,и т. д.; накопецъ 
произведение всгъхь корней, 

§ 3 3 , Зам*шимъ, ч т о о т ъ перемещетя буквъ: xzixs ....хт всеми воз
можными образами, вторыя ч а с т и уравненш ( i ) не и з м е н я ю т * ни вида, 
ни значещя. Э т о свойство имъюшъ бсзчисленное множество Функцш, 
называемыхъ, по свойству, ихъ характеризующему, неизлтняющилтся 
(invariables) или силишгпртныма. Онъ разделяются на рацюнальныя а 
иррацгоналъныя. Первыя играютъ весьма важную роль въ Математиче-
скомъ Анализе, и м о г у т * б ы т ь всегда выражены рациональными Функци
ями коеФФИщеншовъ даннаго уравнешя. 

Ежели 

U—ï(xI5x^...xm) 

е с т ь целая рацюнальная Функщя корней: хх,х^,хs.*....xm, то, но g 3 , она 
представляется суммою членовъ вида: 

(2) Axlx^x%" ......xl 

где показатели: р ,p"....,.pini с у т ь катя-либо целыя положительный чи» 
ела, а значки: \ t изображаюшъ различные члены ряда: 1,2,3... . .»*. 
Ч т о б ы U была симметричная Функщя, т . е . , ч т о б ы она не изменяла 
своего значешя и вида о т ъ всехъ возможных* персмЫцешй буквъ : 

Э т и уравнения могупгь бышь т а к ж е выведены изъ уравненш (28) § 15. 
Положивъ въ нихъ х=о, и заметив* равенства (38) , § 18, получимъ : 

f(o)^am^CJ^--X1,—X,,....~xJ^(-~i)mXjXa.:...Xm 

f'(p)z=am^x^Cm_ 1{—х1 ,—х3 . — Х т ) ~ ( — 1 ) т ~ x(xtX*X,... Хт _, 

-КС х Xг • • • \£ т —« # ' • • - Ь Г 3 X з •. гХт. _ ! Д?даг) 
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Хх,х^,х3,.....Хт, э т и буквы должны въ нее входишь одинакимъ образом*. 
И потому, если выражеше (2) будешъ одинъ изъ ея членовъ, ш о она должна 
т а к ж е содержать все члены, которые получатся , заменяя порядок* 
значковъ: К./л,т,....ч:, всеми возможными переложешями изъ m значковъ 
1,2,3,..»г поп. Означим* сумму зшихъ членовъ чрезъЩАх^'х?" ) , 
или чрезъ Л12(£р'я:Р"хз'" х^'^), потому ч т о А е сть о б щ ш мно
житель всехъ членовъ. Прилагая э т и суждешя к ъ каждому изъ членовъ, 
отличающихся по крайней мере однимъ показателем* или числомъ знач
ковъ: 1, 2, ,п, заключаем*, чшо всякая целая рацюнальная Ф у н к щ я 
представляется въ виде 

где А,АхУА^, с у т ь количества независимый ошъ xt, xs,....Xm, 
Дробная рацюнальная Ф у н к щ я п о § 3 е сть частное двухъ целых* Функ

щ й ; ч т о б ы э т а дробь была симметричная относительно xt,x9.xs,....x , ея 
ч л е н ы д о л ж н ы б ы т ь симметричные; посему они должны и м е т ь видъ (з) . 

§ 3 1 , Покажемъ т е п е р ь , чшо всякая симметричная рацюнальная 
Ф у н к щ я корней: хх s , . . . . х т уравнешя f[x)~o выражается рацюналь-
ною Ф у н к щ е ю коеФФищеншовъ даннаго уравнетя. Для этого мы восполь
зуемся следующими двумя теоремами, данными К о т и въ его Exer
cices de Mathématiques. 

I . Пусть U будешъ целая симметричная Ф у н к щ я корней: 'x T Jx- a ) . . .x 
уравнешя f(x)z=xm+axx

m~ï + Допустим* , ч т о она способна 
принимать видъ полинома 
( 4 ) и=Ахх

пч-Вхх

 п~*Схх

п-*+:...1хх+М, 
въ котором* ^ ,В ,С , . . .£ ,Мсушь целыя рацюнальныя Ф у н к щ й коеФФИщ-
еншовъ ax,as,....am; иположимъ на первый разъ,чшо все .корни: хх,ха,...хт 

неравные. 
Такъ какъ значеше U не должно изменяться отъзаменешя хх корнями: 

Xj,xs,....xm, т о уравнешю 

(5) Axn+Bxn-x+Cxn*+....Lx+M=-U 

будутъ удовлетворять все корни-: хг,х9гхя>...х , и потому степень этого 
уравнешя не должна б ы т ь ния-е степени даннаго уравнешя. Если разде
л и м * первую часть* уравнен!» (5) naj[x), шо въ о с т а т к е получимъ целую 
Ф у н к щ ю х, степени не выше m—-1. Изобразив* э т о т * остатокъ чрезъ 

а чрезъ Q частное, имеем* равенство 
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( 6 ) ^ U^Qf{x)+{rxxm-I^r,2xm'^+rixm'-\....Tm_xx+rt^. 
Полагая х=хх,х, ,....хт, Функщя f(x) исчезаешь; посему все э ш н корни 

должны удовлешворяшь у р а в н е ш ю 

Б о э ш о невозможно n o g 2 9 , если у р . ( l ) по есшь шожесшвенное ; и ш а к * 
необходимо, ч ш о б ъ 

О т с ю д а заключаем*, ч т о о ш ъ раздвлеша полинома (4) на J[Xx), въ о с т а т 
к е п о л у ч и м * рациональную Ф у н к ц и о косФФащеншовь, независимую ошъ 
x x i к о т о р а я и б у д е ш ь искомое значеыге с и м м е т р и ч н о й ф у н к ц ш U. 

О с т а е т с я т е п е р ь п о к а з а т ь , к а к и м * образом* в с я к у ю ращоиальную 
Функцию- м о ж н о п р и в е с т и к ъ виду ( i ) 

Э т о легко с д е л а т ь для уравнешя в т о р о й с т е п е н и 

( s ) х*-ь-ахх+аа~о. 
П у с т ь U б у д е ш ь с и м м е т р и ч н а я Ф у н к щ я его корней, о з н а ч а е м ы х * чрезъ 

хх и х2. П о § 3 3 и м е е м * хх-+хя =—в,; выведя о т с ю д а значение ж 2 , 
внеся его въ U, и расположив* р е з у л ь т а т * по с т е п е н я м * Д 7 1 5 п о л у ч и м * 
полиномъ вида (4) . 

З а м е н и ш ь , ч т о э т о т ъ р е з у л ь т а т * по § 2 8 есшь не ч ш о иное, к а к * 
о с т а ш о к ъ д е л е т я Ф у н к щ а Z7, расположенной п о х а , на линейное выраже
ние х^—(—ах—хх). С л е д о в а т е л ь н о , ч ш о б * п о л у ч и ш ь з н а ч е т е с и м м е т 
ричной Ф у н к ц ш U д в у х ъ корней уравнешя ( s ) , должно: 1) полином* Z7, 
расположенный по б у к в * х„, разделишь на х.,—(—ах—хг)~Х.2-кгх-ta х : 
2 ) п о т о м ь о с т а т о к * э т о г о д е л е т я , расположенный н о б у к в е х г , разде
л и ш ь на т р и н о м * х г ~-\-а хх х-±-а ̂ - э т о т * . новый о с т а т о к * , независимый 
о ш ъ хх, б у д е ш ь искомое з н а ч е т е U, 

П у с т ь еще т р е б у е т с я о п р е д е л и ш ь з н а ч е ш е ц е л о й с и м м е т р и ч н о й 
« у н к ц ш U для у р а в н е ш я 3-й с т е п е н и : 

( 9 ) a ? s - + - a I ^ 4 - a „ a r + a s t = o . 

Означивъ корни э т о г о у р . чрезъ x x i x s ,х3, и разделив* его первую чаешь 
на х—хх, въ о с т а т к е п о л у ч и м ъ 

( 1 0 ) a r ^ + a ^ ' + a ^ i + a j , 

а въ ч а с ш н о м * 

( 1 1 ) Xs +{х1+а1)х+(хх*'4-а1.я:х-+а,). 
Последнее и м е е т * т о л ь к о % к о р н я ; х,. н х3 ; посему Ф у н к щ ю U, разема-
ш р и в а е м у ю о т н о с и т е л ь н о э ш и х * корней, по сказанному п р е д * э т и м * , 
легко выразишь Функщею коеффнцгеншов*? (лх*+-л,) и (х^•+<{гхх-^-ия) ; 
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т а к ъ , ч т о о н а б у д е т ъ с о д е р ж а т ь т о л ь к о х х и к о е Ф Ф И щ е н ш ы д а н н а г о 

у р а в н е ш я . Д л я д о с ш и ж е т я э т о г о , , р а с п о л о ж и м * Функцно U д о с т е п е 

н я м * х 3 , и р а з д е л и м * е е н а л и н е й н о е в ы р а ж е н и е 

Xs—(—ах); 
о с т а т о к * б у д е т ъ с о д е р ж а т ь x x , x a , a t . Р а с п о л о ж и в * е г о п о - * , , и р а з 

д е л и в * н а 

х1-Цхх+ах)х1^х\\+агхх-*-а^, 

п о л у ч и м * в т о р о й о с ш а ш о к ъ , с о д е р ж а щ и х т о л ь к о ,2?! и к о е Ф Ф И щ е н ш ы 

« х , я а , и п о т о м у и м е ю щ и х з н а ч е ш е п о л и н о м а ( 4 ) ; н а к о н е ц * п о р а з -

д ь л е н г а э т о г о н о в а г о о с т а т к а н а 

х"-*-ахх1-*-аахх-^-ая, 

н а й д е м ъ о с т а т о к * , н е з а в и с и м ы й о т * х х , к о т о р ы й и б у д е т ъ и с к о м о е 

з н а я е ш е TJ. И т а к ъ , ч т о б * н а й ш и з н а ч е ш е с и м м е т р и ч н о й Функцш U 
к о р н е й у р . 3 - й с т е п е н и ( 9 ) , д о л ж н о п о с т у п а т ь с л е д у ю щ и м * о б р а з о м * : 

1 ) П е р в у ю ч а е ш ь д а н н а г о у р а в н е ш я ( о ) д о л ж н о р а з д е л и т ь н а х~-хг, 
ч р е з * ч т о п о л у ч и х п е я о с т а т о к * ( 1 0 ) и ч а с т н о е ( i l ) . 

2 ) Р а с п о л о ж и в ъ д а н н у ю с и м м е т р и ч н у ю Функщю V п о б у к в * х%, 

д е л и м * U н а в ы р а ж е т е 

х3— (—Xx—xs—-aiy=:xs+x1-*-x!t-+at; 

о с т а т о к * э т о г о ^ е л е ш я не б у д е т ъ з а к л ю ч а т ь & а 

3 ) Р а с п о л о ж и в ъ э т о т * о с ш а ш о к ъ п о б у к в е х я , д е л и м * « г о н а 

х1М>хх±ахУКъ*{х\-*-А1Хг-*-а^)', н о в ы й о с ш а ш о к ъ б у д е т ъ з а к л ю ч а т ь т о л ь 

к о хх и коеФФИщеншы д а н н а г о у р а в н е ш я . 

4 ) Н а к о н е ц * , р а з д е л и в * п о с л е д ш й о с ш а ш о к ъ н а п о д и н о м ъ ( l O ) , в ъ о с 
т а т к е п о л у ч и м * з н а ч е ш е U. 

В о з м е м * еще у р а в н е т е 4 - й с т е п е н и 

( 1 2 ) x'*+axx*^aix*^asXJr-auy==.ö, 

и о з н а ч и м * к о р н и е г о ч р е з ъ хх,х^.х& ,xlt. 

Р а з д е л и в * п е р в у ю е г о ч а е ш ь н а х—хг, ч а с т н о е и о с ш а ш о к ъ б у д у т * : 

( 1 3 ) x''^x1^etI)x^^{x\+a1Xi+a.2)x'i-x\-i-axxl+axxt-¥aà, 

( 1 4 ) œ'%^a1xl~i'a^xl-^-qsxx-^aL. 

Т а к * к а к * Функщя 

х5-Цххх)ж*Мя1-*~а 1хг"*-а^)х-+{х1-ь-аxxl**~aux >-nz s) 
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нмъешъ только т р и корня: x^Xibxh, шо V легко определишь по преде-
идущему правилу, разсматривая ее какъ Функцию э тихъ трехъ корней. 

1) Расположивъ ее по степецямъ буквы х^, делимъ ее на линейное 
выражеше 

x,t—(хх — ха—Хь—а1)=х!1.+хх+х^+ха+ах. 

2) Остатокъ эшого дълешя, расположенный по степенямъ буквы х%, дЬ-
лимъ на 

х1Мхг^х^аг)х3+х\+хгх^х1^аг{хх+х^га^ 

. А*) • 
(Это выражеше есть частное о т ъ разделены • на х—л?в, где х 

заменено чрезъ х 3 ) . ' 
3) Новый осшатокъ располагаемъ по букв* хв, и делимъ 

на 

xl+{xx+ax)xl+{xt+axxx+a2)xa+{xi+axxî+aaxx+asy, 

э т о деление даетъ трепли осташокъ, заключающей только одинъ ко
рень хх; следовательно, имеющей значеше полинома ( 4 ) . Наконецъ по 
раздбленга последняго на 

х ï-f-a х х I + я zxl+as х х + я А , 

получимъ искомое значеше Z7. 
Шдобнымъ образомъ гиы въ состоянга будемъ определить симметрич

ны я Ф у н к ц ш корней уравнетй 5-й, 6-й...и т . д. вообще какой бы ш о 
ни было степени. И шакъ имеем*, следующую теорему; 

I I . Пусть будешъ дано уравнеше 

f(x)==x™+axxm-x+a„xm~*+asxm'~s+ +ат_хх+аш=о 

и видъ целой симметричной Ф у н к щ й I/корней: хх )x!i}Xs,...Xjn э т о г о урав
нешя; шо U можно будетъ выразишь ращональною Функщею коеФФИ-
щентовъ ax,as,a3....a,n,} поступая следующим* образомъ: 

i ) Первую часть даннаго ' уравнешя f(x) делюгъ на х—хх, частное 
будетъ 

^ - ^ i x ^ a ^ ^ + i x l + ^ x ^ a ^ 

- « # X - H » « . - X > = Q X > 

а о с т а т о к * 
S 
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XI

m+axxx

m-t+asxx

m-*+.....+am_.xx1+am=Rx. 

2) Разделив* Q s на х—х2, находим* частное 

хт~ *+{хх+х 2 + я г)хт- *-i-[xl+{xt+a j )х ^-оо\л-аг х 1-+-а 2]ж' и-'*ч-.. ; 
+Xz

m-^{xI-hal)x3

7n~s+...am_3=Qz 

и о с т а т о к * x"^-r+[xI+aI)x2

m~^^(xl+axxx+ai)xz

m~B'i--.-..(x ™~х-+-
axx"*-B-i- +am_2xI-*-am_x)...=Rl. 

3) Q a делим* на х—Xi, получаем* частное 

х™-з г + х i + x i + a х )хш-^\ос%-^{х г -4-х а-кя х )х 5 - Ы I -^(Хг+аъУхъ-л-а^Хъ-*-

aJxm-*+....=Qs 

и о с т а т о к * 

х з т-*-Цхх+х 2Ч-ЙГ -Цх %-Цх ! + я r )х 2 -ь# 1+аххх+а 9]х 3

 6 - к . = Д 8 . 

Продолжая т а к и м * образом* далее , доходим* до т р е х * последних* 
остатков* : 

хт - e + ( # i 2 + Д М - . . . а ? 7 / г _ s " + ~ Я I а " * " • = '—Л #г — г 

Хт-aXx-i-Xm_sXx-i- +X!iXl-i-aI(Xm.-.z+X,n,-.3-+- -к* 2-+ч£ ^)-\-ax—Rm_x 

Найдя о с т а т к и Rm,Rm-.x , . . . . R 2 , R S , располагаем* С/ по степепямъ 
и делим* на Л д а ; полученный о с т а т о к * , не содержащей уже распо
лагаем* по степеням* хт_х, и двлимъ на R,n,-X; о с т а т о к * этого деле
т я , не заключающей хт_х, делим* на Rm_?, чрезъ ч т о получим* ос
т а т о к * , независимый отъ xm^_s. Продолжая п о с т у п а т ь т а к и м * образом* 
дал te, доходим* наконецъ до о с т а т к а , содержащаго только корень хх и 
коеФФИщеншы: й 1 , а 2 , , . . л я г . Э ш о ш ъ оешатокъ есшь не ч т о иное какъ 
полиномъ ( 4 ) ; разделив* его на Rt, по гпеорезге I , получим* въ о с т а т к е 
искомое значеше U. , 

§ З а , Мы полагали, ч т о корни уравнешя неравные ; но выведенный 
нами теоремы имеюшъ место и въ случае равных* корней: ибо ?7есть 
ращональная функщя относительно коеффищентовъ ах,азг...ат, и 
потому '' не изменит* своего вида и сохранит* конечное значеше, если 
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Для этого уравнетя, яо § 3 1 , имвемъ: 
8* 

к о е Ф Ф И щ е н т ы возьмутся т а т е , ч т о некоторые изъ корней ххг хг,.,хт 

сделаются равными. 
§ 3 6 . Приложимъ теперь показанныя нами правила вычислешя сим-

мешричныхъ Функцга къ примерам*: 

Пржяпьр& 1. 

Предложимъ себе найти значеше симметричной Функцга: 

U= х Ix 8 -КС i X s +x lX ! -ьх lx 3 xl X x л-x a X a 

для уравнешя xs+2x+i=o. 
По § ZI имвемъ: 

Qx=xs+xxx+(xl+2) Hx—xl+2xl+i 

Q ï=^-t-(a? I-+-x 2) Я^—xt+XjX^xl+Z 

Q 3 = l Л 3 — Rm—xs +xx +x B. 

Остатокъ двлетя U на Л 3 можно получить прямо, внеся (xx-t-xs) въ 
U вместо xs; результатъ этой вставки будетъ 

По разделенга Zx%xъ+Ъххх\ на R9-=x*+$xss-K#f-b2 , получимъ 

остатокъ 

U——(Zx\+2xx), 

который, будучи разделенъ на Rx=xx-h2xt+i, даетъ въ о с т а т к е + 1 2 . 
Следовательно 

U=xlx.^xlx^-xlx1+xlx6+xlxt-¥x^x^r=+±i. 

Црплаьръ II. 
Возмемъ и=х1+х1+х1-+х^s целую простую симметричную Ф у н к ц ш » 

3-й степени, относительно корней хХ1 а? а , xs, # 4 уравнетя S-й сте 
пени 
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R!l.—Rm~xt+x3+x^xx+ax 

R3~X3+(xx+x^+aI)xs+x^+x2Qx;I+ax)+xx+axx1-:i-a2 

R^x%+{xx+ax)xl+{xl+axx1+ai)x^+{x\+axxl+axxx~i-ai) 

Л ! i -н?, ce \ -\-а х х %+а g зс х -на 4 . 

Расположивь функцш) К по сшененямъ и раздвливъ ее на Л ^ } полу-
*чимъ осгаашокъ 

—Ъх1{х1+а^—Ъх^хт+ахУ--Ъх1ах-—Ъхга\--а1. 

По разделении этого о с т а т к а на P i 3 j найдемъ второй остатокъ 

Zx\+Z[x1+aï)xl+Kxl+AT.xx^a^x2+Zx\+Zaïxl+ZaixI+ZaJ,a^—а\. 

Раздвливъ последнее выражеше на Rx, получимъ въ о с т а т к е : 

—a\+Zaxa2—Зае, 

выражете, не содержащее корней: хх, хъ, xs,...Xm, и потому оно есть 
искомое значеше U. 

Мы видимъ, ч т о ЗДЕСЬ дейсщвёе прекращается, не доходя до полино
ма Л 1 . Э т о бываете во многихъ случаяхъ; в о т ъ еще такого рода 
примерь : 

Лрилиьръ Iff. 

Значеше симметричной Функцш 

Т1=Х\-Л-Х%+Х1+ -b-Xm—i+Xm 

m корней: хх, хя, х3, х^ х„ь уравнешя.f(x}== о находится следую-
щимъ образомъ: 

О с т а т о к ъ двлетя U на Rm получится, когда въ U вместо хт вне-
семь—(aj г +х2 -н.... .+хт__г), онъ будеть 

U=xl+xl+x%+ Х?г1~хМах+хх+хг+„...+хт^х)2 

или 

U=at+2[(xx+x,+xs+ Xm^x)ax+xl+xl+xl+ л £ _ . ж , 
+хххь+.„.Хахъ+х^х^ +xm__sxm^x] 

Въ последнем* выраженш ч а с т ь , заключенная въ скобкахъ, [ ] есть 
не ч т о иное какъ Rm„x—ая, (ем. § 34); посему U—al+2{Rm^x^«2). 
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По раздЬлеши этого выражешя U на Rm~x, получаем* въ о с т а т к е 
а\~%а^\ ледовашельно 

U=a\—la s . 

Лримтро IF*. 

Взявши все возможныя разности корней: хх, х^, a? s, хт но два, 
возвысимъ ихъ въ квадратъ. Ясно, ч т о произведете э т и х * квадрашовъ 
будетъ симметричная Функщя, и легко определится по изложенным* 
правилам*. 

На первый раз* определим* произведете квадратов* разностей корней; 
хх, ос2 уравнешя х^-\-ахх-\-а^=о. 

И т а к * пусть 

чшобы получишь значеше ^независимое ошъ ха или осшашокъ о т ъ раз-
делешя U на ха—(—хх—ах) с тоишь только внесши (—хж—ах) вь U 
вместо х&. По этому имеем* : 

Z 7 = { ^ I H - ^ I 4 - « I ) 2 = ( 2 « I + a I ) 2 = = 4 ^ | + 4 « I a I + ö i = = ^ 

Но xx-haxxx =—az; следовашельно 

(15) U=a%—$аа. 

Пусть еще 

(16) U=(xx—хлу(хх—хя)'{ха—хъ)', 

где хх, <а?2, xs означают* корни уравнешя 3-й степени 

( П ) хъ-ъагха-ьа2х±аъ=ол 

По разделеши 1-й части этого у-равнешя на х~хх, будем* иметь 

(х—хаУкх—хъ)=ха-*-[хх-\-ах)х-л-х1-*-аххх±аъ \ 
посему 

(18) («ж—Жа)(# ж —Xs)-=ZxlA-2a t x x - ira„. 
Так* какъ хг и хх сушь корни функцш ( п ) , шо симметричная ихъ 
Функщя (xs—хъ)~ определяется по Формул* (15), помощно коеФФИщен-
товъ: (хх-ь-ах) и (xx-i-a tx х-ь-а 9)7 и будет* 

(19) x ^ s = ( » t 4 - t f J s - ~ 4 ( ^ 4 - a A 
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Обратив* внимание на уравнешя ( 16 ) , (18) и (19 ) , находим* 

Z7=(3*J+2«,a:,-l-e,)*(e|— 4я„— 2аххх—3x1). 

Разделив* вторую ч а с т ь этого уравнешя на 

XI +а гх\-*-ачхх +as, 

найдем* въ о с т а т к е значеше U, независимое ошъ х г . Но эшого легко 
досшигнушь следующим* пушемъ: 

Такъ какъ х\л-ахх\+а х-*-аъг==-0, шо 

( 5 л ? ; + 2 а , а ; х + а . ) * = ( л ; — 3 a a ) x î + ( a x a ^ 9 a s ) x t ^ — 3 a x a 5 

и 

U=[(al—Zajxï-+-(axaz—9л5)я!ж+а;—Звжа,)](в|-—4«-,—2вхлх— Зл:2)-

Произведя показанное умножение, заменив* потом* х\ и х\ соошвет-
ственно выражешями : 

—axxl—я2жх—а3, 

—ахх\—а %х\—а ьх %-==.{а\—а2 )х\-+-[аха^—ai)xx+ataii 

найдемъ: 

Когда а х = о , тотда £ /=— i a%—%Ча\ . 

Подобным* образом* определится значеше симметричной Функцга 

и=(хх—хау(хх— ХьУ....(х1~хту(хв~хву...(Хъ--хтУ-...(хт-х-- х т у , 

выражающей произведете квадратов* разностей корней: хх,Х2,х^,....хт 

уравнешя степени т. 
Заметим*, чшо определив* произведете квадратов* разностей корней 

хх, х^.....хт уравнешя сшепени [т—1), легко получить значеше V, со. 
держащее шолько хх. 

П у с т ь данное уравнеше будетъ /(х)=о-3 разделив*/(ж) на x—xt, iro« 
' лучим*; 

fi\ 
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Корни э т о г о у р а в н е т я сушь xа, xs, xKi хт\ посему имвемь: 

(х-хг)(х-хъ)(х-^^)...[х~хт)==хт~г+(х 

+х™-1+аххг

ш-~ *+хт~*+ +ат~ъХх-+-а11г__х=о. 

Заменивъ х корнемъ хх, п о л у ч и м ъ : 

(хх—х2 }{хх—х^)(хх—x t,)....(xx—xm)=mxf-1 +{т—1)агх\п~ * 

+(m—2)a9xf-s-+- ат_ t . 

Если мы въ с о с т о я ш и выразишь с и м м е т р и ч н у ю Функщю 

V=(xs-x,y {хш^-хтУ 

• А*) • ' • 
корней уравненш = о Функщею коеффищеншовъ: 

(хх-ьах), {х1+ахХг+а2), (х™~г+ахх7}

х~'1-+-а2хт~3+ а

т-г)'-> 

ш о з н а ч е ш е U, содержащее т о л ь к о хх и к о е Ф Ф и щ е н т ы даннаго уравне
н ш , б у д е т ъ 

Разделив* ее на 

хт+а хх™~ *+айхг

пг~*-1-... . -«-сг й г _ 1х1+ат 

по т е о р е м в 1, получимъ въ о с т а т к е значеше U, независимое о т ъ хх. 
• Когда уравнеше имеетъ равные к о р н и , т о г д а некоторый изъ р а з н о с т е й 

б у д у т ъ нулями; с л е д о в а т е л ь н о с и м м е т р и ч н а я Функщя U б у д е ш ъ т а к 
же нулемъ. Во всякомъ другомъ случае U б у д е т ъ целая Ф у н к щ я КОВФ-

Фищеншовъ; ах, аа, аъ, aJn. По э т о м у , когда все к о е Ф Ф и щ е н т ы дей
с т в и т е л ь н ы е ; т о г д а U б у д е т ъ т а к ж е и м е т ь д е й с т в и т е л ь н о е значеше, 
б у д у т ъ л и корни даннаго уравнешя д е й с т в и т е л ь н ы е и л и мнимые. 

Въ последнем* случае з н а к ъ U б у д е т ъ з а в и с е т ь о т ъ числа иаръ мни
м ы х ъ корней. Э т о легко д о к а з а т ь , разсмашривая видъ к в а д р а т о в ъ р а з 
н о с т е й м н и м ы х ъ корней. Пусть данное уравнеше сь д е й с т в и т е л ь н ы м и 
коеФФищентами имеешь пару м н и м ы х ъ корней : 

Ы-и'г, t—tu. 

Разность ихъ будетъ i 2 t « , а квадрашъ этой разности будетъ дейст
вительное количество—-^. 
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Разности между каждым* изъ э т и х * корней и какимъ-либо действи
тельным* х^ будут* мнимыа еопряженныя выраженгя: ±(лг—t—иг) и 
~{х^—t-wi)', но произведете их* квадратов* 

(Xj--t—uif (хк—t+uiy=[(xK~ t) 2 - м г 2 ] 2 

всегда действительное. 
Наконец* для квадрата разности двух* непарных* мнимыхъ корней : 

t~hui, t'-i-ui, 

находим* 

[(t+ui)—(t'-i-u'i)]а=[(*—t')+(u— и) J)2 ; 

но U будетъ содержать т а к ж е квадрат* 

ui)—{t'—u'i)} 2—[(*-_/)—(и—u')i] 2, 

и произведете э тихъ двухъ квадратов* будетъ действительное поло
жительное количество 

{(t~-t')+(«—и')J]?[(t— t ) — (и—и')Л) 2н-(и—и') »]. 

Изъ сказаннаго следует*, ч т о Ü будетъ произведете действительных* 
положительных* количеств* на действительныя отрицательныя , ко
т о р ы х * число равно числу пар* мнимых* корней, и потому, когда э т о 
число нечетное, тогда значеше U отрицательное; во всяком* другом* 
случае оно положительное. 

Когда коеФФИщеншы ах, а 2 , а ^ с у т ь ц е л ы я числа, и данное уравнещ'е 
не имеет* корней равных*, шогда значеше U будетъ т а к ж е целое число; 
означив* его чрезъ №, и взявши N съ знаком* -ь, всегда будем* иметь 

§ ЗТэ Предложенный способ* вычисления симметричных* Функцш не 
всегда бывает* удобен* въ приложеши; посему упошребляютъ другой, 
который с о с т о и т * въ шомъ, чшобы всякую ращональную симметрич
ную Функщю выразить рацюналъною Ф у н к щ е ю симметричныхъ Ф у н к ц ш 
вида 

(19) ^{x{)~xP+xï+xl+......^X^x^xll, 

кошорыя очень просто опрсдЬляюшся помощгю коэффициентов* дан
наго уравнешя. 
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Функщя вида (19) называется простою силшетригпою фунщгею, и 
имъетъ свойство выражаться целою линейною Функщею такихъ же 
Функцш степеней низших*. Это легко доказать изъ разсматривашя 
выражетя 

f^yJJäU^1^. 
X—Хг Х-*Ха Х—Хъ , х—хт . 

Раскрывши первый членъ, по § 28, найдемъ 

f(x) 

-HZT 

X x; X m—s. Xl 

+auXi 
-b a5 

X' т—ь. -f- XI 
+azx\ 
+ û * X \ 
-±аъхг 

•+ a. 

x 
+a1x?^\ —' - w - 3 

-ha 
m—Я 

•^a^x™-'* 

~*~a

m—%xx 

7»—S Xx 

4-û f/i—г 
Заменивши корень xt последовательно корнями x,, xz....xm получимъ 

разложешя членов*. 
*у* /V» - /У> ... /V> * 

Сдоживъ э т и разложенш, и для сокращешя, положив*: 

+Xm—S^ 

и т . д. 

-кг - к . . . 1 — ^ м — т ? 

изнъемъ : 

Вторая чаешь этого равенства должна быть тожественною съ азы-
ражетемъ 
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m ^ - ' - K m — l X ^ * 4 < m — 2 > 2 # ™ ~ 8 + ( щ — 3 K # W ~ M - «^-Г , 

посему должно бышь: 

S1+max—(m—\ )ах 

Sz+atSx-t-maa—(m—2)<z2 

(20) \ 5 s-+-a lS . i4-flr 25 14-wa a=r(m—3)a s 

S 4 .+a ï S s 4-f lr a S,-ba 5 S I 4 -m^ 4 =(»n—4)% 

и ш . д . 

5 д а _ х + « j S ^ ^ ^ e 2 ^ 7 » - s + a s & » _ Я»г_ 2S 1+WOÎ7?i-_i"=(^î— i)am_Ï . 

Эши уравнешя ограничиваются Ф у я к щ е ю SmL_1. Ч т о б ы вывести урав
нешя, содержащая просшыя симмешричныя Функцш степеней т, т+1, 
тЛ-%.....т+п, вставим* в* первую ч а с т ь даннаго уравнешя, вмъсгао х, 
посдЬдовашельно корни: Хх, х^ х3....хт. Отъ шого выйдушь уравнешя: 

х™*а хх™~г+а ъх™~ s+a s х™~~5+ +ат— z хх -+-ат—о 

x™+àlx™—I^avXn*'~*+a?x™~~i+.. ...л-ат^.гх^ат—о 

xll-*-axx^~I-i-a^xT~s-^a&x^~!i-\r +ат^гх3+ат-=о 

и т . д. 

^ х ^ Г ' - ^ ^ Г ^ ^ Г ^ - ь - а т _ х х + а т - = о , 
кошорыя, будучи помножены соответственно на х", х", хп

т, 
д а ю т ъ слъдуюшдя •. 

Х^П+ахх™+п-*+а*х™^~*+а^^^^ 

Х ^ ^ х ^ ' ^ х ^ - * + а . х™+п~*+ +аш_ TxVl +атх^о, 

и т . д. 

< r ^ Z ^ l ^ x ^ ^ 

Сложив* эши уравнения, получим* 

Полагая последовательно w=ci, 2 , 3,.»....и ш. д. , выводим* линейныя 
уравнешя : 
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И ш. д . , 

служашдя къ последовательному вычислению Функцш: ^>т+.г1

 s

m+33 
и т . д. помощпо Функщй s

nl^.x, s
m-a,

 S
m~s)'---Sxi Sai который 

определяются изъ ур. ( 2 0 ) . Заметимъ, ч т о уравнешя ( 2 0 ) и ( 2 2 ) соста
влены по одному и шому же закону. Изъ нихъ легко вывести Формулы: 

So=™-

S s = — a \ + Z a t a a — З я 3 

и in. д . , 

называемый Нютоновылщ. 
Такимъ образомъ всякая целая простая симметричная Функщя корней 

можетъ б ы т ь выражена линейною Функщею целыхъ простыхъ сим-
метричныхъ Функцш низшихъ с т е п е н е й , или целою ращональною 
Функщею коеффищевшовъ даннаго у гравнетя. 

§ 38 . Изъ уравнения (21) можно т а к ж е вывести линейныя уравнетя, 
связывакищя дробныя простыя сшшетричныя Функщй: 

с 1 1 1 1 
- Xt X 8 &s X „ 

S 

s 
к т . д . 

съ целыми: S», s

t , s„> s

m—t• Въ самомъ деле, полагая въ уравненш 
( 2 1 ) последовательно » = — 1 , — 2 , — 3 , ,получаемъ : 
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и л и въ с л ъ д у ю п ц я : 

(#0 

и га. д. 

Опгсюда видно, ч т о Формулы для вычислешя выражении S 
s _ 3 > и ПР» получаются изъ Формулъ для вычисления <S ï f S 2 S s и 

ремънивъ въ послвднихъ « х , ал, а^....ат соответственно на 

ат-г fW-g ат~* 1 

°?» в и* «,» 

1 и ш , д. 

Но т а к ъ как-bj по уравнешямъ (20), имъемъ : 

и m. д. 

гао уравнешя (24) обратятся въ слъдуюпця: 

— ( / и — 3 > O T _ s + ^ i _ 5 - f - o ? r a _ 2 ' S _ 1 4 - ö m _ 1 5 _ î + f l ? M S _ 3 = ; o 

и ш. д. 
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§ 39» Ежели все коеФФицтенлш даннаго уравнешя действительные, 
т о изъ Формулъ (20), (22) видно, чшо просшыя симметричный Функции его 
Корней будутъ т а к ж е действительный. Впрочемъ э т о легко объяснить, 
разсматривай видъ функщй Sp-==s^-*-x^+af+ +xf,t' 

Пусть t-hiti и t—ui будутъ сопряжеиные корни даннаго уравнешя; шо, 
по § 30, одинакга целыя положительный степени э т и х ъ корней б у д у т ъ 
также сопряженный. Посему, положнвъ 

будемъ имъшзь 

Сумма э т и х ъ степеней есть действительное количество 2ф(иа). 
Такимъ образозгь члены въ Ф у н к щ я Sp, происходящее ошъ сопряжен-

«ыхъ мнимыхъ корней, соединяются въ действительное количество; 
Следовательно функщя Sр будетъ состоять только изъ дЬЙствитель-
ныхъ членовъ, и потому сама будешъ действительная» 

То же можно сказать о дробной простой симметричной Функцш 

s _ 1 J_ JL 1 

t s i m 

Члены, соотвЬтсшвующ1е еопрягаеннымъ корнямъ l-t-ut, t—vi, б у д у т ъ ; 

1 1 

1 1 

•t—uif ~ ~ ф ( и и , 0 ( и 3 } Л 

« для суммы нхъ находямъ : 
Ф{и*)—ы:6'киа)л ф{и^и.6[и*]Л _ 2ffÇtta) 

кашчество действительное; плжяу все члены Ф у н к ц ш суть т ак 
же действительные. 

Приложим* теперь Ф о р м у л ы ( 2 0 ) ( 2 2 ) (25) къ примерам*. 



Примтьръ I. 

Въ уравненш хг—ix*—19x*-*-iQ6x—120—о 

коеФФИщеншы сушь 
аг=—£, а 2 = — 1 9 , а 3 = + 1 0 6 , « 4 . = = — 1 2 0 , 

a корни: xt=—.5, x^=2, X3=Z, # 4 = 4 . 

Формулы (22) даюшъ: 

Sl——aI——(—4)=—5+2+3+4=4 

S ^ — a ^ j — 2 ^ = 1 6 + 2 . 1 9 = 2 5 + 4 + 9 + 1 6 = 5 4 * 

5

3 = — ß I

5

2 — a 2

s

I — 3 a 3 = 4 . 5 4 + 1 9 . 4 — - 3 . 1 0 6 = — 1 2 5 + 8 + 2 7 + 6 4 = — 2 6 

S t = — - a x S s — a 2 S a _ o 3 5 I > _ 4 û ; i = = — 4 , 2 6 + 1 9 . 5 4 — 1 0 6 . 4 + 4 . 1 2 0 = 6 2 5 + 1 6 + 8 1 

+ 2 5 6 = 9 7 8 
S

s = — « i 5 4 — ^ 5 s — a a

S

a — % 5

I — 5 a 5 = : 4 . 9 7 8 — 1 9 . 2 6 — • 1 0 6 . 5 4 + 1 2 0 . 4 = = 

—3125+32+243+1024=—1826 
и ш. д. 

А по уравнешамъ (25) имъемъ: 

106 1 1 1 1 53 
ö i + 1 2 0 5 2 3 4 

$ —— fS 
«2 1 " 

J*j- 53 55 2.19 1 l 1 
a 4 60 60 120 25 4 + 9 

и nr. д. 

Прмжтърб II. 

1 1669 
16 3600 

S e = — 2 « в = + 4 
S ä = — З б Р 3 = — 1 5 

a 2 2 

25 
S s

a = — « 2

S — a 3

5

3 = — 5 0 
5 « = • — « 2

S 4 — ß s ^ в ^ + Э * -
и m. д. 

25 

и га. д. 
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(») Leçons d'Algèbre par LefSm-e de Fowrcy. Page 4 9 t . 

§ h-î, Г-н* Пулъе - Дслиль достиг* уравненш (20) (22) (25) дру
гим* пугаемъ (*); но его способъ не имеешь значишельнаго преимущества 
предъ изложеннымъ; они одинакаго достоинства по своей п р о с т о т е , 
х о т я оба искуственны. Мы можемъ довольствоваться изложенным*. 
Теперь остается намъ показать, какимъ образомъ целая симметричная 

( И ) 

Функция вида 2(йИГ.д?£'.д?£'" ^» ) можетъ б ы т ь выражена целою 
Функщею простыхъ Ф у н к щ й : <S„, Slt Sa и проч. 

Начнемъ съ Функцга 2(хР'хР"), называемой двойною. Перемноживши 
выражещя 

S^xP-'+xP'+xP' '+....*£', 

произведение ихъ будетъ 

Ясно, чшо во второй части э т о г о равенства, первая строка пред
ставляешь простую симметричную Функщю Sp'-ip'* а вторая, искомую 
Функцию ~2(х^'хР''); п о эшому имвемъ : 

(26) SP:S/^SP., Г + % Г 4 1 , 

а отсюда выводим* : 

(27) 2fr?xï''>=Srs

p.~-Sp.+p... 
Такимъ образомъ, двойная симметричная Ф у н к щ я 2 ( ,# | #£ ' ) опреде
ляется позющпо трехъ простыхъ: Spi,Sp» и $p>,ip», которыхъ значен!я 
получаются изъ Формул* (20) и (22). 

Для определен 1я симметричной Функщя Щх^'х^"хХ"), называемой 
тройною, помножим* обе части уравнетя (28) на уравнеше 

Sp„t=xP" '+хР"'+хР'"+...+хй"; 
о т ъ того выйдете 

(28) V V - V = V ^ H "+•••+<'") 
+[,ри-хГ^-хр;^\х^хГг 
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именно: 
1) Из* членов* вида яР^р"^р"\ составляющих* Функщю Sp<+P'w 

2 } ___ _ - — - - Ъ^Р"'ХГ) 

3 ) - - - - - -
4 )_ '- * f - - - ч^р,"^о 

. в ) - - - 4-*£-<V - - - эд'.<.<"> 
И шакъ уравнеше ( 2 8 ) примешь вид* 

(29) S / . ^ S S L К . e d ^ Ч ^ Ч ^ ^ • ^ ^ ^ V K S C < 4 . , , , ' ' . < ) 

П о уравнетю (21) имъемъ : 

2 ( * F 4 * " ' . ) = ^ . _ Ь Р ' " Л — S p 4 p , 4 p „ , 

S ^ F ' + I ' ' ^ ^ ' ) ^ , ^ ^ , , . ^ , ^ , ^ , ^ ^ , , , ; 

ошъ чего уравнеше (29) о б р а т и т с я в* следующее : 

,изъ кошораго наконец* выводим* : 

(SO) S ^ F \ ^ \ ^ F ' ) = ^ , . S ^ , , . S P , . , ^ S ^ ^ , . S ^ , ( . _ S ; ) 4 I , , , , . S / , , , , 
—^Р"-+Р"' ßp'-t-Z^P'-t j>"-f /»'»• 

Таким* образом*, поступая далъс , найдем* т а т я же выражевдя для 
симметричных* Функцш видов*: 

2 ( < ^ Г Ч ( 4 ) ) ^ № Г ^ Г ^ ^ " \ ^ ( 5 > ) и т . д . 
вообще сжммешричной Функцш вида 

Поел* этого понятно, чшо всякая цълая симметричная Функщя, гл. е. 

В т о р а я чаешь э т о г о уравнешя с о с т о и т * изъ членов* 5 -ти родов*, а 
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вида (s) способна выражаться целою Ф у н к щ е ю простых* симметрич
н ы х * Функцш: ^ 0 А А / И П Р- И т а к * всякая ращональная симмет
ричная Функщя U корней: xXfX^...xmi может* б ы т ь выражена ращо-
пальною Функщею с и м м е т р и ч н ы х * Функцш вида xP+x^-*-xP-t-...xp

>i, и 
п о т о м у она будетъ т а к ж е ращональная Функщя коеФФИщенгаовъ 
ах,а2,.,.ат. 

Замътимъ еще, ч т о выведенныя н а м и уравнешя (21) (30) существу
ю т * и д л я о т р и ц а т е л ь н ы х * п о к а з а т е л е й р' >р" г-.р^ • 

фунщш, принилающъя только два зпахетя отъ пережгьщетл сстълш 
возлюжпылш образами колтествъ, въ нихъ входящихъ. 

% 4-%» Пусть V и г б у д у т * две ращональныя Фушздга корней: 
хх ,хй,...хт, и к а ж д а я п р и н и м а е т * два з н а ч е ш я о т * п е р е с т а н о в к и 
э т и х ъ корней всеми возможными образами. Притом* положим*, ч т о 
Ф у н к щ я г цЪлая, и переменяет* т о л ь к о свой з н а к * , с о х р а н я я т о же 
численное значеше , т . е . п е р е х о д и т * и з ъ -\-г въ —т и и з * —г в * ч-г. 
Означив* чрезъ vx и г?а значешя Ф у н к ц ш v, ясно, ч т о выражешя : 

будут* симметрнчныя Функцш корней : ххух, ,-.-хт, и потому могутъ 
бышь выражены ращональными Функциями коеффищентовъ даннаго урав
нешя. Изобразив* первую чрезъ S, а вторую чрезъ Т, и определив* vxnvs 

изъ уравненш : 

получаем* : 

S T _S T 
2 2? "*~"2~2г 

пли 

1 2 2р*Г) *' 1Г~2?->* ' 

<*дЬсь — и ~~— сушь симметрнчныя функщи, и два значешя функцш v 

4Û 



s 
о т л и ч а ю т с я только знакомь при г . Положив* для сокращетя — —р 

Т 
и ^р—Ь им*емъ. 

(31) vz=p+q. г. 

Эшо выражеше можешь служишь общим* видомъ всякой ращональной 
Ф у н к ц г а г принимающей только два значешя ошъ всвхъ возможных* пе-
ремвщеши количеств*, въ нее входящих*. 

Ежели p=zo, шо равенство (31) о б р а т и т с я въ следующее: 

(32) V—q, Г, 

и Ф у н к ц ш v будеть только переменять свой знакъ , сохраняй т о же 
численное значеше. Такого рода Функцш называются знакоперемгьняю-
щижи (alternées). 

Функщя г можетъ б ы т ь произведешемъ симметричной Функцга р'на 
знакоперемъняющую г, которая въ свою очередь есть произведете сим
метричной Функцш р" на знакоперемъняющую г", и т . д. , и ясно, ч т о 
наконецъ г будет* и м е т ь множителем* знакоперемЪняюЩую Ф у н к щ ю , 
несодержащую* ни симметричной Функцш, ни постояннаго множителя , 
неравнаго единице. Означив* э т у знакоперемъняющую Ф у я к щ ю чрезъ q, 
уравнешя: (31) и (32) могутъ б ы т ь заменены следующими ; 

(33) v=p-\-q. q 

(34) V—q. ç 

§ -Ч-З. Займемся теперь определешемъ знакоиеременяющей Функщй q. 
Такъ как* q есть целая Ф у н к щ я , т о она представляется суммою 

членов* вида (2) § 3 . П у с т ь будетъ 

^35) •K$^jfë*jji/x*у • • • 0<Ctç 

одинъ изъ ея членовъ, означая чрезъ \ла,г,...о~,ъ кавде-либо различные 
членьх ряда 1, 2,3,...т. Переменив* значки Я и р. одинъ на другой, Функ
щ я . q изменится въ — Н о —q т а к ж е получится , переменнее зна
ки всех* членов* Функцш q; по этому q должна заключать член* 
равный и с* противным* знаком* члену Функцш — q , выводимому из* 
члена (35) чрез* взаимное перемещеше значков* Я и /л. Й т а к ъ q бу-
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приписывая им* произвольно знак* •+- или—следовательно Функщя £ 
должна делиться и на произведете э т е х ъ разностей. Эшо произведете 
есть т а к ж е знакспеременяющая функщя; потому ч т о о т * взаимнаго 
перемещешя Я и /л, одинъ из* его множителей переменяет* свой знак*; 
следовательно и знак* произведешя т а к ж е переменится. Разделив* на 
эшо произведете функщю е, частное должно б ы т ь или симметричная 
функщя или постоянное количество. Но какъ, по положетю, § не мо
ж е т * содержать множителем* ни симметричной функция, ни постоян-
наго количества неравпаго единице; шо можно - по ложшль 

40* 

дедгь сумма двучленных* выражетй вида 

(36) > Kx^ûû9pXr

v,..œ*x*.—Аг^лг|л?^...лг^.аг*. 

Здьсь р и q можно положить неравными ; потому ч т о въ случае 
p=q, разность 

уничтожается , и соответствующее ей члены исчезают*. 
Э т а разность, как* легко видеть, делится безъ о с т а т к а на х^—Хр или 

на Яр—x^i следовательно все двучленныя выражешя вида (Зб), а потому 
и их* сумма g , будут* делиться безъ о с т а т к а на 

Такъ какъ К и ц означают* два какёё нибудь неравные члены ряда 
1 , 2, 3,-..т; т о Функщя ç должна, делишься без* о с т а т к а на каждую 
изъ разностей: 

~(xi-x

s),±(xI~x3),±(xx—xs)t.,.±(xt--xm_x),±(xI 

±(x*~xj,±(x3—x^,..2jxa--xm_t),±(xs 

±.{хъ—х^..±{х^хт_х\±{хъ 

и проч. 
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Число разностей, содержащих* одно и т о же количество sx, е с т ь т — i ; 
по этому высшая степень хк еешь «X** - 1 ; следовательно въ разложенга 
q, показатель каждаго количества не можетъ б ы т ь более m—1. Но мы 
уже заметили, ч т о въ каждом* члене все показатели должны б ы т ь 
различные ; посему въ каждый членъ должны, входить все m jioKa-
затедеш 

0, 1, 2 , . . . ( т ~ 1 ) . 

Ясно, ч т о коеФФищенть каждаго члена, взятаго независимо о т ъ знака, 
есть 1. И т а к ъ каждый членъ разложешя q, в зятый независимо о т ъ 
знака, есть произведете количествъ: зсг,х ъ,...хт въ какомъ-либо поряд
ке , сь показателями: о, 1, 2 , . . .от—1. И все члены разложешя q могутъ 
б ы т ь выведены изъ члена 

переменяя места значковъ: 1, 2, S,...m всеми возможными образами. 
Разность (36) показываешь, ч т о при каждомъ перемещенш двухъ ка-

кихъ нибудь значковъ, знакъ члена долженъ переменяться. Поэтому два 
члена, которые способны выводиться один* из* другаго чрезъ четное 
число перемещений двух* значков*, должны и м е т ь одинакш знаки; а 
т е , которые выводятся один* изъ другаго чрезъ нечешное число т а 
ких* перемещенш, будушъ съ противными знаками. Э т и замечания ве
д у т * къ сдедующимъ двум* теоремам* , служащим* къ поетроешго 
Функщй q (*) 

I . Если присоедитшъ къ члену 

(38) ххх zxs ,.*хт 

есть те, которъге выводятся изъ него чрезъ одно или несколько поелгьдо-
вагпёлтьгхъ перелМщетй двухъ какихъ нибудь значковъ, то число выъ№ 
членовъ бгдетъ 

1. 2 . 3...(/и—1) т. 

Все эти члены разделятся па два класса; первый клаесъ составляют^ 
члены, выводилсые изъ члена (38) грезь четное число перемещенш, а вто-

(*> Cours d'Analyse par M. Cauchy, I-re partie, note IV. 
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[1], [2], [5 ,7] , [3,6] , [4]. 

Разность i—5—2 есть число четное, я потому &$A#~néi-1., *Ш*-Н»\>*<'?ЛлХ%*&*т 

ю т * одинаше знаки. Ч т о б ы судить, будешь ли .до*****'?' r v Щ$м •• 
-+- или—, сличим* одинъ изъ взяшыхъ членовъ съ пер $ tailed А 

I 
^X*** % й S $ v ' 

Изъ расположений: 

1 2 3 4 5 6 7 
1 2 5 3 4 6 7 

рой содержите члены, выводимые изъ первыми- чрезъ нечетное число пере-
лтщенШ, Члены первого класса, взятые съ въ соединены съ членалш 
втораго класса, взлтылси съ —-, составляютъ знакоперелтняющую 
функщю с. 

Вторая теорема даетъ правило узнавать будутъ ли два члена, про
извольно взятые, съ одинакими или разными знаками. Вотъ въ чемъ 
она состоишь; 

П. Написавши расположете значковъ одного члена подъ расположенгельъ 
значковъ другаго, должно ест знаъких ±, 2, З . . . т распределить въ группы 
следующимъ образомъ'. 1) Если значки, стоящее вертикально, не равны 
лгежду собою, то ихъ должно совокупить въ одну группу; но такъ, что, 
если одинъ изъ разслютриваелтхъ значковъ уже находится въ какой-либо 
группе, то елгу соответствующей значекъ должно поместить въ ту 
же группу. 2) Составивъ татя группы, каждый изъ осталъныхъ знач
ковъ должно брать*за особую группу. После этого, соаитавъ все группы, 
надобно число ихъ вычесть изъ числа т : если остатокъ будетъ число 
четное, то знаки разсматриваемыхъ членовъ сдинакге ; въ противпомъ 
случае, они будутъ разные. 

Первую теорему легко понять , соображаясь съ сказанным* выше; 
вторую же мы поясним* сперва примъромъ, а потом* ее докажем*. 

Положим*, ч т о т=1, и возмем* два члена, у которых* расположе
ния значковъ такая: 

, , 1 2 5 3 1 1 6 
v ; 1 2 7 6 4 5 3 . 

По изложенной теорем*, всв значки: 1,2,3,4,5,6,1 рагай&Л^фтся в* 
сдъдуюигш 5 группъ: » 
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составляем* 4 группы 

[1], [2], [3,5,4] , [6,7]. 

Разность 7 — 4 = 3 есть число нечетное, по этому обтДй знакъ предеи-
дущихъ членов* есть —>. 

Прежде, нежели приступим* к* доказательству 2-й теоремы, сдела
ем* следукящя замечания : 

1) П у с т ь данные члены будут* 

XaXbScXd""Xk aI 

и 
„О V I ~v* у 5 у 7 й — 2 >̂?«— I . 

a j3 у о яг . A 

Ежели мы станем* перемещать по1*азатели съ соответствующими 
им* значками; т о ясно, ч т о о т * этого ни величина, ни знакъ члена 
не изменятся. Такъ.найрим. первый изъ в з я т ы х * членов* может* при
н я т ь такой вид* 

а о к ас I 

2) Перестанавливая в* обоих* членах* одинакге показатели съ своими 
значками на одинакхя места , о т * т о г о не изменится относительное по-
ложёте значков* в* обоих* членах*, го. е. вертикальные столбцы 
значков* останутся т * же. По этому т а к ж е , ни мало не изменятся 
группы, вьгводимыя по теореме I I . Напр. изменив* т а к и м * образом* 
выражеше (39) въ следующее 

5 4 1 3 6 7 2 
7 4 1 6 3 5 2, 

получим* опять ше же группы : 

[5,7], [4],.[1], [3,6], [2]. 

3) Для болыяаго удобства с т а н е т * располагать вертникальныя пары 
значков* одну подле другой т а к и м * образом*, ч т о б * верхтй значек* 
был* т о т * самый, который находится внизу въ предъидущей паре. 
Э т о продолжится до т е х * поръ, какъ нижшй значекъ последней пары 
будет* т о т * , с* котораго мы начали расположение, После этого берем* 
другую пару, состоящую из* неравных* значков*, и поступаем* с* 
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НЕЮ ТАКИМ* ЖЕ ОБРАЗОМ*. ЧШО ЖЕ КАСАЕТСЯ ДО ПАР*, СОСТОЯЩИХ* ИЗЪ 
РАВНЫХ* ЗНАЧКОВ*, Т О ИХЪ МОЖНО ОСТАВИТЬ НА СВОЕМЪ МЕСТЬ, ИЛИ ПО
СТАВИТЬ ВСЕ РЯДОМ*; 

И ТАКЪ ВЫРАЖЕТЕ (39) ЗАМЕНИТСЯ СЛЕДУЮЩИМ* 

1 2 ! 5 Т | 3 6 4 
1 4 

ОТСЮДА ВИДНО, Ч Т О ВСЕ ВЫРАЖЕТЕ РАЗДЕЛЯЕТСЯ НА СТОЛЬКО ОШДЬЛЕТЙ, 
. СКОЛЬКО ПО ТЕОРЕМВ I I СОСТАВЛЯЕТСЯ ГРУПП*. П Р И Т О М * ГОРИЗОНТАЛЬНЫЙ 

ЗНАЧКИ КАЖДАГО ОТДВЛЕТЯ СУТЬ ИМЕННО Т Е , КОТОРЫЕ ВХОДЯТ* ВЪ СО
СТАВ* КАЖДОЙ ГРУППЫ. Э Т О ЛЕГКО ПОНЯТЬ ИЗЪ САМАГО ОБРАЗОВАТЯ ГРУПП*. 

4 ) Ч Т О Б Ы КОРОЧЕ ВЫРАЖАТЬСЯ, СТАНЕМ* НАЗЫВАТЬ ГРУППЫ: [ 5 , 7 ] , [ 3 , 6 ] 
многочленными, А ГРУППЫ: [L], [ 2 ] , . [ 4 ] э одночленными. 

ВОЗМЕМЪ ОТДЕЛЕШЕ 

abode f,.,...k I 
b с d е f g...,*ïl ai, 

ЗАКЛЮЧАЮЩЕЕ ТОЛЬКО ОДНУ ГРУППУ МНОГОЧЛЕННУЮ, СОСТОЯЩУЮ ИЗ* п 
ЗНАЧКОВ*. ЯСНО, Ч Т О , ПЕРЕМЕЩАЯ ВЪ нижнем* РЯДУ b п а, ПОТОМ* С И Ъ, 
ПОТОМ* d И С, И Т . Д.: ПОСЛЕ п—D ТАКИХ* ПЕРЕМЕЩЕНИЕ, РАСПОЛОЖИТЕ 
ЗНАЧКОВ* НИЖНЯГО РЯДА БУДЕТЪ ТАКОЕ ЖЕ, КАКЪ Й В * ВЕРХНЕМ*. НАПРИМ., 
ПОЛОЖИВЪ 7fc=6, НИЖНШ РЯД* ОТДЕЛЕШЯ 

( 4 0 ) a r l C / e / v 1 о с а е f а 

О Т * ПЯТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ* ПЕРЕМЕЩЕНИЙ : 

Ъ И Я, с И b, d И С, Е И d, f И е, 

БУДЕТ* ПОСТЕПЕННО ПЕРЕХОДИШЬ ВЪ ВЫРАЖЕНШ : 

а с d е f S 
а 5 d е / С 
a b с е / d 
а Ь с df Е 
abed ef, 

И ПОСЛЕДНЕЕ ЕСШЬ НЕ Ч Т О ИНОЕ КАК* ВЕРХТЙ РЯД* ОТДЕЛЕТА(40) . 
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Следовательно, если два члена (А) и (В) даюпгь только одну много
членную группу, состоящую изъ п значковъ; т о (Ä) можно вывести 
изъ (Б) чрезъ я—1 послвдовательныхъ переметцешй двухъ значковъ, и 
по теорем* I, знаки „членовъ (А) и (В) будутъ одинаюе или разные, 
смотря по тому, будетъ ли п—1 число четное или нечеткое. ЗДЕСЬ чи
сло одночленныхъ группъ е с т ь т—щ придавши къ нему 1 (число много
членныхъ группъ), и в ы ч т я сумму^т—лч-1 изъ т, (числа всехъ знач
ковъ), получимъ 

m-—(ni—n-+-l)=n—1 

число, по которому въ теореме II узнается, и м е ю т ъ ли члены: (А) и 
{В) одинагое или разные знаки. 

Возмемъ теперь два члена (А) и (IV), дающихъ [л многочленныхъ 
группъ. П у с т ь 1-я группа сосшоитъ изъ п значковъ, 2-я изъ р, 3-я 
изъ q, и т . д., последняя изъ t. Сосшавимъ /л—1 новыхъ членовъ 

(В), (С), (D),....(M) 

шакихъ, чшо (А) и (В) даюшъ только одну многочленную группу, состо
ящую изъ п значковъ; (В) и (С), одну только группу, состоящую изъ 
р значковъ; (С) и (Ю), одну только группу, состоящую изъ q значковъ; 
наконецъ (Ж) и (N) одну шолько группу, состоящую изъ t значковъ. 
По сказанному предъ этимъ, (А) перейдетъ въ (В) чрезъ п—1 переме
щенш значковъ по два; (В) перейдетъ въ (С) чрезъ р—1 т а к и х ъ пере
мещенш, и потому (А) перейдетъ въ (С) чрезъ п—1+р—-1 перемещенш, 
Членъ (С) перейдетъ въ (ТУ) чрезъ q—1 перемещенш, и т . д., наконецъ 
(М) перейдетъ въ (N) чрезъ t—1 перемещений. Следовательно (А) пере
ходите въ (IV) чрезъ 

( П—1 )+(/?— 1)Ч-(2—1)4-.. . .+(£—l)=«-HJ5-J -gf+. . . .4hi f—/Л 

перемещенш, ' и смошря по тому , будетъ ли э т о число четное или не
четное, знаки членовъ (А) и (IV) будутъ одинакге или разные. 

Такъ какъ. число вертикальныхъ парь, состоящихъ изъ неравныхъ 
значковъ, е сть п+р+д+. ...+t; т о число вертикальныхъ паре, состоя
щихъ изъ равныхъ значковъ, или число одночленныхъ группъ будетъ 

т—-(п+р+.дц-... ,-ьг). 

Придавши къ этому числу р.,— число многочленныхъ группе, и вы
ч т я сумму т~-(ггниэ-+-2'4-„,.ч-г)+^ ЙЗЪ т,—числа всехъ значковъ, оста
т о к ъ 
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m—[m—(p-hp+q+... .ч-г)ч-/л] 

есшь не ч т о иное, какъ 

n-t-p+q-ç--.. .-й—/л, 

И т а к ъ число, которое предлагаешь теорема II , чтобы судить, будут* 
ли знаки членовъ (А) и (IV) одинакёе или разные, есть не ч т о иное, 
какъ число перемъщешй значков* по 2 , чрезъ которыя член* {А) пере
ходить въ (IV), 

Функндя с г симметричная, и мы показали въ § 36 , пример* IV, какъ 
ее выразишь чрезъ коеФФищенты даннаго уравнешя. Следовательно, 
когда последше б^душъ известны, шогда будетъ известно значеше ра
дикала l/ç3, которое, будучи взято съ знаком*-+- и —, даетъ два зна
чешя знакопеременяющей Функцш с. 

Узнавши с, мы определим* изъ равенств* (33) и (34) значешя v. 



сзаешв 

ГЛАВА ТРЕТШо 

О преобразовашяхъ уравненш, 

Истгмогенге. 

% ЦсЧ-, Исплюшаежъ неизвестных*, называется преобразоваше уравнен 
3ii§ со многими неизвестными въ уравнешя , содержащая меньшее число 
н ензвъетн ыхъ. 

Такъ какъ первая часть всякаго алгебраическаго уравнешя (какъ мы 
увидим* скоро) можешь б ы т ь преобразована въ целую рацюнальную 
Функщю, т о мы станем* здесь разсмашривать только уравнешя раци
ональный. 

Показателем* степени рацюнальнаго уравнешя. 

Ах> У» з,.:.)=яо, 

•заключающего п неизвестных*: х, у, z,..., называешся наибольшая сумма 
показателей всех* неизвестных* в* каждом* член*. Разсмашривая дан-
ное урэннеше ошносишельно только двух* неизвестных* х, у , степень 
его относительно эшихъ неизвесшныхъ определяется наибольшею сум
мою показателей х и у въ каждомъ члене. 

Ежеди степень даннаго уравнешя ошносишельно х и у есшь m, т о ясно, 
чшо степень х не можешь б ы т ь выше хт; по атому данное уравнете 
м о ж е т * ' б ы т ь представлено в* виде: 

(1 ) Je*r+A х х™-*+А.^- •+.. 

т£ЬАазАх, As,...Am_t> Ат сушь целый Функцш остальных* неизве-
«япных*. Расположив* каждый изъ э т и х * коеФФищеншовъ по возраста
ющим* степснямъу , находим*:, 

1) КоеФФИщеншъ А* не должен* содержать у; ибо, в* противном* 
ел уча*, степень даннаго уравнешя, ошносишельно х и / , была бы больше»?. 

2 ) По т о й же причине, At м о ж е т * бышь шолько первой степени о т н о 
сительно у; следовательно имеет* вид* 
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S) J и можешь-.заключать шолько первую и вторую степень у, и но-
т о м у имеешь видъ 

с0+с1у+сйу,г. 

И т . д. 

4 ) Вообще коеФФИщентъ Ап при х"ъ~п м о ж е т ъ . б ы т ь т о л ь к о степени 
п относительно у, ш. е. онъ долженъ б ы т ь вида 

Ä 0 + Л j+A *у hnyn. 

И т а к ъ всякое алгебраическое рацюнальное уравнеше степени т, ошно-' 
сишельно только д в у х ъ неизвестныхъ х и у, можешь б ы т ь представлено 
Б'Ь ВИД* 

где А0,Ь0,Ъ1,с0,сх,с.^,...к0,к1,...кт с у т ь выражеша, независимый ошъ 
х и у , кошорыя м о г у т ъ б ы т ь либо целыя Ф у н к щ й прочихъ не-
известныхъ, содержащихся въ данномъ уравнетй, либо поещоянныя вида 
a-hW—1, 

Ежели данное уравнеше неполное , т о въ уравненш ( 2) должно пола
г а т ь нулями коеФФищенты гаехъ членовъ , которыхъ недоешаетъ въ 
данномъ уравненш. 

. Заменишь, ч т о въ уравненш (2) не всегда можно коеФФищентъ пер
ваго члена сделашь=1 ; потому чшо А0 можешь б ы т ь нулемъ , т . е. 
уравнеше (2) заключаешь въ себе, какъ частный случай, уравнеше 

(io+bj-)xm-'+(c0+c1y+csy-yn-^,,.v^o. 

Число всехъ членовъ въ уравненш (2) е с т ь 

л / ^ (w-*-2Y*»-*-±) И-2-*-3-Ь..ч-(т—±)+т-+(т+1}==- -
2 

и равно числу коеФФИщентовъ: А0,оа}5г,с0,,,.я0^,Лт. 
Такъ какъ «„ незавиеншъ ошъ х и у, т о число членовъ въ ур. (2), за-

внеимыхъ о т ъ х и у, б у д е т ъ 

(/и-к2)(т~ц) т(т+ъ) 
2 ' """ 2 " 



П у с т ь данныя уравнешя, разсматриваемыя относительно шолько двух* 
неизвестных* х и у, будушъ : 

(3 ) А^+Вх7*1-1 +€щт~*+.. .+Jx+K=o 

(4) ~ 1 + R хп~2+... S.X+ Т— о I 

Положим* , ч т о количества y,z,... получили извъстныя значешя ; т о 
гда, ч т о б ы уравнешя (3 ) и (4) существовали вместе , первыя ихъ ча
с т и должны уничтожаться для одного и того ate значешя х, ш . е. 
должны имъть общаго делителя , по крайней мере линейнаго относи* 
вдельно х. ' " 

Обратно, ежели уравнешя (з) и (4) и м е ю т * общаго делителя , Функ
цию X, напр. D; шо каждое значеше х, выведенное изъ уравнешя D—o, 
будешъ уничтожать первыя части уравненш (з) и ( 4 ) ; потому ч т о 
э т и Функщи^имъя общаго множителя D, обращающаяся въ нуль, сами 
обращаются въ нули. 

Эши значешя х съ значешями у, z, и пр., вставленными въ уравнешя 
(3) и ( 4 ) , называются соответственными корнями уравненш (3) и ( 4 ) . 

Означив* чрезъ a, 6,c,d}..,ï,k значешя х , удовлетворяются уравне-
юю (3 ) , а чрезъ j>,q, г-,,,,s, t значешя x, удовлешворяющ1Я yp. ( 4 ) , сосша-
вимъ произведете 

U— 

(a—p)(a—q).,.(а—г)Х(6—р)(й—g)...(è~«)X ,,%{k-~p){k—q).,.(k-~t). 

Чшобы уравнешя (з) и ( 4 ) существовали в м е с т е , они должны , по 
сказанному въ предъидущемъ §, и м е т ь по крайней мере одинъ общга 
корень, ш. е. по крайней мере один* из* корней: а, Ь,,с,..л, h должен* 
б ы т ь равен*, одному изъ корней: p,q,...s,t; ошъ того будетъ U—o. На
оборот*, когда U=o, шогда по крайней мер* одинъ изъ множителей , 
составляющих* U, будетъ нулемъ, и одинъ изъ корней: а, Ъ,.,л, ге, бу
д е т * равенъ одному изъ корней : р, q,...s,£. И шакъ уравненге U=o су
ществует* всегда вместе съ уравнетями (3) и. (4) . 

Такъ как* 

O R S Iх 

' ч P F P P 



шо вставляя сюда последовательно а, Ъ, с,.,Л, к вместо х, получим*: 

и ш. д. 

Перемноживши первыя части, а потом* вшорыя, находим*: 

О Т О Т О т 
(5 ) и = ( ^ + ^ - « + . . . + ^ ч ^ ^ « + . . . + р ) . . . ( А » ч н ^ » + . . . + ^ 

Вторая ч а с т ь этого равенства е сть ц е л а я с и м м е т р и ч н а я Функщя 
корней: а,А,с,...г,и, и п о т о м у она м о ж е ш ь б ы т ь выражена, по правилам* 
нредъидущей главы, ращональною Ф у н к щ е ю коеФФИщеитовъ : 

Q 11 ТВ CK 
( 6 ) р*-р, А , 2*'"А' 

А как* иоелвдше сушь рацюнальныя Функцш только у , шо U б у д е ш ь 
т а к ж е рацюнальная Ф у н к щ я только у. 

Чтобы у р а в н е т я (з) и (i) с у щ е с т в о в а л и в м е с т е , по сказанному вы
ше, необходимо, чтобы Ф у н к щ я U была нулем*. H т а к ъ уравнен»? 

U—o 

м о ж н о п р и н я т ь за р е з у л ь т а т ъ исключения неизвеешнаго s нзъ д в у х * 
уравненш (3) и (i). Его н а з ы в а ю т * конегпылгъ уравненгелт. 

Ежели коеФФищенты РпА п о с т о я н н ы е , т о U будетъ целая Функщя у. 
Но когда Р и А ( или одинъ т о л ь к о изъ них* ) с у ш ь целый функцш у; 
шогда к о е Ф Ф и щ е н т ы (б) б у д у т ъ дробные , и потому U будет* также 

V 
дробная Функщя у. Означав* ее чрез* имеем». 



и конечным* уравнением* может* служить уравненш 

V==o. 

S Ч\у, Если мы имеем* п уравненш съ «неизвестными: х,у,2,..Л}щ шо, 
исключая одно изъ э т и х * неизвестных*., напр. х , между одним* урав
нением* и всеми прочими, мы получим* п—1 уравненш с* п—1 осталь
ными неизвестными. Ясно> чшо поступая т а к и м * образом* далее, мы 
будем* уменьшать постепенно единицею число уравненш и число неиз
вестных*, и наконец* дойдем* до одного уравнешя съ одним* неизвест
ным*. Сделавши одно и шо же съ каждым* неизвестным*, мы полу
чим* п уравненш определенных* относительно всех* п неизвестных*: 
X, J , z,.,.u. 

Можно предвидеть , чшо изложенный способ* исклгоченгя не удобен* 
въ приложения, и потому он* заменяется другим*, который будетъ из
ложен* ниже. 

§ ^ - 6 . Но прежде посмотрим*, какова должна бышь степень конечнаго 
уравнешя С/=о. 

Положивъ на первый раз* , чшо уравненш (з) и (4) полныя , возмем* 
одинъ из* членов* произведете (5), который означим* чрезъ М. Он* 
происходит* о т * умножешя одного изъ членовъ 1-го множителя на 
одинъ изъ членовъ 2-го, на одинъ из* членовъ 3-го, и т . д. т а к * , чшо 
въ него войдешъ из* каждаго множителя по одному члену. П у с т ь вс* 
э т и члены будушъ 

СО Г,*,гш? ,YJ „..YJ- ; 

. число их* -=zm. И т а к ъ 

Так* какъ Ф у н к щ я U симметрична относительно q, Ъ, с,.../г, шо, по 
§ 33, она должна заключать все члены , кошорые выведутся изъ M , 
переменяя «, Ъ, с...к всеми возможными образаяга, и пошому U будетъ 
состоять из* членовъ вида 

у у> » I « , ( И Г ) 



Функцш 

(s) S (а £ с ...« ) 

рацюнальна относительно простых* симметричных* Функщй S t)S 
л А 

S^"n"-^^m)'S^+l'" п п р . , и первый ея членъ (§ 41) будешъ 

(9) У Л - > 
Изъ Формул* (23) , § 31 видно , чшо показатели степеней Функций 

ошносишелыю j , будутъ соответственно 

Л', X", Я"',...ЯС"Ъ} 

и п о т о м у членъ (9) будешъ степени 

(10, Х'+Я"ч-Л"'-4-...ч-Л(">). 

Но видь Формулъ (2б) , (30) § 40 и законъ ихъ происхождетя показы
вают*, ч ш о все члены Функцш (8) одинакой степени съ членом* '(9); 
следовательно Функщя (8) будетъ. т а к ж е степени (ю) . 

Так* какъ члены 

Г Л Аг/' }S 

уравнетя (4) должны б ы т ь степени п, т о Функщй YT,Y^..,.Y;:, будут* 
соответственно степеней: 

п—Х',п—К",?i— а"',...п— 

Следовательно произведете 

( i l ) YtY2Yg«...î^, 

будет* степени 

п—'а'+п—Л"-*-.. иж)—т?1—(Я'+Я"-ь.. .+Л W ) . 

Но какъ произведете (9) на (11) составляет* N ; т о IV, а по этому 
и U, будутъ степени 
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ВОЗМЕМ* ШСПЕРЬ КАКГЯ НИБУДЬ ДВА УРАВНЕШЯ, КОГПОРЫЯ ИЗОБРАЗИМ* чрезъ 

( 1 2 ) А-хт~^л-Вхт'^-г +-Схт-Р-*+.. ,+Ix+R—o 

( I S ) Pxr^v+Qx7^v-x+RxT,~v-*+,..-i-Sx+T==o, 

ОЗНАЧАЯ ЧРЕЗЪ m ПОКАЗАТЕЛЯ СТЕПЕНИ ПЕРВАГО УРАВНЕНШ, А ЧРЕЗЪ п ПО

КАЗАТЕЛЯ СШЕПЕНИ ВГАОРАГО. КОЕФФИЩЕНШЫ А И Р МОГУГАЪ Б Ы Т Ь ЦЪЛЫЯ 

Функцш у; НО ПОКАЗАТЕЛЬ СШЕПЕНИ ПЕРВАГО НЕ МОЖЕШЪ Б Ы Т Ь БОЛЕЕ pt А 

ПОКАЗАТЕЛЬ СШЕПЕНИ ВТОРАГО НЕ МОЖЕШЪ БЬИПЬ БОЛЕЕ,!?. 

ОСВОБОДИВ* ОШ* Э Т И Х * КОЕФФИЩЕШПОВ* ПЕРВЫЕ ЧЛЕНЫ, ПОЛУЧИМ* УРАВ

НЕШЯ 

( 1 4 ) хт -}U~xm~^~1+.. ,+1-х+~—о 4 А А А 

( 1 5 ) хп~ x»-v~4-,. . + I х+~=о} 

К О Т О Р Ы Х * КОЕФФИЩЕНШЫ 

В_ 1 К Q S Т 

СУШЬ ДРОБНЫЯ Ф у н к ц ш у. Станем* НАЗЫВАТЬ навремя СТЕПЕНЬЮ ДРОБ

НОЙ Функцш РАЗНОСТЬ МЕЖДУ СТЕПЕНЬЮ ЧИСЛИТЕЛЯ и СТЕПЕНЬЮ ЗНАМЕНА-

в <э с 
ШЕЛЯ ; ПО ЭТОМУ — И — БУДУШЪ ДРОБИ НЕ ВЫШЕ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ, — И 

A r Л 

— НЕ ВЫШЕ ВТОРОЙ, И Т . Д. 

ОЗНАЧИМ* ОПЯТЬ т—(* КОРНЕЙ УРАВНЕШЯ ( 1 4 ) ЧРЕЗ* а, Ь, с,...г, к, а 
n—v КОРНЕЙ УРАВНЕШЯ ( 1 5 ) ЧРЕЗ* p, q, r,.,.s, t> ВНЕСЕМ* a, b, ç,„.i, к 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО ВМЕСТО s В * УРАВНЕНИЕ ( 1 5 ) , И СОСТАВИМ* ПО ПРЕЖНЕМУ 

ПРОИЗВЕДЕТЕ 

( П ) U=z 

(a—pXa—q)...(a^-t) %(b—p){b—q)...(6-t X . . . X k—p)(k—q}„,(k—t)~ 
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Э т о произведете симметрично относительно а, Ъ,,..к, и потому оно 
выразится рацюнальною Функщею коеФФищентовъ (1б); но какъ послед-
ше сушь дробныя Функщй у, т о U будетъ также дробная функщя ош-

V 

носительно э т о г о неизввстнаго, Означивъ ее чрезъ —, конечное уравне

ше будетъ 

Опредвлимъ его степень. 
Разсматривая выражеше U, видимъ, ч т о степень Р въ знаменатель 

W есть rn—fA, и ч т о Рт—И- служит* общимъ множителемъ этого знаме
нателя. Переменив* знаки* всех* разностей: а—р, а—q,...b—р} и т . д, 
и ихъ порядок*, уравнеше (17) изменится въ следующее 

г_1ут-/л)17П- V)JJ— 

(p—a)(p—t>)-' •(/>—*) X [q—dfy—b).. .(q—к)Х... X (l—a)(t—b).. .(<?—»)= 

изъ котораго видно, ч т о степень А въ знаменателе W есть и—v, и 
чшо An~v служитъ общимъ множишелемъ этого знаменателя. Но какъ 
W кроме А и Р никаких* другихъ Ф у н к ц ш содержать не можетъ, т о 

W=zPm- t*An~v. 

Здесь Р есть Функщя у степени v, а А — Функщя у степени р\ по
сему показатель степени знаменателя W будетъ 

v(m—/л)+/л(п—v). 

Определим* теперь степень общаго члена произведенгя U, который бу
детъ вида 

(18) YxYaYs....Y(m_pXS[a b с Л ) . 

Симметричны» Функцш Sx'>S

K"y~Sx(m-t*) в ы Р а з я ш с я дробными Функция
ми у, и изъ Формуле, ихъ определяющих*, легко з а м е т и т ь , ч т о показа» 
шели ихъ степеней будутъ соответственно не больше К',Х,,.,.,К(-т~^' 
Поэтому произведете 
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О Коти далъ въ Exercices, de Mathématiques весьма замечательное доказательство 
Этой тео£>емы; но оно не такъ'пряно ведешь къ цеди, какъ изложенное, которое 
почти одинаково ù% доказательствам Крамера, смотр. Introduction à PanaTyse des 
lignes courbes. 

И ФУНКЩЯ 

, X ' V я"' 

будутъ дробныа Функцш у степеней не выше 

X + X " - + - X " ' 4 T . , . . X ^ - W . 

Показатели степеней Функщй Yt,Ya,....YCm^.(l-) будутъ соответствен
но не больше 

п—v—Я', п—v—Я",....га—v—%<-m-V. 

Следовательно показатель степени члена (18) не больше суммы 

n—v—X'+n—v—Я"+.. V—Х^-^ч-Я'н-Я'^-... .\b*-V> =z(n—v)(m-{i), 
т . е. -разность между показашелемъ степени V и показателем* степени 
W не больше (n—vXm—и)-

Но какъ показатель W есть v{m~-/*)-4-]«(л—г), т о показатель конеч-
наго уравнетя 

•Г=о 
будетъ не больше 

î?(m—/л)+/л(ге—ф)+(т—/л) (п.—v)=mn—piV ; 

следовательно, онъ опять не больше произведешь тп. 
Замегаимъ , ч т о здесь заключается мучай, когда уравнетя полный. 

Въ самомъ деле, когда уравнетя (12) и (13) полныя, тогда /л и v бу
д у т ъ нулями, и степень конечнаго уравнешя будетъ тп. Тоже самое, 
когда одно изъ данных* уравнешй полное. 

Сказанное въ э т о м * § ведешъ къ следующей теореме: 
Если мы исклютлт одно неизвестное изъ двухъ уравненш съ двулъя 

неизвестными степеней m un, то показатель степени конегнаго урав
нетя не можетъ быть более та (*). 
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Э т у важную теорему Везу распространил* на какое* нибудь число 

уравненш. Его доказательство имеешь недостатки, и потому мы из» 
ложимъ т о , которое далъ Поассот (*). Но прежде посмотрим*, как* 
определяются симметричныя функцга корней уравнений со многими неиз
вестными, 

§ ht* Положим*, ч т о дано пуравненш съ п неизвестными а, у, г....и, 
и ч т о 

хх*Уя >zxy*-uf> 

сушь соответственные корни, ш. е, значешя неизвестных* х, у, s,.,,,и, 
удовлетворяющая в* одно время данным* уравнениям*; пусть еще 
xs,y,j,za,..*.iis будешь другая система шакихъ же корней; х3,у3,г5,../«3, 
т р е т ь я , и ш. д. Ежели ращональная Функщя 

J'{xt,rl,Zl,..,,Ul, Ss.y3,Z,2,..„Jia, Яг,У3>23,,.,.Щ, И Пр.) 

не изменяетъ своего вида и значения ошъ перестановки значков*: 1, 2, 3, 
и пр . всеми возможныаш образами (ш. е . -от* заменешя всеми возмож
ными образааш одной системы соотвешственныхъ корней другою); шо она 
называется сижметрштю функщеьа коефФищеншовъ данных* уравненш. 

Легко уверишься т а к * же, как* и в* g 3 3 , ч т о всякая функщя тако
го рода представляется в* виде 

( 1 9 ) А+А^ъ+Аu-hAs*23-i-u проч. 

где А, Аг, Л,;, A3i и пр.* сушь постоянная количества, а каждая изъ 
буквъ: S j , S s , S s , и пр. означает* сумму членов* вида 

выводимых* из* одного какого нибудь чрезъ взаимное перемещение знач-
ковъ: 1, 2, 3, и пр. всеми возможными образами. 

Симметричныя Функцш вида 

(20) < < * R . „ . » f g\~4* 1 + * 0 * Ч " - » - » Г ' + и т . д. 

можно называть простыли или основпъгмщ потому, ч т о он* служат* 
основою всех* прочих*. Варить первый показал* способ* определять 
э т и симметричныя Ф у н к ц ш . Ou* состоит* в* т о м * , ч т о б * положишь 

хР'уР'гР" ,...ир и исключить из* этого уравнешя и п уравнеаШ 
данных* п неизвесшныхяь х, у, г,..,.м; т а к и м * образом* шлучяшея урав-

(•) Journal (le I'EeoU Puljtecfaiitpte, colder i8»e> page., 
42» 
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нете только no v, и коеФФищентъ втораго члена въ этомъ уравненш, 
в з я т ы й съ знакомь противнымъ, будетъ не ч т о иное какъ значеше сим-, 
метричной Функцш.(20) (см. § 32). Э т о т ъ способъ неудобенъ, потому 
чшо онъ вводишь новое неизвестное. ТГоассонъ предложил* другой, бол-ве 
удовлетворительный. Мы обълснимъ его сперва для двухъ уравнетй съ 
двумя неизвестными х та. у. 

Положим* р=х+Ау, означая чрезъ А произвольное количество; выведем* 
отсюда значеше одного изъ неизввстныхъ х или у, на пр. х, и внесем* 
его въ даняыя уравнешя: о т ъ того будемъ и м е т ь два уравнешя между 
v и у. Исключивъ изъ нихъ у, получимъ уравненш по v, котораго коеФ
Фищенты будутъ рацюнальныя Функцш относительно А и коеФФИщен-
товъ данныхъ уравненш. Изобразим* его чрезъ Y = o , и пусть 

х% и ух, х, и yt, xs иу3 и пр. 

будутъ соошввтственныя значешя хну, удовлетворяются даннымъ 
уравнешямъ; т о выражетя 

хх-*-Аут, Xz+Ауь, хъ+Ауъ, и пр. 

будутъ корни уравнешя Y—o, и потому всякая простая симметричная 
Ф у н к щ я э тихъ корней 

(21) (xx+Jyt)r+Çxz+Ay2)r-h(x5+Ays)r+ и пр. 

можешь б ы т ь выражена ращональною Функщею коеФФИщенгаовъ урав
нешя V=o , т . е. ращональною Функщею произвольнаго количества А 
и коеФФищенгаовъ даннаго уравненш; следовательно она будетъ вида 

(22) E+KJ4-K"A°-h и пр. 
Но расположивъ по степенямъ А выражете (21), имвемъ 

f{r—-1) хт

х +хгГгуг 

аГ, +xrr*yi 

и п р . + и пр. 

rA+xr

x~yî 
+х. •у: 

ч-ипр. и пр. 

отсюда видно, ч т о выражеше (22) должно б ы т ь степени г относитель
но А. Сравнивая к о е Ф Ф и щ е н т ы одинакихъ степеней А въ выражетяхъ: 
(21) и (22), получаемъ 
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# 1 - К С г - Ь 2 ^ - Ь И Пр. = К 

r{xI-Iyt+xr-'lya-4-xrrly!i+ и пр.) = К' 

• 7f-r~i\хгГ У1+хтГ *у1+ХгГ У1+ и пр.) = К" 

и проч.; 
отсюда выводим* : 

И т а к ъ мы въ состоянш определить всякую симметричную Функцш вида 

(23) ЦхРуР;)^хРуР'+хРуР;+хру{+ и пр., 

где p-\-p'—r, а /• можешъ б ы т ь всякое целое число. 
Помноживши 2(«я̂ уС') на ^{x\yq

x), имеем* 

2 ^ ^ ( * 1 г Г ) ^ и пр. 

^yPMyq:-^b-up,fp:+ и n p . = 2 ( ^ ^ ' + » > s ( ^ ' ^ ) . 

Функцш: 2(дг£гС"), 2(a;fj^') 5 2 ^ * ^ ' - + ^ ' ) определяются по изложенному 
способу; посему изъ последняго уравнешя определим* и Функцпо 

Ясно, ч т о , поступая шакъ же, какъ и въ § 41, апл въ сосшоиши бу-
демъ определить значеше всякой симметричной функцш. 

Распространимъ теперь изложенный способ* для вычислешя симмет
ричных* Ф у н к ц ш корней уравнений съ двумя неизвестными на какое 
нибудь число уравненш. И т а к * возмемъ п уравненш съ п неизвест
ными х, у, 2,....71, и означимъ соошветсшвенныя значешя эгаихъ неиз
вестных* опять чрезъ 

Xi,yt ,з1У,..,их, 
£ г У г)3 г:' •' 'У г% 

& а }У s 5"» J* • » * и г 1 

и ш. д. 
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Положим* ç=x+Jy-hBz-*-....-¥-Mu, и ветавимъ е—Ay—Bz—....—Ми 
в м е с т о х въ данныя з-равнешя; пошомъ исключим* изъ э т и х * уравненш 
неизвестней : у, z,....u; ошъ т о г о подучим* уравнеше по v, котораго 
корни будушъ: 

x1-*-Ayx+Bzx+....+Mux, x^Ay^Bzs+....-*-Mu^ и пр. , 

а к о е Ф Ф и щ е н т ы — ращональныя Ф у н к ц ш произвольных* количеств* 
А, В,....М, и коеФФИщеншовъ данных* уравненш. П о э т о м у всякая сим
метричная Ф у н к щ я 

( 2 4 ) 2 ( # х-*-Аух-+-Вг х-*-,,. ,-\-Ми г)г 

т а к ж е м о ж е т ъ б ы т ь выражена ращональною Функщею U относитель
но произвольных* количествъ: А, В,..,.M и коеФФИщеитовъ данных* 
уравнетй. 

Расположив* U и выражеше (24) по с т е п е н я м * и произведешямь с т е -
' пеней количествъ А, В,....М; сравнивши п о т о м * к о е Ф Ф и щ е н т ы подоб-
ныхъ членовъ, мы получимъ уравнешя для определешя симметричных* 
функщй вида 

(25) ^Ж^""-4Щ)> 
где р'-{-р"-¥р"'-к..,>*-pwz=r} а г можешь б ы т ь всякое целое число. 

Чрезъ умножение Ф у н к щ й вида ( 2 5 ) получаются уравнешя для опреде
лешя симмешричныхъ Ф у н к щ й вида 

Ъ(х?уГ\.,.и¥\Х%уГ...иР*и пр.) . 
Следовательно мы въ состоянш будемъ определить значеше всякой ра
циональной симметричной Функщй. 

§ Ч&. Э т и изыекашя намъ нужны для определешя степени конечнаго 
уравнешя, происходящаго о т ъ исключения п— 1 неизвестных* x, у, z,.,J, 
it, изъ п уравненш. 

Предположим*, чшо данныя уравненгя полный, и примем* на-время и 
за известное количество. Возмеме ть—i данных* уравненш, и произве
дем* иеключеше т а к и м * образозиъ, ч т о б ы каждое изъ конечных* ура
вненш заключало шолько и и одно. изъ прочихъ неизвестных* : х, у, 
z,..t; т а к ъ ч т о б ы 1-е заключало только и и х, 2-е — шолько и и у, 
3-е только и и z, и т . д. ; наконецъ последнее шолько и и t, 

Такъ какъ данныя уравненш ПОЛНЫЙ, т о они одинакихъ степеней 
относительно каждаго изъ неизвестных* x, у, z t , а потому все 
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и т . д. 

>• V V 
ошъ rnoi'o получимъ /л уравнетй: 

( « i » Ух, zl,,...tl,ü)m=o 

(Xz, f*, Z 2 , . . . . * 8 , M ) M = = Û 

Çx3, y i } zs,.. .л9^)т=о 

и т . д. 

когаорымъ удовлетворяют* различные значешя и. Следовательно иронзве-
дснпо 

(28) (<е„Гг>*г>*~»Г-{*~Г*** uy\(xi,Y^i,.,nr.,.(x,yi/..ai-)m^ü 

будутъ удовлетворять все значешя x, у, z,....u, удовлетворяющая дан
ным* уравнешямъ, и наоборот*. Поэтому уравнение (28) можно назвать 

найденныя конечный уравнешя должны бышь одинакок степени. Пусть 
показатель общей степени этихъ уравнетй есть /л; положимъ, ч т о они 
решены, и ч т о 

xltx2l...;xix суть значешя х 

Уг&ч""Ур Г 

и ш. д., 

tx, tf>""tn • 
означая одинакими значками соответственные корни. 

Ошъ данныхъ уравненш у насъ осталось только одно, содержащее всЬ 
неизввстныя x, у, z,...t, и. Изобразимъ его чрезъ 

(26) (х,у,г,...а,и)т^о, 

и внесемъ въ него вместо x, у, z,....t последовательно группы соответ
ственных* корней 

Хг, Ут, S1,....tt 

ХЯ) У vi s a ) . , . . t 7 

X^i J a j z 3 . i " " t 
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коиетылеь. Первая его чаешь, ошъ перемены одной группы с о о т в е т с т 
венных* корней ( 2 1 ) на другую, не изменяешь своего значешя и вида, и 
потому она можешъ быгаь выражена рацтональною Функщею коеФФИщен-
шовъ данныхъ уравненш. 

Такъ какъ въ уравненш ( 2 Б ) сумма показателей 'при X, у , s,..Л,и въ 
въ каждомъ член* не более т, т о сумма показателей при xz, j x , гг, 
...,tz1 Xiy j 2 , z „ , . . . . £ a , и и въ каждомъ членв уравнешя (28) не можешъ 
б ы т ь болве тр. * 

Ежели уравнение (28) заключаешь членъ 

т о оно должно заключать все члены, которые выведутся изъ этого 
члена, перемъняя значки: 1, 2 , 3,.,...га всеми возможными ^образами; сле
довательно оно будешь состоять изъ членовъ вида 

( 2 9 ) A « * S ( ^ < \ . O ^ J R Ç ^ O . A P J ; * J ; ' . . . ) , 

гдЬ сумма к-\-рлр л-р''л-. ,.q+q'-*-q"-\-,..T-b-r-ï-r"-\-,,. не больше т/л. 

По сказанному въ предъидущемъ §, симметричная Функщя 

(SO) 4xPyP^;'....xlyVzV'..-.xryr'zr''....) 
fA fÂ fA 

получится изъ уравнешя, происходящаго о т ъ перемножетя проетыхъ 
симметричныхъ Функщй 

( S I ) 2 ( ^ ' 2 ? " . . . ) , Щ*&с*Г...),.... S ( ^ R > R . . . ) , 

и пошому, когда э т и Функцш будушъ выражены целыми рацюнальными 
Функциями и; тогда степень Функцш (30) относительно и не должна 
превосходить степень пройзведешя функцш (31). 

Положивъ i>=x+Ay+Bz-h.,..Lt> внеся е—-Ау—....Le, вместо х въ та—1 
данныхъ уравненш, нами прежде раземашриваемыхъ, и исключив* по. 
томъ у, г,. . .?, мы подучим* конечное уравнеше по f и и степени /* (потому 
ч т о р взошло во все уравнешя т а к ъ же, какъ и х). Если мы изобразим* 
его чрезъ 
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шо КОЕФФИЩЕНПТЬ Р не выше 1-й сшепени ОШНОСИШЕЛЬНО и 

Q _ — 2-Й — • 

и га. д. 

. Т {X - * -

Симметричная Ф у н к ц ш 2 (# Х +Ау t ~b-Bz t +. . . .Ltкакъ видно изъ Фор
м у л * (23) § 37 j б у д е ш ъ сшепени з ошносишельно », а поэтому и симме
т р и ч н а я ф у н к щ я вида 

б у д е т ъ т а к ж е с т е п е н и p+p'+p"+.,.z=s ошносишельно и. 
После э т о г о ясно , ч т о п о к а з а т е л ь п р о и з в е д е т я ФУНКЩЙ (31) или по

к а з а т е л ь Ф у н к ц ш (30) ошносишельно и н е больше с у м м ы 

Pm*~jP~*~l> "~*-»»-*-я-*-д'-1-д "-к..-4-тч-гЧ-г 

которая, какъ мы у ж е видели не больше \im—к. Следовательно показа
т е л ь члена (29) о т н о с и т е л ь н о и не больше (лт, а п о т о м у показатель 
с ш е п е н и конечнаго уравнешя е с т * цт. 

Мы в и д е л и , ч т о д л я т р е х * у р а в н е н ш с т е п е н е й й, 5, т, п о к а з а т е л ь р 
равенъ произведению аЪ\ п о э т о м у с т е п е н ь конечнаго уравнешя будешь 
рт=аБт. 

Для ч е т ы р е х * уравнешй с т е п е н е й а, 5, с , т , п о к а з а т е л ь /л=а&з, и 
п о т о м у с т е п е н ь конечнаго уравненш б у д е ш ъ аЪст, и т . д. 

Вообще, если, мы илтемъ и уравненш степеней а, с , . . . к , 1 съ п 
пеиэвтьетными: то по исклфьети встьхъ этихъ нешвтьстныхъ, кромть одно
го, лш полушмь конечное уравнение степени не выше a b c . J k l относи
тельно оставшаяся неизвтъетнаго. Вогаъ въ чемъ с о с т о и ш ь з а м е ч а т е л ь 
ная т е о р е м а Базу. 

% НгЭ. Мы предполагали, ч ш о данныя уравнешя полныя; но сказанное 
справедливо и д л я неполных* уравненш. Въ с а м о м * д е л е , если -ДАНЫ 
каша нибудь у р а в н е ш я , ш о м о ж н о и х * з а м е н и т ь на-время уравне
ниями полными и о б щ и м и , и найдши п о изложенному способу общее 
в ы р а ж е т е конечнаго уравнешя Z7=o, изъ кошораго м о ж н о будет* 
в ы в е с т и , как* ч а с т н ы й с л у ч а й , конечное уравнение , СООТВЕТСТВУ
ю щ е е данным* уравнениям*. Для этого с т о и т * т о л ь к о приписать 
ЧАСШНЫЯ значешя коеФФИщентамъ общих* уравнешй. Ежели данныя 
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уравнетя неполныя, т о коеФФищенты общихъ уравненш, соответствую
щее недосшающимъ членамъ , должно полагать нулями ; ошъ того не
которые члены U уничтожатся , а остальные будушъ представлять 
первую чаешь конечнаго уравнешя, и степень ихъ не выше степени V. 

Но можетъ случишься, ч т о все члены U содержать уничтожаемые •• 
коеФФищенты, и о т ъ того U делается тожественно нулемъ. Ч т о б ы 
ошъискашь въ этомъ случае конечное уравнеше, должно п о с т у п а т ь 
елвдующимъ образомъ: сперва должно уничтожишь члены U, содержащее 
одинъ изъ коеффищентовъ полагаемыхъ нулями; осшавшгеся члены могушъ 
содержать общимъ множителемъ одного или несколько уничтожаемыхъ 
коеффищентовъ, и будучи сокращены на э т и множители, д а ю т ъ новые 
члены, съ которыми должно посшупашь по предъидущему. Ясно, ч т о , 
продолжая п о с т у п а т ь шакимъ образомъ далее, мы наконецъ дойдемъ до 
выражетя , въ кошоромъ некошорые члены не будушъ содержать уни
чтожаемыхъ коеффищентовъ : совокупность э т и х ъ членовъ будетъ 
представлять первую часть искомаго конечнаго уравнешя. Впрочемъ 
можно и непосредственно выводить конечное уравнеше. 

Пояснимъ сказанное примерами. 

Примтьръ I. 

Йсключимъ, по способу .изложенному въ § 4э, неизвестное х между 
двумя уравнениями: 

Ах ^-i-Bx-i-C—o 

Pxs-±Qxs-*-Rx+S=o. 

Означивъ чрезъ а и Ь корни перваго уравнешя, вносимъ ихъ во второе 
вместо х, и еосшавляемъ уравнеше 

которое приводится* къ следующему 
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или 

(C-~sy-i{BS—CR){B—R)^o. 
43* 

Такъ какъ о < 5 = ~ и а+Ь=.—~; то находимы 
А А 

С* ВС* В2 С 

AS A AA А 

С „ С( в* с \ в * с с * 
ВС .Z?1 ВС 

О т ъ того уравнеше (а) обратится въ следующее 

" I 7 " " ^ 3 / > +~АГР " Л ' Р + A*P* ~~ A*PS ЖР*~2чГ*'А*Р* 
2CQS C R 2 BRS S 2 

+ Alji A~P* + p ^ - 0 ' 
Приведя всь члены къ одному знаменателю, и освободивъ о т ъ него все 
уравнеше, имъемъ 

(/3) CsP*—BC*PQ+B*CPR—2dC*PR+AC2Q°—ABCQR—BsPS-i-ABCPS 
+AB*QS—2A *CQS+A*CRs—A*BRS+AsS*^o. 

КоеФФищенты Р и А могушъ б ы т ь или посшоянныя количества, или 
Ф у н к щ й j . Первый случай представляется, когда данныя уравнетя 
полныя. 

Ежели второе изъ данныхъ уравненш 2-й степени относительно зс, 
т о для получения конечнаго уравненш, сшоитъ только въ уравненш 
(ß) положить Pz=o, и сократишь остальное на А ; отъ того конечное 
уравнеше будешь 

C*Q*—BCQR+B*QS—2A BCqS+CRA—ABRS+A*S*=o , 

и если . 4 = 0 = 1 . , т о оно обратится вь следующее 

C*ßCR-*-B*S—2CS+CRaBRS+S*=o 
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Пршмтьръ II. 

Чтобы исключишь se изъ уравненш : 

x%y—i)+x—2=o 

х*у—зл?-ц=о, 

должно въ уравнение (jS) п р е д ъ и д у щ а г о примера положить: Р=у, Q=Q, 
Bss—3, 5 = 1 , Л=у—1, В = 1 , С = — 2 , 'и конечное уравнеше будешъ 

у*—8y2-b20j—16=0. 

• UpuMibpô III. 

Возмемъ еще уравненш: 

X*—y^+Z—o 

yX*—(y%~Zy—±)X+y=0. 

Положивъ въ ур. (/3) Р—у, Рь-==—(у3—Ъу— 1), S—y, - 4 = 1 , В=;о 
G=—ys-+-3, первая ч а е ш ь конечнаго у р а в н е ш я о б р а ш и ш е я въ постоян
ное к о л и ч е с т в о 3 : следовательно конечнаго у р а в н е ш я не имеется. Э т о 
показываешь, чшо данныя уравнешя н е м о г у ш ъ с у щ е с т в о в а т ь вместе". 

§ 50 . Х о т я изложенный сцосооъ и е к л ю ч е ш я вполне у д о в л е т в о р я е ш ь 
теорга; но въ п р и л о ж е ш и б ы в а е ш ь з а ш р у д н и ш е л е н ъ , по п р и ч и н е огром
ных* у м н о ж е и ш , когаорыя д о л ж н о с о в е р ш а т ь надъ коеФФИщентамм 
с т е п е н е й иеключаемаго н е и з в * с т н а г о . Поэтому п р е д п о ч и т а ю т * способъ , 
основанный на н а х о ж д е ш и о б щ а г о большаго делишеля. 

П у с т ь будушъ даны два у р а в н е ш я 

- F(x,y)=o и ф{х,у)—о 

съ двумя неизвестными х и у. Прежде, нежели приступимъ к* изложе
нию новаго способа и е к л ю ч е ш я , заменим* Функцш î F(x,y), фСх^у) про
стейшими. 

Расположив* т у и другую Функщю по степеням* у, в о з м е м * спер
ва одну и с т а н е м * и с к а т ь о б щ а г о большаго д е л и т е л я коеФФищеншов* 
с т е п е н е й х. п о т о м * е д в л а е м * т о ж е самое с ъ д р у г о ю Ф у н к щ е ю : э т и 
делители б у д у ш ъ вообще Функщй х. После т о г о , расположивъ д а н н ы я 
Ф у н к ц ш по с т е п е н я м * х, с т а н е м * и с к а т ь , въ к а ж д о й отдельно, об
щаго большаго делителя коеФФищеншов* степеней х : э т и делители 



будут* вообще Функцш У. Означим* делители перваго рода чрезъ X 
(для F(xy)) и X ' ( для Ф{х,у )), а делители вшораго рода чрезъ Y (для 
Щ#,у)) и Y R (для Ф(д?,у)), и съищемъ часганыя : 

F(x,y)_f Ф{х#)_Т1,. 
С/) v , v , —и , X . Y ' X ' , Y ' 

о т * того имеем*: 

F ( x , y ) = X . Y . U 

Ф { х , у ) = Х \ Г . и . 

Такимъ образом* каждая изъ функщй : F[x,y) и Ф{х,у) разлагается 
на т р и множителя, изъ которыхъ первый есшь вообще целая Функцш 
щ, второй вообще целая Ф у н к щ я у, а т р е т е й целая Функщя х ж у. 

Функцш X и X ' могут* иметь общим* большим* делителем* Функ
щ ю х ; Ф у н к ц ш Y и Y' могут* нмъшь общим* большим* д*лителемъ 
функщю у; наконец* общш большой делитель Функщй U и U' можешъ 
б ы ш ь функщею х и у. Означим* эшихъ делителей соответственно 
чрезъ DŒ^YFDXTFT и съищемъ частныя: 

X Y U 

- ( ^ — - . „ ^ о , 
•Ux JJy lJtcsy 

тогда данныя уравнешя преобразятся въ следующая : 

F(x,y)—DX.DY. DXRF.QX.QY. i = o 

Ф(х,г)—ВА!.П3. D X , Y . Q ' * . Q J . В—о. 

Этим* уравнениям*, во-первых*, могуш* удовлетворять корни уравнешй: 

D Ä = O , D J = O , . Т)х,у—о. 
Значешя х, выведенный из* уравнешя Da--=o, удовлетворяют* данным* 
при всякомъ значении у\ потому ч т о не содержит* этого неизвЬст-
наго. Равным* образом* значешя у уравнешя D Y = o будут* удовлетво» 
рать данным* при всякомъ значении х. Наконец* уравней!е D X } j ~ o не
определенное, ш. е. удовлетворяется безчислеяньм* множеством* значе-
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только могутъ иметь определенное число системе соответственных* 
корней, когда о б щ ш большой делитель Ф у н к ц ш : jF(jc,y) и ф(ху) не со
держите ни х ни у > ш - е. когда онъ постоянное количество. 

Данныя уравнешя м о г у ш ъ б ы т ь еще удовлетворены значениями х и у, 
уничтожающими въ одно время одного изъ множителей: Qx, Qy, А и 
одного изъ множителей : Qx, Q ' j , В. 

Уравнешя Qx=^o и ( У ж = о не могутъ существовать вместе: ихъ пер-
выя части не имеютъ общимъ двлигпелемъ Ф у н к щ ю х , и потому не 
могутъ уничтожаться для одного и т о г о же значешя х. По той-же 
причине , нельзя положить вместе Qy=^o и Q'j^o. Проч1е случаи воз
можны, и даюнгь уравнешя, содержащая по одному только неизвестно
му, и потому не требующхя исключетя. Но положивъ 

А=о и В=о , 

мы имвемъ два уравнешя , изъ которыхъ каждое заключаете оба неиз
вестный хну. Для исключетя одного изъ этихъ неизвестных*, мож
но пользоваться способом* уже известным* ; но здесь имеете преиму
щество способъ основанный на нахождении общаго наибольшаго делителя. 

Въ этомъ способъ встречаются два случая, которыя мы разсмотримъ 
отдельно : 

i ) Расположим* А и В по степенямъ х , и станем* искать общаго 
большаго делителя, не подвергая последовательные о с т а т к и ни каким* 
измвнетямъ. Первый случаи сосшоитъ в* шомъ , чшо при каждом* ча
стном* деления к о е Ф Ф и щ е н т ъ перваго члена дълимаго делится нацело 
на коеФФИщентъ^перваго члена делителя. 

Положимъ , ч т о степень А относительно х > не меньше степени В, 
которую означимъ чрезъ п ; тогда д о л ж н о делить А на В ; означимъ 
частное, которое будешъ целая Ф у н к щ я у чрезъ Q, , а чрезъ Rt—оста
т о к * , котораго степень относительно х по крайней мере единицею 
меньше п. Дълеше В на R д а с т * въ часганомъ какую-то целую Функ
щю у, которую означимъ чрезъ Q 2 , и о с т а т о к ъ Я а , котораго степень 
относительно х меньше п—1. Продолжая такимъ образомъ далее, мы 
дойдем* до о с т а т к а Вр, не содержащаго х. Пусть Qx ,Q a ,...Qp—g,Qp бу
д у т * частныя, соответствующая осташкамь R t , В г , . . . Л ^ _ 1 , Вр. Осно
вываясь на свойстве , ч т о дгьлилсое равно произеедешю делителя на 
частное сложенному съ остаткомъ, мы имеем* равенства : 

4 = # , Q L + Ä L , Ä = J R X , Q , - f h f l a , и ш. д . fy_e=fy..,.Çy»-fy. 
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Первое равенство показываешь , ч т о все значенгя x t и у, уничтожаю
щая An В, должны уничтожить и Л г , и на оборот*: « все значенгя х и у, 
уничтожающая В и й , должны уничтожать А. Следовательно корни 
уравнеши А=о и В=о совершенно шв же, ч т о и корни уравнетй. В—о 
и R j -—о. 

Изъ равенства B=RI.Q2-hRi видно, ч т о корни уравненш В—о и Rt—o 
т е ж е , ч т о и корни уравненш Я,—о и Я а —о ; поэтому уравнения 
А=а и В=о можно заменить уравнешяни Rx — о и R,=zo. 

Продолжая э т и разсмотрътя далее, заключаемъ наконецъ , ч т о все 
корни уравненш А=о и В=о должны удовлетворять уравнешямь 

о и Rpz=o, и о б р а т н о . Но уравнеше Rp=o содержишь шолько у; 
поэтому оно м о ж е т ъ б ы т ь п р и н я т о за конегное уравнение. 

2) Ежели при н а х о ж д е н ш общаго большаго д е л и т е л я Функщй А и В, 
вь некоторых* частныхъ дЬленшхъ коеФФИщентъ перваго члена дели-
маго не делится нацело на коеффищентъ перваго члена делителя ; 
тогда частное будете дробная Функщя у. Положимъ, ч т о я т о случи
лось сь^остатками RK_U и RK_Z, и чшо 

R*^-=R^r-Q«+RK-

тогда некошорыя значенгя хпу, уничтожающая Вх—3 и RKI, могутъ 
обратишь въ нуль знаменателя частнаго QK ; ошъ того произведете 
RK_fQK представится въ виде и о с т а т о к * RK~—ЯА_,.СЯ можетъ 
не обращаться въ нуль. Равным* образом* некоторые значенгя х и у, 
уничтожающая RK и RK_l, могутъ обратить въ нуль знаменателя QK, 
ошъ чего Я ж _ 2 = Л г е _ 1 .QK б у д е т ъ вида f , и можетъ не обращаться въ 
нуль. t 

Э т о обсшояшельство мы можемъ устранишь, помноживши Я я _ х на Y, 
— шакую Ф у н к щ ю у, чтобы частное Q' w о т ъ раздвлешн Я я . _ 2 . Y на 
RK_I было целая Ф у н к ц ш у; тогда будемъ иметь равенство 

RX^.Y^RK^Q'K+RK, 

изъ котораго видно, ч т о значенгя хну, удовлетворяющая уравнешямь 
Я я _ 2 = о и Я в _ , — о , должны уничтожать RK , а значешя х и у , удов
летворяются уравнешямь R^^o и Я ж , должны уничтожать произве
дете Я Ж _ 2 - Y. Но это произведете можешь быть нулемъ, когда толь-

i ко Y—o, между пгЬмъ какъ Я к _ а не =о ; въ шакомъ случае уравнетя 
RK_lr=o и Я к = о будутъ иметь корни, не принадлежащ1е уравнешю 

Я * - , = о . 
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Положим* теперь , чшо мы умножили делимый: Â1,BiyRl,R3,...ЕР_, 

соответственно на Y,,Y„...Yp, для гаого, ч т о б ы частныя Qi ,Q 3 vQp 
были цълыя Функцш у; тогда мы будем* и м е т ь равенства: 

A Yt=B.Ql+Rl,B.Y„r=RI.Qlt+Ra, и ш. д. RP_9.Yp=zI\p-t.QP'bRj1. 

Из-ь этихъ равенствъ и изъ сд-Ьланнаго замечашя следуешь, чшо 
уравнешя Rp_t-=o п Rp=o , кроме корней уравнешй Az=o и В—о, бу
душъ т а к ж е содержать корни уравненш 

Yt=o, YB=o,...Yp—o, 

не удовлетворяющая уравнетямъ Л—о и А = о . Следовательно въ этом* 
случае Rp—o не есшь истинное конечное уравнеше. -Однакожъ можно им* 
пользоваться какъ конечнымъ, шодько съ условием*: отбросишь пгв зна
чешя х и у , кошорыя не принадлежать уравнениям* А—о и В-=о. 

Такъ какъ А и В не имеютъ общаго делителя , т о последнш осша
шокъ не можешъ б ы т ь тожественно нулемъ. Но въ некоторых* случа
ях* онъ можешъ б ы т ь постоянным* количеством*, и тогда его нельзя 
приравнять нулю; следовательно уравнешя А=о и В=о не будушъ 
иметь конечнаго уравнешя, а потому немогушъ существовать вмъсгае. 

Приложим* эту- meopïio к* примерам*. 

Примтъръ 1. 

П у с т ь даны уравнешя : 

А~х * —Ъух * -*-(Зу *—ул- \ )х-~-{у » —у * -h2y)=o 

В=х*—2ухМу*—у)=о. 

для иеключешя изъ них* х. 
Разделив* А на В, въ> частном* мы получим* Qt—x—y, а въ о с т а т к е 

Я , = х—2у. Разделив* потом* В на Rir частное будетъ Q3=x, а ос
т а т о к * R2—y*—y целая Ф у н к щ я у , не содержащая х. Следовательно 
конечное уравнеше будешъ 

у'—у=о, 

и даешь для у два корня: 1 и 0. Внеся ихъ въ остаток* Rtz=zx 2 у = о 
для опредьлешя х, получимъ х=-2 и х=о. И т а к ъ соответственные 
корни данныхъ уравкешй суть : ( у х = 1 , xt—2), (уя=о, хя—о)-



Примтьръ II. 

Исключим* x изъ уравнетй 

F(x,y)—y'ix&-^(yi—y'i)xL—yixi—y'yx''—(ys—ул)х—у*=о 

ф(х, у)=(у 2+Зу)х5 +СГ3 +3у я)дг1—• (2у *-4-3j)x 5 — 3 — 3J в)д? *—у'х+у*=о. 

Сделавши опрощетя, показанный въ начал* этого §, получимъ 

F(x ,у)=у(х—±Хх-*-у)у(х!>—у*)=о 

Ф[ху)—у(х—1)[х+у)(х+1)[(у+з)х*—у)]—о ; 

откуда видно, ч т о F(x}y) и ф[х,у) имеютъ общаго делителя 

у[х— ±){х+у) , 

и потому данныя уравненш неопредвленныя. 
Освободивъ ихъ ошъ этого делителя , получимъ опредвленныа урав

нешя: 

Qy.A=y(x>—у*)=о, 

Qx.B=(x+±)[{y+Z)x*-y\=o, 

которыя удовлетворяются положениями : 

l{Q'x^x+±^o zlB=,(y+3)x*-y=oàlA-xs—y*=o Цв^(у+з)х*-у^и. 

I е положете даете [х——±,у=о); 2 е (х=о,у=о); 3 е (х-=—i, v = + V - - i ) 
и (х=—1, у——V—i). Чтобы решить четвертую систему уравненш : 
А—о, В—о, исключим* изе нихъ х. 

Такъ какъ первый членъ А не делится нацело на В , т о умножим* 
А на F , = j - i - 3 , и разделим* произведете ÄYX на В ; частное будет* 
Qxr=Xi а остатокъ 

Rx—yx—y*(y+3). 

Первый член* В не делится нацело на первый члене Л , ; но помно
живши В на Y,r=у , и разделиве произведете BYV на R, , получимъ въ 
частномъ целую функщю Q» — (j+3)a;-+-(j4-3)2jT и остатокъ 

Мы ввели въ продолжении действия два множителя Y х-=.ул-% и Ytszy, 
а 
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которых* корни суть у = — 3 и у—о ; но изъ нихъ только второй 
удовлетворяешь уравнению Л а —о, и будучи внесен* въ уравнешя Аг=о и 
В—о , превращаешь ихъ въ х'—о и д ; 3 = о , кошорыя содержать два об-
щихъ корня х=о. Следовательно уравнеше Л г = о не имеет* лишних* 
корней, и потому оно есть истинное конечное уравнеше. 

Примтъръ III. 

Возьмем* еще уравнешя 

А—ухъ-—Ъх-\-\—о 

* Л —(j—±)x2-i-x—2—0. 

Чшобы частное, ошъ разделения Л на. В было целое, помножим* А на 
1^ — [у—г)2; тогда въ о с т а т к е получимъ 

^ i = ( j 2 - 5 j + 3 > - j 2 + 4 y — 1. 

Помноживши 5 на Y"2 = ( j 2 — 5 у + 3 ) , делим* произведете BY\ на Л , , 
осшашокъ будешъ 

Л 2 = у 5 — i 0 / 4 + 3 7 j r s — 6 4 j 2 + 5 2 y — 1 6 = < / . 

Легко уверишься, чшо корни множителя Y2=(y'2—5j+3)2=o не удовле
т в о р я ю т * уравненпо Л 2 —о. Но оно удовлетворяется корнями м н о ж и 
теля Yx= ( j — \У—о. Ч ш о б ы у з н а т ь , б у д у т * ли э т и корни принадле
ж а т ь уравнетямъ А—о и В=о , положимъ въ этихъ уравнешяхъ у — 1 ; 
ошъ того они о б р а т я т с я въ следующая: 

х3—з-+-1=о , 

х—2=о , 

кошорыя не имеютъ общаго множителя. Следовательно уравнеше Л 2 = о 
содержишь два посшороннихъ корня у=1, и будучи освобождено о т ъ 
нихъ (чрез* разделеше Л г на (у—1)г) , даешь истинное конечное урав
неше 

у3-~-8уг-*-20у—10=о , 

которое мы уже нашли по первому способу исключениям 
§ 5 1 . Должно сделать некоторыя замечашя касательно изложеннаго 

способа иеключешя. 
i ) Въ продолженш действия можно п о с т у п а т ь съ остатками Л , , Л 3 , 
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R,,....RP-X т а к ъ , какъ мы поступали вначале съ «ункщями F(x,y) и 
ф(х,у), т . е.. каждый новый осшашокъ можно освобождать о т ъ множи
т е л е й , содержащихъ шолько х или только у. Чрезъ шо дейсгпвге де
л а е т с я проще . Но опускаемые множители могутъ унесши съ собою не
к о т о р ы е корни уравненш А=О и i ?=o; тогда должно отъискать э т и 
корни и присоединишь ихъ къ корнямъ уравнешя RP=ZO. 

2) Ч ш о б ы получить полиномы А И В ; неимеюпце общихъ множите

лей, должно искать общаго большаго делителя между S^'Ù-==
 U и 

X. Y 
ф(х.у) , а 

—, ' T U'. Положимъ, чшо при э т о м ъ двйствш получились остагП-
X. Y' 

КИ: R\, Л ' 2 , . . - . Л ' г _ 3 , R'Q—2, RQ-I, R'Q- ЕжвЛИ PI'rj—O, т о R'Q—Г 

б у д е ш ь о б щ ш наибольшш д е л и т е л ь Функций U И If, a потому 
U V 

-— Z=ZA и — =В. Но легко уверишься , чшо некоторые корни 
« î - i RQ-i 

R'G-* 
уравненш А=О и В—О должны удовлетворять уравнетямъ —; = о и 

RQ-
R'Q—* 

= о , а друие множишелямъ, на которые мы сокращали о с т а т к и 
R'Q~x 
Я , , . . . . Л^_„, RP—IL следовательно уравнешя А=.О и В—О можно заме-

R'Q—t R'Ç—A 
нить уравнен1ями — — = о и -— =О, шолько съ условгемъ: приоа-

R Q-Г R'G—t 
вишь къ корнямъ этихъ уравненш корни опускаемыхъ множителей, и 
о т б р о с и т ь корни, не принадлежащее уравнетямъ А—О и В~О. 

3) Когда данныя уравнешя опредъленныя и СОВМТЬСТНЫЛ, т о последит 
осшашокъ RP, пpeдcmaвляющiй первую часть конечнаго уравнешя, бу
дешь всегда целая Функщя у. Предъидущш остатокъ Л^_,, или послед-
нш делишель содержишь х; но степень его относительно этого неиз-
вестнаго вообще ниже сшепени данныхъ уравнешй. А потому, для по
лучения конечнаго уравнешя по Х, удобнее исключать У изъ уравненш 
ЛР=О и RP^_I=ZO, нежели изъ данныхъ. 

4) Чтобы определить соответственный значешя Х. и у , должно кор
ни уравнешя RP—O внесши последовательно вместо у въ уравнеше 
Л / ) _ 1 = о ; чрезъ т о мы получимъ столько уравненш по х, сколько 
этихъ корней, и въ сосшояши будемъ определишь значешя х. Ежели по
следовательные о с т а т к и не были подвергаемы сокращешямъ, т о найден-
ныя значешя х будушъ все т е , кошорыя удовлетворяютъ уравнетямъ 
AZ=.O и BZ=o. 

Уравнеше Л^_ 1 = = о можешъ быть выше первой сшепени относительно 



x; поэтому кажется , ч т о въ такомъ случае, каждому значетю у бу
детъ соответствовать необходимо несколько значенш х. Но э т о не
всегда справедливо; потому ч т о взятое значеше у можетъ уничто
ж и т ь въ уравненш Л^_ г = о несколько первых* членовъ, о т ъ чего сте
пень уравнешя Rp_^t—o понизится, и число значетй х будешъ меньше. 

Если какое-либо значеше y—ß уничшожаетъ все члены уравнешя 
Rp_1~o, шо э т о значитъ, чшо , имеешь множителемъ у—ß, и по
тому выгоднее, прежде изъискашя значенш х, освободить Л ^ _ х о т ъ 
всехъ множителей, независимых* о т ъ у. Положим*, ч т о произведете 
всехъ эшихъ множителей есть ф (у), и чшо' 

- i — - ^ г Ь х ^ ~ х -^сх^~ч-Адн-?. 
ф(у) 

Вставивши сюда ß вместо у, первые коеФФищенты а, Ь, с,.... о п я т ь 
могутъ уничтожаться . Но не возможно, чтобы они уничтожились все; 
потому ч т о тогда они имели бы у—ß общимъ множителем*. Когда 

Л 
о,5,е,...£ уничтожаются , а / н4шъ; т о —— не можетъ б ы т ь нулемъ, и 

Ï 
y=ß не будешъ соответствовать никакому значению дг. Если же э т о 
обстоятельство в с т р е т и т с я , когда последовательные о с т а т к и б ы л и 
подвергаемы сокращешямъ; т о значенгю y=ß м о ж е ш ь соответствовать-
какое-либо значенге х, уничтожающее одинъ изъ предъидущихъ О с т а ш 
кове, или одинъ изъ множителей, на которые мы сокращали о е т а т к и . 

§ ï>5i. Изъ этихъ 5"замечашй видно, ч т о способъ исключения неизвест
ных* чрезъ нахождение общаго наиболкшаго делителя имеетъ свои 
невыгоды, при изъисканш истинных* значешй неизвестныхъ. Но 
кроме изложенных* нами двухъ способов*, е с т ь еще друпе, которые 
удобно прилагаются къ частным* случаямъг Важнейшее иэь нихъ с у т ь 
сльдуюпце : 

1) Когда одно изъ данных* уравнетй F(x.y)=o и ф(х,у)—о разре
шается ращональнымъ или радикальным* образомъ относительно х, шо 
внеся въ другое вместо х радикальную Ф у н к щ ю г , его изображающую, 
мы получимъ уравнеше, содержащее только у. Если э т о уравнеше ирра. 
цюнальное , т о иногда легче преобразовать его в* ращональное, нежели 
исключить х изъ данныхъ уравнетй. 

2) Положимъ, ч т о данныя уравнешя одииакой степени относительно 
,г, и оба содержать членъ, независимый о т ъ х. Изобразим* ихъ чрезъ 

(a) ихп-ь-Ьхп~1+... .л-схл-d—Q 
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(J3) a V , + ^ " - I + . . . 1 + c W = o . 

Помноживши первое на а, а второе на а, и в ы ч т я одно изь другаго, мы 
получимъ уравнеше 

(у) (ab—ab')xn~ х - к . . .+(а'с—асг)л-»-а'с?—ad'=x> 

степени п—1 относительно х. Помноживши погаомъ уравнение (а) на 
d', а уравнение (Д) на d, вычтя одно изъ другаго, и освободнвъ разность 
ошъ множителя х", мы находимъ уравнеше 

( 3) (aj—dd)xn-1 -к . . . -ь(с d —cd)=o. 

Такимъ образомъ уравнешя (а) и (j3) заменились двумя уравнешями сте
пени п—± ошносишельно х. 

Ежели вместо ур. (ß), мы имьемъ уравнеше низшей сшепени, на пр. ур. 
'/ к f " >' ' f 

(ß) a " + i " - ' + . . . + c W = o ; * t J t> A -* • 

т о по предъидущему получимъ уравнеше (S) степени п—1. Помноживши 
ур. (j3)Ha хп~п', мы будомъ и м е т ь уравнеше степени п, съ которымъ 
посшупаемъ т а к ъ какъ съ Q3), и получаемъ ур. (у) т а к ж е степени п—i. 

Поступая съ уравнешями (у) и (5) т а к ъ же какъ и съ данными, мы 
получимъ два уравненш сшепени п—2 ошносишельно х. Продолжая э т о 
действие далее, мы дойдем* до двух* уравненш 1-й степени отностиедь-
но х, кошорыя наконец* даюшъ одно уравнеше только по у. 

§ 5 3 . Положим*, чшо дано п уравненш 

(a) Ut=o, U,=o, ил=о,....ип=о 
съ m неизвестными х, у, Въ § 45 мы разобрали мучай, когда 
nrzzm; раземошримъ теперь случаи п>т и п<т. 

1) Когда п>т, тогда для опредЬлешя х. у, z, . . . .e, Достаточно взять 
m уравненш : 

Изъ нихъ по способу, изложенному въ § 45, мы выведем* уравнешя, содер
жащая шолько по одному неизвестному. Пусть э т и конечные уравнешя 
будушъ 

(b) Х-о, Y=:o, Z^o,....V=o; 

они определять несколько группъ соответственнычъ значенш xy^.-v, 
кошорыя означим* о п я т ь чрез* (xf% y t t « I > . - ; . * ' I ) > (•*»> J«> з+уч^ШЪ 
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(xs, уь, j B e , . . ^ s ) и пр. Внося последовательно э т и группы вместо х,у, z,..v 
въ оставшаяся п—т уравненш : 

U . , = о , U , ,r=o,....Uп—о, 

т ы получимъ НЕСКОЛЬКО системъ уравнешя 

^ н = » . * Г , „ + г = о , . . . . Е / ' „ = о 

и т . д . 

Изъ которыхъ, чрезъ перемножете, составляем* уравнешя 

(с) U>m+X. U " m b l . . ^ , у'т + ш. U"m^...=,o,...,U'T, 1 / " я . . .=о . 

Первыя ч а с т и послъднихъ уравненш симметричны ошносишельно всехъ 
корней каждаго изъ уравненш (Ь), а потому онъ м о г у т ъ б ы т ь выражены 
рацгональными Ф у н к щ я м и коеффищентовъ э т и х * уравненш Но какъ э т и 
к о е Ф Ф и щ е н т ы суть рацюнальныя Ф у н к щ я коеффищентовъ данныхъ 
уравненш; т о уравнетя (с) не б у д у т ъ содержать никакихъ неизвьст-
ныхъ количествъ.» Следовательно они будутъ представлять условт , 
которммъ должны удовлетворять к о е Ф Ф и щ е н т ы данныхъ уравненш, 
ч т о б ы э т и уравнешя могли существовать в м е с т е . 

2) Если же m—число неизвестных* более п—числа уравненш; т о 
нельзя получишь уравненш (bp Но, приписавъ m—п неизвестным* со
вершенно произвольны» частные значешя, й поступай по § 4 5 , мы по" 
лучимъ п уравненш для определешя остальных* п неизвестных*. Зна
чешя последнихъ будухт» изменяться съ изменетемъ значешй, приписы-
ваемыхъ первым* m—п неизвестным*, а потому каждое изъ m неиз-
вестныхъ можетъ и м е т ь безчисленное множество значенш. И т а к ъ въ 
этомъ случае данныя уравнетя неопредгьленныя. Ихъ всегда можно, по 
§ 45, заменить другими п неопределенными уравнетями, изъ которыхъ 

каждое б у д е т ъ содержать m—и-Ы неизввстныхъ. 

О преобразовата иррацюнальныхъ уравненш въ рацюнальныя. 

§ ЗД. Первая часть всякаго алгебраическаго уравнешя, сосгпавленнаго 
изъ вопроса, заключающая гс неизвестныхъ: хх, хя, х3,....хп, предста
вляется въ виде иррацюнальной или, лучше сказать , радикальной (*) 
функщй порядка которую мы условились изображать чрезъ 

(») Г. Остроградсхий разделяет* иррацюнальвмя «ункцщ на: собственно ирраф-
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v=f(r', Л. . . -V/ / , Vp",...), 

где r , r", ,p, p" означаюшъ радикальныя Функцш порядков* не выше 
a ri, п",.... первоначальный числа. Мы обещали въ § 3 преобразо-

вать эшу Функцию въ рацюнальную; и ш а к ъ займемся этимъ преобра-
зовашемъ. 

§ 5 5 . Прежде всего заметим*, чшо Функцию v можно всегда при
вести въ шакое сосшояше , ч т о числитель и знаменатель, ея не будут* 
содержать никаких* дробных* Функцш. 

Положим*, ч т о 

(1 ) г _ - г - , г р=—-, р=-
t I Т' ~ Т" 

п" 

тогда радикалы s/p , s/p"могут* б ы т ь заменены дробями 

П> П" 

s7â' Vo77 

Ясно, чшо приведя къ одному знаменателю все члены числителя Функ-

щи v, э т о ш ъ числитель примет* вид* , где S и Г не будушъ со

держать дробных* радикальных* Функщй порядка /«rr i- Тоже можно 

сделать съ знаменателем* Функщй и; означивъ его чрезъ , имеем*: 

s s' ST 

где ST' и S'T не заключают* дробных* Ф у н к ц ш порядка /л—1. 
Поэтому радикальная функщя перваго порядка можешъ б ы т ь приве

дена въ такое сосшояше, ч т о числитель и знаменатель ея не будут* 
содержать дробныхъ рацюнальныхъ Функщй. 

Приведя въ шакое сосшояше р а д и к а л ь н ы я Функции 1-го порядка, вхо-

польпыя и раЪпкольныл (см. Лекц|и Алгеб. и Транец. Анализа, часть 2-я с т р . 512). 
Первыя содержать ръшеше каких* нибудь алгебраических* уравненш, а вторыя 
содержать только рыиеше уравненш вида хт—Ат=о, т . е. извлечете радикалом.. 
Первые 9 листов* э т о й книги были уже отпечатаны, когда я получилъ 2-ю часть 
лекцш нашего Геометра. 
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дяшдя въ радикальную Функцию 2-го порядка, и давши потомъ ей вндъ 
( 2 ) , она не будешъ содержать никакихъ дробныхъ Ф у н к ц ш въ числитель 
и въ знаменатель. 

Сделавши все это съ радикальными Ф у н к щ я м и 2-го порядка, входящи
ми въ радикальную функщю 3-го порядка, можно потомъ последшю 
привести къ виду (2). 

Положимъ вообще, чшо въ выражетяхъ ( i ) , Функцш У, s",.,, о', а",... 
t', t T ' , не содержат* никакихъ дробныхъ Функщй; тогда 
Функщя v, приведенная къ виду (2) т а к ж е не будетъ содержать въ чи
слитель- и въ знаменатель никакихъ дробныхъ Ф у н к щ й . Для поясне-
Н1я приложим* сказанное къ радикальной Ф у н к щ й 3*го порядка 

\х—±) \ \ д ч - 1 -

2—Vx 

'х'—1)\ 
4-1/1 Х " ~ У Г ^ 

x+Vx I 

Радикальныя Функцш перваго порядка, сюда входягщя суть 

Г) ni) - ü - . ^ ) 

т р е т ь я не з а к л ю ч а е ш ь въ ч и с л и т е л е и в * з н а м е н а т е л е д р о б н ы х ъ Функ
щй x, а проч1Я м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь въ с л в д у ю ш д а : 

ощъ чего v превратится въ 

V(x— 1) yi 2 xVx~l\ 

X+Z 
-f 2 — Vx 

Легко' видеть;; ч т о 

V '2Ух+У(х'2—±У 

, 2(x+-Vx)Vx t 
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I xs/.т.— х'+ xs/x—l __ i/{x\x->ri)\/x+xVx—\\ 

l/(x+iyx 

J2Vx+V{x?—±)\ ^/x^x^-i)] 

\ 2(x-\-Vx)Vx I \/l{x+Vx)Vx 

поэтому v приметь видъ 

__у(х--1)_ _J/{x\x^i.)Vx+xVx-i] 
xV(x—i)+i , y 

X+Z j/[2Vx+s/(xu—1)] 

Наконец-ь приведя ее къ виду (2), имъемъ 

jV(x-l)P(x+iyx+[xVlx-iyiyj[x*(x+1 )Vx+xVx-i])(2-Vx$2(x+ VxVx) 

Теперь v не с о д е р ж и ш ь въ числителе и въ знаменателе никакой дроб

ной Ф у н к ц ш . 

И т а к ъ в с я к у ю радикальную Функщю v можно п р и в е с т и къ виду 

ф(фх, ф„...Увх, Увя,..Увт) 
V : • • " ' 

где ф и F означают* действия, въ кошорыя не входипгь д клеше надъ 
х„ Хг,...Хп- Поэтому Функщю вида 

можно назвать .цплою радикальною функцию относительно х1} хг,...хп 

порядка /и. 
15 
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§ а 6 « Ч т о б ы Функщя v была нулемъ для конечныхъ значешй xlix2yx,i, 
ея числитель долженъ быть нулемъ ; поэтому все корни уравнешя v — o, 
должны удовлетворишь уравнешю 

( т ) 
п' п" п 

(з) ф ( Ф , , < p a , . . . v e x , ve^^ye^o. 
Наоборотъ, нельзя сказать , чтобы все корни последняго уравнения 

удовлетворяли уравнешю v=o ; потому ч т о некоторые изъ нихъ мо
г у т ъ уничтожать знаменателя Функцш v , о т ъ чего v обратится въ 
~, и можетъ иметь значеше, неравное_. нулю. Э т о значеше по изтзъст-
нымъ правилам* (*) можетъ б ы т ь ошъискано , и шогда мы въ состоя-
н т судишь, б у д у т ъ ли корни уравнетя (3) удовлетворять уравнешю 
v=^o, или нъшъ •(**). Эшихъ разсмотренш не нужно, когда знаменатель 
Ф у н к ц ш v ^сшь количество постоянное, 

(Щ -
№ П" П 

% 57» Зд*сь предполагается, чшо всв радикалы V6iy Vd3)...ve не из-
влекомы, т . е. не могутъ б ы т ь выражены радикальными Ф у н к щ я м и 

порядка f*—i. Означимъ одинъ изъ нихъ чрезъ V&, и положимъ VQ—Zi 

т . е. zn=.d. Такъ какъ первая часть уравнешя (з) е с т ь целая р а ц ю -

п' п" п 
нальная Функщя относительно радикаловъ V6lt ^ 6 г ] . . У 9 ; шо, можно 
ей д а т ь видъ 

где Ал, Аг, Ал, А^.,.Ап,.,.Ак предсгаавляютъ радикальныя Ф у н к ц ш по
рядка fi, не содержащих радикала z> 

Помножая уравнеше zn—0, последовательно на z , z " , г ъ т . д., и 
замьняя zn чрезъ 9, находим* 

z"+I=&z, З

п**~вг*, zn^^^e2',...znff^ecr^ znff+'t=6crz't; 

отсюда следуете, ч т о степень z^, когда X>n—1 , можно всегда заме

н и т ь выражением* effz't, где о" и t удовлетворяюгаъ условтю Х=лоЧ-тг и 

( ' ) Смотр. ДиФ*еренцдальное исчисление. 
(•*) Э т и изъискашя иногда бываютъ весьма затруднительны, н даже ве неко

торых* случаяхъ неисполнимы, а именно когда корни несоизмеримые. 
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*<п (•). Замънивъ подобными выраженгями всв степени z. превышаю* 
Щ1я zn~l, Ф у н к щ я v приметъ видъ 

или 

(5 ) <p(z)=A+A'z+A"z *+A"'z »+.. 1 )e

n-«. 

Таки.мъ образомъ въ уравнении (4) исчезли вся степени г, превыша
ющая г " - 1 . 

Прежде, нежели приступимъ къ преобразованпо уравнешя (5), разсмо-
гаримъ нъкоторыя свойства радикаловъ. 

п 

§ 5 8 . Радикалъ z=Vd, какъ корень уравнешя z"—0z=o, имветълзна-

нш. Означивъ чрезъ и и и два так1я значешя, и положивъ — = у , т . е. 

и=иу, имъемъ 

и я = в и н у = в , 

а потому 

© / • = 6 или у = 1 . 
И т а к ъ , зная и— одно изъ значенш радикала, мы получимъ другое, пом
ноживши « на одинъ изъ корней уравнешя ^-"=1. 

Уравнеше уп—i~o удовлетворено положешемъ y=z± ; прочее же корни 
должны удовлетворять уравнению 

(6) ^W n~ x + г п ~ • - + г = ° -

Ежели а есшь корень этого уравнешя , т о au будетъ корень уравне
шя zn—ö=o. Степень а*, гдв к целое положительное число, также 
удовлетворяетъ уравнетю уп—1=о; потому ч т о 

следовательно все степени о : 

a , a't а * , . . . а * , . . . 

будушъ т а к ж е корни уравнешя (б). 

(*) о* и х сушь: частное и оетатокъ ООТБ дЬлеш'я X на п, и потому х можешь 
быть какое нибудь цълое число, начиная о т х о до я—1. 

15« 
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Когда к>п— 1, шогда можно положишь я=л .ог+* ( где -г можешь 
б ы т ь всякое целое положительное число меньшее л — i ) ; о т ъ того бу
д е т ъ 

но какъ a r a = i , т о a n 0 f = : i , и а"1— а Т . Поэтому все степени а, пре
вышающая а л — г , можно заменишь членами ряда 

(1) а, а% а 5 , . . . а л _ 1 . 

Э т о т ъ рядъ представляегаъ все корни уравнешя (6), когда п число 
первоначальное; потому , чшо тогда всв его члены разные. Допустивъ 

(Г 
d t а ö1—t противное, наприм., ч т о a zzza при г<о"<ге , находимъ ~ - = а = 1 , 

t 
а 

со .„ или а = 1 , положивъ о"—-г— со, 1 а к ъ какъ п число первоначальное и со<п, 
гоо со и не будутъ иметь общихъ делителей : въ такомъ случае, 
какъ известно изъ начале Алгебры , можно всегда найши гаакхя два н/Б-
лыя, положительныя числа /* и v, чшобы оэХ—л./х=1; ошъ т о г о 

Но какъ а ю = 1 и а«—1, шо а 0 3 ^ ! и а г е М = 1 , a потому 

а = 1 . 

Чего б ы т ь не можетъ ; потому ч т о а е сть корень уравнетя (6), ко
торое не удовлетворяется Положешемъ у=1. И т а к ъ все члены ряда 

1, а, а 2 , а*, , . .а / 1 - 1 

неравные, и представляютъ все корни уравн. уп—1=о. Поэтому 

и, иа, иа*)..,на"-1 

также все неравные, и представляютъ все корни ур. z"—Э=о или все 
п 

значешя радикала Vd. 
Такъ какъ у=±, не удовлетворяешь уравнешю (б), т о все корни этого 

уравнения будушъ члены ряда (т). Взявши одинъ какой нибудь изъ нихъ 
п/% возвыся его въ степени 2, Ъг..п—Х, мы получимъ рядъ 
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сосшоящ1Й изъ т е х ъ же членовъ , какъ и рядъ (7), только расположен
ных* въ другом* порядке , га. е. (8 ) будутъ также представлять ВСЕ 
корни уравнешя ( б ) . Э т о легко объяснишь следующим* образомъ : 

Степень ак есть корень уравнешя yn=i, а потому 

(а")Ъ=1. 

Возвышая обе части эшого равенства последовательно въ сшепени 2 , 
5,...п—1, п, получаем*: 

(а*) я п =[Са я ) в ] я =1 

и т . д. 

отсюда видно, ч т о (8) сушь корни уравнешя У*=1 , и легко уверишься, 
чшо они все разные, и не равны 1. Поэтому они должны быть члены 
ряда (7). 

Для примера, пусть га=5, й а корень уравнешя 

(5 ) уЬ-*-у*+у*+у+1—о', 

т о а, а 2 , а 3 , а 1 будушъ представлять все корни этого уравнешя. 
Взявши одинъ изъ нихъ напр. а а , составим* сшепени 

(«'), К ) % (*•)•» ( а 3 ) 1 ; 
э т и степени опать представляют* все корпи a, а% a s , а4-. В* самом* 
дел* 

( a 5 ) 2 = a e = a s , а = а 
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Чтобы получить симметричный Функщй корней уравнешя / ' = 1 , дол
жно въ уравнешяхъ (20) и (22) § З Т , п о л о ж и т ь а , = a ,2z=za3 — . г ~ о . 

О т ъ того имьемъ: 

S t — i + a + a *-к. .ч- пп~1=о 

S 8 = l - ^ o ) M - ( a ' ) M - . . . + ( a " - x ) e = = o 

S 3 - i 4 - ( a ) ' + ( a 2 ) 3 + . . . + ( a ' i - I ) ^ 0 

и т . д . 

5 „ _ I ^ l + ( a ) " - I - ^ a a ) " - ï - b . . . 4 - ( a " - i y » - I = o 

S n ^ S 0 r = i + ( a ) n + ( a ' )»+.. . -^а» -* )^ /» 

S r t + I = i + ( o ) ' » ^ X 4 - ( o E

;

N + I - » - . . . 4 - ( a e - I ) n t ' = 0 и т . д. 

Вообще Sp б у д е т ъ = о или = л , с м о т р я по т о м у , б у д е т ъ ли ДЕЛИШЬ
СЯ на п съ о с т а т к о м * или безъ о с т а т к а . 

§ ä 9 . Уравнеше (5) <р(г)=о д о л ж н о с у щ е с т в о в а т ь в м е с т е СЪ уравне-
шемъ a n = i 6 . Исключивъ изъ нихъ г , получимъ уравнеше , не содержа

ть 
щее радикала z=iV8, Д л я э т о г о , по § 4 4 , должно в с т а в и ш ь въ уравне
ш е ф\У)-= о в м е с т о z корни уравнешя zn—Q=zo, к о т о р ы х ъ м о ж н о изобра
з и т ь чрезъ 

z, azt а^з, a*zl.,.an~Iz, 

гд* а означает* одинъ изъ корней уравнешя, а потомъ взять произведете 

(9 ) ф(е).ф(аг).ф(а*г),ф(а*з)...ф(ап-1

2)=^о, 

которое будетъ представлять конечное уравнеше. 
Заменив* здесь z какимъ-либо изъ корней az, az3,...an~xz равенство 

не нарушится; п о т о м у ч т о 1-я чаешь симметрична относительно кор
ней уравненгя zn=6. Д л я большей я с н о с т и въ самомъ деле вставимъ 
aKz вместо z} полагая o<vr<«— i ; о ш ъ т о г о первая ч а с т ь уравнешя ( 9 ) 
обратится в* 

ф(акг).ф(ак +г z) .ф(а* +- ^ ) . . . ф ( а * + п ~ 1 z) 

===ф(а^)(Р(а л+ 1л)...ф(а я + я ~ ^ ) . ф ( а в ^ ( Р > я ь ^ ) . . , ( р ( а л - ^ ) ; 

но это , отъ а"=1, обращается въ 
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Соверши въ въ уравненш (э) назначенный умножешя , э т о уравнеше 
приметъ видъ 

Р0 +Рг z-irP^z *-hPa z » + . . .+Pnzn+.. .+Рпг*=о, 

где Ра, Pt, P3i...PK означаютъ целыа Функцш а и остальных* ради-
каловъ порядка /л, кроме z. 

Замътивъ равенство z^=zna+%

==.e<rs!*', где А>га_1 и о<г<«, послед
нему уравнению м о ж н о дать видъ 

или 

(iff) P+F/z+P"za+...+Pin-I')2n-1=o. 

Вставивши сюда az вместо z, получаемъ уравнение 

P+P'a^P"a***+Ptn-*>an-i*n-t^o, 

которое должно б ы т ь гаожесшвеннос съ уравнешемъ ( ю ) , и потому 
имвемь; 

p'^p'a, p"=zP"c\ J f v ! = ^ » " ' a ^ . . . ^ ' < я - ^ = / ^ л - l > o ' • - I 

или 

P ' ( i _ o ) = o > P " ( i - a ' ) = o , P"(±-a»)=ot...P^-l\l-an-')^o. 

Но какъ 1—a, i—а", 1—a*,. . . i—а" - 1 не равны нулю, потому что 1 
не есшь корень уравнешя (6); т о должно б ы т ь 

Р'=о, Р%=о, Р " , = о , . . . Р я - 1 = о . 

Следовательно уравнеше (iO) приводится къ следующему 

(11) РЧР.+Р**+-+*'1и*}=*-

Легко уверишься, ч т о э т о уравнеше не содержишь о , га. е. PoJ 

Pn,.,.Pnt не содержать а. Для этого возмемъ вообще полиномъ вида 
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где а, Ь, с,...h не зависяшъ о т ъ а, и положимъ, ч т о онъ не изменяешь 
своего значешя ошъ перемены а на одинъ изъ корней а2, а 3 , . . . а —1. 
Принявъ э т о , мы имеемъ равенства : 

р^а+Ъал-са 2 + ^ а 3 + . . ,-\-кап~х 

р^а+Ъа 2 4 -<a 2 ) 2 4 -J (a 2 ) 3 ч- . . .+А(а а ) я - х 

j D — а - ь ^ а 3 + с ( а 5 ) 2 + 4 а 3 ) 3 . . . + Д - ( а 5 ) п - 1 

который, будучи сложены, д а ю т ъ 

(л—1>=(п—1)0+^,— i )+c (S 8 -» l ) -4 -< / (S 5 —l)+ . . .+Ä(S n ^ I —1) . 

Но S j=o , S ^ o , S 3 '=o,.. .S n_ I—о, поэтому 

(я—i)pz=z(n—l)a—b—с—<f—...—к; 

откуда y 

b-\-c-^d+...^k 
p-=a —•» 

71— 1 

Полиномы P0,Pn,...Pnt и м е ю т ъ совершенно т о же свойство, ч т о 
и р , а потому они ве могутъ содержать а . Следовательно уравнеше 
Р = о т а к ж е не содержишь а. 

То, чшо мы делали для радикала z^Vd , можно последовательно сде-

л' ч" л 

лагаь для каждаго изъ радикаловъ Vdlt V6 a , . . .v/0 , Такимъ образомъ мы 
можемъ исключить изъ даннаго уравнетя все радикалы порядка /х; о т ъ 
того будемъ иметь радикальное уравнеше только порядка /л—1. 
Посшупивъ съ этимъ новымъ уравнешемъ гаакъ, какъ мы поступали 
съ даннымъ, мы получимъ радикальное уравнеше порядка /И—2. Продол
жая э т и дейсгав1я далее , мы наконецъ дойдемъ до уравнешя порядка о, 
т . е, рацгональнаго относительно хх, Хя,...хт. 

И т а к ъ мы имеемъ общШ способъ преобразовать всякое радикальное 
уравнеше съ однимъ или многими неизвестными въ рацюнальное уравне
ше относительно э т и х ъ неизвестныхъ, Э т о т ъ способъ х о т я вообще 
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Примтъръ I. 

Возмемъ уравнеше 

(a) A+BVe+CV(F=o, 

въ которомъ А, В, С, в с у т ь радикальныя Ф у н к ц ш одного или несколь-
кихъ неизвестных* порядка ц—1. 

Положив* z-=.s/B, будемъ и м е т ь 

A-hBz-t-Cz *=о. 

Внеся сюда вместо z , корни az, a*z, где а есть какой нибудь корень 
уравненш 

у , + — о, 

составим* произведете 

' (А+Вгл-Cz >XÂ+Baz+Ca *г*\А-л-Ва *z-hCaz*)z=:o. 

Наконецъ, совершивъ умножеше , и истребив* a помопцю » ' = 1 и 
a * - i - a - 4 - l = o , мы получимъ уравнение порядка /л—i : 

(g) A'—zABCo-hB'e+C'e^o. 

(*) Смотр. Journal für die reine und angewandte Mathematik. Herausgegeben von 
A. L. Crelle. 1* Band, 3 Heft. 1855. 

Vber das Rationalmachen algebraischer Gleichungen. Von Herrn Förstemann. 
IG 

бывает* затруднителен* , но онъ облегчается для некоторых* част
ныхъ случаев*, т а к ъ напр. для уравнетя вида 

л " п 
VA+VB+-VC+...+ VK=o (•). 

Здесь может* случиться т о же, ч т о и въ исключении : первая часть 
конечнаго уравнетя можетъ б ы т ь или тожественно нулемъ, или по
стоянным* количеством*. Въ первом* случае данное радикальное ураЕ-
неше тожественное, а во втором* оно не может* существовать ни 
для каких* значенш неизвестных*, въ него входящих*. 

Приложим* э т у meopïto къ примерам*. 



4 2 2 

Примтьръ II. 

Пусть будетъ радикальное уравнеше 3-го порядка: 

/ S S 3 

У [1-*г2х+ Vx)]+Vx+ Vx2—1—о. 

Сдвлавъ ±+Zx+V{±+Vx)^M, z=V-M и Vx+Vx*—t=N, имеем* 

(a) z+N=o. 

Такъ какъ z*=.M> шо уравнеше (б) § 58 б у д е ш ъ j + i — о ; откуда у=.а,^—%. 
Следовательно конечное уравнеше о т ъ иеключешя: z будешъ 

или 

га. е. 

( Vx+Vx'i—i)2—1—2^—v"(H-V.r)=o. 

Возвысивши въ самомъ двле первый членъ въ квадратъ , и сделавши 
возможныя сокращетя , мы получимъ уравнеше 2-го порядка относи
тельно х: 

3 3 3 5 

(х—2)Vx— Vx2 — V(l+\/x)=o. 

Положивъ (х—2)Vx—</х'=Рy{±+Vx)—z~VQ, имеем* уравнеше 

которое т а к ъ же, какъ и уравнеше (а), преобразовывается въ следую
щее 

т . е. 

или 
Цх—2Ух—У/х*]я—(±+1/хУ=1> 

—2{x—2)x—l^(x—i)Vx+{x—2yVx *=о. 

Сделав* въ уравненш (5) предъидущаго примера А-=.—2{х-~2)х—1, 
В=х—1, С=(х—2у, В—х, находимъ рацюнальное уравнеше 

—[2(х-2)х+1] >+$[2{х~-2)х+{1(х— 1)(ДГ—2) *Х+(Х— i ) » Х+(х—2)e х «=о, 
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или 
х 8 —12х 7 ч-58лг в — 1ЫЯ5+2Мх'^—2i8jr1-4-'75^'-~<r—i=o 

§ 6 0 . Можно производить исключеше z изъ уравненш ф(г) и *"=0 по 
СПОСОБУ § 5 0 з ЭТО иногда бываетъ очень выгодно. 

ДЛЯ примера возмемъ уравнеше 

1+S/0 — ^ б ' + ^ в 3 _ \ / 0 ^ — о . 
5 

Положив* VQ=z, имеем* два уравнешя по z: 

2& — в и i - K z — z u - h z 3 — z u - = o . 

Исключивъ изъ нихъ z по § 50 , мы получимъ истинное конечное урав
нение 

6 ^ — б 9 3 + 1 6 0 2 — 2 6 0 — 1 — о . 

Ежели радикальное уравнение и м е е т * видъ 

А+Ув?=о , 
п 

где к<п; т о положив* VQ=zz, имеем* уравнешя: 

(а) A±zK=o и * и = е . 

Изъ перваго выводим* A==^_zK, потом* 
(б) An=±zxn. 

Здесь знаке -+- о т н о с и т с я къ четному п, а — къ нечетному. 
Второе изъ уравнетй (о) даетъ znh=dK; следовательно уравнеше (6) 

обращается в* рацюнальное 

Ап^6к=о. 
л-

Пользуясь эшимъ зам*чашемъ, можно иногда съ выгодою преобразовать 
радикальное уравнеше въ рациональное чрезъ несколько последователь-
ныхъ возвышенш Таким* образомъ производится исключеше радика
лов* >/M и VP во втором* примере предъидущаго §. 

Э т о замечание и симметричность уравнетя 
п га п _ п 
VA+VB+VC+.. .+УЛ==о 

относительно А, В, C,.,.N весьма облегчают* преобразоваше этого 
уравнешя. 

§ 61. По изложенному способу преобразованш радикальных* уравнетй 
можно преобразовать рацюнальное уравнеше съ радикальными коемк* 

46» 



ц е н т а м и въ рацюнальное уравнеше съ ращональными к о е Ф Ф и щ е н т а м и . 
Но если намъ дано условге, чшо для каждаго изъ радикальных* коеФФИ-
щентовъ должно взять по одному только значению ; т о м ы не въ пра
вь делать э т о преобразоваше. Въ послвдсшвш м ы увидимъ, ч т о въ т а 
ком* случав радикальность коеффищентовъ ни мало не п р е п я т с т в у е т * 
вычислешю корней уравнешя. 

О преобразованш мнимыхъ уравненш въ действительных. 

§ 6 2 . Ежели данное рацюнальное уравнеше У(х)—о имеетъ коеФФищенты 
вида a-^W—1 ; т о , по правилам* предеидущихъ § §, можно исключить 
изъ него V — 1 , чрезъ что выйдете уравнеше съ коеФФищентами дейст
вительными. Но конечное уравнение будете тогда содержать посто-
poHHie корни. Въ самом* двле уравнешю f(x)—o можно дашь видъ 

(1 ) 1(х)^ф{х)+^{х)л=ю, 

где ф(х) и ip[x) с у т ь цвлыя Ф у н к ц ш х с* к о е Ф Ф и щ е н т а м и действи
тельными, a i=.V—i, или i2=—-i, -Взявши для i два значешя -к и —г, 
конечное уравнеше б у д е т * 

(2) [ф(хУ^(х).г] [ф(х)-^хи}^{ф(х)У+{^х)У=о;. 

следовательно будетъ заключать корни -уравнешя 

ф(х)-4(х).с=о, 

которые могутъ не удовлетворять уравнешю f(x)~o. 
И т а к ъ когда въ данномъ уравнетй (1) г имеешь шолько одно зна

чение ; тогда нельзя делать преобразоватя (2). Но въ шакомъ случае 
можно всегда f(x)—o заменить новыми уравнениями съ действительными 
коеФФищентами, которыя не будушъ содержать постороннихъ корней. 

§ 6 3 . Ежели а есть действительный корень уравнешя 
1(х)—о, т о 

(3) • /(а)=ф(а)+-ф(а)Л=о. 

Такъ какъ <Р(а) и ^(а) с у т ь количества действишельныя, т о уравне
ше (з) можетъ существовать только тогда, когда 

ф(а)=о и i/)>(a)=o. 

Следовательно веякш действительный корень уравнешя J~(x)^=o дол
женъ удовлетворять уравнешямь 

фг

кх)~о и гр(х)=о. 
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На о б о р о т * , всякш действительный корень, общш эши.мъ уравнениям ь, 
б у д е ш ъ удовлешворяшь уравнение Д#)—о. Но кроме шох'о, уравнешя 
ty(x) = o и ^х)—о м о г у т ъ fiMtrab обнце мнимые корни, которые также 
б у д у т * у д о в л е т в о р я т ь уравнению f(x)=o. Э т и обшде мнимые корн» 
д о л ж н ы б ы т ь (§ 30) парные. И т а к ъ найдя общаго большаго делителя 
Функцш ф(х) и ip(x), приравнявъ его нулю, мы получимъ уравнеше , ко-
т о р а г о все корни б у д у ш ъ удовлешворяшь данному f(x)-=zo, Означимъ это
го д е л и т е л я чрезъ д{х)> и съищемъ часшныя 

- f e - a c z v 

т о г д а данное уравнеше f(x)—o р а з л о ж и т с я на два 

В(х)—о и $[х)==Ъ,(х)+%{х)Л=о. 

Первое не и м е е ш ь м н и м ы х ъ коеффищентовъ , а второе не имеешь ни 
дъйсшвительныхъ корней, ни мнимыхъ парныхъ корней. 

Т а к ъ какъ ï^x) и Щх) не имЬюпгь общаго множишеля , т о они не 
м о г у ш ъ и м е т ь общихъ корней, и потому, если вставим* въ нихъ вме
с т о х какое-либо мнимое выражете t+ui, т о по крайней мере одна 
изъ н и х ъ не обратится въ нуль. Пусть 

ш . е. 
$(x)=M+Ni+{P+Qi)i; • 

Т а к ъ какь г * = — 1 , т о 

g( л - ш ) = М-+-Ж+- Pi—Q=M—Q+(N-hPy, 

где M—Q и N-\-P сушь цвлыя Функцш t и и съ коеффицгентами дей
ствительными. Положивъ 

M--Q=F(t, и) и I Y + P ~ 0 ( * , K ) , 

имеемъ 

^+и&=Я{*,иУ+ф(1>и).к 

Ч т о б ы t~*-ui былъ корень уравнешя ^х)=о, необходимо, чшобы 

JF(t,u)=o и ф(*,и)=о. 

И на оборотъ, всакгя дейсшвительныя значешя t и и , уннчтождюшдя 
F(e,u) и ф((,и) у н и ч т о ж а т ь $(t+ui), т . е. выражение t+ui будетъ ко-



126 рень уравнешя g(a?)=o и уравнешя f(x)=o. Следовательно, ч т о б ы о т ъ -
искать все корни уравнешя $[х)=о, должно ошъискать соответствен
ные действительные корни уравненш : 

F(t,u)-=zo и <p(t,u)=o. 

Такимъ образомъ решете даннаго мнимаго уравнешя приводится къ ръ-
шетю трехъ действительных* уравненш: 

0(дг)=о, F(t,u)=w и (p(t,u) = o. 

Для поясненгя сказаннаго возмемъ несколько примеров*. 

Примтьри I. 

Уравнеше 

/(д:)=:л; 5-4-(4+г)д:^+(6+г)^ 3 +5я; ! !-ь(2г—î)x—г=о, 
где i=.V—i, можно представишь т а к ъ : 

f(x)=(x!i-l-4x't-±6x!i+5x2+2x)+(xk+xi—x—l).i=o. 

о"ощш большой делитель «ьункцш 

ф(х)=^х*+4х1^+вх:5+5х*-+-2х И ip(x)r= х^+х3—х—t 

есть в(х)=х*+2х*+Ъх-±\. Разделивши на него т/>(д?) и ф(х), находимъ 

Ф(х) •ф(х) 
^ { х ) = х ^ 2 х , yr0C{x)=x-^ 

fix) 
поэтому уравнеше (=^х)=о будетъ 

0(дг) 

%(х)~(х9+2х}+{х—l)i=0. 

Положив* Xr=4+-ui, имеемъ 

(t+ui) 5 - 4 - 2 ( ^ ш ) + ( ^ ш — i > ' — о 
или 

(t '—и *+2t—u)+(2tu+2u-i-t — о ; 

откуда выводим*, уравнения: 

F(t,u)=t2—u*-i-2t—u=o 

<P(t>u)z=2tu+2u-ht--lz=io. 

Второе изъ э т и х * уравнетй дает* « - ~ ^ y , внеся э т о значен* и в* 



первое, мы получимъ уравнеше по t ,-

(Л) s +2i£ 2 +i<K—3=о . 

Уравнеше ф^,и) т ак же даетъ t=- ; внеся эшо значеше t въ F(t,u)=iо, 
1+2м 4 ' 

находимъ уравнеше по и 

(Ь) 4 и 4 + 8 и 5 + 9 и 2 + 5 и — 3 = 0 . 

И т а к ъ данное мнимое уравнеше заменяется тремя действительными 
уравнешями 

Хъ+2х2+2х+1=о, (а) и (6). 

Впоследствии мы увидимъ, ч т о уравнешя (а) и (А) имъюшъ только 
по два действительных* корня, какъ и должно б ы т ь по meopin. 

Примтьрь II. 

Возмемъ уравнеше 

(i+f)^ 4- + (7+5 i )x 3 + ( l 3+5 i )x 2 —3 ' i — i)x— i8 ( i —i)—o , 

и дадимъ ему видъ 

(хЬ+1Х*+13х* — SX-— i 8)-*-(х*--*~Вх*-*-5х*-*-Зх+1&). i—o. 

Общш наибольшей делитель Функцш 

<P{x)~x't-b-lx*+lZx* —Zx—l& и 

rpf

vx)=x'^+5Xi-^öx''+Zx+iS 
есть 

6[х)=х 2 + 6 . г + 9 — ( х + 3 ) 2 , 

Разделивши на него <р(х) и tp[X), находимъ 

поэтому 

^ = § ( * ) = ( * 2 + x - 2 ) + ( * 2 - * + 2 ) . * = o . 

Положивъ здесь д ; = г+ш', имеемъ 

g(W-i«)=[(F+»I) а+(*+вО-2Н(/-«ИЗ («+«0+2]. *=о 
или 

(t*—u*—2tu+l+u—2)+(t2 — и*+2tu—l-*-u+2)л—о ; 



откуда 

Вычшя одно изъ эгаихъ уравненш изъ другаго , сократив* остатокъ 
—ilu-hlt—4=о на 2 , им-Ьемъ уравнеше 

— 2tu-t-t—2=0, 
которое даешь 

t—2 

(«) 

Внеся э т о знааете и въ уравнеше (p(t, м)—о, находимъ уравнение по t: 

(b) U^+f— 2 г — 4 = о . 
Оно должно дать только два дьйствительныя значешя для t, когаорыя, 
будучи внесены' въ равенство (а), д а ю т ъ два дБЙствительныя зна
чешя и. 

Примтъръ III. 

П у с т ь будешь еще уравнеше 

(i+2i)x1 — ( 2—.*)•#-+-(• i—3t* > = о 
или 

(л?'—2x-+-i )+(2 ,a; s-bz— з ) г = о . 

Функщй < р ( # ) = д ? 3 — 2 Л Ч - 1 и я/>(д:)=2л: , ,^-л:—3 не имьютъ общаго 
дълителя; вставивши въ нихъ t-vid вмьсшо х, имъемъ 

=(^3 — 6t2u—ЗСи2+2и*—2t—и-М) 

MjLt *+Zt *и—6Ш * —и5 -i-t—2и— 3)i=o, 

откуда выводил* уравнетя 

F{t,uy=zts— 6/'и—5*и*+2и*— 2*—и+1=о 

ф(* , и ) = 2«1Н-3 г а м—вги*—и 8 -4-«—2м—3=0, 

которыя должны дашь по т р и дъйствительныхъ значешя t и и. 
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О прсобразовати даннаго ураонепъя съ одними неизвтъстнымъ въ другое , 
котораго корни выражались бы одною и тою же рацюнальною функцкю 

корней даннаго у равненья. 

§ б^к Пусть дано уравнеше 

f(x) — Xm+aххт~г-*-а^хт .,х+от-=о. 

Означимъ его корни чрезъ xt, хя,...х , и положи sib , чшо требуется 
составить уравнеше , котораго каждый корень выражался бы одною и 
т о ю ж е рацюнальною Ф у н к щ е ю какихъ нибудь п изъ корней xti Хг,...х • 
Изобразивъ э т у Ф у н к щ ю ч р е з ъ 

сшанемъ перестанавливать места xlt Х2,..-Хп, и заменять ихъ каки
ми нибудь другими п буквами хг, х^...х . Сделавши это всеми воз
можными образами , мы получимъ т(ш—±)....(т—n-4-i) значсаш у. 
Некоторый изъ э т и х ъ значении могугаъ б ы т ь тожественны; на прим. 
если y=xt+x9, т о значения хх-*-х9 u'xa-*-xI, xt-*-Xs и xi-*-xl,...x3-^-xi 

и хя-*-хЯ1 и т . д. будушъ тожественны. Возмемъ только одни нето-
жественныя значешя у, кошорыя означимъ чрезъ 

( i ) . Уж* У» г . , . . . ^ ; 

искомое преобразованное уравнеше будетъ 

( у —у i )Ь"—У ЛГ—У»)—Ь'—УР) 

( 2 ) =y1*+A rf^-'+A J-?- г-н.. ,+А^у+А^о, 

где 

A T =—(у t +j\+ys. .+у ) 
г* 

43—^УгУ*+у1уа+--'+УхУ^#*+-»+ГяУр+---^(Г.хУ(Л) 

А 3 = —(у гу 1У3+УгУ*Уь+-+УхУ,Ут+У*У>У1>+- • -+У Я гУц+--^Уц- *УЦ - *Ур) 

и т , д. 

Л/л_, = ( — 1 (У хУ %У*- -Ур- t+v*y*" У/л- *>'; ."*»• з • • У и-- >>) 
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Огаъ п е р е с т а н о в к и xIt xib.<.xm ВСЕМИ в о з м о ж н ы м и образами, одно и з ъ 

значешй ( i ) п е р е х о д и т * въ другое , ч ш о н и мало не и з м е н я е т * з н а ч е н ш 
At, А,,...Ац\ следовательно э т и к о е Ф Ф и щ е н т ы с и м м е т р и ч н ы о т н о с и 
т е л ь н о Хх,хгу-х , и по правилам* 3-й главы, они м о г у ш ъ б ы ш ь выра
жены рацюнальными Функщями к о е ф ф и щ е н т о в ъ : а 1 5 а2,...ат. 

И т а к ъ , какая б ы ни "была р а щ о н а л ь н а я ф у н к щ я у, м ы всегда въ с о 
стояния будемъ с о с т а в и т ь уравнеше ( 2 ) . 

§ 6 5 . П у с т ь т р е б у е т с я с о с т а в и т ь уравнеше , к о т о р а г о б ы корни б ы л и 
р а з н о с т и корней даннаго уравнешя. 

Въ э т о м ъ с л у ч а е значешя у б у д у ш ъ : 

Хх Х2, Xt — Xs,...Xs Хт, Xв Xз,. ..Л? 2——Х^, . . -Xт^_г — Xт 

отсюда видно, ч т о к а ж д ы й членъ в е р х н е й с т р о к и равенъ с о о т в е т с т в е н 
ному н и ж н е м у , в з я т о м у съ знакомь п р о ш и в н ы м * . 

Число членов* в* каждой с т р о к е е с т ь - . Означивъ верхше чрезъ 
2 

полагая • —n, н в ж н к б у д у т * 

ßit ßat-^ßst'" ßtt' 

А потому искомое уравнеше будешъ 

(7-ß, b+ßtb~ß.)(y+ß г ){y-ß,b+ß>)' • • (y-ßn){y+ßn) 

^y'-&)(?a-ßlX7%-ßl).-.-(r-ß,n) 

(3) « y ^ ' W o ^ ' ^ , ^ ^ 

Так* какъ произведете 

(j'-ßlXy'-ßDiy'-ßDAr-ß:) 
не можешь содержать нечешныхъ степеней у; шо 
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Положивъy*?=z, Ав=В[, А^-=:В я)...,Ат<т^.1 )~Вп, будемъ иметь урав
неше 

zn-i-Blzn-l+Btzn-*+....+Bn_Jz+Bn=zo, 

к о т о р а г о корни с у т ь j3*, ßl, J3 e , . . .-ß*, т . е. квадраты разностей кор
ней хх, хг,...хт, и п о т о м у ему даюпхь назваше уравнешя съ квадрата
ми разностей корней. 

Уравнешя (20) и (22) § 31 д а д у т ъ намъ Формулы для определешя КОСФ-

Ф и щ е н т о в ъ Blt В 2 , Bs,....Brt^1, В^ помогщю п р о с т ы х ъ симмстричныхъ 
Ф у н к ц ш квадратовъ р а з н о с т е й корней je , , х2 ,....хт-А. эти симметрич-
выя ф у н к ц ш м о г у т ъ б ы т ь определены помощью простыхъ симметрич
н ы х * Функщй корней х^,ЛхУ хт. 

Составимъ общее выражение для вычислетя Функцш 

ИЛИ 

{x1-x,yp+{xt-xiyP+...^x1-xJ*r^xt-xtyP+...^x,--xJtP+ 

Для этого разсмотримъ выражете 

(4) ф1х)^(х-х1уР^х-х,угНх-х>УР]+---^х-хтУр-

Рааложивъ каждый его членъ по Нютоновой строке, имъемъ 

ф(х)= 

x - p — 2 p x t x ^ l ^ ^ - ^ x l x i P - ' 3 ~ - . . . + x l p 

1 • 2 

х*р-2Рх?х*Р-г+2р{-2р~*-х1х*р-*~...+х 
1. 2 

и т . д. 

х,р — 2рх, ,x*~,jm=±)xl.x>-p,-.... "•р 
1. 2 

и уравнеше (з) обратится въ следующее 
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(~1)Р ÏJ^ZTp— 
Откуда имеемъ 

• (6) f p ^ m s î P - 2 p s i S t p _ ^ 2 J ( 3 P ^ s с 

( - 1 / 2р(2р-1)....(p+l)S9 

2 1.2.3...p р' 

Полагав последовательно , 2 , 3 ^ l ^ Z i ^ получаемъ Формулы для 

опредълевда простыхъ симметричных* Функцгй: / „ /т(т-о 

а именно: 

Сдвлавъ приведете, получаемъ 

(5) ç(x)^m,^P-2PSI^-'+^^i)S^P--^....S 
1 . 2 ^ 

где <5_. 5_. <S_. какъ и прежде, означают* простыя симметричный 
функцш корней: хг, хъ>—Хм-

Выражеше ( 5 ) тожественно съ выражешемъ ( 4 ) , а потому они равны 
между собою для всякаго значенгя х- Положив* последовательно 
Х—Хх, Xxs,...xjn, и сложивши выводы, находимъ 

(xI—x2)*P^xl—xsyP+...+(x*~xiyp+(x3--xa)*J}+.-.{xs--xI) 

= 2 / =т£зр—2р S S + ^ E Z l l s a . S ^. 
J p * - l . 2 

, 2 X 2 ^ — 1 ) ( 2 ^ - 2 > . . . [ 2 ^ - ^ — 1 ) ] 

( — 1 / . 1 j 2 s p • S

P .SeJp,p+... .+mS9p. 

Число членовъ въ последнем* разложети есщь 2/М-1 , которое всегда не
четное , а по тому разложеше имеетъ среднш членъ не приводимый. 
Члены на одинакомъ разстояши о т ъ концовъ равны; ошъ соединен!» ихъ 
въ одинъ, наше разложение приведется къ следующему 

2_£ = 2 « в . , - 2 . Ър S x S t p ^ 2 ^ p - ^ S a S 3 j p К., 
X - А 
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) y , = = m 5 . - 6 S , Ä I + i 5 S , S t - 1 0 S : 

Г и пр. 

Замънивъ въ уравнешяхъ (20) и (22) & буквою/^ а а буквою i?, МЫ выве
дем* изъ нихъ Формулы для опредълешя коеффищентовъ уравнешя съ 
квадратами разностей корней. Онъ с у т ь : 

\ Ba=~\(J,+Btß) 

(8 ) j B,=~±(ßt+Btß+B,ß) 

I Bb=-i(f^Bß+Baß+Bsß y 

\ и т . д . 

Для noflcaeHia сказаннаго въ эшомъ §, возъмемъ несколько численных* 
нримьровъ. 

Прншьрв I. 

Для уравненш Xs—2х—5=0 мы нашли въ § 40, Ifp. I I : 

5 i = o , S

2 = 4 , S 5 = 15; S 4 = 8 , ^ 6 = 5 0 , 5 в = 9 1 ; 

внеся эти выражешя въ формулы: (1) и (8), получаемъ : 

/ , = 3 . 4 = 1 2 

/ 2 = 3 . 8 + 3 - ( 4 ) я = 7 2 

/ ,=3.91+15.8 .4—10.(15)*=:—1497 

Я а = - / = - 1 2 

В,=—4(72—12.12)=36 

Ä , = — К — 1 4 9 7 — 1 2 Л 2 + 3 6 . 1 2 ) = 6 4 3 . 

И такъ уравнеше съ квадратами разностей корней даннаго уравнешя 
будешь 

* » —-12z *-+-36z+G43=o. 
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ПрЫМТЪра II. 

П у с т ь дано х'1—ix*-*-4.x—i=c. Положивъ въ формулах* (20) (22), § 37 

а ,—о,аг=—4,а3=+4,а4=—1, находимъ: 

5 , = 8 , S » = — 1 2 , 5 4 = 3 2 + 4 = 3 6 
S

ä = — a 2

S , — a 5

5

s = + 4 . — 1 2 — 4 . 8 = — 8 0 

5 f i = — a a 5 t « - a 8 5 8 — a 4 _ S , = 4 . 3 6 — 4 . — 1 2 + 8 = 2 0 0 

S , — _ a 2 S s _ _ 0 s S i _ _ Ö 4 S 3 = = 4 . — 8 0 — 4 . 3 6 + 1 . - — 1 2 = — 4 7 6 

5 e = ^ _ Ö 2 S 6 _ - a s S 6 ^ a i S i = : + 4 . 2 0 0 — 4 . — 8 0 + 1 . 3 6 = 1 1 5 6 

S s = _ f l j S , - a s S 6 - 0 ^ = 4 . - 4 7 6 — 4 . 2 0 0 + 1 . — 8 0 = — 2 7 8 4 

S I c — _ а 2 5 в _ о з 5 , ; _ о 4 5 в - 4 . 1 1 5 6 — 4 . — 4 7 6 + 1 - 2 0 0 = 6 7 2 8 

S t 1 ^ _ « 2 5 д _ а з А 8 _ а 4 5 з : _ Ч - 4 . 2 7 8 4 - 4 . — 1 1 5 6 + 1 . — 4 7 6 = — 1 6 2 3 6 

S i i _ _ _ Ö 2 S i o _ - a s S 9 _ a i S _ _ 4 . — 6 7 2 8 — 4 . 2 7 8 4 + 1 . 1 1 5 6 = 3 9 2 0 4 . 

Послъ чего по Формудамь (7 ) имъемъ : 

/ , = 4 . 8 = 3 2 

/ 2 = 4 . 3 6 + 3 - 8 г —336 

fs — 4.200+15.8.36—10(—12)г=3б80 

^ ~ 4 ' 8 + 1 . 2 г e 1.2.3 8 6 1 .2 .3 .4 * * 

= 1 . 1 1 5 6 + 2 8 . 2 0 0 . 8 — 5 6 . — 8 0 . — 1 2 + 3 5 . ( 3 6 ) 2 = 4 1 0 2 4 

/ 5 " 1 0 1.2 8 2 1.2.3 ' 3 1 . 2 . 3 4 e - " 1 . 2 . 3 . 4 . 5 ^ " Ь 

= 4 . 6 7 2 8 + 4 5 . 1 1 5 6 - 8 — 1 2 0 . — 4 7 6 . — 1 2 + 2 1 0 . 2 0 0 . 3 6 —126 . ( — 8 0 ) e = 4 6 3 2 3 2 

7« 4- г - ' 1. 2- 3 ' ' i . a. 3.4 8 4 1. 2 . 3 4 . 5 s 

12.11 .10 .9 .8-7 y . 2 

**" 1. 2 . 3 .4 .5 .6 t ( *' 

= 4 . 3 9 2 0 4 + 6 6 . 6 7 2 8 . 8 — 2 2 0 . — 2 7 8 4 . — 1 2 + 4 9 5 . 1 1 5 6 3 6 — 7 9 2 . — 4 7 6 - — 8 0 
+ 4 6 2 . ( 2 0 0 ) s = 5 2 8 0 0 0 0 
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Наконецъ ПО Формулам* (s) , получаемъ коеФФищенты 

В,— — 3 2 

£ Г = — F ( 3 3 6 — 3 2 - 3 2 ) - 3 4 4 

7 ( 3 6 8 0 — 3 2 . 3 3 6 + 3 4 4 . 3 2 ) = — 1 3 1 2 

= — i ( 4 1 0 2 4 — 3 2 . 3 6 8 0 + 3 4 4 . 3 3 6 — 1 3 1 2 . 3 2 ) = 7 8 4 

= — Ï ( 4 6 3 2 3 2 — 3 2 . 4 1 0 2 4 + 3 4 4 - 3 6 8 0 — 1 3 1 2 . 3 3 6 + 1 8 4 . 3 2 ) = - - l 2 8 

В 6 = _ I- (Jl + BJ^BJ^BJ^BJ^BJ,)^ 

—Т ( 5 2 8 0 0 0 0 — 3 2 . 4 6 3 2 3 2 + 3 4 4 - 4 1 0 2 4 — 1 3 1 2 . 3 6 8 0 + 1 8 4 . 3 3 6 — 1 2 8 . 3 2 ) = О . 

И ТАКЪ УРАВНЕШЕ СЪ КВАДРАТАМИ РАЗНОСТЕЙ КОРНЕЙ БУДЕШЪ 

3 2 Г 5 + 3 4 4 2 4 — 1 3 1 2 Г " + 7 8 4 Г А — 1 2 8 2 = = О . 

Э т о УРАВНЕШЕ делится НА х, И потому имеетъ одинъ корень = о , ш. е. 
ОДНА изъ РАЗНОСШЕЙ КОРНЕЙ ДАННАГО УРАВНЕТЯ ЕСТЬ нуль ; следовательно 
ДАННОЕ УРАВНЕШЕ ИМЕЕТЪ ДВА РАВНЫХЪ КОРНЯ. Въ самомъ деле _/(.#) имеетъ 
производителя (x—l)2. 

Примтьрз III. 

ВЪ УРАВНЕНШ ^ 3 +Qx+JFb=o коеФФищенты СУТЬ: а, = О , а 3 — Q , а 3 = Л . 
ФОРМУЛЫ ( 1) (8) ДАЮГАЪ 

S t = = 0 , S , = - 2 Q , Si=;-ZR,S^+2Q\ 

Ä E = - Q 5 V _ Ä 5 5 = . _ 2 Q « H - 3 F I A ; 

ß=-*Q, / . = 6 Q ' + 3 ( — 2 Q ) » = 1 8 Q ' 

/ 3 = 3 ( — 2 Q 3 + 3 R ' ) + 1 5 ( — 4 Q ' ) — 1 0 ( — 5 ^ ) * 

_ _ ( 6 6 Q 3 + 8 L R ' ) , 

Ä , = — I , ( 1 8 Q Î - 3 6 Q 3 ) = » Q 2 



B s = — f ( — 6 6 Q 3 - 8 i R 3 + i 0 8 Q s - 5 4 Q 3 ) 

Слъд. уравнеше съ квадратами разностей корней б у д е т ъ 

zs + 6 Q 2-z 7-b9Qz » + 4 Q 3 4-21R ' = о 

§ 6 6 . Ежели въ y=F(xx, х^,...хп) входитъ только одинъ корень, т о 
число значетй у или степень преобразованнаго уравнешя будетъ т. 
Для примъра положимъ у^хп, ( гдъ л цълое ч и с л о ) , т . е. составим* 
уравнеше, котораго корни были бы: 

^10) ^ I I ^в» ХЪ1'"ЭСр1' 

Формулы (20) и (22) § ЗТ , даюгаъ просшыя симметричныя Функцш 
Sn ) S i n i I ) n J 1 - й , 2 - й , 3 - й , и т . д. степени относительно 
корней ( lu) . Внеся ихъ с о о т в е т с т в е н н о вместо SIt S , , ^ З . . . ^ о т _ г , 
въ уравнешя (20) и'въ первое изъ уравненш (22) , и замънивъ въ э т и х ъ 
уравнетяхе ах, а,,...ат с о о т в е т с т в е н н о коеФФИщентами искомаго урав
нешя, которых* мы означили чрезъ Вг, Bs,,,,Bm, мы получимъ урав
нешя : 

S иП+-В XSпл-ъВ j=ro 

S г п ч-В, S 2 п -i-B 3 Sn+3 В в =о 

и ш . д. 

S

mn+B1Sim_t^B9Sim_^n+...+Rm„xSn+mBm=o, 

изъ которыхъ определим* Bxi В3,...Вт, а пошомъ составим* уравнеше 

ут+ В ty т~ i яут- * +. .-+Вт-- ху+Вт—0. 

§ 6 7 . Заметим*, ч т о когда y=F(xt), тогда преобразованное уравнение 

1У-Я(*г)] )] [y-F(xf)]...[y-F(xm)]=о 

есшь не чшо иное (§ 44) какъ конечное уравнеше о т ъ 'иеключешя х изъ 
у~Е(х) и даннаго уравнешя f (x)^=xm-i-a1xm~r~I-h...-*-am-=o. 

Этим* замъчашемъ можно возпользов^ться, когда уравнеше у— F(x) 
первой сшепени относительно х. Въ таком* случа* с т о и т ъ только 
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вывести изъ э т о г о уравнешя значеше х, и внесши его въ урав
неше f(x)-=o; чрезъ т о получимъ уравнеше по у, которое и будешъ 
искомое преобразованное уравнеше. Разсмотримъ подробнее этошъ роДъ 
преобразовашя. 

I . Пусть во-первыхъ у= kx-*-h, где к к h известныя количества. 
у—А 

О т с ю д а выводимъ х———, а потому искомое преобразованное уравнеше 
О у д е т ъ 

(12) 
y—h\m /у—-А 

7 

к о т о р а г о корни с у т ь 

(is) kxI-\-h, кх^-i-h, kxь+7ь,...кхт-*г-Ь.. 

Станемъ давать различный значешя к и А. 
1) Положивъ А=1, корни (13) будутъ 

хг-\-п, xz+h, xî-i-7i)...xm-+-h, 

которые соответственно более или менее корней даннаго уравнетя 
количеством* А, смотря по тому, будешъ ли h положительное или отри
цательное. Уравнеше (12; приводится къ 

( i* ) Ь - - ] г Г + а ^ - Щ п ~ г + а ^ - 1 1 ) т ^ 

Разложивъ ( .Г—A)"\(j—А)"'"" 1 , и пр. по Нюгаоновой строк* , и располо-
живъ все по по уменьшающимся сшепенямъ у, уравнеше (14) принимаешь 
видь 

у +т(—А) ут - 1 ч-тт^т—1)( —А) * 
2 

(/71—1) а,(—А) 
+аг 

m 
m— i 

ут- 2 -К . .4- ( А) 
+«х (—h)"*~l 

+ а , (_А)»»-* 
-+- . . . . 
+ат-г (~Ä) 
•Л-am 

Разоматривая коеФФищенты степенен у, видимы 
1-е Последнш членъ преобразованнаго уравнешя получится , когда въ 

данную /(х) всшавимъ —А вместо х. 
18 



2-е Коеффвпдентъ при у получится , когда въ производную перваго 
порядка f'(x), всшавимъ — Л вместо х. 

ГХ-Щ 
3-е Коеффищентъ при у* е с т ь , — — — . 

и ш. д. 

4-е Коеффищентъ при у" есть 

5-е Наконецъ коеффищенщъ при у"*"* е с т ь 

1. 2 . З-.п 

1. 2 .3 . . ( т—i) 
И т а к ъ преобразованное уравнеше можешь б ы т ь представлено въ т а -

комъ видь 

/'Y п \ fm~I( h) 

(is) / ( - Ä ) + / ' ( - Ä ) У + 7 7 у - т а + - - - + — 2 i ( O T _ 1 ) r 7 7 t ~ 1 + y w , ^ o -

2) Положивъ въ последнемъ уравненш 

1. 2...(то— 1)" 

выводимъ 

т (—Л}ьа . —с, 

A = Ä m 

и уравнете (15) обратится въ следующее 

^ т/ J \ miJ 1.2...(m—2) { mf 7 

уравнеше, не содержащее члена съ у"*~х. Корни его с у т ь 

m m m m 
a сумма ихъ есть 

т m 
потому ч т о xl+x^...3hnz=z — а г . 
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48« 

И гаакъ, гтобы преобразовать данное уравнеше /(х)~о степени m въ 
другое , не содержащее степени m—i неизвТъстнаго , должно каждый ко-

рснъ этого уравнешя увелтитъ коли-сествомь —; для %его должно поло-
m 

аг аТ 

жить у=х-\ или х—у——, и внести это знагенге х въ данное уравнеше 
m m 

f(x)=o; искомое уравненгс будетъ/^ —J= о , или (1б). 

Вотпъ новое опрощеше уравнешя /\х)=о , и потому всякое опреде
ленное алгебраическое уравнеше можно представлять въ виде 

(П) хтл-а^хт~2+ß3xm-5-+-...a/n_Iх+а •= о. 

Чшобы у н и ч т о ж и т ь въ уравнешй (15) членъ съут~2, должно положить 

± ^ = - i (—h) ' + ( / n — i > x ( — A V H » , = O . 
1.2. ..(m—2) 2 J V • . ' 

Отсюда выводятся два значешя для А ; следовательно мы можемъ 
двоякимъ образомъ произвести преобразование. 

Ч т о б ы уничтожить четвертый членъ ур. (15), должно определишь 
А изъ уравнешя 3 й степени 

/ Т О - * ( _ А ) 
1 2 . . J.m—2) 

а потому мы можемъ произвести преобразоваше троякимъ образомъ. 
Вообще, чшобы уничтожить въ уравнешй (15) члень съ у"~~ , должно 

решишь уравнеше сшепени п 

/ о т - " ( - А ) 
—о 

1.2...(т—п) ' 
изъ котораго получится п значенш для А; а потому преобразование 
можешъ б ы т ь произведено п образами. 

Для уничтожешя последняго члена должно решить уравнеше 

/ ( - А ) = ( - - А ) , я + а 1 ( - . А Г - , + . . . + в д а _ х ( — А ) + а д а = о , 

которое показываешь, ч т о —А долженъ быть одинъ изь корней даннаго 
уравнешя. 
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условие , к о т о р о м у д о л ж н ы у д о в л е т в о р я т ь коеФФИщенты а1 и а 2 . Оно 
не всегда исполнимо , а п о т о м у не всегда м о ж н о у н и ч т о ж и т ь заразъ 
в т о р о й и т р е т ш членъ. 

Определив* я 2 изъ уравнешя ( П ) , и внеся его значеше въ данное, 
получимъ уравнеше 

/77,—— ̂  
хт+а j хт~1+ а I хт~2-+-.. .+ат-= о, 

2т 
с л у ж а щ е е о б щ и м ъ видомъ всвхъ у р а в н е н ш , к о ш о р ы я м о г у ш ъ б ы т ь 
преобразованы въ уравнешя б е з ъ 2 - г о и 3 - г о ч л е н а . 

3) Положивъ въ уравненш ( 1 2 ) Л = о , оно о б р а т и т с я въ с л е д у ю щ е е 

или въ с л е д у ю щ е е 

ут+аt кут~ 1 у - .. +«т__, кт -• у+ат/Г=о , 

к о т о р а г о корни б у д у т ъ : 

kxl,kxi,kxi,...kxm. 

Они больше или меньше корней даннаго уравнешя , смотра по тому,, 
будетъ ли к> или < 1 . 

Заметимте, ч т о не всегда м о ж н о въ уравненш (15) у н и ч т о ж и т ь заразъ 
два члена ; для э т о г о коеФФИщенты даннаго у р а в н е ш я д о л ж н ы удовле
т в о р я т ь и з в е с т н о м у условгю. На п р . , ч ш о б ы у н и ч т о ж и т ь в м е с т е 
в т о р о й и т р е т г а членъ у р . (15), д о л ж н о п о л о ж и ш ь в м е с т е 

7 л ( — A ) + a j = o , 

т(т—l) ,. s , , N ,—1 ( _ А) * + ( т — 1 > j ( — А ) + л 3 = о ; 
2 

о т к у д а , п о и с к л ю ч е н ш А , п о л у ч и м ъ 

(m—1) „ 
(П) а , — ч ~ — — о , 

2т 
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И т а к ъ , чтобы умножить корни даннаго у р а в н е ш я на к, с т о и т ъ т о л ь к о 
переменить х на у, и умножить члены 

агУт~'> auym~'',aiy^-i,...am_1y, ат 

соответственно на 

(18 ) к, к', к* ,....km~\к"1 

Э т о преобразоваше заключаешь д в а замьчательныхь случая : 

a) Когда k=z—1, тогда степени (18) будутъ 

к=—1, k'=z~+-i, къ=1—i,.../."*-1—(—l)"*-1, кт=(— 1 / ' , 

и данное уравнеше преобразуется въ следующее 

(19 ) у a . j +-а_у — a . j - ч - . . . ( _ 1 ) \ м , ч { - 1 ) а„==о , 

котораго корни суть : ~-xt,—х^,. сст, т . е. корни даннаго уравнешя, 
взятые съ прошивными знаками. Следовательно , ътобы переменить 
знаки корней даннаго уравнетя , должно переменить знаки хленовь , 
занимающихъ ъетныя лгтъстпа. Когда данное уравнеше четной степени , 
т о последши членъ будешъ занимать нечетное место , и потому 
сохранишь свои знакъ. Но в ъ уравненш нечетной степени онъ будетъ 
занимать четное м е с т о ; с л е д о в а т е л ь н о п е р е м е н и т ь свой знакъ. 

b) Если данное уравнеше с о д е р ж и ш ь дробные коеФФищенты , шо , 
приведя ихъ къ одному, знаменателю, оно приметь видъ 

а0 а0 а0 а0 

Умножнвъ корни этого уравнения на аа, преобразованное уравнеше будешь 

m— I 

г-А». г-1 ут~ —«г- 'у+-^':=о, 
«О «О а о «О 

и но сокращенга в с е х ъ ч л е н о в ъ на аа, о б р а т и т с я в ъ с л е д у ю щ е е 

ут+а1у^^а,а0у>»-*+..мт„,ао

т-у+атао

т-1==0> 

котораго все коеффищенгаы с у т ь целыя числа. Изъ этого и изъ § 63 
следуешь , ч т о всякое определенное алгебраическое уравнеше можетъ 
б ы т ь заменено уравнениями, к о т о р ы х ъ к о е Ф Ф и щ е н т ы будутъ действи-
т е л ь н ы я и целыя числа. 



кхл-h h—qy n 

II . Положивъy= , и опредъливъ отсюда х, имьемъ х= - . В н е с я 
рхл-q РУ—* 

э т о значеше х въ данное уравнеше , оно преобразуется въ следующее: 

(h—qy\m (b—qyY*-1 {h—Çy\m~* ß—9f\ 

\pj~k) \ру—к) \ру—Ц W—Ч 
которое , будучи помножено на (ру—к)т, даетъ уравнеше 

( 2 0 ) ( A - ^ + f l ^ A - ^ ^ 

Корни этого уравнешя будушъ 
hx^h kx^h hxm^~h 

(21) pxx+q px?+q'""pxm+q 

Замъчательнъйнлй случай такого преобразовангя есшь слъдующш : 

Сдвлавъ к—о, h=l,p— l,q—o, или у=^-, уравнеше (20) приведется къ 

ос 

(22) t-i-aly+a^+...+am_ïy
7n—1+amy

m=o, 

N - 1 1 1 

а корни его (24) будушъ: — , — — ; они. называются обратными 
X ! X2 Хт 

корнями даннаго уравнешя. 
И т а к ъ , «тобы полугитъ уравнение, котораго бы корни были обратные 

корни даннаго уравнешя, стоить только перемтьнитъ коеффицгенты 
1, а, ,av,...a.n, соотвтьтственно на ат,ат^1,.,Л-

Замтьх. Просгаыя симметричныя Ф у н к ц ш корней уравнешя (22) суть : 

i Y 111' Ii 
X \x 



m. е. просшыя дрооныя симметричный функцш корней даннаго урав» 
НЕШЯ, И пошому определятся изъ уравнетй (25) § 38. 

§ 6 8 . Преобразоваше пред. § , ИМВЕОЩЕЕ целью уничтожишь членъ 
съ хт~~z, ВВОДИШЬ дробные КОЕФФИЩЕНТЫ, которые уничтожатся пре-
образовашемъ ( ). Следующее замечаше облегчаешь совокупность этихъ 
двухъ преобразовата.. 

Пусть дано уравнеше 

X H x г - \ ~ х т *-*-....•+- ~X-\ = 0 . 

Ч т о б ы у н и ч т о ж и т ь членъ съ хт~1, положимъ 

ai тУ—ai (а) х=у— 
та0 таа 

о т ъ того имеемъ уравнеше 

{™0у—a,)", <** (™„ЗГ—"г)т~* , <Р~г ( т а . г — а . ) а т 

" ™ ' - 1 — — -f-...ЧЬ . 1 . ~0 

тта™ аа т™~*а™~х а„ т а „ а 0 

которое, будучи помножено на тта™, приводится къ следующему 

(та0у~а_)т+-таг(ma.у ~-aI)m~x~h...+ТпГа?~' ат-=о. 

Въ эшомъ уравненш членъ съ j " * - * * 1 исчезаешь , а первый членъ будете 
та0ут; поэтому оно имеетъ видъ 

, maoym-\r-gym—'l-^.,.-+-ky+l^=o 
или 

k I У»»ц-_5_ у ч - . . . .н у-\——.-=_«, 
та0 та0 та0 

где та0, g,...к, I, с у т ь целыя числа. Для уничтожения знаменателя 
та0, должно положить 

(*) 

о т ъ того будемъ иметь уравнеше 

zm+gmaazm-* + . . . . + * / и и - *а?~*z+lmm' ~ 1 = о . 



z—a 
or— 

ma. 

W 

Уравнешя (a) и (b) показывают*, чшо для преобразования даннаго урав
нешя въ другое, кошораго к о е Ф Ф И щ е н т ы были бы цълыя числа, а К О С Ф -

Фищентъ втораго члена равнялся бы нулю, должно положишь п р я м о 
•л 
- . Замъшимъ еще, ч т о вместо а0— наименьшаго кратнаго числа 

знаменателей всъхъ дробей, можно иногда взяшь число меньшее. 
Сказанное въ эгаомъ § п о я с н н т с я следующими примерами : 

Примтьръ I. 

Ч т о б ы уничтожишь въ уравнешй 

f{j^ys—8/*-+-20j—16=о(смотр. § 5 0 , Прим. III) 

членъ съ у", положимъ у=.—-; преобразованное уравнеше б у д е т ъ 
3 

или 

z3—12z—8=0. 

Пргштъръ II. 

Уравнеше 

8 9 5 3 г*4-*-— и1-*-—»*-ь-и = о (смошр. S 6 3 Прим. I) 
4 4 4 4 4 

о т ъ положетя ы=,у—-^—jczzy—-, преооразуется въ следующее 

3 
г 4 + - г г - 1 = о . 

Ч т о б ы освободишь э т о уравнеше о т ъ знаменателя 4, д о с т а т о ч н о поло* 
z 

ж и т ь у=~, о т ъ т о г о получимъ уравнеше 

zk+3z*—16=о. 

Это уравнеше легко решается относительно z *, и даешъ 
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2 
z—i 

w = два значешя: 

2 

и ж = 0 , 3 3 2 4 6 9 6 , и 9т=>—1,3324695; 

1—2м 
потомъ для £ = • два значешя 

г, = 0 ,2012450 , —2,2012450 , 

и наконецъ получаемъ корни уравнешя ^[х)—о: 

^ = 0 , 2 0 1 2 4 5 0 + 0 , 3 5 2 4 6 9 6 . ^ — 1 

X*——2,2012450—1,3324696./— 1. 

Такъ какъ t, у, z должны б ы т ь количества действительный, т о 
z* положительное, а потому должно взять VlZ съ - к И т а к ъ я = 

или приближенно: z = ± 1,6649392; поэтому находимъ для 



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 

Обь изьжканш равныссь и мнимыхъ корней. 

Равные корни. 

§ 69. Мы уже заметили въ § 29 ; чшо некоторые изъ линейных* 
множителей, сосшавл я кшшхъ первую часть даннаго уравнешя, могушъ 
б ы т ь равны между собою, ошъ чего число различных* корней этого 
уравнешя меньше показателя его сшепени. Посмотримъ теперь, какимъ 
образомъ можно о т к р ы т ь п р и с у т с т в 1 е равныхъ корней, и отделишь ихъ 
о т ъ уравнешя. 

Пусть будешъ дано уравнеше 

( i ) f{x)—(x—хг)р(х—x*)ç(x—л;3У . . . . . (>— хпу(х—хп Vx)....{x—хJ=o,. 
г* 

где показатели p , q, r, t больше 1, а сумма ихъ меньше тп — показа
теля степени этого уравнешя. Множители х—Хх, X—xîy....X—хп на
зываются кратными, и различаются на двойные, тройные, и га. д., 
смотря по тому, будешъ ли показатель число 2, 3, и ш. д. Тоже самое 
говорится и о корняхъ хх, x9i...xn. Возмемъ одинъ изъ нихъ на пр. д?,, 
и положимъ х—xx-^=h; о т ъ того имеемъ 

/(#)=f(xs+h)=hp(x~xyf{x—xs)r...(x—хп)\х—xn+x)....(x—х ) . 

Разложивъ f(xx+h) по степенямъ А, находимъ (§ 18 ур. ЗТ) 

/ ( ^ ч Л ^ / ^ + А . / ^ ч - ^ ^ 

k P -fp(xl)+...-^fm'l{xl)+h"1. 
1.2....p 

Такъ какъУ*(а;) делится безъ о с т а т к а на (х—хх)р или А^; шо разложеше 
f {хх-±Щ должно и м е т ь А^ общимъ множишелемъ, а э т о можешъ б ы т ь 
только тогда, когда 

f(xty=ot f\xx)^=o% f'{xiy=ov...fP-l(xl)=zo. 



И т а к ъ если х х есть р- кратный корень f(x); то онь долженъ упи-
гтожать первыл p — 1 производныя: J'(x), . /"(<#), * f."-'(x) fpu~I(x). 
Обратное эаключеше т а к ж е справедливо. Въ самомъ ДБЛЪ, когда У(дг г )=о, 

f"(xI)—o,...fP~l(xï)—o, тогда разложеше f(xz-*-h) имеетъ /V=(x—хх)р 

множителемъ; следовательно уравнеше J \ х \ х ) = о имеетъ р кор« 
ней равныхъ хх. 

Основываясь на сказанномъ въ § i s , имеемъ 

fP~5 (х)-= -J^—fP(x. )-к, .+hm-P * 
4 1 i.2.3. ^ ; 

/'(*)_= h , - X fp(xx )-к. .+hT-\ 

Отсюда видимъ, ч т о имеетъ множителемъ А" или (х—ХХУ, 
fp~%(x) имеетъ множителемъ (x—х.)*, и т . д., f'(x) имеетъ множн-
т е л я (х—ххУ~~*. 

Точно такимъ же образомъ найдемъ, ч т о f(x) имеешь множителей: 
(x—xaf~~t, (х—xtJ— х,...(х—хп)*~х% à пошому она должна делиться 
безъ о с т а т к а на 

(2) Ю = 0 — х г ) р - \ х — x j - 1 { x - x i y - \ . . { x - x n y - * . 

Ч т о б ы обнаружишь эшого делителя, возмемъ въ самомъ дъле производ
ную о т ъ 

/(*)=(*—* г)Р{х—Xay(x-Xj... .{X—ХПУ.Ф(Х), 

означав чрезъ произведете однократныхъ множителей x—xn+t7-

...Х—Х,.. Э т а производная будешъ 
г* 

/'(xttx-xytx-xyix-xj.^x—ХпУ.<Р'(я) 

-4-ф(х)Х производи, (х—хх)р(х—x3f(x—xi)r....(x—ХпУ, 

гд* производи. (x—xxyp(x—x9y(x—xs)r....(x—xn)t= 

(х-~х,)г....{х—ХпУ* производи. {х~хху 



ш 
+(x—xiy(x—x>y...-(x—x„)TX производи. (х—хвУ+..., 

(x-.Xl)p(x—х2)4 X производи, (х—хгу. 
Чтобы определить производныя о т ъ (х—x^f ,{х—х2)9,....(х—хп)е, 

определись вообще производную о т ъ [х—а)т. Она получится, изъ вы
ражения (18) § 14, если мы въ немъ сделаемъ ах=:аа-^=.,..ат-=а; шогда 
все члены этого выражения о б р а т я т с я въ (х—а)т~*, а какъ число ихъ 
есть т, т о 

производи, (х—ауп=т(х—а,Уп^г. 

Следовательно производныя ошъ [х—Хх)р

 t[x—£%ft (х—xx)r....(x—ХпУ_ 
будушъ соответственно: , • 

X-Z-^Of- 1 Ч(Х-ХХУ,-* т{х-хУ)Г-г>...Л(х-хпу~* . 
А. потому 

произоод. (х—Xj У{х—х 2 У (х—хъ У. .{х—хп У 

=р(х-х, У-1 {х—х уу.. {x~xny+q{x-xxy ( x-xyf-1 {х-х х у. .(х-х„у+.. 

...-ь/(д?—х х) р{х—х 2) ч(х-~хУ) г..,(х~х пу~ х • 
и 

f\x)—(х—х t )Р(х-х г У (х-х, у... .{Х-Хп У • Ф\х) 

+(x—xJ)p~7(x—xiy~\(x—xny~1Q(xJp(x~x2yx—xi)....(x--Xn) 

+2 (х—хх ){х—х У).. .(х—хп >+•... .~i-t (х—х х Хх-—х J . ..{х—хп_ х )] 

^{х—хх)р-г(х—х1у-1...{х-хпу-х{ФХхХх—х1Хх-х2)...(х—хп) 

+ф(х)[р(х—Х я УХ~ Х & ) . . (x—Xn)-hç(x—XI ){х—Х ,}+...+t(x~Xt). .(Х—Х„ _,)]}. 

Такъ какъ выражеше, заключенное въ скобкахъ [ j ^ i e делится ни на 
одного изъ множителей: х—х1} х—х2,....х—хп , т о выражен1е(2) слу
ж и т ь общимъ наибольшимъ делишелемъ Фyнкцiй f (х). и f'[xp 

Изъ всего сказаннаго следуетъ: когда функщя [(к) и ея производная f'(x) 
ил/тьюгпъ общимъ болыиимъ дплителемь D t цгьлую функцио х; тогда урав~ 
нете f (x)=o илпъетъ равные корни. И на оборошъ, когда f(x)=o имп-
етъ равные корни; тогда f(x) и f'(x) илтютг общаго большого дгълите-
лл, который есть произведете встьхъ кратныхь множителей i*(x), возвы-
лиенныхъ въ степени соответственно единицею ниже степеней ихъ въ f(x). 



§ 7 0 . Найдя общаго болыпаго д е л и т е л я (2) Ф у н к щ й f(x) nJ'(x), воз-
мсмъ частное; 

f(x) 
(з) j^-=(x—xI )(х—х2)(х-х, ) . . .(х—хп )ф(х), 

которое есть не ч т о иное, какъ произведете всехъ множителей Ф у н к ц ш 
f (х), в з#тыхъ по одному, а пошому степень этого частнаго б у д е т ъ 
(р—1 )+(§'—i)•+-.. ,-f-(t?— t) единицами н и ж е с т е п е н и д а н н а г о уравнешя. 

Взявши D—производную о т ъ D, съищемъ и х ъ о б щ а г о б о л ь ш а г о д е 
лителя, котораго означимъ чрезъ JD_: О Н Ъ будешъ произведете произ
водителей x—хт, х—х2,...х—хп соответственно въ степеняхъ р—2, 
q—2, г—2,...Л—2, а потому онъ не будете содержать двукратньгхъ 
множителей f (х). 

П у с т ь J D ' 2 будетъ производная о т ъ _D2, a Z) 2 ихъ общш болышй де
литель: онъ будешь произведете кратныхъ множителей f(x), исклю
чая двукратныхъ , въ степеняхъ — 3 , q—3,....£—3; следовательно онъ 
не будетъ содержать т а к ж е и Z-кратныхъ множителей f(xp 

Продолжая шакимъ образомъ далее, м ы дойдемъ наконецъ до D K — 
общаго большаго делителя Ф у н к щ й DK-X и ея производной ТУк—г> к о т о 
рый б у д е т ъ произведете только т е х ъ кратныхъ множителей f (х), ко
т о р ы х ъ с т е п е н ь н а и б о л ь ш а я в ъ f{x). 

Означивъ чрезъ Х 2 , X S , Х ± , Х К с о о т в е т с т в е н н о произведешя 2. 
кратныхъ , 3-кратныхъ , и т . д. Ä-кратныхъ множителей J~(x), 
имеемъ : 

f(x)=x\ х:ц... xi x: xi Ф(х) 

D = X Z ~ x . KZI... xi Х \ . X , 

D S = X T ' . xïz\.... х[. xt 

ТЛ У*~~* V е—*• Y 

D K = X K 
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& к—a Y "V* V 
1 К — J 

— - ,. . j \ 

n 
•^я-Ч- i 

Поступив* се этими строками т а к е же , каке и се предъидущими, 
получимъ: 

Положивъ 

<P(_R)=ro, Х 2 = 0 , J . - = 0 , Xk_=0)...XK_l=iO,Xn—0, 

имеемъ k уравненш, которыя содержать все корни даннаго уравнетя ; 
первому удовлетворяюте шолько однократные корни даннаго уравне
т я , второму — двукратные , т р е т ь е м у — т р и к р а т н ы е , и т . д. , нако
нецъ последнему Хк удовлетворяютъ к- кратные корни. 

Если одна изъ Ф у н к ц ш Xt,X9,...XK, на пр. Хп , будешь равна постоян
ному количеству , т о э т о знакъ, ч т о f{x) не имеетъ п- кратныхъ 
корней. 

Такимъ образомъ всякое уравнеше съ равными корнями можетъ быть 

Разделивши каждую строку на ray, которая за кей непосредственно 
следуете, находимъ : 

/ ^ = х я х я „ г . . . . х к х ш х ж * ) 

JJ-—Хк Хя _г....Х1^Х1 

—=ХкХк_1....Хь 



454 

— = x — t . 
1 

всегда заменено несколькими уравнешями степеней нисшихъ, сь корнями 
неравными. 

Приложим* э т о отдвлете равныхъ корней къ примерам*. 

Пргипгьръ I. 
Пусть будешъ дано уравнеше 

/ ( . г ) = л : 1 4 — Z x l *-f-5.r* '+2х1 °+10х9— 36дг в +16л Т ч -6лг в —32х*+29х*—х* 
—IZx^+Sx—2—0. 

Взявши производную <х>ункщю 

f^ — Lix15 — З Э х 1 " ч - б О л : 1 1 + - 2 0 x * + ' à Q x s — 2 8 8 x , 4 - i i 2 x 6 4 - 3 6 - r 5 

— 1 5 0 х М - 1 1 6 х 3 — 3 z a — 2 6 л ; + 9 , 

ищемъ общаго большаго делителя Ф у н к щ й f(x) и f'(x): онъ б у д е т ъ 

Т)^=хч—2х*+3х*—3x*~-2x—i. 

После ш о г о ищемъ о б щ а г о большаго делителя X), Ф у н к щ й D и ея 
производной D'=-lx4—12х&-\-12х*—9л;8—2, и находимъ, ч т о 

Dtz=x*—x*—x-ii. 

Общш большой делитель Ф у н к щ й D и ея производной Z > ' , = 3 x 2 — 2 х — 1 
будетъ 

Ю 2 —х—1 . 

Разделивши fix) на D , D на D , и D , на D „ находимъ: 

f(x) 

- 0 - = * 7 — ^ 6 -+-ЗХ 5 — i х ^+х1+Zx » — 5лм-2 

-=^XW X -+Х 1 

——=x* 1 
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Наконецъ , по раэделеши каждой изъ эшихъ сшрокъ на ш у , которая за 
ней непосредственно следуете, мы получимъ 

f(x)D , . 
-j^:jy=q{x)==x*+Zx—2 

2 

D,=^X^=x—1. 

Следовательно . 

_ / ( j ? ) = ( a î — 1 ) к ( х + 1 ) \ х * — x-i-iy(xs+Sx—2), 

и уравнеше f(x)=o заменяется следующими : 

x—l=o, x-f i = o , x'—x-b-i—o, x*+3x—2=o 

Первыя т р и уравнешя даюшъ~крашные корни , которые легко полу
чить ; они сушь 

1 , - 1 , - • 

Следовательно данное уравнеше имеешь четыре корня равныхъ 1» т р и 
1 -И/— з 

корня равныхъ — 1 , два корна равныхъ — , и два корня равныхъ 
2 

1—1/-3 
, сопряженных* съ предъидущими. 

Пршптьрь II. 

Возмемъ уравнеше 

/(х)—хя+2хв—ir1— Zxe—ix"—5xly+SX*-+-lx''-*-lx-*-']—0. 

ОбщДи большой делитель Ф у н к ц ш f (х) и производной _/'(.а:)=:9л;8+16л:' 

~ 2 8 а : в ~ 1 8 д : 4 —20ж*—20х'+24:д;'+14а:+Т есть 

D—x'+x*+x-*-l 



45*3 

20 

•fJ^}~X*-h2Xi+Zx'*-i-Sx''--$Xt—ЗДГ-4-9 
D 

I 

Общш большой делитель ФУНКЦШ D и ТУ есть 1; следовательно 
данное уравнеше имьетъ только двукратные корни, которые получатся 
изъ решетя уравнешя D—o. 

Ч т о б ы получить ф(х) , — произведете однократных* множителей , 
раздвлимъ f(x) на D , частное будешъ произведете всвхъ множи
телей , какъ кратныхъ, т а к ъ и однократныхъ , в з я т ы х ъ по о д н о м у , а 
потому, если мы его разделимъ на D— произведете кратныхъ м н о ж и 
телей, т о въ ^астномь получимъ ф(х), которая =хя—1х+1. И шакъ 
данное уравнеше заменяется двумя следующими: 

хъ+х2-^-х+±—о, —lx+1—o. 

IJPIUFINJJO III. 

П у с т ь еще будетъ уравнеше 

f'{x)=xt ' -Мбх 1 ' - г -Збл; 1 °+86л; 9 -4-121л; 9 -И32ж 7 ч-48х в —144д:* — 7>x'v 

— 7 2 ^ 3 - b 3 2 4 x 2 + 8 i a : - l - 2 4 3 = 0 . 

Взявши производную 

f'(x) =12хг Х~*-Пвх1 °-+-360л: 9-*-801а; ,ч-968х 7-»-924ж вч-288л7 А—-720Х 1—12л 1 

—146# вч-е48.яч-81, 

ищемъ общаго большаго делителя D Функцш f(x) и f(x); находимъ 

D—X * -4- 6 X5+ 2 1 X 4 •+- 3 8 X 3 -4- 5 i X s + 3 6 X + 21. 
Общш большой делитель D и производной D' будетъ 

D t •= х ^-i-ix3 -4-1 Од: 2-4-6дг+9. 

Oбщiй большой делитель D , и производной D't будешъ 

2 ) 3 = д г г ч - 2 ^ + 3 . 

Наконецъ общш большой делитель ! ) , и производной D't есть единица. 
А потому данная J~(x~) можешъ и м е т ь шолько 2- кратные, 3- кратные 
и 4- кратные равные корни. 

Р а з д е л и в ш и н а D, D на .D,, Z), на имъемъ 



в 
— z=-x -*-Ъх-+-Ъ 
Dr 
Dr — z=x*~^2x-\-3 Z>2 

Поел в т о г о на ход и мъ 

f(x) D D Dx Dx D, • 
——'• ^~=ХУ—3X+3, ~ i , : - = 

Следовательно . / ( Л ; ) = ( Д ; ^ — З Л ? - + - 3 ) ( Л ; 2 + 2 Л : - 4 - З ) 4 - , и решете даннаго у р а в н е ш я 
п р и в о д и т с я къ р ъ ш е ш ю у р а в н е н ш : 

хи—Зх+3=о, 4 - 2 x 4 - 3 = о. 

В т о р о е д а е т ъ два 4 -крашныхъ корня : 

1 + 1 1 ^ — 1 ±—1±1/—1 
2 ' 2 ' 

§ 7 1 . Когда данное уравнеше и м е е ш ь равные корни , т о г д а р а з н о с т и 
и к в а д р а т ы р а з н о с т е й э ш и х ъ корней б у д у т ъ равны нулю* с л е д о в а т е л ь н о 
въ у р а в н е т й съ к в а д р а т а м и р а з н о с т е й к о р н е й п о с л е д ш й членъ б у д е т ъ 
нуль , а п о ш о м у первая ч а с т ь э т о г о у р а в н е ш я должна и м е т ь м н о ж и 
т е л е м ъ z. Е ж е л и наибольшей п о к а з а т е л ь к р а т н ы х ъ .множителей въ f (х) 
е с т ь к; т о въ уравнения квадрапювь разностей корней последте п ч л е 
новъ б у д у ш ъ н у л я м и ; ошъ чего первая его ч а е ш ь б у д е т ъ и м е т ь м н о ж и т е 
лемъ z*'. Т а к ъ въ п р и м е р * I I § 6 5 у р а в н е ш е к в а д р а т о в ъ р а з н о с т е й 
д е л и т с я на z, и данное уравнеше и м е е ш ь два корня равныхъ 1. Изъ э т о г о 
в ы т е к а е т е способъ у з н а в а т ь , и м е е ш ь ли данное уравнеше равные корни; 
но п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь вычислешя коеФФи ще н товъ у р а в н е т я съ квадра
т а м и р а з н о с т е й корней д е л а е ш ь э ш о ш ъ способъ з а т р у д н и т е л ь н ы м и 

Приравнявъ н у л ю п о с л е д и т членъ у р а в н е ш я 

z 5 + 6 Q 2 z 2 - b 9 Q 2 z + 4 Q 3 + 2 7 f i 9 = = o , 

имеемъ 

4<23ч-91гГ=о, 

ycjOBie, которому должны удовлетворять <коеФФ1щютлы уравнешя 3-й 
степени, не имеющаго члена съ х'. 
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(•) Можно предположить, что уравнеше f{x)^o не имеет* равных* корней. 
20* 

О разьискати мнилтхь корней. 

% 7 2 . Ежели данное уравнеше съ д е й с т в и т е л ь н ы м и коеФФИщеншамн 
и м е е т * м н и м ы е корни вида t,-\- и V—i ; т о э т и корни о п р е д е л я т с я 
когда о п р е д е л и м * д е й с т в и т е л ь н ы я з н а ч е ш я f и и. И т а к ъ п о с м о т р и м * , 
к а к и м ь образомъ м о ж н о п о л у ч и т ь уравнешя, к о т о р ы х ъ д е й с т в и т е л ь н ы е 
корни были бы з н а ч е ш я t и и. Для э т о г о мы воспользуемся способомъ, 
предложеннымъ Лагранжемъ въ Traité de la résolution des équations 
numériques. 

Изъ § 30 и з в е с т н о , ч т о въ уравненш съ д е й с т в и т е л ь н ы м и коеФФищен-
т а м и мнимые корни всегда б ы в а ю т * парные; т а к ъ , ч т о если t-hui есшь 
один* корень уравнешя J [х)-=.х +агх + . . , = о , m o f — u i будетъ т а к ж е 
у д о в л е т в о р я т ь э т о м у уравненпо. Р а з н о с т ь э т и х ъ корней е с т ь •—2м.i , 
а к в а д р а т * ея о т р и ц а т е л ь н о е к о л и ч е с т в о — 4 и 2 ; п о э т о м у уравнеше съ 
к в а д р а т а м и р а з н о с т е й корней должно и м е т ь покрайней м е р е с т о л ь к о 
д е й с т в и т е л ь н ы х ъ корней, сколько данное уравнеше и м е е т е паръ мни
м ы х ъ к о р н е й . П у с т ь 

( 1 ) g»+BIz—I+B,z»-*+...+Bn_t*+Bn=o 

б у д е т ъ уравнеше съ к в а д р а т а м и р а з н о с т е й корней уравнешя f(x)—o (•). 
Переменивъ въ немъ z на —v, получимъ уравнение 

( 2 ) vn—B1b£-l+B,v»~*~-B>vn->+...±Bn_Iv±Bn=o, 

к о т о р а г о п о л о ж и т е л ь н ы е корни равны по числовому значенпо о т р и 
ц а т е л ь н ы м * к о р н я м * ур . ( 1 ) , а п о т о м у число и х ъ должно б ы т ь 
не м е н е е числа паръ м н и м ы х ъ корней даннаго уравнешя. Означимъ чрезъ 
vz, v*ч vsi-'- п о л о ж и т е л ь н ы е корни уравнешя ( 2 ) , с о о т в е т с т в у ю щ е е 
м н и м ы м * к о р н я м * , ш . е. различныя з н а ч е ш я к в а д р а т а 4 и*; т о 
Vvx Vv2 Vvs 

- , б у д у т * з н а ч е ш я и. 
2 2 2 
В с т а в и в * г-н/.г в* f(x) в м е с т о х , о т д е л и в * д е й с т в и т е л ь н у ю чаешь 

о т ъ м н и м о й , приравняв* к а ж д у ю н у л ю и сокрашивъ на и , м ы получимъ 

два у р а в н е ш я : 
Z(t,u)?=tm+Ultm-t-i-Utlm-'+...-o 

5 rP(t,u)^=mtm~l-*-U-tm-'-hU,tm~>+...r=o, 

в* к о т о р ы х ъ Ut, U3,...U•', U",... о з н а ч а ю т * рацюнальныя Ф У Н К Ц Ш 

к о л и ч е с т в а » и коеФФИщеншовъ аг, а , , . . . а м даннаго у р а в н е ш я . Если 
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внесем* въ эши уравнетя одно изъ значенш м = ; шо они 

должны существовать вместе ; следовательно ихъ первыя части : Ц?,и) 
и ip(t,ii) должны иметь общаго делителя. Найдя его , и прнравнявъ 
нулю, будемъ иметь уравнеше п о tu и, изъ котораго определим* t по и. 
Когда все значешя и, выведенныя изъ уравнешя ( 2 ), не равны между 
собою; т о каждому изъ нихъ будетъ с о о т в е т с т в о в а т ь только одно 
значеше г, а потому о б щ ш большой делитель £(/,и) и tp(t,u) долженъ 
б ы т ь первой степени. И т а к ъ , уверившись, ч т о все положительные 
корни уравнешя ( 2) неравные, должно продолжить нахождение общаго 
большаго делителя до о с т а т к а первой степени относительно t; прнрав
нявъ его нулю, t выразится рацюнальною функщею и. Когда же и имеешь 
несколько значетй равныхъ, на пр. ц] шогда каждому изъ нихъ будут* 
соотвЬшствовагаь различныя значешя t (•). Вставив* э т о краткое 
значеше и въ уравнетя (3) , они должны существовать вместе при р 
различных* значенш t , а потому первыя и х ъ части будутъ и м е т ь 
общаго большего делителя степени /л относительно I. Следовательно 
нахождеше общаго большаго делителя Ф у н к ц ш £;(£,и) и ip(t,u) должно 
продолжать до о с т а т к а сшепени (л, и приравнять э т о т * о с т а т о к * 
нулю; чрезъ т о мы будем* и м е т ь уравнеше для определешя /л значенш 
t, соответствующих* ^— кратному значенно и. 

Если все значешя t неравныя и не равны действительным* корням* ; 
т о ясно , ч т о уравнеше съ квадратами разностей корней не будетъ 
иметь н и к а к и х ъ других* отрицательных* корней, к р о м е — — 4 и , 2 . . . - , 
т а к * , ч т о число этихъ корней будетъ равно числу пар* мнимыхъ кор
ней даннаго уравнетя. Но когда некогаорыя изъ количеств* t равны 
действительным* корням* или равны между собою ; т о число отрица
тельных* квадратов* разностей , будетъ более числа пар* мнимых.* 
корней въ данномъ уравненш. Въ самомъ деле ,если напр. t—ax, означая 
чрезъ а,, действительный корень даннаго уравнешя ; т о квадраты 
разностей tx—а г и t I ~ a I — u z i будутъ — и . 2 , — н , 2 . Следован ;ельно, 
когда данное уравнеше имеетъ только два мнимых* корня: — 1 , 
*i—«iV—I, и притом* tr — <х_; тогда уравнеше съ квадратами раз
ностей будет* иметь т р и отрицательных* к о р н я : — i u \ ,—и/,—и, % 
изъ которыхъ два равны между собою, а трепли вчетверо больше их*. 

И т а к * , когда уравнеше съ квадратами разностей корней и м е е т ъ т р и 
отрицательныхъ корня, изъ которыхъ два равны между собою; т о дан
ное уравнеше*вмеетъ либо т р и пары мнимыхъ корней , либо одну. 

(О Если бы нвкошорыя изъ значенш с были равны между собою; тогда уравнение 
f(jc)=^o имело бы равные мнимые корни. 
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Если данное уравнеше имъешъ четыре мнимыхъ корня t^uj, tx—мх«, 
*,+игг, С3—u,i , т о уравнеше квадрашовъ разностей имвегпъ два отрица-
тельныхъ корня — 1 и 1

,

> — 4 и 3 % и если « 1 = а 1 , г а о , кроме эшихъ двухъ 
корней, оно еще имеешь два следующих*: — u , * , — ц , ' . Къ эгаимъ кор. 
нямъ присоединяются еще два другге : — ц , 5 , — к а % въ случав г , -=а а . 
Наконец* если, кроме того, еще tt=tif т о четыре квадрата разностей: 

приводятся къ четырем* действительным* отрицательнымь количе
ствам* : 

—(а,— и,)',—{иж— »>)*»—("i4-"*)''—{»,+»«)•. 

Изъ сказаннаго заключаем*: 
1) Въ случае неравныхъ отрицательных* корней уравнешя съ ква

дратами разностей , число этихъ корней равно числу паръ мнимых* 
корней даннаго уравнешя. 

2) Когда некоторые изъ ошрицательныхъ квадрашовъ разностей равны 
между собою ; шогда каждому изъ неравныхъ квадрашовъ разностей 
соошвътсшвуетъ пара мнимыхъ корней даннаго уравнешя , а каждой 
паръ равныхъ квадрашовъ разностей с о о т в е т с т в у е т * или также одна 
пара мнимыхъ корней , или ни одной. И т а к ъ два равныхъ о т р и ц а т . 
квадр. разн. д а ю т * или четыре мнимыхъ корня, или ни одного; т р и 
равныхъ отриц . квадр. разн. соответствуют* или шести мнимым* 
корнямъ, или двум*. Четыре равныхъ ошрицательныхъ квадрата раз
ностей д а ю т * или 8 , или 4 мнимыхъ корня, и т . д. 

Пусть на пр. —v и —v будут* два равныхъ отрицательных* корня 
уравнешя съ квадратами разностей ; тогда ищемъ общаго большаго 
делителя Функщй ï\{t,u) ^'J,u), и продолжаемъ действие до о с т а т к а 
второй степени; приравнявъ его потом* нулю, получим* уравнеше для 
опрсделеше значено* t. Э т и значешя могут* б ы т ь или действительны я 
или мнимый ; п у с т ь въ первомъ случаю они будут* tt и tx, то мы 
получимъ четыре мнимыхъ корня: 

tt-+-uti, tt—uxi, t2-*-uJ, *„—«,/. 

Во вшоромъ Случае два равныя значешя —v не будут* соответствовать 
ни одной паре мнимыхъ корней. 

Когда уравнеше съ квадратами разностей имеет* т р и равных* 
отрицательных* корня: — v,—v,—v; тогда нахождеше общаго большаго 
делителя продолжаемъ до о с т а т к а 3-й степени , вносим* въ него / и 

2 
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в м е с т о и, и приравниваем* его нулю; чрезъ т о будемъ иметь уравнеше 
3-й степени , изъ котораго определим* т р и значешя t. Если они все 
действительный, т о —v с о о т в е т с т в у е т * ш е с т и мнимым* корням* ; 
если же только одно значеше t действительное, т о будемъ иметь только 
одну пару мнимыхъ корней. 

Разсуждая таким* образомъ , мы всегда будемъ въ состоянш опреде
лить число мнимыхъ корней и значешя ихъ , когда мы будемъ у м е т ь 
вычислят* действительные корни. 

§ 7 3 . Э т о т * способ* по трудности составлешя уравнешя съ квадра
т а м и разностей тяжел* въприложенш к* уравнешямъ высоких* степеней, 
а потому въ некоторыхъ случаяхъ выгоднее пользоваться следующим*: 

Исключив*, по § 50, изъ уравненш ^(f ,u )Î=o и ip{t,u)^z=o одно из* коли
честв*: t или м, на пр. f ,MM получимъ два уранветя Л я _ _ 1 = о и Rn~о; 
одно по t и и, а другое только по ». Такъ какъ для t я и должно 
б р а т ь только дейсгавительныя значешя, т о должно отъискать только 
действительные корни уравнетя Rn-=o, И внести ИХЪ потомъ въ урав
неше о; чрез* т о получим* уравнешя, которых* действительные 
корни будушъ действительный значенгя t. 

§ 1 ^ . Въ этой Главе я имелъ целью показать , ч т о изъискаше каких* 
бы т о ни было корней всегда приводится къ нзъискангю действительныхъ 
неравныхе корней. 

II т а к ъ , чтобы уметь решить данное уранвеше , остается только 
узнать, каким* образомъ вычисляются действительные корни; мы эшо 
узнаемъ въ следующей главе. 



ГЛАВА ПЯТАЯ. 

О въкислеши ^тъйетвительныхб корней. 

Лредгьлы корней. 

§ 7 5 . Прежде, нежели п р и с т у п и м * к ъ изъискашю действительных ь 
корней , займемся изъискашемъ и х ъ предЪловъ, га. е. такихъ двух* 
к о л и ч е с т в * , изъ к о т о р ы х ъ одно более н е к о т о р ы х * корней , а другое 
менее ихъ . Пределы р а з д е л я ю т с я на общ1е и ъастные ; къ первым* 
о т н о с я т с я : i) т е , между к о т о р ы м и с о д е р ж а т с я все д е й с т в и т е л ь н ы е кор
ни; 2) т е , между к о т о р ы м и содержатся одни п о л о ж и т е л ь н ы е корни 
и 3) т е , между которыми содержатся один отрицательные корни. 
Втораго рода пределы с у т ь т е , которые содержать по одному только 
действительному корню. Займемся сперва общими пределами. 

§ 7 6 . Пусть I и — t будут* пределы всьхъ действительных* корней 
уравнешя 

f(x) ~ (х-А.х )[х—а„ ) . . .{х-га^Цх—t,t У+uî] [(x-t ,У+и%\. .[(x-t уу+и £ ) = о 

где а, , а 2 , . . . а ^ о з н а ч а ю т * действительные корни, а t 2 l . . . t v , ut, 
u2,...uv д ь й с т в и ш е л ь н ы я к о л и ч е с т в а , входящая в* состав* мнимым, 
корней: t1-hiili, 12-+-uaî,...tv-huvi. 

Внеся / вместо х в* f (х), имеем* 

/ C / ) = ( / _ a J C / - a J . . . ( / - a ^ / - ^ ) ^ » ? ] [ ( / _ ^ ) ^ W , l . 

Такъ какъ, по положению, / болъе всехъ дейсшвительныхъ корней ; пю 
разности / — а х , 1 ~ ^ а ^ , . . 1 — в с е положительный. Множители (х—*i)*-*-«ï, 
(х—t2)*+ul,...( х — о с т а ю т с я положительными для всякаго 
действительна го значешя X. И т а к ъ результат* f(l) есть произведе
т е т о л ь к о положительныхъ количествъ, а потому он* сам* положитель
ное количество. 

Ясно, ч т о всякое количество L > 1 имеет* т о же свойство , ч т о и /. 
•; • Вставив* I въ f(x) вместо х, имеем* 
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Разности — Z — a l t —t—at, — 1—а,,...—Г-а^ все отрицательный : 
э т о ясно для разностей, соответствующих* положительнымъ корням* ; 
но какъ, по положенно , числовое значеше t более числовых*. значешй 
всех* отрицательных* корней, т о разности, соответствующая э т и м * 
корням*, также отрицательный. И т а к * произведешя. 

( i ) ( - r - a t ) ( _ . _ a . ) . . . ( - / ' - v ) 

состоит* только изъ отрицательных* множителей. Произведете 
[(—Z'— t^-v-ul) [{—t—tay+ul]...[(—l'—tT)*+ul] всегда положительное; 
следовательно знак*результатаУ'(—Г) будетъ зависеть ошъ знака произве
дения ( l ) , которое бываетъ положительное , когда число действительных* 
корней четное, а отрицательное въ противном* случае. Но число действи
тельных* корней бываетъ четное или нечетное, смотря по тому , будетъ 
ли степень даннаго уравнешя четная или нечетная; следовательно ре
з у л ь т а т ъ У'(—Г) будет* положительный , когда степень f(x) четная , 
а отрицательный въ прошивном* случае. 

Ясно, ч т о шо же свойство принадлежит* всякому количеству—L '<—1'. 
На оборот* , если положительное количество I и всякое количество 

большее , будучи вставлены вместо х въ / (.г ) , д а ю т ъ результаты 
положительные, отличные о т ъ нуля; т о I будетъ высцнй пределе всехъ 
действительных* корней.Въ самомъ деле: по положенно никакое количество 
L>1 не можетъ дашь / ( Z ) = o , а пошому между Z и ч со нешъ действи
тельных* корней; они все меньше I. Равным* образомъ, если—V. и всякое 
количество —L<—Z , будучи вставлены вместо х, о б р а щ а ю т * f ( х ) в * , 
положительное число; т о —V есть' .низшей предел* всех* действи
тельных* корней." 

§ 7 7 . Данное уравнеше о т * перемены х на у + 1 преобразуется въ 
следующее 

•f 0'+ 7 M r + f - e , ) W — а,). .(y+i-afJ[(j-+l-t t) '+»;] . . [(ун-/_ tv) «+и„]=о, 

котораго действительные корнн 

—(*—*«)» —0—а,} —(I— аи) 

будушъ все отрицательные, когда 1>ах, ct 3, а^. Если притом* J 
более всЬхъ действительных* количествъ f t , t s , tv; т о разности: 



б у д у ш ъ п о л о ж и т е л ь н ы й ; следов. f(y+I) будешъ произведете только 
п о л о ж и т е л ь н ы х * количеству, и. не должно и м е т ь членовъ съ' (—) , т . е. 
коеФФИщенты его 

M fox ^ . . _ i _ y » . . w 

должны б ы т ь все положительные. 
Обратно, если 1% будучи вставлено вместо х въ рядъ Функцш 

f{x)yfXs),....fm(x) 

даешъ для нихъ р е з у л ь т а т ы положительные ; тогда / есшь высини 
пределъ всехъ д е й с т в и т е л ь н ы х ъ корней у р . f (х)=^о. Въ самомъ деле: 
шогда Функция f {y+î) б у д е т ъ и м е т ь т о л ь к о положительные члены, а 
п о т о м у не м о ж е ш ъ о б р а щ а т ь с я въ нуль ни для какого иоложительнаго 
значенгя у; след. все д е й с т в и т е л ь н ы е ея корИи 

—(£—ai)» — i!— а*)> —С— а

и ) 
д о л ж н ы б ы ш ь отрицательные ; для чего I должно б ы т ь более всехъ 
корней даннаго уравнешя. Изъ э т о й теоремы вытекаешь Нютоновъ спо
с о б * н а х о ж д е ш я высшаго предела всех* действительных* корней. Онъ 
с о с т о и т * въ т о м * , ч т о б ы вставлять последовательно положительный 
числа 1, 2 , S в* Функцш f(x), f\x)....J'm~~1{x), начиная съ-послед
ней, до гаехъ пор*, какъ найдемъ число, которое для всехъ Э Ш И Х Ъ Ф унк-
цш даетъ результаты съ - к Для примера возьмемъ уравнеше, помещен
ное въ Универсальной Аргюметикть Нютпона 

f(x)=XG — 2x'+—iO.Z5+30x2H-(]3#—120=0. 

Производныя э т о г о уравнешя будушъ : 

f\x)—bxK—8Х3—ЗОЯ'-ИЗОЯ+БЗ 

f"(x)—20 Xs — 2 iX 3 —6 OX+G О 

f"'(x)~Q0x'i—48#—60 

fl\x)—12dX— 48 

/ v ( * ) = 1 2 0 . 

Вставивъ i въ / I V (x) и f"'(x), находит. , чпю?'"(х) отрицательная, a 
потому данн. ураин. и.мЬетъ положительные корни, превышающ1е единицу. 

2 1 



1 6 2 

1 i i—i i 1—1 I 1 

а п о т о м у 

Когда 7>l, тогда —-—2—>• ••- - — - , и можно положить 
l—i l—i l—i1 

Положив* х=2, и м е е м ъ : 

/ I V ( ^ ) = i 2 0 . 2 — 4 8 = 1 9 2 

/ ' " ( . г ) = 6 0 . 2 э — 4 8 . 2 — 6 0 = 8 4 

/ " ( _ г ) = 2 0 . 2 3 — 2 4 . 2 ' — 6 0 . 2 + 6 0 = 4 

/ ' ( „ г ) = 5 . 2 * — 8 . 2 3 — 3 0 . 2 2 + 6 0 . 2 + 6 3 = 1 9 

/ ( д г ) = 2 = — 2.2^—10.23+30.22+63.2—120- 4 6 , 

р е з у л ь т а т ы все п о л о ж и т е л ь н ы е ; с л е д о в а т е л ь н о 2 есть в ы с п п й предвлъ 
в с е х ъ д е й с т в и т е л ь н ы х * корней даннаго_уравнетя . 

§ 78 . Эшошъ способъ даешъ предел* весьма близкий къ корням* ; но 
онъ не удобен* по своей продолжительности. Поэтому въ некоторых* 
случаях*, предпочитают* следуюшде способы: 

l ) Н е р а в е н с т в о f (1)>о или' 

( 2 ) Г>— а.Г-1—aJm-°— ajm-*-....— ат 

б у д е т ъ у д о в л е т в о р е н о , когда у д о в л е т в о р е н о н е р а в е н с т в о 

(5) Г> - « „ Г " 1 - а п Г'2—ап 1т~ я — • • •—а„ , 

г д е ап е с т ь о т р и ц а т е л ь н ы й коеФФИщентъ, и м е ю щ ш наибольшее число
вое з н а ч е ш е . В* самомъ д е л е : во в т о р о й ч а с т и н е р а в е н с т в а ( 2 ) имеют
ся п о л о ж и т е л ь н ы е и о т р и ц а т е л ь н ы е члены , а вторая часть нера
венства ( З ) с о д е р ж и т * т о л ь к о положительные члены, которые все бо-

4лЪе пожительныхъ члеиовъ въ ( 2 ) ; о т ъ т о г о 
—axl —aj —....—am<-?~anl —anl — с л , 

и неравенство ( 2 ) всегда существуешь вместе съ ( З ) . 
Вторая часть неравенства ( З ) есть не ч т о иное, какъ 
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- ~ - или 1 =j—^i откуда fc= i—a n . След. f(l—an)>o. 

Посмотримъ, выведенное значеше для I будешъ ли удовлетворять не» 
р а в е н с т в а м и : 

f'iP)>o, f"(l)>o, f'\l)>o,...fm-I(l)>o. 

Первое изъ нихъ приводится къ 

ml "l-*>-{(m—l)aJ™-°+(m—2)a> I m-^...^am_t}, 

где вторая часть, какъ легко видеть, меньше суммы 

—ап {( т-1)Г~ 2 + ( ш - 2 ) Г - 3 + . . . + 1 J , 
которая меньше 

След. неравенство f(l)>o будешъ удовлетворено, когда удовлетворено 
неравенство 

Цт — i ± \ 

или 

—a (m— i V " 1 - 1 — о (m— 1) 

т{1—±) т{1— 1) ' 

но последнее удовлетворяется, когда возьмемъ 

а шемь более, когда сделаемъ 

т ' / m W * - « Г~х 

или 

1 = - ^ — т . е. Ь=1—я я . 

21« 

i m 
-a À 
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с т в о 

т(т—1)...(т—к+1) 1т~К>—(//г—1)[т—2).. .(m—А)!—-—— 1 

или 

rm__ m—к lm К т-—к — а п 

« * > — а я Г — — . - — " ' Т - Г » 
m /—1 m I—i 

a для ш о г о м о ж н о п о л о ж и ш ь 

m-
I n=—an f , m. е. £ = 1 — a n . 

И т а к ъ ^ = 1 — a n для каждой изъ производных* функций даешъ резуль
т а т * положительный, а потому количество 1—а п 11) более в с е х ъ 
действительных* корней. Э т о выражеше высшаго предела дано Маклоре-
ьелгь. Оно, х о т я получается съ перваго взгляда на уравнеше; но имеетъ 
т у невыгоду, ч т о не т а к ъ б л и з к о къ корнямъ, какъ Лютоново. 

2) Подобнымъ п у т е м ъ м о ж н о в ы в е с т и Роллево выражеше для I, завися
щ е е о т ъ м е с т а перваго отрицашельнаго к о е ф ф и щ е н т а . 

Означимь чрезъ аг первый о т р и ц а т е л ь н ы й к о е Ф Ф и щ е н т ъ , т . е . т о т ъ , 
к о т о р ы й м н о ж и т ь х™**, а чрезъ ап отрицательный к о е Ф Ф и щ е н т ъ , и м в -

Докажемъ вообще, чшо 

f'\l)=m{m—i)... . ( / n - Ä + i ) ^ - ' ; - + - ( m — i ) . . . . (m-k )a z lm'K *•1 + 
(m—2)....{m--k—±)aJm-K-2+....+k(k—l)....2.1. am_K 

будетъ. положительная для £ = l — a n . 
ЭшоФудетъ тогда, когда 1=1—ап удовлетворяешь неравенству 

т(т—1)...(т—к+1)Г->'> — \(т—1)..(т—к)1т-к-1 + 
( т — 2)..(m—k—ï)a А Г~к~ 2...Щ—1)... 2.ат^к 

Но вторая чаешь меньше суммы 

—а„[О—1)., (т—ЩГ"-*-* —2) . . . (WÏ—к—1 ) Г ~ ^ s - t - . . . Ä , . . 2 J , 

к о т о р а я меньше 

— я „ { ( ю — 1 ) . . . л > — Ä ) — I; 

поэтому fK(jy>o удовлешворишея, когда будетъ удовлетворено неравен
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/ — 1 г—i 

откуда видно, чшо для I можно взяшь значеше > 1 , удовлетворяющее 
условно 

, —аП1ТТ+Х 

1 > 1-х ' 

которое по сокращенш на ;"*—""+« даегаъ 

(5) Г—>— -5L или (/—i) f - » > — а и , 
v ; I—1 

а потому можно положить 

( j _ i ) ( ; _ _ i y - ' = — 0 л или (7—t) r =— 

откуда fc=i-+V—Ö„ 

юшдй наибольшее числовое значеше; шогда количество I, удовлешво-
ряющее неравенству 

(4) Г > - й я ( Г - Г - 4 - Г - Г - » + ...-4-й-1) 

удовлетворишь неравенству 

Г > — a r lm-r—ar+1 lm-r~x— an Г ~ п — am, 

a тъмъ болъе следующему 

r > - f l i r - - — a a r - » _ a . r — E W - , / - E W , ' 

га. е. f(l)>o; 

потому ч т о 

— A T V*- • _ я , Г " 2
 — A „ T < — ^ J * * - " — С + . х Vf*~r~1 —...- «„, 

Неравенство (4) приводится къ 

или 

- a n 
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Я с н о , ч т о всякое к о л и ч е с т в о > 1 + у / — а п б у д е т ъ и м е т ь с в о й с т в о удовле
т в о р я т ь неравенствамъ (4) (5 ) , а пошому и н е р а в е н с т в у У(7)>о; с л е д . 

l—±-\-V—ап е с т ь в ы с ш ш предЬлъ в с е х ъ д е й с т в и т е л ь н ы х ъ корней. М о ж 

но въ э т о м ъ еще у в е р и т ь с я , доказав* , ч т о найденное значеше I удовле

т в о р я е ш ь н е р а в е н с т в а м ъ : J\t)>o, f"(l>o, — fm~1(l>o. 
Для у р а в н е ш я 

х*-¥х%—4л;2—100+800=о, 

по Нютоиову способу в ы с ш ш пределъ е с т ь 1 

—• Маклореневу ~. .. . . Т 0 1 

— Роллеву. . - - 1 + V 7 0 0 и л и 8 4 . 
П о с л е д и т б л и ж е к ъ к о р н я м ъ , н е ж е л и SfjOi. 

К о г д а к о е Ф Ф и щ е н т ъ в т о р а г о члена даннаго у р а в н е ш я о т р и ц а т е л ь н ы й , 
т о г д а Роллевъ пределъ совпадаешь съ Шаклореневымъ. 

5) В о т ъ е щ е два способа н а х о д и т ь в ы с ш ш п р е д е л ъ корней , имвюгще 
•въ н е к о т о р ы х * с л у ч а я х * п р е и м у щ е с т в о п р е д * п р е д ъ и д у щ и м и . Они при
н а д л е ж а т * Г-ну Вену (*). 

а) Первый изъ н и х ъ с о с т о и т * въ с л е д у ю щ е м * : если ап б у д е т ъ о т 
р и ц а т е л ь н ы й коеФФищентъ, и м е ю щ ш наибольшее числовое значеше , а 
ар наибольшей п о л о ж и т е л ь н ы й коеФФищентъ, изъ коеФФищентов*, п р е д 
ш е с т в у ю щ и х * первому о т р и ц а т е л ь н о м у ч л е н у агхт~'; т о м о ж н о в з я т ь 

= 1 + 
аР 

Ч т о б ы I и всякое количество большее было высшим* пределом* к о р н е й , 
должно, чтобы f (1/>о или 

(б) 1т+аг Г - * + . . .+*„ . ,+arlm-r+ >>— arr-r—.. —a J"1-"—...—eM; 

но э т о н е р а в е н с т в о б у д е т ъ у д о в л е т в о р е н о , когда 

аро 1 >—а L —....—ап1 — . . . . — а т , 
m ^ 

а ппзмъ оолее, когда 

Opt ^ >—art — а п Г п — . . . — а п . 

(*) Bulletin des sciences Mathématiques, Physiques et Chimique. 1825 fi- 10. 
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Такъ какъ _ ^ Г - г _ . . . . _ ^ г ^ _ . / . _ ^ < - - ^ ( Г ^ + Г - г - 1 + . . + 1 ) , шо 

im-r+1>_2lC tn-r+l'"-r-x+. .4-1) 
«p 

или 

т . е. 
, jm r_j_ T . 

<тД 1 У / — 1 

Для чего позволительно допустишь 

Ор /—1 
откуда 

ар 

й) Второе выражете предела гораздо ближе къ корнямъ; оно сходно съ 
Роллевымъ. ; 

Неравенство (б) удовлетворится, когда будешъ удовлетворено следующее: 

7т_р 1 1 

a„l г>—а '— 

Разделивъ обе части этого неравенства на ар, 1 Т ~ Р

} имЬемъ 

-an I ^ —1 
1> 

ар1т-Р /—i 
но последнее удовлетворится, если 

api 1 I—1 

сделавъ 

(S) Г ^ Г - ^ ^ ! 
/ * 1 

ш 



и положивъ для сокращешя " = Q , вшорая чаешь нераванешва (1) об -
ар 

р а ш и ш е я въ 

Q = Q 

<¥~р( i+Qr-Py-*-* QT-P+... + Q . 

Ясно , ч т о э т о к о л и ч е с т в о меньше е д и н и ц ы , а п о т о м у п о л о ж е ш е ( s ) у д о 
в л е т в о р я е ш ь н е р а в е н с т в у (8); с л е д о в а т е л ь н о т а к ж е и н е р а в е н с т в у ( б ) . 

i 

И т а к ъ в ы р а ж е ш е 7 = 1 + м о ж е ш ъ с л у ж и ш ь в ы с ш и м ъ п р е д е л о м * 
V °Р * -

корней. 
Д л я у р а в н е ш я 

по Нютонову способу в ы с ш ш п р е д е л * е с т ь 3 , 
— Маклореневу 1 + 2 0 — 2 1 

— Роллеву 1+S/20 или 4 
[ 1-му 1 + 4 = 5 

— Венову J а 

f 2-му 1 _ V V = 3 . 

Изъ сравнешя эгаихъ с п о с о б о в * м ы в и д и м ъ , ч т о п о е л в д н ш у д о б н е е В С Е Х * 

п р о ч и х ъ . В с т р е ч а ю т с я с л у ч а и , въ к о ш о р ы х ъ оба Веноаы способа со-

в п а д а ю т ъ , т а к ъ на п р . д л я у р а в н е ш я 

# ь + 5 0 х 3 + 6 0 л : в — 9 0 # — 6 0 = о , 

по Нютонову способу в ы с ш ш п р е д е л ъ есшь 2 
— Маклореневу 1 + 9 0 = 9 1 

•— Роллеву 1+S/90 или 6 

й ( 1 - м у 1 + ! £ = 4 
.— Веновуj z 

' (2 -му. i + V | | = | 

§ 7 9 . В ъ н е к о г а о р ы х ъ ч а с т н ы х ъ с л у ч а я х * б ы в а е ш ь у д о б е н ъ с л е д у ю 

щей оборошъ для о т ъ и с к а т я в ы с ш а г о п р е д е л а к о р н е й : 

П о л о ж и м ъ сперва, ч т о п о с л е перваго о г а р и ц а т е л ь н а г о члена , все про

чее т а к ж е о т р и ц а т е л ь н ы е ; о з н а ч и в * с у м м у п о л о ж и ш е л ь и ы х ъ членовъ 

ч р е з * X, а с у м м у о т р и ц а т е л ь н ы х * ч р е з ъ Y, и м е е м * 
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S(x)=X—Y 

Пусть послвднш членъ въ Xбудетъ ат_гхг; сделав* хг общимъ мно
жителемъ, получаемъ 

х у\ 
х- i — 

X 

X 

Частное —г содержишь только положительный степени х ; напротив* 

Y 
того —- содержишь только отрицательный ; следовательно когда 

х 
X Y 

х возрастает* положительно , тогда — увеличивается , а — 
X X 

X Y 
уменьшается, или — остается постоянным* (когда г==т), а—- умень-

х х 
Y • X 

шается, или наконецъ-— остается постояннымъ (когда r : = i ) , а — г 

х х * Г 

увеличивается. Во всвхв этихъ случаяхъ, вставляя въ —- - вмв-
X X 

с т о х положишельныя числа О, 1, 2 . , . , можно дойти до числа х~1, ко-
X Y 

торое даетъ — - > — - , и ясно, ч т о всякое количество,которое больше 
X X 

его, будете и м в т ы п о же свойство; след. между Г и оо не будетъ ни одного 
X Y 

количества, которое бы давало — р ^ 0 » а потому Iбудетъ высшш 
х х 

пределе всехъ корней ур. f(x)=o. 
Когда въ f(x) положите.1ьные и отрицательные члены въ какомъ 

нибудь порядке; т а к ъ , ч т о после положительныхе членове, следуют* 
отрицательные, а после отрицательных* положительные; т о , означив* 
сумму положительных* членовъ до перваго отриц. опять чрезъ X, а сум
му всехъ отриц . чрезъ Y, мы имеемъ выражеше 

X—Y, 
которое по раздвлент на хг, низшую степень неизвестна го въ X, 
приводится къ следующему 



но 
x У 

ид* — будешь шолько заключать положительны я сшепени х, а — отра-
хг х 

идтельныя. Ясно, ч т о 

Y 
хг 

А У V V а потому число х—1, удовлетворяющее неравенству ~ > — и л и л — J > o , 
х & 

т ъ м ъ более должно удовлетворишь неравенству 

X 
—>—ar+ х х-*г—аг+ а х ~ '—. . .— ат_ хх ~^г~1} — атх~г 

хг 

. X Y 
т . . е.. f (х)>о. Притом* всякое число х>1 т а к ж е даегаъ — ---> о-

След.. не только /, но и всякое число >1 даетъ для f(x) результатъ 
положительный, а потому I есть высшш предел*. 

Таким* образомъ въ уравненш. 

х^—Zx3-h2x*—ЗХ—8—0, 

взявши выражеше X—Y=^x'*—Zxz—Zx—8, которое гораздо проще неже
ли f(x), вставляем* въ него последовательно : 0 , 1 , 2 вместо х, и 
находимъ, ч т о оно о т ъ х-4, получает* положительное значеше; следо
вательно 4 может* служишь высшимъ пределомъ положигаельныхъ корней. 

Можно иногда съ выгодою у п о т р е б л я т ь следуюшш оборот* : пер
вую часть уравнешя разделимь на несколько положительных* частей, 
помещая въ каждую одинъ или несколько положигаельныхъ членовъ и 
несколько ошрицательныхъ , въ которыхъ степени х были бы ниже , 
нежели въ первых*. Ясно, ч т о если положительное число х~1, делаетъ 
все э т и части отдельно положительными, а потому и самую./(л?) ; т© 
всякое число >1 будетъ иметь шо же свойство ; следовательно / можно 
принять за высшш предел*. Въ предъидущемъ примере первая 
чаешь уравнешя разделяется на две ч а с т и : х1—ZX* и 2л;.2—ZX—8 ; 
первая изъ нихъ при х~Ъ будешъ иулемъ, а вторая - Ы , а потому 3 есть 
высшш предвлъ. 

§80 .Если въ уравненш j"{x)-^o переменим* х на — х \ шо положи
тельные корни преобразованию уравнешя jf(—х)~о будут* равны по 
в е т ч и н * ошоицательньдмъ корнямъ даннаго уравнешя ( § 34 ) , а потому 
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отрицательный корень , имъющгй наибольшее числовое значение въ ур. 
У(д?)=о, будетъ наибольшей положительный корень въ ур\_ -Л»енп1 У ( — х ) = о . 
Найдя высшш пределъ Г положительныхъ корней последняго урав
н е т я , и взявши его отрицательно, получимъ количество —- t , которое 
меньше всЪхъ корней даннаго уравнешя, т . е. низшш ихъ пределъ. 
Переменив* въ уравненш 

f{x)~xK—Zxs+2x*—3x—8=0 

знаки членовъ четныхъ м в с т ъ , мы получимъ уравнете 

для котораго высшимъ предЬломъ всехъ корней можетъ служить -
след. — i есть низшш предЬлъ всъхъ корней ур. f(x)=o. И т а к ъ всв 
корни даннаго уравнешя заключаются м е ж д у 4 и — 1 . 

Т а к ъ какъ Ï и всякое количество большее, будучи вставлено вместо х 
въ рядъ Функцш; 

f m ^ - x ) , f m - \ - x ) , f m ~ \ - x ) . . . . . f \ - x ) , f ( - x ^ ' 

даегаъ результаты положительные , т о э т о количество служитъ 
в ы с ш и м ъ предъломъ корней каждой изъ э т и х ъ Функщй, а потому — t , 
будешъ низшш пределе корней Каждой изъ Функцш: 

fm(x), /т-*(х), /т~'(х) f(x), f(x), 

и будучи вставлено вместо х въ э т и Ф у н к щ й , долженъ дать (§ Тб) 
р е з у л ь т а т ы , попеременно положительные и отрицательные, а именно: 

+ - + —». (±), 
(смотря потому степень . / (х) будешъ л и четная или нечетная). Наоборотъ 
веякое число — к о т о р о е , будучи вставлено вместо х въ рядъ Функцш 

fm(x),fm~\x) f(x),f(x), 

даетъ для нихъ результаты попеременно т о съ -+• т о съ —-, должно 
б ы т ь менее всехъ корней. Въ самомъ деле : переменивъ х на у—Г, 

f(x)—o преобразуется въ уравнеше 

4 ' i .2 .3- ."* i .2 .3(m— i ) 

котораго коеФФищенты попеременно положительные и отрицательные. 
Такое уравнеше не можетъ иметь отрицательныхъ корней ; потому что 

22« 



4 7 2 

для отрицательных* значешй у первая часть будетъ сумма коли
чествъ съ один*, лш знаками; следовательно не будешъ нулемъ. Озна
чив* опять чрезъ 

а , , а , , ал.„а', t^u^—l, t2+u^V— 1 , . ..tv+uvV— i , 

все корни даннаго уравнешя, уравнеше (&) примет* видъ 

[ r _ ( r + a J ] [ 7 - ( Г + а J l [ j - ( ^ 

и действительные корни его : 

Z'-r-tti, Z ' - v a „ / - + - а 8 , f '+cy 

должны б ы т ь вс* положительные, a для т о г о t должно б ы т ь более чис
ловых* значетй всех* отрицательных* корней даннаго уравнешя; след. 
—i' будет* менее всех* корней, т . е. будет*Г низшим* ихъ пределом*. 

§. 8 t . Ч т о б ы определить низшш пределъ положительных* корней , 
т . е. положительное число , которое меньше всех* положительных* 

1 
корней, положим* х= —; о т * того получимъ уравнеше 

У 

m ат-г j t » _ t
 а

т — 2 s
 ai , * 

J — = У + y "t-— Y -+-...H Г-+- = 0 . 
\Y a a a a 
V m m mm 

Означив* чрезъ a i t a 2 ) . . .a^ действительные корни даннаго уравнешя , 

корни преобразованнаго будутъ — , —•, — . Наибольший изъ нихъ 

соответствуешь наименьшему положительному изъ предъидущихъ. Пусть 
—о ; т о ясно, ч т о - меньше 

7 
наименьшего изъ положительныхъ корней даннаго ур. , а потому онъ 
есть низшш предел* положительныхъ корней. 

§ S 2 . Высшей предел* отрицательных* корней получится, когда ур . 
J~(x)~o преобразуем* въ У(—х)—о, и низшш предел* положительных* 
корней последняго ур. возьмем* отрицательно. Э т о легко объяснить : 
наименьшш положительный корень ур.У(—х^—о с о о т в е т с т в у е т * наи
большему отрицательному корню ур. f(x)—o , и низшш предел* поло
жительныхъ корней предъидущаго уравнешя будешъ более всехъ отрица-
тельныхъ корней даннаго уравнения. Такимъ образомъ найдемъ, что, 
для уравнешя 

X sH-2a?v—i (Xr 3 + 3 Ovr *-+-еЗЛ7— i 2Q«=0> 

y будетъ высшш предел* корней ур. У 
\yj 
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низшш предел* положительныхъ корней ( употребляя способ* Ролля ) 
есть ~, а высшш предьль ошриц. корней есть — 

§ 8 3 . Свойства пределовъ ведутъ къ весьма важным* заключсшямь. 
Прежде нежели мы ихъ изложимъ, докажемъ следующую теорему. 

Если по вставить вл1тьсто х въ первую гастъ даннаго уравнения двухъ 
колигествъ а и Ь, мы полусимъ результаты сь противнылш знаками ; то 
уравнеше необходимо должно имтъгпъ по крайней мп-рп одинъ дпйст-
вительный корень, заключающейся между а и Ь. Лагранжъ доказывает* 
э т о слъдующнмъ образомъ (*) : 

Означимъ чрезъ Р сумму всехъ положительных* членовъ, а чрезъ N 
сумму всъхъ отрицательныхъ, положимъ для перваго случая, ч т о au 6 
с у т ь два положительныя количества, изъ которыхъ а меньшее, и ч т о , 
по вставке а вместо х въ Р—N =^f (х), мы получили результатъ 
J~(a)=zP—iV<o , а по вставке b вместо х, результатъ S [b )=^Р—ZV>o ; 
т а к ъ , ч т о въ первомъ случае P<N, а во второмъ P>N. Такъ какъ Р и N 
содержать только положительные члены , т о каждое изъ этихъ коли-
чествъ будешь непрерывно возрастать съ непрерывнымъ возрасташемь 
х о т ъ а до й; но, чшобы Р, будучи меньше N , сделалось больше N, 
оно должно возрастать быстрее нежели N, и при частномъ значенш х , 
заключающемся между а и Ъ, должно сделаться равнымъ N. Э т о неравно
мерное возрастете количесшвъ Р и N Лагранжъ сравниваешь съ движе
нием* двухъ шел* , выражаясь следующими словами: « d e u x m o b i l e s , 
a qu'on suppose parcourir пае même l i g u e d a n s le m ê m e sens , e t q u i , 

«partant à la fois de deux points différents, a r r i v e n t e n même t e m p s à deux 
« autres points, mais de manière, que celui qui était d'abord en arrière se 
«trouve ensuite plus avancé que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer 
«dans leur chemin.» Частное значеше x , при которомъ P=^N, есшь 
следовательно корень ур. f(x)—0 , содержащейся между а и Ъ. То же 
самое должно б ы т ь , если по вешавке а вместо х, найдемъ Р—Л>о, а 
по вставке 5 вместо х , найдемъ P—N<o : тогда въ первомъ случае 
P>N, а во второмъ P<N; следовательно съ возрасташем* X ошъ а до 5, 
количество N должно возрастать быстрее нежели Р, и для некошораго 

-значешя х, средняго между а и 6, оно должно достигнуть равенства съ 
Р, т . е. должно б ы т ь f(x)=P—iV=o. 

Если одно изъ количесшвъ а и Ъ или оба отрицашельныя; т о , взявши 
положительное количество А, такое, чтобы числовое его значеше было 
более а и Ъ, мы будем* иметь два положительныя количества h+a и k-hb. 

(*) Traité de la résolution des équations numériques. Note premiere, page 98. 



Преобразовавши данное уравнеше f {х)=о въ /(у—А)—о, и вставивши въ 
последнее А+а и h+b вместо у, получимъ р е з у л ь т а т ы f(h+a—А) и 

—A), т е же, ч т о и о т ъ непосредственной вставки а п b вместо х 
въ f (s); но какъ, по п о л о ж е т ю , эгаи р е з у л ь т а т ы должны и м е т ь про
шивные знаки, шо ур. f(y—Л)=о должно и м е т ь по крайней мере одинъ 
корень между Л+а и h-\-b. Означнвъ э т о ш ъ корень чрезъ Л-4-a, имвемъ 

^(Л-на—h)— J~(a)-=o) след. данное уравнеше /(х)—Э, и м е е т е корень а 
между а и Ь. 

И т а к ъ вышесказанная теорема доказана, как5я бы ни были коли
чества а и Ъ. Изъ э т о й теоремы и изъ свойствъ пределовъ, вытекаюшъ 
следствия : 

1) Если у р . f(x)—o нечетной с т е п е н и , шо вставивши в м е с т о х выс
шш и низшш пределы всехъ корней^ по § 16 получимъ р е з у л ь т а т ы съ 
противными знаками; след. у р. неъетной степени илиъеть по крайней 
лиъртъ одинъ действительный корень. Э т о согласно съ § 10. 

2) Уравнеше неъетной степени имгьеть покрайней лтргь одинь дей
ствительный корень съ противнымъ знакольъ послгьднельу глену а . Въ 
самомъ д*ле: 1) когда п о с л е д и т членъ ат положительный ; тогда , сдв
лавъ я?—о и х——t, получимъ р е з у л ь т а т ы ат и f{—Г) съ противными 
знаками , а потому уравн. имеешъ одинъ корень между о и—I', ш. е. 
отрицательный. 2 ) Если ат отрицательный ; т о , по вставке о и / 
вместо х, получимъ о п я т ь р е з у л ь т а т ы съ противными знаками, а 
потому уравн.. имеешь корень между о н / , ш. е. положительный. 

S) Уравнеше гетной степени, котораго послпднш глень отрицатель
ный, илпъетъ покрайней лпьргь два корня .' одинь положительный, а дру. 
гой отрицательный. Чшобы э т о доказать, положимъ х=1 и x——I'; 
результаты Sil) и f(—/') будушъ положительные, а / ( о ) = в отрица
тельный ; следовательно уравнеше имеешь одинъ корень между о и / , 
а другой между о и—/, т . е. одинъ отрицательный, а другой положи
тельный. 

л ь т а т ы f {а) и У iß) будушъ съ одинакими или съ противными 
знаками, смотря по т о м у , б у д е т ъ ли между а и А заключаться четное 
или нечетное число корней. Положимъ, ч т о между а и Ъ заключается 
нечетное число корней: aIf а в , a ï V . . , a , т о 

f(x}=(x—ajx—ОО—а.Х*—oJ.,..(jr—а Щх), 

Вставив* а и i вместо х, имеем* 
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/ ( fl)=(a—a x )(a—a, a , ).... (a—а^)ф(д) 

/ ( 5 ) = ( ^ _ a i ) ( 6 _ a 2 ) ( 3 - a ä ) . . . . f ^ - a ) ^ ) . 

З н а к и ф(а) и ф[Ь) должны быгаь о д и н а ш е , потому что въ противномъ 
с л у ч а е ф[х) nf(x) имели бы еще корень между а и Ь; знаки же каждыхъ 
д в у х ъ с о о ш в е т с т в е н н ы х ъ м н о ж и т е л е й ( а — а х ) и (5—а г ) , (а-а , ) к (Ь—аг) 
и п р . п р о т и в н ы . Такъ какъ число множителей (а—a,),(a—о,)... нечетное, 
т о произведения (а—а х )(а-~а я ) . . . и (Ь—ах)(6—а,)... имеютъ противные 
з н а к и . След. знаки результатов* f(a), f(b) будутъ также противные. 
О т с ю д а т а к ж е видно , ч т о если между а и Ъ нетъ ни одного корня , 
или число и х е ч е т н о е ; т о f (a) и [S) и м е ю т ъ одинакге знаки. 

Сказанное въ двухъ п о с л е д н и х * § § п р и в о д и т е н а с е къ заключешямъе : 
i ) J^paenenie нелетной степени илаъетъ негетное кисло действительных» 

корней. Если послтднш глень такого уравнешя отрицательный , то оно 
илпъетъ негетное гисло положительныхъ корней. Если же послтъднш 
членъ положительный, то гисло отрицательныхъ корней будетъ не-
гетное. 

1) Въ уравненш гетной степени, гисло дейстаительныхъ корней лю~ 
жетъ быть только гетное. Если послпднш гленъ такого уравнетя от
рицательный , то гисло положительныхъ и гисло отрицательныхъ корней 
суть гисла негетныя. Если же последнш глень положительныйу тогда 
гисло положительныхъ и\ гисло отрицательныхъ корней суть либо нули, 
либо %исла гетныд. 

Соизл1П>рил1,ые корни. 

§ 8 о , П у с т ь дано уравнеше съ ДБЙствшпельными соизмеримыми коэф
фициентами; ежели они дробные, т о приведя и х ъ къ одному знаменате
лю, и помноживъ все уравнеше на этого знаменателя, оно приметъ 
видъ 

f(x)—aaxm^-a х х^^а^х7"—• .+am__xx-ham=o, 

где а0, ах, аа,...ат__„ ат означают* целыя числа. 
Соизмеримые корни этого уравнетя могутъ быть или цтьлъге , или 

дробные. Займемся сперва целыми. Пусть a будешъ одинъ изъ нихъ, шо 

а0 атл-а х а7"- 1+аяат~ а+... .+am^ta+am==:o; 

отсюда 
a w = — a 0 a m —a x a"*"1 —a , a m ~ а a

m - * a 
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и 
^=—а0а 1—а1а 3 — й 2 « — а т _ г ; 
а 

следовательно частное —^ должно б ы т ь целое число . 
а 

Положивъ —=Ег, имеемъ 
а 

откуда 

и 

а 

JE1 -HZ _ т „ 

поэтому — —— есть целое число. Означивъ его чрезъ Еа, имеемъ 
а 

откуда 

a 
JE„~±-a . -

m. е.-— должно быть целое -число. Продолжая т акимъ образомъ 
а 

далве, доходим* до цълаго числа 
Fm_1=—aoa—aI ; 

откуда наконецъ имвемъ —«f0. 
а 

И т а к ъ , чтобы целое число a было корнемъ даннаго уравнешя, оно 
должно удовлетворять условшмъ: 

J , — — V ' , Э , = — а й у 
а а а 

тдЬЕх) U a , Ея,...Ет-.г сушь целыя числа. Э т и условш можно выра
зишь следующими словами: 



m 
Чтобы цгьлое гисло а было корнемь данного уравнешя, должно: 1) чтобы 

оно дтълило безъ остатка последшй «лен»; 2) частное этого дгълеше, сло
женное съ коеффицгентомъ при х, должно также делиться безъ остатка 
на а; 3) это новое гастное, сложенное съ коеффицгентолм при X S , опять 
должно делиться безъ остатка на а, и т. д.'} 4) наконецъ Л1Ы должны 
дойдтидо гастнаго, которое, будуги сложено съ коеффицгентомъ прих.т~г, 
и потомъ разделено на а, даетъ оъ ъастномъ косффиц1ентъ первого плена 
съ знакомь противнымъ. 

Э т о даетъ способъ для отъискангя целых* соизмеримых* корней дан
наго уравнетя. В о т ъ въ чем* онъ состоит*: 

Отъискавши всех* цельных* делителей последняго члена, должно ихъ 
написать съ + и съ —, и взять только т е , которые содержатся меж
ду общими пределами положительных* и отрицательныхъ корней; по
т о м ъ и с п ы т а т ь : которые изъ этихъ делителей будутъ удовлетво
р я т ь вышесказаннымъ условгямъ ? Те , которые удовлетворяютъ на-
шимъ условтямъ, с у т ь целые соизмеримые корни даннаго уравнетя. 

Делителей + 1 и — i можно испытать, вставляя ихъ вместо х въ 
данное уравнеше. » 

Для примера возьмемъ уравнение 

Zx^+5x3~23x"-^UX—2i=o. 

Высшш пределъ положительныхъ корней по Венову способу есть -+ 3, а 
низшш пределъ отрицательныхъ корней есть —9- Числовое значеше 
низшаго предела положительныхъ корней и высшаго предьла отрица
тельныхъ корней менее 1. И т а к ъ должно и с п ы т а т ь всехъ делителей 
числа 24, заключающихся между + 3 и—9; они суть: + 2 , -4-1, —1, — 2 , 
— 3 , —4, —б, —8. Внеся н-1, а потомъ —1 вместо х в* данное 
уравнеше, находим*, что они ему не удовлетворяют*. Остается испы
т а т ь делителей : 

-4-2, — 2 , — 3 , —4, —в, —8. 

ат —24 
Внеся ихъ въ Е z = — = - вместо а, находим* соответственно ча-

1 а а 
стныя : 

Ег——12, -4-12, -4-8, + 6 , -4-4, -4-3. 

Придавши къ каждому изъ этихъ чиселъ коеФФищентъ а^^а^Ц, 
получаемъ 

23 



E^a^+2, -1-26, + 2 2 , + 2 0 , + 1 8 , + i 7 . 

Условно ^ 1 + ° 3 . ^ ^ ^ о л у гислу^Е., делители—3 и —8 не удовлетво-
а -— 

ряюить, a прочге даюгаъ : 

- ß . + a , 
Е=— - = - - И , — 1 3 , — 5 , — 3 , 

а 
Придавши къ каждому изъ эшихъ чисел* коеФФиидентъ а г = ; — 2 3 , нахо-

димъ : 
E2-hax=—22, — 3 6 , —28 , —26 

Условио — -=х>« делитель —б не удовлетворяешь, а остальные: 2, 
а 

— 2 , к —4 даюпгь: 

Е2+а, 
- = — 1 1 , + 1 8 , •—!• 

Придавши къ э т и м ъ числамъ коеФФинДенгаъ а х = 5 , имеемъ 

^ , + 3 , = - 6 , + 2 3 , +12 . -

Наконецъ находимъ, чшо условно = — а 0 = — 3 удовлетворяют* 
а 

только делители: + 2 и — 4 . И шакъ данное уравнеше имеешь два цъ-
лыхъ соизмеримых* корня: + 2 и — 4 . Разделивши первую его часть на 
(гг—2)(^г+41), и приравнявши частное нулю, получим* уравненш 

Ъх*—л:+3==о, 

1 ± V — 3 5 
которое даетъ дг= , два остальные корня даннаго уравнетя . 

6 
& 8в. Если а есть корень даннаго уравнешя ; т о , какъ и з в е с т н о , f («г) 

дълнтсн на s—а безъ о с т а т к а , и д а е т ъ въ частном* 

« „ ^ 7 Л _ 1 + ( « 0 а + а 1 ) л : 7 Л - 2 + ( а 0 а * + а 1 а + а 3 ) ^ - 2 + , . г 

• -<К«о а "' ~ *+а х а"1- »+. . .ат _ 3 ) д ? + а 0 а о т ~ 1 + а х а " ' - » + . . . + а д а _ х * = о . 

Ежели а есть д е й с т в и т е л ь н о е ц е л о е с о и з м е р и м о е ч и с л о ; т о к о е Ф Ф и ц ю н -
ш ь т о ^ > частнаго д о л ж н ы б ы т ь также действительный целыя соиз-
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мъримыя числа. Найдя а по правилу, изложенному въ предъвдутцемъ §, 
мы будем* знать цвлыя числа Ех, Е„ Е„...£^хао, который, как* 

fix) 
легко видеть , суть к о е ^ и щ е н т ы частиаго Ц взятые съ знакомь 

х—а 
противным*; и т а к * 

f(x) 
(i) -±^=a0x,n~I—Em^ixm~>—...—Eix*--Etx—El==o. 

X—а 
Ч т о б ы а был* кратный корень даннаго уравнешя, онъ должен* удо« 

влетворять уравнешю ( i ) , а для того должны быть удовлетворены 
условгя : 

——" —Сч,^жш. =е — " (2 ) - ^ 1 = е х 1 

<х а а 

где e , , e a , e s , . . . e i e _ B сушь цвлыя числа. 
Чшобы а быль 3-кратный корень даннаго уравнешя, или 2-крашныи 

корень уравнешя ( 2 ) , онъ долженъ удовлетворять условЁямъ: 

(3) = £ I } = з — 
a « a о 

И га.' д. Для примера пусть будетъ уравнеше 

ix 5 + 2 4 . z v + 3 1 х *+5.г '+З.Г—9=0. 

Делители последняго члена — 9 , с у т ь -+-9, 4-3, 4-1, — 1 , — 3 , — 9 . Выс
шш предел* положительныхъ корней (по Роллю) есть i 4 V | < 3 . Низний 
пределъ ошрицательныхъ корней есть 1 + ' / = 7 . Делители 4-1 и — 1 не 
удовлетворяюшъ данному уравнетю, а потому остается испытать 
только делителя — 3 , для котораго находим*: 

— 9 4-3+3 

— i — i—z—а . След. —3 есть корень даннаго уравнеше. Внноя 
— 3 

значетя" Ёг, Ea, Et, Ек и a въ yaioeia (2), получаем*: 

4-3 + 1 + 2 — 1 + 1 п 0 + 1 2 

S3» 
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а 
—4-д. — ha , к . .л-ат—, —из ,—o; 

отсюда выводи мъ 

а а -а„ ß ,i, *ßm — x " 2 ß>n - , 1 ' • am -1ß am' 

Помноживъ обе части э т о г о равенства на , имеемъ 

Ясно, ч т о э т о равенство не возможно; потому ч т о первая часть 

/- a 

есть несократимая ДРОБЬ, а вторая целое число. Следовательно — не 
Р 

можетъ б ы т ь КОРНЕМЪ уравнетя (4) 
Всякое УРАВНЕШЕ съ соизмеримыми целыми КОЕФФИЦГЕНТАМИ имеетъ ВИДЬ 

a , x w + f l , хт~ 1+а2хт~ s +. . .4-a Тд:+а = о . 
772 1 /71 

Ежели аа н е = 1 ; т о положивъ х=~, преобразуем* (§ 6 1 , 3, 5) данн. ур. у 
а 

въ следующее 

Первое изъ условш (з) не удовлетворено. И т а к ъ —3 есть 2-кратный 
корень даннаго уравнешя. Частное о т ъ раздьлешя f(x) на (яч-З) 2 бу
дешь 

о0х*—е^х—е,=о, 
т . е. ix*+x—±-=o. 

§ 8 7 . Изъискаше дробныхъ соизмъримыхъ корней основывается на сле
дующей теореме : 

Если въ уравненш съ цтълъини соизлиъримылш коеффищентами, коеф-
фиигентъ перваго ълена есть единица; /по оно не можетъ имгъть дроб
ныхъ соизмтьримыхъ корней. Э т о доказывается слъдующимъ образомъ : 

Положимъ, ч т о несократимая дробь - есть корень уравненш 

( 4 ) xm^a х х™~1 +а3хт~ *-*Щат_ х х-ьа т~о, 
въ кошоромъ а1} а 2 , . . . ( г л _ п ат с у т ь ц4лыя числа; т о будетъ 
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котораго соизмеримые корни должны б ы т ь все целые, и потому най
дутся по способу предъидущаго §. Означимъ ихъ чрезъ г х , г„,. . . .г п ; т о 

У r г г 
въ следствие х = — - , корни даннаго уравнен!я будушъ: — , — -iL. 

а ° « о « о « . 
Изъ этого выводпмъ правило для отъискашя дробныхъ соизмеримых* 
корней даннаго уравнешя : 

Найдя целые соизмеримые его корни, освобождаем* его о т ъ нихъ ; 
если въ новомъ уравненш коеФФищенпгь перваго члена о 0 не есть еди
ница , шо оно можешъ иметь дробные соизмеримые корни. Для о т ь -

о X 
искангя э т и х ъ корней, полагаемъ X — — , и ищемъ по правилу предъидущ. § 
целые соизмеримые корни преобразованнаго уравнешя, которые, будучи 
разделены на аи, даютъ дробные соизмеримые корни даннаго уравне
шя. Некоторые изъ последн^^июгушъ быть кратные, и это можешъ 
б ы т ь только тогда, когда уравнешя по у суть кратныя. Чтобы 
это узнать , должно приложить къ уравнению по у правило предъ
идущаго §. 

Ошъищемъ все соизмеримые корни уравнешя 

2Х*—x*-—ix*+x*—IX—6 —о. 

Высппй предел* положительныхъ корней есть i-t-£ < 5 , а низшей предел* 

отрицательных* = l -+V£>3. Делители последняго члена -—6, заключа
ющееся между этими пределами, суть : 4-3,-+-3,+1,—1,-2; данное уравнеше 
не удовлетворяется положетемъ x—-*~i,—1, а потому остается только 
и с п ы т а т ь делителей: Ч-3.-+-2,—2. Для них* находимъ результаты: 

Дтълит. Et1 Ег—1, E,, Eu+i, Et, E^—i, Е±, E^—i, —аа 

-+-3, — 2 , — 9, — 3 , — 2 , • * 

+ 2 , — 3 , — 1 0 , — 5 , — 4 , — 2 , — 6 , — 3 , — 4 , — 2 

— 2 , + 3 , — 4 , + 2 , + 3 , * 

И т а к * данное уравнеше имеешь только одинъ целый соизмеримый 
Et з 

корень+2.который не можешь б ы т ь кратным*, потому ч т о — — ~ 

не есть целое число. 
Освободивши данное уравнеше о т ъ корня -+-2, получаем* уравнеше 

(5) 2x''+Zx*-*-2x*-±5x-t-3=o, 
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или 
у5 С г ' - з ) + 4 У ( / - ^ Ш 4 = ° 

О т ъ положетя У = и л и > 5 , первая часть этого уравнешя обращаешся въ 
положительное количество; поэтому 5 (§ Т9) есть высшей пределе по
ложительных* корней уравнешя (l) , а — 5 низшей пределъ ошрицатель
ныхъ корней уравн. ("б). И шакъ для отъискашя целыхъ соизмеримых* 
корней уравнешя (б) должно и с п ы т а т ь шолько т * делители последня-
го члена 2 4 , которые содержатся между 0 и — 5; они с у т ь : — 1 , — 2 , 
— 3 , —4. у=—i не удовлетворяет* уравн. (б), прочее же делители 
д а ю т * результаты : 

/1тълитп. Et, Ei+20, Е„ Еа+4, E» £ „ 4 - 5 , —а0 

—а. —12, + 8, - 4 , 0 о, 4-2, * 

— 8, -+-12, - 4 , о 0 +3, —1 

—i, — 6, 4-14 * * * 7 
отсюда видимъ, ч т о уравнеше (в) и м е е т е только одинъ целый соиз
меримый корень — 3 ; следовательно данное уравнеше имеешь один* 

дробный соизмеримый корень —•— . 
2 

Ошдтъленге корней, 

ССпособъ Лагранжа). 

§ 88. Найдя по изложенным* правилам* соизмеримые корни, всегда 
можно освободить ошъ них* данное уравнеше, а потому впоследствш 

которое можетъ иметь дробные соизмеримые корни. Чшобы ихъ о т ъ -
У 

искать , полагаемъ х = —, ошъ шого уравн. ( 5 ) преобразовывается въ 

следующее 
(б) jM-3j s 4-4j 2 4-20j4-24==o. 
Это уравнеше не можешъ и м е т ь положительных* корней: все его чле
ны положительные, а пошому они ни о т ъ какого положигаельнаго коли
чества не могутъ взаимно уничтожаться . Ч т о б ы найдти низшш пре
деле ошрицательныхъ корней, переменимъ въ ур. (б) у на —у', имеемъ 

(l) у'*-—Zy*+4y'*—20/-+-24=О 
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мы будемъ полагать, ч т о все действительные корня даннаго уравне
шя несоизмеримые. Если мы знаемъ частные пределы одного изъ эшнхъ 
корней; т о , сближая и х ъ , мы более и более будемъ приближаться къ 
точному значению корня. На этомъ основано приближенное вычислеше 
несоизмеримыхъ корней; оно, какъ мы заметили, требуешь, чтобы из
вестны были частные пределы искомаго корня. И такъ займемся те 
перь огпъискашемъ частныхъ предвловъ всехъ дейстаительныхъ корней, 
или отЪгьленЬемъ (séparation) этихъ корней. 

§ 89. Варингъ (*) первый показалъ возможность отделешя корней 
помошдю низшаго предела положительныхъ корней уравнешя съ квадра
т а м и разностей. Этопгь способъ усовершенсгпвованъ Лагранжелсь, и по
т о м у получилъ назваше о т ъ имени знаменитаго Геометра. Вошь вь 
чемъ онъ состоишь : 

Означимъ чрезъ xX<UT< 

( i ) ах, a3f ал,....а/л 

всъ действительные корни уравнешя f(x)—o\ ихъ можно принять за 
несоизмеримые и неравные; потому что всегда данное уравнеше можно 
освободить о т ъ соимеримыхъ и равныхъ корней. Пусть а и Ъ будутъ 
два числа, которыхъ разность Д меньше наименьшей разности двухъ по* 
следовательныхъ корней ( l ) ; т о а и £ не могутъ содержать более од
ного изъ этихъ корней. Въ самомъ деле, нельзя допустить, чтобы два 
корня а„ и 0/J4.J заключались между а и Ъ\ потому , что тогда раз
ность э т и х ъ корней была бы меньше разности пределов* ихъ а и 6, 
т . е. меньше А; но э т о не возможно, по предположешю, Д меньше 
всехъ разностей корней. 

И т а к ъ а и Ъ могутъ б ы т ь пределами только одного корня ; вь 
такомъ случае, вставивши ихъ вместо X vbf{x), результаты f (а) и 
f (fi) должны быть, по § 8 3 , съ противными знаками. 

Пусть а=рА, 5=(р+-1)Д ; т о результаты f{pb) и ./"[(/н-1}Д] бу
дутъ съ прошивными или одинакими знаками, смотря по тому , содер
жится ли между пак и (п+1)Д одинъ изъ корней ( i ) , или нЬтъ. Ежели 
fiû более высшаго предела положительныхъ корней; т о , вставивши въ 

f(x) вместо х члены аривмешической прогреесш: 

О, Д, 2Д, ЗД,....пД, 

(*) Miscellanea analptica. 1762. 



и написавши последовательно знаки резулыпатовъ: 

/ ( 0 ) , / ( A ) , f(2A), / (3A) , . . . . / ( /»A) , 

въ этомъ ряду знаковъ непременно будешъ столько пгремтьиН, (»), сколь
ко данное уравнеше имеешь действительных* корней. 

Вставляя вместо х въ /(•*), члены: 0,— Д , — 2 Д , — д о т е х ъ поръ, 
как* дойдетъ до —т/Д, числа меж mai о низшаго предела корней ; т о 
рядх знаковъ резз^льшатовь -

f(o), f(-2A), / ( _ З Д ) , . . . f{-nA) 

будетъ иметь столько переменъ, сколько данное уравнеше имеешь о т 
отри ца тел ьныхъ корней. Таким* образомъ, когда будемъ знать А, мы 
узнаем* число деисшвительныхъ корней даннаго уравнешя и гастные 
ихъ пределы. 

§ 9 0 . Составивъ по правиламъ § 65 уравнеше съ квадратами разностей 
корней, освободив* его о т * корней ==о, т . е. т ь х ъ , которые соответ 
с т в у ю т * равным* корням* даннаго уравнешя, и разделив* потом* 
на последнш член*, мы будемъ иметь уравнеше вида 

Cr.zr+Cr_Tz'—l+....+C,z*+Czz+l=o, 

т(т—\) 1 
Т Д Б г = или < -. Положивъ z=-, получимъ уравнеше 

2 у 

yr+Ctyr-'+Cay>~*+....+Crz -.о. 

Съищемъ высшш предел* I положительных* корней этого урав-
1 „ 1 

ненгя, частное' — оудешъ меньше всехъ положительныхъ эначенш —=г, 
У 

т . е. меньше квадрата наименьшей разности: следовательно — будет* 
VI J 

меньше наименьшей разности положительныхъ корней. 

Когда + V / < i , тогда — > 1 , и смело можно положить Д = 1 . Если 

же VI=. или > 1 , т о = или < 1 , и въ такомъ случае наименьшая 

(*) Лсрслтною НАЗЫВАЕТСЯ ПАРА ЗНАКОВ* РАЗНЫХЪ, ТАКЪ 4 — , — 4 - , а повторешемь 
ПАРА ЗНАКОВ* ОДННАКВХЪ, А ИМЕННО: 4 - 4 - , . 
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( 2 ) к' к' & ' к 1 

результаты дадутъ рядъ з н а к о в * , въ к о т о р о м * будетъ столько пере
м е н е , сколько у р . f[x)=о и м е е т * действительных* положительныхъ 
корней. Члены прогрессш (2), с о о т в е т с т в у ю щ е е переменам* знаковъ, и 
б у д у т ъ искомые ч а с т н ы е пределы э т и х ъ корней. 

Ч т о б ы отделишь отрицательные корни, вставимъ 

, ч 1 2 3 п 

г 
вместо х въ У~(х), знаки результатовъ д а д у т ъ столько перемене, сколь
ко, въ уравненш f{x)—o отрицательныхъ корней. Здесь для удобст
ва, производят* вставку следующимъ образомъ : 

Переменивъ х на—х въ f{x), вставляюшъ вместо х, члены ряда (2) 
п 

до £ ясно, ч т о результаты будушъ т е самые, которые должны полу

ч и т ь с я о т ъ в с т а в к и членовъ (з) в ъ / ( , г ) . 
Когда к>1, тогда вместо т о г о , ч т о б ы вставлять въ У(х) вместо 

1 2 3 ' у . 
х дроби —, - , —,.., вставляюшъ сперва — вместо х, т . е. преоиразо-

к к к к 

вываютъ, по § 67, уравнете . / ( , г )=о въ уравнен1е./|—-j=o, а потомъ вста

в л я ю т * О, 1 , 2, 3 , . . . . вместо у. 
В о т * въ чемъ с о с т о и т * Лагранясевь способ* отделешя корней; онъ 

вполне удовлетворяет* т е о р ш ; но трудность вычисления уравнения съ 
квадратами разностей делаетъ его почти не исполнимым* для уравнетй 
высоких* степеней. Лагранжъ его облегчилъ некоторыми замечаниями, 
объ которыхъ я умалчиваю; потому ч т о при нынешних* способах* 
отделешя корней, Лагранжевъ вовсе безполезенъ. 

§ 91. Приложимъ эшотъ способе отделешя корней к* уравнение 

разность корней ур. f (х)—о можетъ б ы т ь < 1 ; но какъ она всегда боль-
1 л 1 ш е T V ш о д л я А можно взять всякое число равное или <;—. Пусть к VI * "v<j J 

б у д е т ъ целое положительное число непосредственно >Vl, т о можно 
1 

п о л о ж и ш ь Д = у . 
к 

И т а к * , вставляя въ f(x) числа 

1 2 5 п 
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Въ § 6 5 , прим. i, мы нашли уравнеше съ квадратами разностей его 
корней, а именно : 

(о) . z 5 — i 2 z 2 + 3 6 2 + 6 4 3 = o . 

1 
Положив* г==—, оно преооразуешса въ следующее 

У 

{}) - v a + _ ^ L v 2 — v + l = o ; 

отсюда видно, ч т о у=- — и всякое число большее даетъ для первой ча-

ур. (5) результат* положительный; след. — есть высшш предел* по-

ложительиыхъ корней э т о г о уравнешя, а 3 е с т ь низшш предълъ поло
жительных* корней ур. (а) , т . е. число меньшее наименьшаго квадра
т а разностей корней даннаго уравнешя. И т а к ъ Д = или <V^3. 

Положив* Д = 1 , и з а м е т и в * , ч т о высшш предел* корней даннаго 
уравнешя есть 3 , д о с т а т о ч н о б у д е т ъ в с т а в л я т ь вместо х въ f (х) 
числа : 0, 1, 2 , 3 . Р е з у л ь т а т ы э т и х * вставок* б у д у т ъ с о о т в е т с т 
венно 

/ ( 0 ) , / ( 1 ) , / ( 2 ) , / ( 3 ) 

— 5 , — 6 , — 1 , — 1 6 ; 

отсюда видим*, ч т о данное уравнеше имеет* только одинъ Действи
тельный корень, который содержится между 2 и 3 . 

Низшая предел* отрицательныхъ корней даннаго уравнешя е с т ь 

1 + V 5 или 4 (по Роллю), а п о т о м у для отделешя э т и х е корней д о с т а 
т о ч н о в с т а в л я т ь вместо х ве f(x) числа: О,—1,—2,—4. Произведя э т и 
вставки, находим* р е з у л ь т а т ы : 

/ ( 0 ) , / ( - 1 ) , А-2), / ( - 3 ) , / ( - 4 ) 

— 5 — 4 — 9 , — 2 6 , —16, 

которые показывают* , ч т о данное уравнеше не имеет* отрицатель
ныхъ корней. 

И так* ур. х*—2х—5=о имеешь только одинъ действительный 
корень, кошораго частные пределы суть 2 и 3 , npo4ie же два корня 
мнимые. 
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§ 92 . Лагранжъ, а потомъ Коши дали способы находить Д, не вы
числяя уравнеше съ квадратами разностей корней; но значеше Д, выве
денное по одному изъ этихъ способовъ, меньше нежели шо, которое вы
водится по предъидущему; такъ, что число вставок* о, Д, 2Д, ЗД въ 
f (х) вместо х должно быть больше. * 

(Способ* Штурма). 

§ 93 . Въ 1829-мъ году Г-нъ Штурмь обнародовалъ способъ отдълетя 
корней, основанный на изъисканш общаго наибольшаго делителя функцш, 
выражающей первую часть даннаго уравнешя, и ея производной. Но это 
изъискаше предвещаешь, что онъ долженъ быть затруднителен* для 
уравненш высокихъ степеней. 

Пусть будетъ уравнеше f(x)—o, не имеющее равныхъ корней, т о , 
по § 7 9 , Ф у н к щ я f[pc) не будешъ иметь общаго большаго делителя съ 
производной f\x). Чтобы въ эшомъ увериться, станемъ его отъиски-
вать. Ясно, чшо действие нимало не изменится, если мы будемъ ме
нять знаки последовательных* делителей; о т * этого может* только 
перемениться знак* общаго большаго делителя. И такъ делим* fix) 
y&f'{x)\ пусть осшашокъ делетя будет* —Л,, его степень по крайней 
мере единицею ниже степени f'(x). Переменивъ знаки всехъ членовъ—Лж 

въ прошивные, получаемъ полиномъ Л , , на который делимъ f'(x); пусть 
новый осшашокъ будетъ — Л , . Поступивъ съ нимъ такъ же, какъ и съ 
Л 0 делимъ Л , на Л а . Продолжая такимъ образомъ далее, дойдем* на-
конецъ до численнаго остатка —Л„, который не можешъ быть нулемъ. 
Для избежатя дробей, здесь можно поступать такъ же, какъ и при 
обыкновенномъ способе нахождения общаго большаго делителя; ш. е. 
при каждомъ деленш, коеффищешпъ высшаго члена дълимаго делаем* 
кратнымъ числом* коеФФИщента высшаго члена делителя, и сокращаем* 
коеФФИщенты каждаго остатка, если они имеют* общих* множителей. 

Означив* чрезъ — Л 0 — Л „ — Л 5 , Л„ последовательные остатки, 
а чрезъ Qt, Q3, Q, Qn частные, мы будемъ иметь следующая ра
венства : 

# f i x ^ . f 

I / ' ( x ) = Q e . Л ^ Л , 

(i) } к , = Q S . л г _ л , 
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Рассматривая рядъ знаковъ результатовъ, получаемых* о т ъ вставки 

вместо х различных* действительных* количествъ въ рядъ Ф у н к ц ш 

(2) Л я Л . - „ Ra—> — R>> R " R " f'(.*)> f№> 

мы открываем* весьма замечательный свойства. 
§ 9 ^ . Такъ какъ между • — G O и +со заключаются все действитель

ные корни всех* Функщй ( 2 ) ; т о , вставивши въ н и х ъ вместо х какое 
нибудь количество, и изменяя потом* его, увеличивая или уменьшая , 
некоторыя изъ Ф у н к щ й (2) б у д у ш ъ уничтожаться . Посмотрим*, ч т о 
о т ъ того будетъ съ р я д о м * знаковъ результатовъ: 

i ) Вопервых* п о л о ж и м * , ч т о количество а, вставленное вместо х въ 
Ф у н к ц ш ( 2 ) , уничтожаете только одну изъ средних*, не уничтожая 
f(x). П у с т ь э т а Ф у н к щ я б у д е т ъ Rp\ т о смежныя Ф у н к ц ш Rp_j и 
Rp + t о т ъ х=а, не могутъ у н и ч т о ж а т ь с я . Въ самомъ деле: нельзя по
ложить въ одно время Rp_x=o и Rp-=o; тогда равенство 

( 3 ) Rp_1z^QpT\p—RP+J 

да.10 бы Rp^tzzzo; потомъ изъ равенства Rpz=.Qp+ х .Bp ^ ч - Л р + 3 , на
шли бы, ч т о Rp+ir= о; низсходя т а к и м ъ образомъ, нашли бы, ч т о 

Но э т о по положенно не возможно. 
И т а к * , если Вр уничтожается о т * в с т а в к и а вместо х; т о резуль

т а т ы т о й же вставки въ Ф у н к ц ш Rp — X и Rp^% не будут* нулями. 
Равенство (3) даетъ 

(*} К р _ , = : ~ В р + и 

т . е., ч т о э т и р е з у л ь т а т ы с* противными знаками. 
Представим* теперь себе безконечно-малое количество А, такое , что» 

net Ф у н к щ й (2 ) , исключая Rp, не и м е ю т * действительных* корней 
между а—h и a-t-A, т . е. не м е н я ю т * своих* знаковъ ни для какого 
значешя х средняго между а—А и a+h. Вставим* последовательно вме
с т о х въ рядъ Функщй ( 2 ) т р и безконечно-близк1я количества: а—А, ат 

а-л-h, и напишем* для каждаго только знаки результатовъ ; такимъ 
образом* мы будемъ и м е т ь т р и ряда знаковъ, которыхъ означимъ чрезъ 
[а—А], [а], [a-t-А]. Разсмотримъ въ особенности знаки Функщй: Rp—it 
Rpy Rp^x. Здесь могутъ б ы т ь четыре случая : 

а) Когда Rp^.x и Вр и м е ю т ъ знакъ ч- въ ряду [а—А] ; т о въ т о м * 
же ряду, по равенству (4), знакъ Функцш Вр+1 б у д е т ъ — . Следователь-



но поможете знаковъ въ ряду [я—А], для разс.матриваемыхъ нами шрехъ 
Функцш, будешь шакое : 

[а—А] 
Rp+i Rp Rp—i 

При ж = а , Rp уничтожается, а з н а к и Я/>_х и ж остаются шн-
же, ч т о и для х=а—А, и п о т о м у *въ ряду знаковъ, [«], знаки предъ-
идущихъ гарехъ «ункцаа б у д у ш ъ * 

[а] . . . . — 0 4 - . . . . 

Наконецъ, когда х безконечно-мало превзойдеть а, и сделается равнымъ 
о+А; шогда Bp сделается отрицательною или положительною; знаки 
же с м е ж н ы х ъ Ф у н к щ й опять будушъ rat же; т а к ъ чшо въ ряду (a+/i) 
знаки шрехъ Ф у н к ц ш будутъ 

[a-4-A] . . . . — ip -f- . . . 

6) Когда Ä p _ t и Ер ошрицательныя при х~а—А; тогда Rp±t будетъ 
положительная, и разсуждая по предъидущсму, найдемъ, ч т о з н а к и 
шрехъ Ф у н к ц ш , о т ъ в с т а в к и вънихъ вместо х к о л и ч е с т в е безконечно-
б л и з к и х ъ a—h, а, а—Ä, б у д у т ъ : 

[а—Л] . . ; ; 4 - —• — . . . . 

[а] . . . . 4 - О — . . . . 

[а4-Л] . . . . 4 - i . . . . 

с ) Ежели при х=а—А, Ф у н к щ я Rp^.x положительная, a Rp отрнцл. 
т е л ь н а я ; т о з н а к и гарехъ Ф у н к ц ш въ ш р е х ъ рядахъ [а—А], [а], [а+А], 
б у д у ш ъ : 

[а—А] . . . . — —— 

[о] . . . . — О 4- . . . 

[а4-А] . . . : — i + • • • • 

d) Наконецъ, когда В ^ _ , при х=а—А отрицательная, a Rp положи
тельная; тогда Rp+ж также положительная, и знаки трехъ Функщй 

. будушъ : 
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[a—A] . . . . -4- -4- — . . . : 

[a] . . . . -4- 0 — . . . . 

[fl-t-A] • + ц: — . . . . 

Изъ разбора эгаихъ четырехъ случаевъ видимъ, чшо кавле бы ни были 
знаки Ф у н к ц ш Rp—X nRp для х=а—А, знаки т р е х ъ Ф у н к ц ш : Rp~ï,Rpt 

Rp-t-i заключаютъ перемену въ ряду [а—А], которая остается въ р я д у 
[д-ьА]. Следовательно число переменъ знаковъ въ обоихъ рядахъ будетъ 
одинаков. Оно также равно числу переменъ въ ряду [а], заменяя 0 ка-
кимъ угодно знакомъ. 

2 ) Ежели о т ъ х~а уничтожаются несколько среднихъ Ф у н к щ й ; т о 
и въ такомъ случае ряды знаковъ [л—А] и [a-4-A] будутъ и м е т ь одина
ков число перем*нъ. Въ самомъ деле : каждая изъ уничтожающихся 
Функщй заключается между двумя Не уничтожающимися Функщями, 
имеющими противные знаки, к а к ъ для х=а, т а к ъ для х—а—А и ' 
X=a-{-h, а потому въ р я д у [а-—А] э т и т р и Ф у н к ц ш составляютъ пе
ремену, которая сохраняется въ ряду [a-4-A] ; следовательно число всехъ 
переменъ не изменится при переходе х о т ъ а—А къ a-4-A. 

3) Посмотримъ теперь, какая разница будетъ въ числе переменъ ря-
довъ [я—А] и [a-4-A], когда a уничтожаешь крайнюю функщю въ ряду 
(2 ) , т . е, когда a еешь действительный корень даннаго уравнешя f{x)-=zо. 
Вставивши въ f(x) вместо х, т р и безконечно-близшя количества а—А, 
a, а—А, имеемъ 

(4) f(a-h)z=—h.f(a—<ph) 

f(af=o 

/ ( а - + - А ) = ч - А / ' ( а ч - б А ) . 

Такъ какъ, по малости А, знаки У'(а—A), f\a—фА) f(a+6h) И / ' ( Й + А ) 
одинаюе; т о 1{а—А) и f(a-\-h) съ противными знаками. Равенство (4) 
показываешь, ч т о знакъ f [а—А) противень знаку f'[a—фА), а потому 
и знаку f\a—А); знаки Же У(дч-А), f {a-^Qlî) и f(a+h) одинаме. Следова
тельно знаки Ф у н к ц ш f{x) и f'(x) составляютъ перемену въ ряду 
[а—А], которая заменяется повторешемъ въ ряду [a-4-A], а потому чи
сло переменъ въ первомъ ряду больше числа переменъ во второмъ. 

Сказанное въ этомъ § приводить насъ къ следующимъ заключешямъ: 
/. Если а и Ь суть два количества, не заклюгаюиця ни одного дгьйст-

вшпельнаго корня даннаго уравнешя ; то гисло перемпнъ оь ряду знаковъ 
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результатов^, получаелтхъ отъ вставки менъшаго изъ нихъ а въряд» 
функцш ( 2 ) , должно быть равно числу перельет въ ряду знаковъ резуль-
татовь, получаемых» отъ вставки большаго количества Ь въ тотъ же 
рядъ функцш. Прошивнаго нельзя допустить. Въ самомъ двлъ: если до
пустим*, вопервыхъ , ч т о число переменъ въ ряду Щ меньше числа 
перемен* въ ряду [а]; т о при переход* х о т ъ а до 5, рядъ знаковъ ре-
зультатовъ (2) шерялъ бы перемены, а э т о можешъ б ы т ь т о л ь к о тог
да, когда х сделается равным* одному изъ действительных* корней 
ур. f(x)^=o, и потому а и Б заключали бы mairie корни, что противно 
положению. Допустивши, чшо число перемен* ряда [а] меньше числа пере
мене ряда [5], выходило бы, ч т о при переходе х отъ а до 5, рядъ зна
ковъ результашовъ ( 2 ) приобретаешь перемены, что также невозможно. 

//. Если а и Ъ заключаютъ только одинъ действительный корень 
уравнен1я f(x)—о ; то число перслиънъ ряда знаковъ рсзулътатовъ, полу* 
ъаемыхь отъ вставки меньшаго изь нихъ а въ рядъ функцш (2 ) , должно 
быть единицею больше числа перслиънъ ряда знаковъ результатовь, полу* 
чаелсыхъ отй вставки h въ тотъ же рядъ функцш. Потому, чшо при 
переходе х ошъ а до Ь, число переменъ ряда знаковъ результатов* (2) 
остается шо же, пока еще х не перешел* чрезъ действительный ко
рень f{x), а когда это случится, шогда въ ряду знаковъ теряется шоль
ко одна перемена, которая не можешъ опять возсгаановиться. 

И шакъ, если по вставкп? двухъ количеств» а и Ъ въ ряд» функцш (2) 
вместо х, найдемъ, что въ ряду [а] H перслиънъ знаковъ , а в» ряду 
[Ь]. К то H не лсеньше К: потому ч т о съ возрасташемъ х отъ а до i 
число переменъ ряда знаковъ результатовь ни въ какомъ случае не 
можешь уменьшаться. Разность H—К равна числу действительных» 
корней даннаго уравнешя, заключающихся льежду пределами а и 1>. Это 
следуешь изъ шого, чшо рядъ знаковъ результатовь при переходе х 
ошъ а до Ь, не можетъ заразъ потерять несколько переменъ, и каждый 
разъ какъ онъ теряешь перемену, х переходить чрезъ действительный 
корень/(дг), а потому, чшобы потерялось Н—К переменъ х должен* Ц—К 
разъ уничтожишь ./(л:). 

§ 9 5 . Э т и заключения ведут* къ верному способу отдълешя корней. 
Пусшь дано уравнеше f(x)=o, не имеющее равныхъ корней; сосшавимъ 
по правилу § 93 рядъ Ф у н к ц ш 

(а) л„, л„_„ Д„Л*),/(*); 
вставим* въ него безконечно-всликое количество -t- « ; знакъ каждой 



4 9 2 

Ф У Н К Щ Й будетъ одинаковъ съ знакомь. коеФФищенша перваго члена 
(см. § 11), а пошому для ряда знаковъ [+<»] можно взять знаки 
первыхъ членовъ всех* Ф у н к ц ш . Напротивъ т о г о , чшобы соста
вишь рядъ [о], происходящей ошъ всшавки 0 вместо х въ рядъ Функцш 
(2), с т о и т ь шолько взять знаки последних* членовъ этихъ Ф у н к щ й . 
Составив* т а к и м * образомъ р я д ы [ + о о ] и [о], и в ы ч т я число перемен* 
перваго ряда и з ъ числа перемьнъ втораго , разность будешъ равна числу 
действительных* корней, содержащихся между + œ и 0, т . е. числу 
всъхъ положительныхъ корней. 

Составим* шеперь р я д * [—со]. Для этого переменим* во всъхъ 
Ф у н к щ я х ъ (2) х на —х, и возьмемъ знаки первыхъ членовъ преооразо-
ванныхъ Ф у н к ц ш ; этотаъ рядъ знаковъ есшь рядъ знаковъ результатов*, 
получаемых* о т ъ вставки -+-«о вмьсшо х въ преобраз. функщй, или 
•—со въ Ф у н к ц ш ( 2 ) , а пошому онъ есть искомый рядъ [—со]. Вычшя 
число перем*нъ въ ряду [о] изъ числа перемьнъ въ ряду [— со ], разность 
будетъ равна числу действительных* корней между 0 и — х , т е . 
числу всех* ошрицательныхъ корней даннаго уравнешя. 

Таким* образомъ узнаемъ число всехъ деисшвительныхъ корней дан
наго уравнешя. Чшобы ихъ о т д е л и т ь , вставляемъ въ Ф у н к щ й [2) воз
растающая числа, начиная о т ъ 0 къ —со и о т ъ 0 къ -+-со. Для у д о б 
с т в а начинаютъ вставку съ чисел* десятичных*: 

О , — 1 0 , — 1 0 0 , — 1 0 0 0 , 

0 , + 1 0 , + 100, -+-1000, . . . . . . 

и продолжают* до т * х ъ пор*, как* дойдем* до двух* чисел* — ю р и 
-+-10 ?, между которыми заключаются вс* действительные корни даннаго 
уравненш. Мы ихъ узнаемъ по т о м у , чшо рядъ [—10р] имеешь одинаков 
число переменъ съ рядомъ [—со], а рядъ [-4-10у] имеешь одинаков число 
переменъ съ рядомъ [+оо]. 

Пусть а и Ъ будутъ два последовательный десятичныя числа, и 
меньшее изъ н и х ъ есть а; ежели разность чиселъ переменъ рядовъ зна
ков* [а] и [6] больше единицы, шо а и b заключают* несколько корней. 
Чшобы и х ъ отделишь, вставляемъ въ Ф у н к ц ш (2) вместо х числа сред-
т я между я , и Ь; постепенное исчезате переменъ при переходе X ошъ 
а до Ь, покажешь намъ частные пределы каждаго корня. Такъ какъ дан
ное уравнеше не имеешь равныхъ корней, т о эшо отделенёе всегда воз
можно. Х о т я оно бываешь продолжительно, но продолжительность воз
награждается большою степенью приближения къ корнямъ. 

3 9 6 . Когда одна изъ средних* функцш (2), на пр. Rp, постоянно 
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сохраняешь свой знакъ для всехъ действительных* значешй х\ шогда 
рядъ знаковъ ФУНКЦШ 

Rp, fy_.,....Ä„ Rx)f'(x),/(x) 

имеетъ совершенно т о же свойство, ч т о и рядъ (2), т . е. т е р я е т ъ 
одну перемену каждый разъ, какъ уничтожится f(x), и сохраняешь 
т о же число переменъ при уничтожения одной изъ ФУНКЩЙ среднихъ 
между Rp и f (x). А пошому, производя дЬЙствге § 93 , и дойдя до 
о с т а т к а второй степени Rn—i=Ax*-i-Bx+C, должно посмотреть, 
будешь ли В"—iAC<o: когда э т о случится, тогда уравнеше Д л _ , = о 
имеешь мнимые корни, и ФУНКЩЯ Я л _ » сохраняешь знакъ количества 
А для всехъ действительныхъ значенш х. 

Когда уравнеше Rp = о имеетъ действительные корни, но которые не 
заключается въ пределахъ а и Ъ; тогда вместо рядовъ знаковъ 

И «„ , Вл_1У....Г{а),/{а) 

Щ В„, Bn_x,....f\b),f(b), 

можно взять ряды знаковъ 

И Rp, Rp_I}....f'(a),f(a) 

[Щ R P , «,_,,..../'(*), Л*): 
потому чшо тогда ФУНКЩЯ Rp для всякаго дейсшвительнаго значенгя 
х между а и b имеетъ одинъ и т о т ъ же знакъ; следовательно для 
этихъ пределовъ она имьетъ т о же свойство, ч т о и Rn. Ежели въ ФУНК

Щ Й Л л _ , к о е Ф Ф и щ е н т ы удовлетворяют* условно В2—4л"С>о; т о кор
ни уравнешя Ä / J _ I = o действительные. Означимъ ихъ чрезъ yt и */»> и 

п у с т ь ух<Уя'-> тогда ФУНКЩЯ Л „ _ 3 имеетъ одинъ и т о т ъ же знакъ 
для значенш х, среднихъ между —оо и У , ; при х-=-ух, она меняешь 
свой знакъ, который остается т о т ъ же для х>ух и <у%\ при х—у2 

знакъ В Л - S опять меняется НА. предъидуЩЫ, который сохраняется для 
всехъ значенш X, начиная ошъ У , до + « . И шакъ ряды [—ОО] и [уг] 
покажутъ, сколько корней между —ОО и yt; ряды [ух] и [у3] покажушъ 
сколько корней между ух и у, ; наконецъ ряды [у,] и [+ОО] покажутъ сколь
ко корней между уа и - 4 - Х . Сравнивая ряды [ух] и [—ОО], [уя] и [ - 4 - Х ] , 

должно R„_,=.Ax„-4-Вх+ С приписать знакъ КОСФФИЩЕНТА А, а при сра-
ВНЕШИ рядовъ [*/,] и [уя], должно ей приписать знакъ противный. 

Наконецъ, когда В3—iAC=u>; тогда R „ _ 5 имеешь равные КОРНИ. Пусть 
они б у д у т ъ = у ; т о Rn~3 сохранить постоянно одинъ и т о т ъ же знакъ 
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для всехъ значенш х, начиная ошъ —со до у\ при х—у она уничто
ж и т с я , а для х>у она опяшь возвратится къ прежнему знаку. И ш а к ь 
эшошъ случай одинаковъ съ / ? 2 —^АС<о. 

Следовательно во всякомъ случае можно остановишь действее § 9 3 
на о с т а т к е вшорой сшепени. Э т о иногда облегчаетъ отделеще корней, 
особливо когда степень даннаго уравнешя довольно высока; чрезъ т о мы 
иногда избегаемъ огромныхъ численныхъ коеффищенпяовъ въ осшаткахъ 
R-n-i и Л л . Но когда корни уравнешя Л л _ 2 = о многосложны или не
соизмеримы; шогда лучше продолжать вычислеше до конца. 

§ 97. Производную f'(x) можно заменить другою Функщею F(x); но 
съ следующими условгями: 1 ) чшобы F(x) и f(x) не имели общихъ 
корней, т . е. не имели общимъ делишелемъ «ункщю х; 2 ) если а 
есть корень f{x), а а—А и сн-А его б е з к о н е ч н о б л и з к 1 е пределы; шо 
F (а—А), Т?(а), F(en-A) uf(a-hh) должны и м е т ь одинаше знаки. Упо. 
шребляя F(x) гаакъ же какъ и f\x), мы сосшавимъ, по § 93 , рядъ Функ
ц ш , кошорыя будушъ и м е т ь шо же свойство, ч т о и рядъ ( 2 ) . 

§ 98. Когда данное уравнеше и м е е т е равные к о р н и ; т о г д а , производя 
действие § 9 3 , м ы найдемъ, ч т о последней осташокъ Л е с т ь н у л ь , а 
пошому Л „ _ ! будешъ общш большой делитель Ф у н к ц ш f (x) uf'(x), и 

fix) ' f'(x) частныя -_~—-=ф{х) и— =F (х) не будушъ и м е т ь общихъ корней. 

Пусть а будешъ действительный корень даннаго уравнешя, а а—А и 
а+А безконечноблизкхе его пределы, шакёе , чшо f'{x) сохраняешь одинъ 
и ш о т ъ же знакъ для всехъ значенш х, начиная о т ъ а—А до а-+-А. 
Такъ какъ / (а—А) и / ' ( я — А ) съ прошивными знаками, a f(a+n) nf'(a-hh) 
съ одинакими; т о ф(а—А) и F(a—А) будушъ т а к ж е и м е т ь прошивные 
знаки, а <£(сн-А) и F(a-*-A) одинакге. След. ф(х) и F(x) имеюшъ т о же 
свойство, ч т о f{x) и f'{x) въ случае неравныхъ корней уравнешя f(x)~o. 
Прилагая къ нимъ правило § 93 , сосшавимъ новый рядъ Ф у н к ц ш , ко" 
т о р ы я , какъ легко видеть , будутъ 

W ^ > ъ ~ j ^ , Fis), 
Пп~* Кп~т Rn-i Rn-l п— I 

и имеюшъ т о же свойство, ч т о и Функцш ( 2 ) въ случае неравныхъ 
корней. А пошому можно къ нимъ приложишь правило § 9 5 , по кото
рому мы отдълимъ корни уравнешя ф[х)=ю, принадлежащее и уравнение 
F(x)=o. 

Основываясь на этомъ замечания, можно прилагать способъ Штурма 
къ уравиешю съ равными корнями, не ошделивъ ихъ предварительно. 
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Мы въ правь заменить каждую изъ Функщй (2) или (б) другою про
стейшею, имеющею съ ней одинакШ знакъ для всякаго действительна* 
го значенгя х; это нимало не имеешь влгявдя на правило отделен!* кор
ней. 

§ 99. Приложимъ теперь все сказанное къ примърамъ: 

Прилтъръ I. 
Пусть дано уравнеше 

Xs—tx+1—o. 

Производная первой его части есть Зхл—Т, разделивши ЗХ*—21.Г+21 
на Зх*—7, получаемъ остатокъ —14 .Г+21 , который по сокращен!и 
на 1 , обращается въ —2х+3 , а потому Л , = + 2 . r — 3 . Дълимъ н а й г 

производную У'(л:)=3д:' г —1, помноживъ ее сперва на 2 е . Совершивъ это 
делвте, имеемъ въ о с т а т к е — 1 ; след. R 2 = + 1 . 

И т а к ъ рядъ Функщй будетъ: 

Л г = 2 ^ — 3 

П *4=S+t. 

Для x=z—оь и ч-оо ряды звакойгь результатовъ будутъ 

Л 2 , Л х , У » , f(x) 

[ - « ] + _ + -

[-f O D ] • + - ' + + ; 

откуда видимъ, что все корни даннаго уравнешя денствнтвишельные. 
Чтобы ихъ отделить, вставляемъ въ рядъ Ф у н к щ й вместо 

— 1 , - 1 0 , 
ч-1,ч-10. 

Д 3 , Л х , / ' ( * ) , f{x) 

[—10] + _ - - + - — 

Н И ч- - - н-

[0] - ~ -
[-4-1] + - - + 
[+10] • + ч- + + , 
L J 25« 

* числа- \ 0 1 0 I i О П Г Ь «ÏO™ имеемъ ряды знаковъ: 
с ' Ч-1.+10 *..» 
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которые показывает*, ч т о одинъ корень отрицательный, а остальные 
два положительные; первый заключается между —10 и — 1 , а вторые 
между + 1 и 10. 

Для х=-2, рядъ знаковъ резульшатовъ будешъ 

[4-2] -*- +- -*- + ; 
следовательно положительные корни содержатся между 1 и 2 . Сделав* 
хг=~, находимъ, чшо отрицательная , а потому одинъ корень содер
ж и т с я между 4-1 и f; а другой между f- и 2. 

Примтьрб II. 

Возьмемъ уравнеше .,. . 

X*—iXs—Zx+23=o. 

Для него находимъ по § 93 , рядъ Функцш : 

f{x)—X*—\хъ —Зям-23 

f ' ( х ) = 4 х 5 — 1 2 х *—3 

1 1 ^ 1 2 ^ * 4 - 9 ^ — 8 9 

Л 2 = — 4 9 1 ^ 4 - 1 3 7 1 

й 3 = — 7 1 5 7 9 3 2 

Положивъ . £ = — оо ,+ оо , имвемъ ряды знаковъ: 

[—оо ] 4- 4- 4-

[4- 00 ] 4 4 4 

Такъ какъ въ верхнемъ 3 перемены, а въ нижнемъ одна; т о данное ура
внение имеешь шолько два действительных* корня. Для х—0 рядъ зна
ковъ будетъ 

[0]. — 4 — — 4 , 

где столько же переменъ, сколько и въ ряду [—-со], а потому данное 
уравнеше не имеешь отрицательных* корней. 

•Ветавивъ 4-1 и 4-Ю вместо х въ рядъ Функцш, имеемъ ряды : 
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которые показывают*, чшо оба корня содержатся между + 1 и +10. 
Чшобы ихъ отделить, вставляемъ 2 и 3 вместо х; ошъ того получаем* 
ряды : 

[ + 1 ] — ч- — — + 

[ + 2 ] — + — — -*-

[+3] + — -

[ + 1 0 ] — — -Ь -4-

И так* один* корень содержится между 2 н 3; а другой между S и 1 0 

Примтъръ III. 

Для уравнешя 

/(х^Х*—X*+iX9±X*~i=:0 

функцш (2) будушъ : 

/{х)==-х*—x'+ix9+x—4 

f\x)=^ix » — Sx а +4лм-1 

Л , = — 4 5 ^ * — 1 6 Я + 5 3 

Л я = — 3 3 1 9 Д Н - 1 1 5 2 

Л 4 = — 1 9 4 8 5 2 5 7 1 ; 

по всшавк* въ нихъ вместо х количесшвъ 

— со — 1 , . . . . . . 
°> « 

получаемъ ряды знаковъ 

Л , , Л „ Л „ / ' ( * ) / ( * ) 
Г—со 1 — -*- — — , 
L J Î два дьиствнш. корня 
[+со] — • — — + + * 

[ — 1 ] — -+- > 
L« J s одинъ корень 
[О] — + — ' 
[ l ] — — •+- -f- -*- } другой корень 
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Прьитръ IV. 

Ошдвлимъ корни уравнетя 

. / ( 0 ) = 0 ^ — 6 0 ' 4 - 1 6 8 ' _ 2 6 Ö — l = o , 

найденнаго въ § 60. 
Для него имъемъ 

f{x)=xw—6^8-+-16х'—26ДГ—1 

\f[xy= 2 # s — 9 я 2 4 - 1 6 # — 1 3 

Rx ——5x*+Z0X+iZ 

R s = _ 4 1 . 

Положив* x—— » , 4- оо , получаемъ 

Я 5 , R,, Rx, f , f 

[—со] — 4 - - — 4 -

[ 4 - х ] — — —- 4 - 4 - ; 

откуда видимъ, ч т о уравнеше f ( б ] = о имъетъ только два дъйствитель-
ныхъ корня. Разсматривая ряды: 

[—l] — 4 - ч - — 4 -

[О] 

[4-1] . — 4 - — — 

[4-10] — — • — 4 - + , 

находим*, ч т о одинъ корень заключается между —1 и 0, а другой меж* 
ду 4-1 и 4-10. 

Примтъръ 

Возьмемъ уравнеше 

/ (а ; )—д-*—ЗЛ 4 —24^»4 -95j î a —46х—101=0. 

Для него по § 93 , составляем* «уикцщ 
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[—10] 4 - — 4- — 1 
, I один* дъцствиш. отрнц. корень. 

[ 1] 4 - 4- — 4- » 

r 0j + + _ __ I одинъ двйствит. отриц. корень. 
[ 4 - I ] 4 - 4 - 4 - — « 

J-̂ QJ + I ° Д И Н Ъ Д * и с т в и т . полож. корень. 

Прилпьръ VI. 

Прилагая правило § 93 къ уравнешю 

f{x)=^xG +2х5 +х4 — 2 х5 — 5л;*—ix—2—0, 

находимъ, чшо посльдшй осшашокъ Л^ есть нуль, а потому предъ-
идущш осшашокъ Л „ = — х * — х — 1 есть общш большой дълитель f(x) 
н/'(х). Поступивъ здвсь по § 9 8 , находимъ рядъ Функцш : 

f(x) 
1Ж ——х'^—Х % +х*+2х+2 

f'{x) 
~-=—5x*—2x*+Zx+l 

Кг 
— 2 * * — д Х — 1 6 
Л 
л . л , 
— = 4 - 1 1 * 4 4 0 , - ~ = + 1 . 
л , л . 

fix^—x'-— Зж 4 -—24# 5 4-95лг'--46.Г—101 

/ '( x )—5Х — 1IX * — 72Х * -Ы 9 ОХ—4 6 

Л 1 = 2 7 6 . х а — 1 2 7 9 # 2 4 - 3 5 0 , Г - + - 2 6 6 3 

Л , = 3 5 5 1 3 ^ * — 1 3 1 2 2 * 4 - 1 4 3 7 6 1 

Л ,=462274915121,2;—1081022103762 

Л*=28281434251103609123214962721 . 

Такъ какъ уравнеше Л а = о имъетъ мнимые корни; гао можно отбро
сишь Ф у н к ц ш Л а и Л 4 . Разсмашривая знаки результатов* остальных*, 
находимъ : 

Г— 001 4 - — 4 - — ) 
J [ т р и дъиствит. корня. 

[4-00J 4 - 4 - 4 - 4 - > 
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Г—101 4 - 4 - — 4 - — ) 
L J { одинъ отриц . кор. 
[—1] 4 - 4 - — 4 - > 
[о] 
[ + 1 

[-ЫО] 4 - 4 -
Гч-Ц 4 - 4 - — — 4- i 
L J S одинъ полож. кор. 

Примтъръ VII. 

Пусть будетъ еще уравнеше 

f{x)—xn-±xn-x-*-xn~-*-±... .+Х3+Х'г+Х+1==.о, 

въ которомъ всъ коеФФИ1и'енты=1. Для него получаемъ : 

/ ( j ? ) = л п + х п - 1 + х п ~ г ч - . . . ч-д;5ч-jc *+х+1 

f\x}^nxn-x^n^i)xn~3+(n--2)xn-*-4-... .3a;»4-2x4-i 

Л х = — х п ~ 2 — 2 л г л - 5 — 5 х п ~ * — . . - { л — з У ^ т г — 2 > — ( n — i ) 

Л , = — п \ 

Положнмъ, ч т о п есть число четное; т о п—1 будетъ нечетное, an—2 
четное. Ряды: 

л 2 Л , , / ' / 
[—оо] ~ - - - » -

[Ч-ОО] Ч- 4 -
показываютъ, ч т о данное уравнеше не имъетъ дънствшпельныхъ корней. 

Изъ этого примера заключаемъ, ч т о корни уравнен1я (б) (см. § Ы) 
все мнимые, когда л > 2 . 

с —1,—iO,.-'--) 
Вставляя въ нихъ — да , ч-оо , о, ; [ , получаемъ ряды: 

' ч-1 ,ч-10 3 ' 

5» -Of? 
Л , ' Л / Л , ' 2 Л 8 ' Л а 

Г—оо ] 4 - — — 4 - —- i 0 
L J [ два двиствит . корня. 
[4-ао] 4 - 4 - — — — ' 
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26 

§ 100. Теорема Штурма даешъ средство определять услов1Я действи
тельности всехъ корней. Возьмемъ сперва общее уравнеше 2-й степени 

Ах'2+Вх+С=о, 

Для него по § 9 3 , сосшавляемъ Функцш 

f{x)=Âx*+Bx+C, f'(x)—2Ax+B, R^B'-éAC. 

Положивъ х=—so, н-со, имвемъ 

[— со ] -ь — ( ч- или о , или — ) 
[—оо ] ч- -+- ( ч- или 0, или — ); 

отсюда видимъ, ч т о данное уравнеше тогда шолько будетъ иметь 
действительные неравные корни, когда В1*—iACyo. 

Для уравнешя 

f{x)~X * +px~hq=0 
имеемъ : 

f(x)=x*-hpx+q, f'(x)~Zx'+p, Rt=—2px—Zq, 4/> s—21q 9. 

Ч т о б ы все корня даннаго уравнешя были действительные, необходимо, 
чтобы въ ряду [— со ] не было повторенш знаковъ, а для того кое*-
Фищентъ перваго члена въ каждой Функщй и постоянный осшашокъ Л„ 
должны б ы т ь положительные. И т а к ъ услов1Я действительности всехъ 
корней уравнешя 3-й степени будутъ ; 

—р>0 и — 4 / / 5 — 2 7 £ 2 > 0 или = 0 , 
т . е. 

р<0 и 4р*+21д < 0 или = 0 . 
Точно шакимъ же образомъ можно вывести условия действительности 
всехъ корней уравненш 4-й и 5-й и пр. степени. 

(Способ* Фурье). 

§ 101. Мы видели все преимущество Штурмова способа предъ Ла-
гранжевымъ; не смотря на шо, онъ бываешь иногда очень затрудните
лен!,, а именно, когда коеФФИщенты последовательныхъ осшашковъ бо
лее и более возрасгааюгаъ и не сокращаются. Такъ въ 5-мъ примере, 
последшй осташокъ имеешь 29 циФръ; если бы корни Функцш Я 3 не 
были мнимые, шо Штурмов» способъ едва ли былъ бы легче Аагранжеваг 

По этому Штурмов1» способъ для уравненш высокихъ степеней заме
няется способомъ фуръе. 
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Теорема, служащая основашем* способу фуръе, въ первый разъ была 
обнародована Бюданомъ вь 1 8 0 1 - м * году въ его сочиненш : Nouvelle mé
thode pour la résolution- des équations. Но письма Лоассона къ фуръе и 

' Корапцеэа къ Наеъе, п о м ъ щ е н н ы я п о с л е д н и м * въ его предъувъдомленш 
въ начал* Analyse des équations déterminées, несомненно д о к а з ы в а ю т * , 
ч т о э т а т е о р е м а была известна въ П о л и т е х н и ч е с к о й Ш к о л е въ ПЭТ-мъ 
году, и принадлежите фуръе, к о т о р ы й в п о с л е д с т в ш основалъ на ней 
верный и у д о б н ы й способъ о т д в л е н т я корней. Э ш о т ъ способъ явился въ 
с в е т е в м е с т е съ Analyse des équations déterminées, р у к о п и с ь ю , найденною 
по с м е р т и фуръе и изданною Навъе. Я у п о т р е б л ю все с т а р а ш е изло
ж и ш ь его съ т о ю ж е я с н о с т ь ю , съ к а к о ю онъ и з л о ж е н ъ самимъ а в т о р о м ъ . 

§ 10%. П у с т ь дано уравнеше i 

f(x)z=xm+a xxm~l - * - a 2 # m - M - . . . .+am_x x+-a/n~ о, 

котораго к о е Ф Ф и щ е н т ы а1, а 2 , , . , . а т с у т ь известный дейсшвительныя 
числа. П о л о ж и м ъ , ч т о мы освободили его о ш ъ всехъ с о и з м е р и м ы х * кор-
ней ; но не о т д е л я л и еще равныхъ н е с о и з м е р и м ы х * д е й с т в и т е л ь н ы х * и 
м н и м ы х ъ корней. 

Взявши все m производныя о т ъ f^x), имеем* ряд* Ф у н к щ й 

(1) fm(x), fm~\x), fm~%x),....f"(x), / " ( * ) , f\x), f{x), 

к о т о р ы х ъ с т е п е н и , начиная справа в л е в о , и д у т * уменьшаясь е д и н и ц е ю , 
и п о с л е д н я я Ут(х) е с т ь п о с т о я н н о е к о л и ч е с т в о т(т—±){пг—2]....3.2.1. 
Означимъ чрезъ I и —V обпне пределы в с е х * действительных* корней, 
вставим* и х * вместо х въ Ф у н к ц ш (1) , и изобразим*, т а к ъ же какъ и 
въ способе Штурма, чрезъ [-+-1] и [ — Z1] ряды знаковъ результатовъ. Въ 
§ 11 и § 80 мы видели, ч т о рядъ [+1] имеете только повторешя знаковъ, 
а [—1'У только перемены. Представим* себе , ч т о х непрерывно изме
няется о т ъ — Z ' д о I; т о рядъ знаковъ [х], переходя ошъ [—1'\ къ [I], дол
ж е н ъ п о т е р я т ь перемены, а для того некоторыя изе Ф у н к щ й ( l ) долж
н ы м е н я т ь свои з н а к и , т . е. должны уничтожаться для некоторыхъ 
значенш х. Здесь м о ж е т ъ б ы т ь несколько с л у ч а е в * , к о т о р ы е мы раз-
смошримъ отдельно. 

1) Во-первых* посмотрим*, ч т о будетъ съ рядомъ [х], когда х пройдетъ 
чрезъ один* изъ действительных* неравных* корней даннаго уравнешя. 
Означимъ э т о т * корень чрезъ а; шо . / ( а ) — о , а /"'(о) имеетъ какое-либо 
значеше отличное опгь нуля, положительное или отрицательное. Разсмо-
шримь результаты Ф у н к ц ш ( l ) для т р е х * безконечно-близких* коли
ч е с т в * x=a-~-ht д?=а и x=a+h. Для фуцкцш f{x) имеем* (см. § 18) 
результаты 
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f(a—h)=—h. У\а~фК) 
/ ( a ) = o 

, f{a+h)~+h.f'(a+eh). 
Положимъ, чшо x=a не уничтожаешь ни одной изъ среднихъ Функцш 
(l); шо для А можно взять значеше т а к ъ малое, ч т о знакъ каждой б у 
дешъ т о т ъ же для всякаго значешя х, начиная о т ъ а—А до a-\-h. А 
потому результаты: / ' (a—A), У\а—<f>A), У'{а), / ' (о+0А), / '(ач-А) имЬ-
ю т ъ одинакхе знаки. Следовательно, когда У'(а) с ъ 4-, шогда 

f(a—А)=—h. У'{а—фА) опгрицателъная, 

У ( а + А ) = + Л. f'(a-+d/i) положительная. 

И крайше знаки трехъ рядовъ [а—Л], [а], [ач-А] будутъ соответственно: 

[а—А] . . . . 4- — 

[а] . . . . 4 - О 

[а4-А] . . . . 4 - 4 - . 

Изъ этого видно, чшо въ ряду [а—А] одной переменой больше ряда 
[ач-А]. 

Ёжели f'{a) отрицательная; шо 

У (а—А)=—А. У (а—фА) положительная, 

/(ач-А)=ч-А. / ' (д4 -0А) отрицательная, 

а потому крайнее знаки трехъ рядовъ будутъ соответственно : 

[а—А] . . . . — 4-

[а]' . . . . — 0 

[а4-А] . . . . — —; 

откуда видимъ, чшо опять в ъ р я д у [а—А] одной переменой больше ря-
да [а4-А]. И т а к ъ к а к о й бы н и б ы л ъ з н а к ъ У'(а), число переменъ р я д а 
[ст—h] единицею больше числа переменъ ряда [я4-А]. Следовательно рядъ 
знаковъ результатовь [х] шеряетъ одну перемену каждый разъ, какъ х 
достигнешь и превзойдешь безконечно-мало одинъ изъ деисшвительныхъ 
неравныхъ корней даннаго уравнешя. 

2 ) Положимъ теперь, что количество а, вставленное вместо х въ 
функцш ( 1 ) , уничтожаешь ш о л ь к о о д н у изъ среднихъ, не уничтожая У(х). 
Пусть эта уничтожающаяся Ф у н к щ я будешъ У\х), т о Уп(а)г=о. Взявши 

26-
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h т а к ъ малымъ, чтобы знаки всехъ прочихъ Ф у н к щ й были т е ж е для 
всякаго значешя х, начиная о т ъ а—А до оЧ-А, разсмошримъ результаты 

fn(a—A), fn(a) и Уге(ач-Л). Они (см. § 18) будутъ соответственно : 
—А. / Л 4 _ 1 ( а — ф А ) , О, Ч-А. /п+1(а+вп). Знаки / " + 1 ( а ) и /"-х{а) могутъ 
б ы т ь , или ч- или —; о т ъ чего происходишь четыре случая : 

а) Когда У + 1 ( а ) п о л о ж и т е л ь н а я ; т о г д а /п^1(а—фА) и / л + 1 ( а ч - 0 А ) 
т а к ж е п о л о ж и т е л ь н ы я , а потому 

fn[a—А)=—A. fnJt~x(a—фА) отрицательная, 

fn(a+?i)=+h. fn+x(a+dh) положительная. 

Если п р и т о м ъ fn~ 1(а) п о л о ж и т е л ь н а я ; т о з н а к и т р е х ъ Функцш f n + 1 (а:), 
fn[x), / " ^ 1 (д:) въ ш р е х ъ рядахъ [а—А], [а], [ач-А] с о о т в е т с т в е н н о будутъ: 

[а—А] . . . . ч- — ч- . 
[а] . ч - 0 4 - . . . . 

[ач-А] . . . . ч- • ч- ч- . . . . 

Когда /п+,(а) отрицательная, a fn~I(a) положительная ; тогда 
предъидущее положеше знаковъ заменится слъдующимъ 

[а—А] . . . . —. Ч- 4- . . « . 

[а] . . . . — 0 4 - . . . . 

[оЧ-А] — Ч- . . . 

c) Ежели У" ^ ' ( а ^ о , а /п~*(а)<о; т о п о л о ж е ш е знаковъ б у д е ш ь т а к о е : 

[а—А] . . . . - * - — — . . . . 
[а] . • . . . 4- О — . . . . 

[ач-А] . . . . 4 - 4 - - — . . . . 

d) Наконецъ когда fn*l{a) и f/i~I(a) обе отрицательныя ; тогда 
имеемъ следующее положеше знаковъ 

[а—А] . . . . — ч- — . . . . 
[а] . . . . — 0 — . . . • 

£ач-А] . . . . — —• — . . . . 

Разсматривая э т и различныя п о л о ж е ш я знаковъ, н а х о д и м ъ : i ) когда 

- / " л + 1 ( а ) H / " ' ' ( f l ) и м е ю т ъ одинакге з н а к и , т о г д а въ ряду [а—А] двумя 
переменами больше ряда [оЧ-А] ; 2) когда же з н а к и этихъ Функщй разные, 
т о г д а число переменъ въ ряду [а—А] равно числу перемънъ въ ряду [ач-А]. 
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/ +- « ( o _ _ A ) — ^ ( а ч - ф г А ) , / " - ' + 1 ( a + Ä ) = - ^ - / " + 1 (аЧ-0-A). 
2.3...&* 2 . 3 . . . i 

Здесь А полагается шакъ малымъ, чшо знаки функщй, предшесшвую-
щихъ f\x) и следующих* после У*~* + 1(дг), остаются т е же для вся
кого значешя х, начиная ошъ a—h до ач-А. Следовательно: 

а) Когда / я +- х (в)>о , /п-%ар>о, ш о г д а / л + 1 ( а — А ; , / л + 1 ( а Ч - А ) и 

/ л ^ ( а - ф , А ) , / • " ^ ( а - < р 5 А ) , . . . . у ^ » ( а - ф , А ) ) 
И i > — M ) » /"^(а+в^п), / ^ х ( а + 0 А ) (e+e.Ä)J 

будушъ также >о; ошъ того результаты: 

(3) / " ( a — A ) , fn-l(a—А), / """"(а—A), / " " ' ( а—А) , . . . . fn~^*(a-/.) 

И т а к ъ если х достигнетъ и превзойдешъ безконечно-мало дъйсшви-
тельный корень только одной изъ среднихъ функцш ( i ) ; т о рядъ зна
ковъ [х] потеряешь или две перемены, или ни одной. 

3 ) Посмотримъ, ч т о будетъ съ рядомъ [х], когда количество а, вста
вленное вместо х въ рядъ функцш (l), уничтожаешь несколько Функ
щй сряду. 

Положимъ сперва, ч т о уничтожаются несколько среднихъ Ф у н к щ й , 
рядомъ стоящихъ. Пусшь число ихъ есшь i, a f \х) первая изъ нихъ 
слЬва ; шо 

Чшо же касается до f n + t (а) и / " " ' ( а ) , т о о н е будутъ или > , или <о. 
ИзмЬнимъ по предъидущему а безконечно-мало въ а—А и ач-А, и по. 
смошримъ каковы будушъ знаки результатовь : 

/ " ( a — A ) , fn—{a-h), fn-\a—h) fn-i^\a—h) 

По g 18, имеемъ: 

fa(a—h)——h. fn *-\a—(PTh), /"(ач-А)=ч-А. / " H ( a + 9 I Ä ) 

/ " - ' ( f l _ Ä b + - . / п + ' ( а — < p , A ) , fn~x(a+h)—+~. / п + ' ( а ч - 0 а А ) 
2 2 

fn-*(a-h)=-~.fn+* (a_<p 5 A), fn->(a+h)=+ £ _ . / " + ' (o+O.A) 
2•3 2.3 
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будушъ попеременно шо съ —, шо съ 4-, а результаты 

(4) fn{a+h), fn-*(a+h), fn~\a+h), 3 (ач-А),.... f"-i+'(a+h) 

всъ съ -ь. И т а к ъ т р и ряда [а—А], [а], [ач-А], соответственно будутъ 

fn f"~3

} fn~i+l, f n~i 

[a—A] . . . -t- — ч- — . . ± (*) ч- . . : 
[a] . . . 4- О О 0 . . О -f- . . . 

[ач-А] . . . ч- ч- ч- Ч - . . Ч - ч- . . . 

Означивъ чрезъ H число переменъ въ ряду [а—А], а чрезъ К число 
переменъ въ ряду [ач-А], разность Н—К будетъ всегда равна числу пе
ременъ въ [а—А], заключающихся между / Т Ч г Х и / " - г . Но э т о число 
переменъ, когда i четное, будешъ г, а когда i нечетное, тогда оно бу
д е т ъ гч-1; следовательно разность H—К въ обоихъ случаяхъ четная . 

S) Ежели У" 1" 1
 (а)>о, fn~l{a)<o ; т о знаки выражети (2), (3) и (4) 

останутся т е же; но предъидушде ряды заменятся следующими : 

/пы / л - > ' 4 - , fn~i 

[а—А] . . . ч- — ч- — . . i — . . . 
[а] . . . ч- О О 0 . . О — . . . 

[ач-А] . . . ч - ч - ч - ч - . . ч- — . . . 

Пусть опять H будешь число переменъ въ ряду [а—A], a Я вь ряду 
\а—А]; т о разность H—К будетъ равна числу переменъ между f71^1 и 
y»—»4-i t Она будетъ г, когда i четное, a i—1, когда * нечетное; и т а к ъ 
она въ обоихъ случаяхъ ч е т н а я . 

с) Когда ж(а)<о, / п ~»(а)<о; тогда выражетя (2) и (4) т а к ж е <о, 
р е з у л ь т а т ы (з) будушъ попеременно положительные и отрицательные, 
и наши т р и ряда будутъ 

fn 4-х Jn-i^i fn—i 
[a—h] . . . — ч- — ч- . . — («*) — . . . 
[а] . . . — 0 0 0 . . О — . . . 

[ач-А] . . . — — — — . . — — . . . 

Разность H — К равна числу переменъ въ ряду [а—А] между f n + t \\1п~*\ 
э т о число будешъ г, когда i четное, а г'ч-1, когда i нечетное; следо
вательно въ обоихъ случаяхъ H—К есть число четное. 

(*) Знак* ч- относится къ * четному, а — къ * нечетному. 
Зд*сь—отвосвтся къ г четному, а 4- къ i нечетному. 
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d) Наконецъ если f n + I ( a ) < o , a / " ~ l ' ( a ) > o ; ш о з н а к и выраженш ( 3 ) и ( i ) 
б у д у ш ъ пгБ ж е , ч ш о и въ предъидущемъ случав, и ряды знаковъ б у д у ш ъ : 

fn+i j~n~i^x f n ~ i 

[а—/г] . . . — + — . 

[а] . . . — О О О . . О - + - . . . 

[a-t-A] . . . — — — — . . — - + - . . . 

Р а з н о с т ь Я — К равна числу переменъ ряда [а—AJ между /"—i^1

 и 

У'»—*-*-1
 з и б у д е т ъ i или j — i , с м о т р я по т о м у , б у д е т ъ л и i число ч е т н о е 

или н е ч е т н о е . 
Изъ э ш и х ъ И З С Л Б Д О В Я Н Ш з а к л ю ч а е м * , ч т о H—К, когда i ч е т н о е чи

сло, будешъ г, а когда г н е ч е т н о е , шогда она б у д е т ъ гЧ-1 или i—i, с м о т р я 
по т о м у б у д у т ъ ли У я + 1 и / п ~ 1 съ одинакими или разными знаками. Сле
д о в а т е л ь н о р а з н о с т ь И—К всегда п о л о ж и т е л ь н а я и ч е т н а я . Когда i—±, 
р а з н о с т ь H—К будешъ или 2 или 0: э т о случай , к о т о р ы й м ы у ж е 
р а з с м а т р и в а л и , полагая, ч т о а у н и ч т о ж а е ш ь т о л ь к о одну изъ среднихъ 
ф у н к ц ш . 

Е ж е л и а у н и ч т о ж а е ш ь несколько к р а й н и х * Функцш справа, на пр. 

j , HI. е. 

fJ (ау=о, fJ (х)=ог...., f"(a)=.o, У ' ( а ) = о , У(а)=о; 

т о , по § 6 9 , э т о п о к а з ы в а е ш ь , ч т о а е с т ь / - к р а т н ы й корень даннаго 
уравнешя У ( х ) = о . Р а з с у ж д а я т а к ъ ж е , какъ и въ предъидущемъ случае , 
найдемъ , ч т о рядъ \х\, при переходе х ч р е з е а, т е р я е т е j перемене . 
Здесь з а к л ю ч а е т с я первый изъ р а з с м о т р е н н ы х е нами случаев*, а именно, 
когда / = 1 . И шакъ рядъ [х], при переходе х о т ъ •—t къ т е р я е ш ь 
с т о л ь к о п е р е м е н * , сколько м е ж д у э т и м и пределами з а к л ю ч а е т с я рав
н ы х ъ и неравных* д е й с т в и т е л ь н ы х * корней даннаго уравнешя. 

4) Наконецъ м о ж е т ъ с л у ч и т ь с я , ч т о к о л и ч е с т в о а, вставленное вме
с т о х въ рядъ ( i ) , у н и ч т о ж а е т * i Функцш въ одной ч а с т и ряда, г— въ 
д р у г о й , i"— въ т р е т ь е й , и ш . д . и j съ конца; т о г д а , прилагая предъ-
и д у п ц я суждения к ъ к а ж д о й ч а с т и ряда о т д е л ь н о , мы" вь с о с т о я н т 
будемъ о п р е д е л и т ь число т е р я е м ы х ъ переменъ р я д о м * [х], ковда х 
д о с т и г н е т * и п р е в з о й д е т * безконечно-мало к о л и ч е с т в о а. 

Р а з с м о т р Ь н н ы е нами случаи о б ъ я с н я ю т * , к а к и м * образомъ рядъ [х] т е 
р я е т * m переменъ, п р и переходе х ошъ —I къ + 1 , и п р и в о д я т * н а с * къ 
с л е д у ю щ и м ъ заключетгямъ : 

1-е. Съ непрерывными возрасташемъ х , гисло перемтънъ въ ряду зна
ковъ [х] не можетъ возрастать. 
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2-е. Когда количество а, вставленное вместо х въ рядъ ( l ) , уничто-
жаетъ крайнюю функщю f(x); то рядъ знаковъ [х] теряетъ столько ne-
ремтънъ, сколько ypaeneuie f (x)=o имтьстпъ корней равныхъ а, 

3-е. Когда количество, вставленное вмгъсто х, уничтожаетъ одну или 
несколько среднихъ функцш , не уничтожая крайней f(x); то число пере-
лсгънь въ [х], или останется то же, или уменьшится четнымь числомъ. 

И т а к * , есди все корни даннаго уравнешя действительные ; т о рядъ 
[х] теряешъ все m переменъ когда х перейдетъ чрезъ все э т и корни. 
А потому онъ не м о ж е ш ъ т е р я т ь перемьнъ, когда х перейдетъ чрезъ 
количество, уничтожающее одну или несколько среднихъ Ф у н к ц ш , но 
неравное одному изъ корней даннаго уравнешя. 

Если уравнеше f(x)z=o имеешь от—2 деисшвительныхъ корней, а про-
4ie два мнимые; т о рядъ [х], одинъ разъ шолько долженъ п о т е р я т ь 
вдругъ две перемены, ощъ вставки вместо х количества, уничтожаю
щего одну изъ среднихъ функщй, но неравнаго одному изъ корней f(x); 
оеталъныя же m—2 переменъ исчезают* по мере того , какъ х перехо
д и т * чрезъ каждый изъ m—2 деисшвительныхъ корней. 

Во всяком* случае каждому изъ действительныхъ корней, равныхъ 
или неравныхъ, соответствует* , одна исчезающая перемена, а потому 
число переменъ, теряемых* при уничтожении шолько среднихъ Ф у н к ц ш , 
всегда равно числу мнимыхъ корней даннаго уравнешя. 

§ 103. Изъ этого вытекаешь знаменитая теорема фурье, составляю
щая одно изъ важнеёшихъ свойствъ уравнешй: 

Пусть дано численное уравнеше f(x)—o сшепени т,съ действительны
м и коеффищентами. Взявши рядъ; Функцш f т(х), fm~f{x)t.. f\x), f[x), 
изъ которых* каждая есшь производная предъидущей, направо стоящей, 
д а д и м * х часшиое значеше, напишем* знаки результатовь , и назовемъ 
этопгь рядъ знаковъ чрезъ [а:]; число переменъ въ эшомъ ряду съ изме» 
нешемъ х будешь изменяться по следующимъ законамъ: 

1) Ежели •—I' и / сушь два числа, изъ которыхъ первое, будучи вста
влено вместо х въ рядъ Ф у н к ц ш , даегпъ шолько перемены, а второе 
только повторешя; т о съ возрастангемъ х, начиная о т ъ —I' до /, рядъ 
знаковъ [х] п о т е р я т ь m переменъ. Э т о число переменъ не можетъ 
возрастать съ возрасшашемъ х, 

2) Рядъ теряешъ перемену, каждый разъ какъ х достигнет* и пре
взойдет* безконечио-мало одинъ изъ действительныхъ коренй даннаго 
уравнешя. 

3) Сколько уравнеше J"{x)=ß имеешь паръ мнимыхъ корней, столько 
разъ ряд* [х] шеряетъ вдругъ две перемены, 

§ 10JIL Основываясь на э т о м * предложении, мы въ состояти узнать , 
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сколько данное уравнеше можешь иметь действительных* корней меж
ду двумя числами а и Ъ. Въ самомъ деле : вставивши меньшее изъ нихъ 
а въ рядъ Функцш (i), сочтемъ число перемьнъ въ [oj ряду знаковъ 
результатов*, пусть это число будетъ Н; потомъ вставимъ Ь въ рядъ 
Ф у н к ц ш , и сочтемъ число переменъ въ ряду [£], которое пусть будешь 
К. Разность H—К, всегда положительная, покажешь, сколько можно 
искать деисшвительныхъ корней между а и Ъ, 

Ежели разность H—Ä=o; т о а и 6 не заключают* ни одного корня 
даннаго уравнешя, В* самом* д*л*: допустивши^что а <<х<5 и ^ ( а ) = о , 
рядъ знаковъ [х], при переход* х о т ъ в къ J чрезъ а, потерял* бы пе
ремену, a как* она не может* опять- возстановиться, т о въ ряду [£] 
было бы меньше переменъ, нежели въ ряду [а]; следовательно Н—К не 
была бы равна н у л ю . 

Когда H—К=1; тогда ацЬ заключают* одинь действительный ко
рень уравнешя „/"(*) —о; потому чшо, при переходе х о т * а къ Ь, рядъ 
[лг] теряешь одну перемену только шогда, когда уничтожается f{x\ 
Более одного корня пределы а и Ь заключать не могут*; потому что, 
въ противном* случае, разность Н-—К была бы больше единицы. 

Если Н—К=-2, шо уравнете^/(дг)=о можешъ иметь междуг пределами 
а *и или 2 действительныхъ корня, или ни одного, Последнш случай 
встречается, когда существуешь количество >я и <£, которое, будучи 
вставлено вместо х въ рядъ ( l ) , уничтожаешь одну изъ средних* Функ
цш и уносит* заразъ две перемены въ ряду [х]. Пределы "о и 6 не 
могуш* содержать более двух* корней; пошому ч т о , въ щютивномъ 
случае, рядъ [*] терял* бы более двухъ переменъ, при переходе х о т ъ 
а до 5; т а к ъ ч т о разность H—К была бы больше 2-х*, а это по по-
ложешю не возможно. 

Во всякомъ случае число действительных* корней уравнешя f(x)z=.o, 
содержащихся между а и Ь, не можешь б ы т ь более разности H—К. 
Если э т а разность нечетная, т о а и Ь заключаюшъ по крайней мере 
одинъ действительный корень; когда же она четная, тогда случается, 
ч т о между о и Ъ н е т * ни одного действительна го корня. Вообще, если 
число действительных* корней меньше разности Л—Я числом* 8; п:о 
э т о число назначаешь для J~Çx)~=p столько мнимыхъ корней, сколько 
въ немъ единицъ. f 

§ fOä. Изъ э т и х * заключенш вытекает* , какъ слЬдствге, известная 
теорема Декарта. Пусть уравнеше f{x)—o будетъ полное, щ. е, ко
торое заключаешь члены со всеми степенями х, начиная о т ъ m до о. 
Возьмемъ для пределовъ а и Ъ значешя о и —во; вставивши первое из* 
«ихъ въ рядъ Функщй ( i ) , получаемъ результаты 
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/ » . / " - - ( o ) , Л о ) , / ' ( о ) , / ( о ) , 

к о т о р ы х ъ знаки, п о § 18 у р . ( 3 8 ) , одинаковы съ знаками К О В Ф Ф И Ц Т С Н -

т о в ъ даннаго уравнешя : 1, а,, а 3 , . . . . о , п . Р а з н о с т ь числа п е р е м е н * 
ряда [—оо ] и числа п е р е м е н ъ ряда [ 0 ] , какъ легко п о н я т ь , равна ч и с л у 
п о в т о р е н ш въ ряду знаковъ к о е ф ф и щ е н т о в ъ , и по § 1 0 3 , она не можетъ 
быть меньше гис.'.а л.пйствителъкыхъ отрицательныхъ корней даннаго 
уравнетя. Давши о и Ъ -значешя О и + м , р а з н о с т ь числа п е р е м е н ъ 
ряда [О] и ряда [-нес] б у д е т ъ равна числу п е р е м е н * въ ряду знаковъ 
к о е ф ф и щ е н т о в ъ , и по § 1 0 3 , она не Меньше хисла положительныхъ кор
ней даннаго уравнетя. 

g 106. О б щ а я т е о р е м а § 103 показывает* , м е ж д у какими пределами 
д о л ж н о и с к а т ь д е й с т в и т е л ь н ы е корн**даннаго у р а в н е ш я . Ежели п р е д е л ы 
о й 5 д а ю т ъ р я д ы знаковъ [а] к [£] , и м ъ к л щ е одинаков число п е р е м е н е ; 
т о они не м о г у ш ъ с о д е р ж а т ь ни одного к о р н я . А п о т о м у при о т д е л е 
ш я корней т а к т е п р е д е л ы о с т а в л я ю т с я б е з е в н и м а т я , и р а з е м а т р и -
в а ю т с я т о л ь к о т е , к о т о р ы е д а ю т ъ разное число переменъ вь рядахъ 
знаковъ р е з у л ь т а т о в * . 

М о ж е т ъ с л у ч и т ь с я , ч т о оДине и з е пределов* а или Ъ у н и ч т о ж а е т е 
одну или несколько Функщй; * |аогда м ы въ н е д о у м е т и , к а т е знаки 
должно п р и п и с а т ь э т и м ъ ф у н к щ я м ъ въ ряду знаковъ, с о о т в е т с т в у ю 
щ е м * э т о м у п р е д е л у , и какъ с ч и т а т ь число п е р е м е н * . Для э т о г о 
фурье предложил* очень л е г к ш с п о с о б * , не т р е б у ю щ г й н и к а к и х ъ в ы -
ч и с л е н ш . 

§ 107. П у с т ь пределъ а, б у д у ч и в с т а в л е н ъ в м е с т о х въ рядъ Ф у н к щ й 
( i ) , у н и ч т о ж а е т * , одну или несколько с р е д н и х ъ Функщй; т о рядъ зна
ковъ [а] м о ж н о з а м е н и т ь д в у м я рядами [ < а ] и [ > в ] , с о о т в е т с т в у ю щ и м и 
д в у м * предЬламъ, а—h и а-нЛ, безконечноблизкимъ къ<7. Для с о с т а в л е ш я 
э т и х ъ рядовъ, основываясь на § 1 0 2 м ы выводим* следующая правила: 

1 ) Ч т о б ы с о с т а в и т ь рядъ [ > о ] : н а п и т е м ъ сперва рядъ [я], п о т о м ъ , 
начиная слева , к а ж д ы й з н а к ъ , к о т о р ы й не 0 , п о в т о р я е м * внизу; в с т р е 
т и в ш и 0 , с т а в и м * подо нил/.ь п р е д ъ и д у щ ш з н а к ъ , и п о в т о р я е м * его до 
т е х * п о р * , какъ в с т р е т и м * о п я т ь знакъ не 0 ; после т о г о п о с т у п а е м * 
по п р е д ь и д у щ е м у . 

2 ) Для с о с т а в л е ш я ряда [<•?], начиная слева, к а ж д ы й знакъ ряда [а ] , 
если онъ не 0, п и ш е м * вверху, a в с т р е т и в ш и 0 , с т а в и м * надъ ни.иъ 
знак*, п р о т и в н ы й п р е д ь и д у щ е м у . Т а к и м ъ о б р а з о м ъ продолжаемъ далее . 

Такъ на п р . , если о т ъ в с т а в к и а въ рядъ Функцш найдем* рядъ зна
к о в * 

M -*--+- 0000 — 000 H — о — ооооо-*-; 
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шо его заменяем* р я д а м и : 

[<•>] -+--+- — Н 4 1 h -\ H -4- — 4 - — 4 - 4 -

[а] - + - - 4 - 0 0 0 0 — О О О H 0 — 0 0 0 0 0 + 
[>а] + + 4 — I — \ ~ — — — — h — — — — H-, 

С о с т а в и в * т а к и м ъ образомъ два ряда [<а] и [>я] , первый беремъ для 
сравнешя а съ пределом* 6', м е н ь ш и м * о, а в т о р о й для сравнешя а съ 
п р е д е л о м * Ь, б о л ь ш и м * а. Это правило фуръе называет* правиломь 
двойного знака; его должно употреблять каждый разъ какъ количество, 
вставленное в м е с т о х въ рядъ Функцш ( i ) , уничтожает* нЬкогаорыя изъ 
н и х ъ . А п о т о м у при сравнении рядовъ, соответствующих* двум* ка-
кимъ нибудь пределам* , мы никогда не в с т р е т и м * знаковъ 0 . 

Н е должно з а б ы в а т ь сравнеше рядовъ [<а] и [ > Û ] между собою ; онв 
очень ч а с т о о т к р ы в а ю т * п р и с у т с т в г е м н и м ы х * корней в* данномъ ура
вненш. Въ самомъ д е л * : Н, число переменъ вь ряду [<ч], не м о ж е т ъ быть 
меньше К, числа п е р е м е н * въ ряду [>а], и если Н>К (что бываетъ, когда 
а у н и ч т о ж а е т * несколько Ф у н к ц ш сряду), т о разность H—К=5 есть 
число ч е т н о е ; въ таком* ЕЛЗ г чае уравнеше f(x)—o имеет* 9 мнимыхъ 
корней , кроме т е х * , к о т о р ы е открываются другими пределами. Въ 
п р е д ъ и д у щ е м ъ п р и м е р е р а з н о с т ь H—К есть 1 6 — 4 = 1 2 и показываете, 
ч т о данное уравнеше и м е е т * покрайней мере 1 2 корней мнимыхъ. 

g 1 0 8 . Поясним* изложенные нами теоремы примерами: 

Прпштьрь I. 

Возьмем* вопервыхъ уравнеше 

f(x) = ^ . £ 5 — Zx^—24 J?1 + 9 5 . 2 ^ — 4 G J C — 1 0 1 — о , 

к * к о т о р о м у м ы у ж е прилагали способъ Штурма. Для него им1е.ме -
рядъ функцш: 

/(х)г=Х&— ZX^—24л!,+95л:,—46х—101 

/ ' ( * > = 5 . г 1 —±2х '—^2я Т +190Л"—46 

/ " ( д т ) = 2 0Х3 — ZQx 2 — 14 4 х + 1 9 0 

f"'(x)=G0X*— 12Х—144 

/ ' т ( д ; ) = 1 2 0 Д Г — 7 2 

/ г ( д г ) = 1 2 0 
27-
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— 1 , — 1 0 , . . . 
Вставивши сюда вместо х числа о, , и написавши соотвът-

4 1 , -4-10, . •• 
сшвенно знаки результатовъ, получаемъ ряды: 

Л / " Г f f f 
[—10] -4- -4- -4-

[—1] - -4- — -4- 4-10] 
[ l ] -4- -4- Ч- 4 -

[ 1 0 ] -4 4- 4 - 4 - 4 - 4 -

Въ ряду [—Ю] шолько перемены, а въ ряду [ч-Ю] только noBmopefiia; 
следовао:ельно —10 и 4-10 с у т ь обнц'е пределы всъхъ корней. Разсмат-
ривая ряды [—10] и [-—1], находимъ, ч т о въ первомъ одной переменой 
больше втора го, а пошому •—1 и —10 сушь частные пределы одного 
изъ действительныхъ ошрицательныхъ корней даннаго уравнешя. 
Пределы 0 и — 1 также заключаюгаъ одинъ действительный корень; по
шому чшо въ ряду [—1] 4 перемены, а въ ряду [о] шолько 3 . Ряды [о] 
и [l] не открывают» ни одного корня; потому ч т о въ нихъ число пе
ременъ одинаков. Наконецъ, сличая рядъ [l] съ рядомъ [ю] , находимъ, 
ч т о въ первомъ 3 перемены, а во второмъ ни одной: э то предполагаете 
въ уравненш 3 корня, изъ которыхъ одинъ необходимо, действительный, 
a npo4ie два остаются въ неизвестности. 

Прижгьръ II. 

Возьмемъ уравнеше 

— 4 * * — 3 * 4 - 2 3 — 0 . 

Рядъ «у'нкцт (l) будете: 

/(*)—*•••—4х>—3*+23 

/ ' ( * ) = : 4 * 5 — 1 2 а : 2 — 3 

fix) — 12* а — ÏÙJC 

/ " ' ( * ) = 2 4 * — 2 4 

/ " ' 0 0 = 2 4 . 

Вставляя о, 4-1, 4-10 вместо * , замечаем*, что/ ' (о )==0 / ' ( l ) = 0 , а 



243 

пошому составляем* РЯДЫ; [<И], [>О] и [<1] н [>1]. 
т а к ъ имеем*; г-

f У» / 
4- — ч- — Ч; 

ч- — 0 — 4-' 

ч- — —г — ч-

ч- — — ч-

4 - 0 *— ч-

ч- ч- — ч-

ч- ч- ч- ч- 4-

[<О] 
[О] 
[>0] 

1<1] 
W 
И ] 
[10] i 

Сличая ряды [<О] и [>О] , находимъ , чшо въ первомъ 4 перемены, 
а во второмъ 2 , разность эшихъ чиседъ есшь 2 ; следовательно два корня 
даннаго уравнешя мнимые. Ряды [>0] и [<l] имеюшъ одинаков число 
переменъ, а потому пределы О и i не ошкрываютъ ни одного корня 
въ данномъ уравнешй. Ряды [<1] и [ > 1 ] т а к ж е ие открывают* н и одно* 
го корня. Наконец* ряды [>1] и [Ю] показывают* два к о р н я , которые 
могут* б ы т ь ш и действительные, или мнимые. 

Замтъх.Ъъэтоъть примере данное уравнеше не имеешь члена с* х%, а пото" 
му производная f"(x) не имеет* посшояннаго члена, и уничтожается при 
л—0. Вообще, если данное уравнение неполное ; т о о т * х=0 уничтожается 
столько производных*, сколько в * уравненш не достаешь ч л е н о в * , и в * 
таком* случае должно пользоваться правилом* двоинаго знака. Руковод» 
ствуясь э тим * замечангемъ, можно часто прямо узнать имеешь ли 
уравнеше мнимые корни, и сколько ихъ. 

Такъ для уравнешя 

* M 4 - a O T = o , 

положивъ х—&, имеемъ ряды: 

J'n, /"»-*, /»-*; У5"-», . . . f f 
[<0] ч- ~ ч-

[О] Ч- 0 О 

[>0] + "+• + . . . . +ат, 

которые показываютъ; 
1 ) Когда m четное и а действительное положительное число; тогда 

в ъ ряду [<О] только перемены , а в * ряду [>О] только повшореше, и 

ТЧ 
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в „ > 0 , а » п < 0 . : 2дгьйст. 2п—2. . 

. < о л < 0 , ö 3 / J > 0 . . . , . . . :2неизв. 2а—2. 

ап<0 , а,п<0 \2дгьйст.2п—2. 

Примгърр IV. 

Для уравиешя 

х1—2х%—3x*+ix*—Sx+Ъ—о. 

находимъ следующую таблицу : 

одинъ деист, к. 

О — О — + — + ^ 2 мнимыхъ к. 

+ 

fni J » 

[ - 1 0 ] + — 
[ - 1 ] + — 
[<о] + 

№ + 0 

[>о] + + 

M + + 

[+10] + + + 

j 2 корня неизв. 

j 2 корня ненэв. 

потому ВСЁ m корней мнимые. Но когда m четное, а ат действитель. 
ное отрицательное число; тогда ряды [<0] и [>0] открываютъ въ дан
номъ уравненш m—2 мнимыхъ корней; остальные два корня действа* 
тельные: одинъ положительный, а другой отрицательный. 

2) Если же m нечетное, т о данное уравнеше имеетъ m—1 мнимыхъ 
корней; остальной корень действительный и съ знакомъ, противнымь 
ксеФФищенту а т . 

Разсматривая уравнеше 

х™+апх*+а,п-==о, 

находимъ: 

t)Когда пчетное, о„>0 и a S n > 0 , тогда данное ур.имъетъ: Одгъист., Injtin. к. 

. . . . . «„>0 » ö» 9 <0* • : 2 2п—2. . 

. . . . i а„<0 ) о ä „>0, : \ нешв., 2п—А. . 

ап<0 а 8 п > 0 , : 1дгъйст,,2п—2. . •-

^)Когда л нечетное, ап>0 в в , , > 0 , . . . . . . . :2нсизв., 2п—2- . 
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§ 109. Вставляя въ рядъ функцш ( i ) вместо х десягаичныя числа 
Л $ — 1 , - 1 0 , 1 0 0 , . . . ) . „ 

0 , / н _ 1 ' + 1 0 + 1 0 0 j Д° ™*^ъ поръ, какъ дойдем* до .двух* чиселъ 
— 1 0 ^ и 4 - 1 0 7 , изъ которыхъ первое даешь только перемены знаковъ, 
а второе только повторешл, мы узнаемъ все десятичные пределы, между 
которыми могутъ существовать корни. Но впрочем* мы не всегда ош-
кроемъ свойство э т и х ъ корней; т а к ъ напр., если найдемъ, ч т о разность 
числа переменъ двухъ рядовъ [—lo*J и [4* iO , + I ] четная; т о мы не зна* 
емъ корни, о т к р ы т ы е этими рядами, будушъ ли действительные или 
мнимые. 

§ 110. Представим* себе, ч т о разность пределовъ 4-10^ и —»10^ раз» 
делена на множество элементов*; шо каждый элементъ будешъ имешь 
два предела а и Ъ. Этихъ пределовъ два рода: l ) т е , которые откры
вают* въ уравненш корни, и 2) т е , которые не открывают* ни одного 
корня. Первые узнаются по тому , ч т о , будучи вставлены вместо х въ 
рядъ Ф у н к ц ш ( i ) , даюшъ два ряда знаковъ, для которыхъ разность 
чиселъ переменъ > 0 ; вторые же узнаются по шому, ч т о , будучи встав
лены въ т о т ъ же рядъ Функцш, даюшъ два ряда знаковъ, имеющих* 
одинаков число переменъ. Последнее, какъ мы уже сказали, могут* 
б ы т ь оставлены безъ внимашя. Перваго рода пределы открываютъ 
или действительные корни, или мнимые; остается теперь узнать, ка-

« кимъ образомъ различишь э т и два случая. 
Здесь можно воспользоваться способами Лагранжа и Коши для вы-

числешя Д, числа меныпаго наименьшей разности корней; зная э т о 
число, мы всегда можемъ отделишь корни, назначаемые двумя какими-
нибудь пределами а и 6, а именно: вставляя въ f(x) вместо х числа 

а4-Д, а + 2 Д , а+ЗД, . . . . , 

и разематривая знаки результатов*. Но по трудности высчислетя Д и 
излишнимъ вставкамъ, эшош* способъ остается без* употребления. 

фурье, давно уже решил* предложенный вопросъ о распознания дей
ствительных* ошъ мнимыхъ корней, и способы, которые онъ для этого 
предлагаешь, т р е б у ю т * очень малых* вычислении. Мы сперва изложим* 
простейшш. 

§ 111. Разсмотримъ во-первыхъ случай: когда, по вставке вместо х въ 
рядъ Функцш ( l) двухъ количесшвъ а и Ь, мы получимъ два ряда [а] и [5], 
для которыхъ разность чисел* перемен* есшь 2, и знаки крайних* т р е х * 
функцш сушь: 
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J"(x) f{x) f(x) 

j ( 5 ) 

или 

( 6 ) 

Положимъ еще, чшо пределы а и Ъ т а к ъ близки, ч т о функцш У " - 1 (а:), 
jm *(jç),...f'r(x) сохраняютъ свои" знаки для всякаго значешя х > а и <J. 
И такъ въ ряду [а] двумя переменами больше противъ ряда [£], а по
тому пределы а и Ъ о т к р ы в а ю т ъ въ уравнетй J~{x)=o два корня. 
Остается узнать, будутъ ли э т и корни действительные или мнимые. 

Опустивши въ рядахъ [о] и [<5] крайнее знаки (справа), въ первом* 
ряду будетъ шолько одной переменой больше противъ втораго; следо
вательно уравнеше f [х)=-о имеете одинъ действительный корень меж
ду а и Ь, который назовемъ чрезъ у. Опустивши въ каждомъ ряду два 
крайше знака , оставппеся ряды будутъ иметь одинакое число пере
менъ, а потому пределы а и Ь не о т к р ы в а ю т * въ уравненш У"(х)~о 
ни одного корня, и f'{x) сохраняешь свой знакъ для всякаго значешя х, 
опгь а до Ь. 

Разсматривая ряды ( 5 ), видимъ, ч т о У'(х) возрастаетъ съ возраста
шемъ X о т ъ а до Ь; потому чтоУ"(х) положительная при всякомъ значенш 
Х>а и <5. Такъ какъ а<у<Ъ\ т о У\х) отрицательная при всякомъ зна
чении л:>а и <у, a положительная при х>у и <5. Следовательно f[x) съ 
возрасташемъ х о т ъ у до Ъ увеличивается, и пошому (§ П ) при х=у 
она имеешь значеше minimum. Если э т о minimum У{у) — отрица
тельное количество, т о э т о знакъ, ч т о f (хр^о имеетъ два дей-
сшвительныхъ корня между а и* й:4 одинъ заключается между а и у, а 
другой между у и Ъ. Если же У (у) — положительная; т о f{x) положи
тельная при всякомъ значетй х>а и <5, а потому она не можешь иметь 
действительныхъ корней между а и Ъ. 

Въ случае ( в ) Ф у н к щ я У'(х) положительная и остается такою 
для Х>у и < Ъ. По этому, съ возрасташемъ х о т ъ а до уу f (х) 
возрастаетъ, а съ возрасташемъ х о т ъ у до Ь, она уменьшается; сле
довательно при X у, она имеешь значеше maximum. Ежели э т о ma
ximum f (у) .— положительное, т о уравнеше f (x)=zo имеете два дей-
ствительныхъ корня между а и Ь: одинъ заключается между а и у , а 
лругой между у и Ъ. Но когда f {у) —отрицательная; т о г д а / ( х ) не 

ш 



ш л с п и обратишься въ нуль ни для какого значешя х>а и <Ь, и въ 
гаакомъ случае, корни уравнения f(^x)=^o, назначаемые пределами а и Ь, 
мнимые. 

Наконецъ, если въ т о м * или въ другомъ изъ случаев* ( 5 ), ( 6 ) най
демъ, ч т о f(y)=o; т о э т о знакъ, ч т о уравнеше имеет* два действи-
тельныхъ корня между а и i, равныхъ у. 

И т а к ъ , зная у, мы можем* всегда судить , будутъ ли корни уравне
шя f(x)—o, назначаемые пределами а н 6, действительные или мнимые. 
Примером* можешъ служить уравнеше 

x*+Zx*—3*-+-5=о, 

для котораго находимъ таблицу знаковъ : 

[ - Ю ] , + 
[ - 1 ] Ф 
[0] + 

M 
Пределы 0 и 1 о т к р ы в а ю т * въ эшомъ уравнении два корня, и удо

влетворяют* условию, принятому въ начале этого §. Функции 

«е имеюшъ общаго делителя, а потому искомые корни не могут* 
б ы т ь равные. 

Уравнеше 

f (х)=5х 2 + 8 # — 3 = 0 

-имеет* два деисшвительныхъ корня, а именно: i и 3; следовательно 
У=~, и Г/1У)=У(у))> О показывает*, ч т о корни, назначаемые пределами 
О и 1, мнимые. И т а к ъ данное уравнеше имъешъ одинъ только дей
ствительный корень, который заключается между — i и—Î0. 

Но такое изъискаше бываешь неисполнимо, когда корни J\x) несоиз
меримые, и когда степень даннаго уравнешя выше 3-й. А пошому изъ 
сделаннаго нами замечашя о знаке f[x}, мы не можемъ вывести общаго 
способа о тличать действительные корни отъ мнимыхъ. Вотъ другой 
способъ. 

Пусть корни уравнешя f(x)r=o, назначаемые пределами а и Ь, дей-
28 
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ствительньте и неравные; означдмъ больший изх нихъ чрезъ а, а меяь-
'•iui& чрезъ J3, и положимъ 

a—a~*-z ; 

тогда будешь y(a)=J^<2-jrz)r=o,, или % 

f(a)+z .f(a+<Pz)—o % 
откуда 

Такъ какъ а+фг <(a-+-,z=a) и а < у ; шо a-t-<Pz<y, a пошому знакъ f (a-Hpi) 
одинаковъ съ знакомь f\a). Но f(a) и fia) съ противными знаками; сле
довательно У (а) и f(a-\-tyz) будушъ также съ противными знаками, и 
отношение (7) , въ шомъ и въ другомъ изъ случаевъ ( 5 ) (б), положитель
ное. Числовое значеше fia-±(pz) всегда меньше fia); потому чшо f \х) 
приближается къ нулю съ возрэсгаатемъ х о т ъ а до у. Следова
тельно 

_fM < _ AïL- « 
f{a) /'(а+фг) 

Положивъ ß—b—и, имвемъ / ( /3 )—/(£—w)=o , или 

f(b)—uf'ib—&u)^o; 
отсюда 

— Л*) R - l f ^ 

" ~ / ' ( й _ 0 и ) И P—^fiö-eu) . 

Такъ какъ ß<b~—du и y>ß, т о у<Ъ— ви; поэтому f'if) viJ\b—Qu) съ 

одинакими знаками, и числовое значеше / '(5—Ö«) меньше числоваго зна

чешя / ' (£ ) . Следовательно ошношете всегда положительное и 
J (о—Qui 
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, • A*) 
больше отношешя о т ъ того 

0 ) ß <ъ-

По положению a<ß, и потому, обратив* внимаше на неравенства (s) и 
( 9 ) , имеемъ 

или 

(•<» - s < =(«) Щ 
Это неравенство должно существовать, какъ бы ни были близки пре
делы а и b къ корнямъ а и J3. 

Посмотримъ теперь, будетъ ли удовлетворено неравенство ( ю ) въ 
случае мнимыхъ корней. Въ эшомъ случае, какъ мы уже сказали, f(x) 
сохраняешь знакъ /(а) и f{U) для всехъ значенш дг, начиная ошъ а до Ь, 
и при х~у числовое ея значение будетъ наименьшее для каждой изъ 
системъ знаковъ: (5) (б). Поэтому 

f(a) > / ( « ) • f{b) > fib)' 

Сложивши э т и неравенства, имеемъ 

/ ( а ) + f{6) > ™- {-S(a) + /ЩГ 

Вторая часть последняго неравенства положительная, и увеличивается 
съ приближешемъ а и Ъ къ у; потому ч т о тогда числовыя значешя 

У (а) и f (Ь) приближаются къ f\y)—o. Разность Ь—а также прибли
жается къ нулю. À пошому, сближая пределы о и i , но такъ, чтобы 
всегда было а<у <5, мы доймемъ до шого, чшо 

= или > о—а, 

28* 
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и тогда будетъ 

- / « 1(6) 

И т а к ъ , если, по вставке двухъ количествъ а и Ь въ рядъ Функцш ( i ) , мы 
найдемъ, ч т о , въ ряду [о] двумя переменами больше прошивъ ряда [<3], 
и чшо, по еиущенш крайнихъ двухъ знаковъ., осшавппеея ряды имеютъ 
одинаков число переменъ; шогда5 чшобы судить о свойстве корней, наз
начаемых* пределами" а и Ъ для ур. / [ ж ] = о г мы берем* результаты J{a), 

f(J>) и f'(b), составляем* частныя — *тг~\ и 7>/~!> Е С Л И ° Д Н О И З * 

f(a) J [b) 
нихъ или сумма ихъ больше или равна разности предвловъ Ь—а; т о это-
знакъ, чшо корни мнимые. Но когда. 

/ ( о ) Г{Ь) 

тогда мы не въ праве еще сказать, ч т о корни действительные: э т о 
неравенство можетъ существовать и Въ случае мнимыхъ корней, если-
пределы а и b еще не довольно т е с н ы . Въ т а к о м * случае мы смотрим*, 
не имеют* ли J(x} и f'(x) общимъ делителем* Ф у н к п Д ю X; если э т о т * 
делитель существует*, и одинъ из* его корней у заключается между а 
и 5, т о корни, назначаемые этими пределами для уравнен i я У(дг)=:о, дей
ствительные и равны у. Если же общш большой делитель f(x) тяУ(х)яег 
имеетъ дёйствительнаго кортг между а и Ь, или онъ вовсе не суще
с т в у е т * , шо должно стеснишь п р е д е л ы а и Ъ. П у с т ь с > а и < 
Когда результат* / (с) и м е е т * знак*, противный знакам* результатов* 

fid) и f{ß)\ тогда корки действительные: одинъ изъ нихъ заключается 
между а и с, а другой между с и Ъ. Но когда /(с), f(a) и f(b) имеютъ 
одинакхе знаки, т о э т о призйакъ, чшо пределы а и b не довольно близ~ 
ки, чтобы съ перваго раза можно было о т к р ы т ь свойство корней. Ре
з у л ь т а т ъ У1(с) всегда и м е е т * знакъ, противный одному из* резулыпа-
щовъ f\a) и f{ß), Пусть d будетъ т о т ъ изъ пределовь а и 3, который 
даетъ f (d) съ знакомь противнымъ знаку У (с); т о ряды [с] и [d] бу
д у т ъ тожественны съ рядами [а] н [£], и потому съ пределами с 
и d посту па емъ т а к ъ же, какъ и съ а и Ь. Продолжая такимъ образомъ 
далее, мы, необходимо, или Дойдемъ до такого количества > а и < Ь, 
которое .отделит* корни, если они действительные, или дойдемъ до 
т а к и х ъ д в у х ъ п р е д е л о в * «' и Ьг, к о т о р ы е у д о в л е т в о р я ю т ь неравенству 



224 

3 3 

[ i ] 4- 4- -t- 4-
Л 2 

Пред-алы —10 и —1 заключают* одинъ действительный корень, а 
пределы О и 1 открывают* два корня, которыхъ свойство можно 
узнать по изложенному способу; пошому что ряды [о] и [l] удовле-
творяютъ услов1ямъ, приняшымъ въ начал* § 111. Изъ результатов* 

У(о),У(о), J~(i), f'(l), сосшавляемъ часшныя: ~~̂ v̂  — T
 н f^y^1 i' 

и видимъ, чшо сумма ихъ ~ 4- ^ больше разности пределовъ 1—О, а по
тому искомые корни мнимые-

Пргииьра VI. 

Для уравнешя 

j r 5 4 - * V 4 - * 2 — 2 5 х — 3 6 = о 

находимъ таблицу 

(*) Числа, сшоящ1Я внизу знаковъ, сушь р е з у л ь т а т ы , соотв-Ьшсшвую!д1е э т в м х 
зникамъ. 

если корни мнимые. 
§ W%. Чшобы пояснишь эшо правило и показать его простоту, возьмемъ 

следующее примеры: 

Примтьрь У*. 

Уравнеше 

даешъ следующую таблицу знаковъ : 

[ — 1 0 ) 4 - — -+- — 

[ - 1 ] -н - - ч , 

[О] 4 - Ч 



[ - 1 0 ] 
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два корня неизв. 

[0] -+- 4- О — — Два мним, корня 
-+-

[ i l 4- 4- 4- 4- — — 1 

[10] одинъ действ, корень. 

Чшобы о т к р ы т ь свойство корней, назначаемыхъ пределами — 1 0 и — 1 , 
беремъ частвыя 

— f (—10) 89686 / (—1) 10 
/ ' ( — Ю ) ~ 45955 / ' ( — 1) ~ " 26 ' 

89686 10 
и находимъ, ч т о сумма ихъ . . 4- — меньше разности пределов* 

45955 26 
— 1 — ( — ю ) = 9 . Изъ этого заключаем*, ч т о пределы —Ю и —1 еще не 
довольно б л и з к и , чтобы судить о свойстве корней. Прежде, нежели 
станемъ ихъ с т е с н я т ь , посмошримъ, не будушъ ли корни равные, га. е. 
поищемъ общаго большаго делителя f(x) и f\x). Э т о т ъ делитель не 
существуешь, а потому вставляемъ вместо х число среднее между 
— 1 0 и — 1 ; взявши д л я него значеше — 2 , и м е е м ъ / ( — 2 ) = 4 - 2 . ' Знакъ 
э т о г о результата прошивень знакамъ / ( — ю ) и / ( — i ) , а потому иско
мые корни действительные; одинъ заключается между — 1 0 и — 2 , дру
гой между — 2 и — 1 . И шакъ все корни даннаго уравнешя отделены. 

§ 113. Посмогаримъ шеперь, какнмъ образомъ правило, выведенное для 
распознания действительных* ошъ мнимыхъ корней, распространяется, 
на всякой случай. 

П у с т ь а и Ъ будетъ два предела, которые, будучи вставлены въ 
рядъ Ф у н к ц ш (2), даютъ два какихъ нибудь ряда знаковъ : [а] и [Ь]. 
Станемъ с ч и т а т ь въ первомъ ряду перемены съ левой руки къ правой, 
начиная о т ъ / " * до / т ~ " , до fm~2, до /т~-*, и т . д., и надъ каждым* 
знаком* напишемъ число переменъ, въ ряду, предшесшвующихъ ему зна
ковъ; т а к ъ , подъ знакомь fm~~l ставим* Л,' число переменъ вряду 
знаковъ Ф у н к ц ш , начиная о т ъ f m до f™-* включительно. Сделаем* по
т о м * шо же самое и въ ряду [Ь]. П у с т ь к будешъ число, стоящее подъ 
/ т — 1 ' въ ряду [£]; разность Л—к^=.Ъг напишемъ между знаками fm~% Въ 
обоихъ рядах*. Поступив* т а к и м * образомъ для каждой изъ функщй / w , 

f"*—1, fm~' f , / , мы получимъ рядъ чиселъ 

f f " f"[ f " f f 
4- — -f- — -i — » 

ft5955 896S6( 
-f- — 4- — — —• 

16 1Q 
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(i*) 3 o> 5 n ° V - r . 3,,, 

кошорыч фуръе называешь указателями (indices). 
Для примера возьмемъ ряды: 

О 1 2 2 3 5 f t 5 6 7 
[a] 4- — 4 - 4 - 1- — 4- — 

О О 1 1 2 1 2 3 3 4 
[b] -+- — — — -— 4- 4- 4- — —. 

О 1 1 1 1 2 2 3 3 3 

Поступив* по изложенному правилу, получаемъ рядъ указателей 

0 0 1 1 2 1 2 3 3 4. 

Каждый изъ членовъ ряда (11) показываете, сколько для соотввству-
ющей ему Функщй можно искать корней между пределами а и Ъ. Такъ 
въ нашем* примере: 5 ^ = 4 есть число корней, назначаемых* пределами 
a-ab для f{x); o ,

w _ I = 3 открывает* въ f'(x) три корня, изъ которых* 
один* действительный; *? т _ а =:3 указывает* на шри корня f"(x)\ и т . д. 

Изъ произхождешя указателей ( i l ) легко замьтить, что каж
дый изъ нихъ разнится ошъ смежныхъ или 0 , или 4-1, или — 1 ; ш. е. 
если ô̂ . есть одинъ изъ членовъ ряда ( i l ) , т о членъ, за нимъ следую» 
щш, будетъ или Ьр или Ьг 4 -1 , или S,—1. Это объясняется следующим* 
образомъ : 

Пусть будешъ А число перемен* въ ряду [а] до / т ~ * , a А—число пе
ременъ въ ряду [5] до той же Функцш; т о А—А— 9 - , Знакъ /т-г~^ с ъ 

знаком* Ут~1въ ряду [а] могутъ составлять, или повтореше, или пере
мену; въ первомъ случае число перемен* до У " 1 - i ~ 1 будет* А, т о же, 
ч т о и др/т~г, а во втором* случае оно будет* Ä4-1. По той же при-
чине, число перемен* въ ряду Щ до f"!~i~* будетъ или h или #4-1 . 
Следовательно , 9ц-г , указатель fm—i~x будетъ, или А — к — 9 { , или 
A—(/M-l)="f,-~-l, или Ä 4 - 1 — А = # 4 - 1 , ил» наконецъ (A4-l)-{A4-l)=t* r 

§ \\Чг. Когда последит указатель 9 есть 0, тогда пределы а и b не 
открываютъ ни одного корня въ уравненш f (х)—о. îlo если А в д =1, шо 
уравнение f (&)=о имеешь одинъ действительный корень между а и Ъ, 
и не более одного. Въ этомъ случае указатель 9т_х можетъ быть, или 
0, или 1, или 2; ежели он* = 1 , т о / ' ( х ) имеетъ также одинъ дейст
вительный корень между а и Ъ. Эгаогаъ корень не уничтожаешь f (ос); 
потому что тогда ур. f(x)—o имело бы два равныхъ корня между пре
делами а и Ъ, и указатель 9 быль бы по крайней мере 2; но по по
ложению о н ъ = 1 . И такъ корень, назначаемый пределами а и b для f(x) 
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не равенъ корню, назначаемому ПТБМИ же пределами для f\x). À потому, 
стесняя пределы а и h т а к ъ , ч т о б ы между ими всегда заключался ко
рень f{pc)=o, мы необходимо доёдемъ до т а к и х ъ à и Ъ', которые не 
будутъ заключать корня f\x), т. . е, для которыхъ указатель 8т_г 

будетъ = о. 
Когда Sjn—±, а Ът_г-=2, тогда уравнеше f\xJ=.o имеешь, или два 

действительныхъ корня между а и Ь, или два мнимыхъ корня; если 
корни действительные, т о ни одинъ изъ нихъ не можешъ удовлетво
р я т ь ур. f(jc)=o; пошому, ч т о шогда э т о уравнеше имело бы между 
пределами а и Ъ по крайней мере два равныхъ корня, а пошому 5" не 
быль б ы = 1 . 

И т а к ъ если 8пг=.\, а S _гт=± или 2; шо, стесняя пределы а и Ъ, 
можно всегда дойти до шакихъ двухъ пределовъ а и Ь, чшо для нихъ 
* =©, ' 

§ Положимъ теперь, чшо .8 есшь 2 или >2; въ гаакомъ только 
случае нужно правило для распознания деисшвительныхъ о т ъ мнимыхъ 
корней. 

Составивши рядъ указателей ( i l ) , станемъ ихъ пробегать справа на
лево, и остановимся на первомъ указашеле=1. П у с т ь э т о т ъ указатйяь бу
дешь 8т_п; онъ показываешь, чшо / " ( # ) имеешь одинъ действительный 
корень между а и Ъ,. Указатель Ьт_п+ г , е т о я щ ш по правую сторону 
£ Т Т > _ И , по сказанному выше, буду Ш Ъ ИЛИ О m—п, ИЛИ От п 1, ИЛИ О , ri~ ь 1, 
т . е. или 1, или 0 , или 2 . Онъ не можетъ б ы т ь — 1 ; пошому чшо, 
шогда ^т_п не былъ бы первый указатель, равный единице. Нельзя т а к 
же положить, чшо 8т_п+_х^=ю; пошому чшо шогда указатель 8т_п_^_х, 
переходя о т ъ О до 8т-^= или > 2 , и, изменяясь постепенно единицею, не
обходимо сделается— 1; следовательно между ©V—п±х и 8т будетъ ука-
з а т е л ь = 1 . И т а к ъ Sm n + _ z необходимо есть 2 , га. е., (идя справа вле
во) тазатеяъ, предшествующа* первому указателю, равному едшшцтъ, 
есть 2. Указатель 8т_п_Т можетъ б ы т ь или 0 , или 1 , или 2 . Если 
онъ не есть 0; т о , по предъид. §, стесняя пределы а и Ъ, мы всегда 
можемъ его с д ь л а т ь = 0 . Пусть пределы а и Ъ' заключаются въ преде-
лахъ а и Ъ, и положимъ, ч т о для нихъ указатели 8т_п_г и 8т_„ с у т ь 
0 и 1. Промежутокъ пределовъ а. и В разделится на т р и следующее : 
ошъ а до а', отъ о' до о' и о т ъ Ъ' до Ъ. Такъ какъ корень назначае
мый указателем* 8т_п, находится между пределами а! и Ь'; т о проме
ж у т к и (а, а ) и [Vу S) не о т к р ы в а ю т * ни одного корня въ fn{&), а пошо
му указатель 8„,_п для э т и х ъ промежутковъ будешъ О; следовательно 
первый указатель, равный единице, въ промежуткахъ (а , а) и Ь), 
будет* правее, нежели 8т_п. 
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Для промежутка (а , £'), первый указатель справа равный 1, можетъ или 
о п я т ь с т о я т ь подъ fn, или б ы т ь ближе къ f; въ первомъ случав онъ 
б у д е т ъ н а х о д и т ь с я между указателями 0 и 2; т а к ъ , чшо указатели, 
с т о л и ц е подъ Функциями, 

fn fn-г 

б у д у ш ъ 

Съ промежутками (а, -о), (а, В') я(Ь', В) поступаемъ такъ же, какъ и 
съ (а, В), и т . д . Ясно, что. мы .наконецъ будемъ иметь только два рода 
промежутковъ: i ) т е , для которыхъ первый указатель, справа равный 
•единице, с т о и т е подъУ, и 2) т е , для которыхъ первый указатель справа, 
равный е д и н и ц е с т о и т е м е ж д у 0 и 2 . Перваго рода промежутки от
д е л я ю т * корни уравнешя f{x)=o, а вторые назначаюте для этого 
уравнешя более одного корня, и потому шребуютъ правила для распоз
нания действительных* корней, о т ъ мнимыхъ. 

Пусть промежуток* пределов* а и В такого рода, ч т о въ^ряду ука
зателей , ему соответствующем* , первый указатель справа, равный 
единице, стоишь поде / " между указателями 0 и 2 ; т а к ъ , ч т о трем* 
функщямъ 

с о о т в е т с т в у ю т * указатели 

0 1 2 

щ. е. предьлы а и Ъ не открываюте ни одного корня ве fn ¥ г(х), за
ключают* одинъ действительный корень fn(x), и назначаютъ два кор
ня для f"~ г(я), которые могутъ б ы т ь или действительные или мни
мые. Ясно, ч т о знаки трехъ разсматриваемыхъ нами Функцш въ рядах* 
[а] и [В] будутъ 

i J или или 
[В] 4- 4- •+• — — 

Следовательно къ тремъ Функщямъ / п + fn{pc) f"~l(x) и къ преде
лам* а и Ъ можно приложить правило g 1 1 1 , по которому узнаемъ будутъ 
ли два корня уравн. fn~T(^x)z=zxi действительные или мнимые. Если они 
действительные; т о они будутъ отделены, и промежуток* пределов* 

29 
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а и Ъ разделится на два другихъ, для которыхъ первый указатель, 
справа равный единице, будетъ правее нежели / п . 

Но если корни f п~'(х), въ промежутке пределовъ а и Ь, мнимые; т о 
каждая изъ Функщй 

fn~%x), f "-*{*),.... f'(x), fix), 

въ шомъ же промежутке, будетъ иметь т а к ж е два мнимыхъ корня. Въ 
самомъ деле: корни У " - ' ( а ; ) ошъ того мнимые, ч т о между а и b су
ществуешь такое количество у, которое уничтожаешь / л ( . г ) , и даешь 
для fn~i~1ix) ufn~I{x) результаты съ одинакими знаками; составивши, 
по § 1 0 7 , ряды [<у] и [>у], въ первомъ ряду будетъ двумя переменами 
больше прошивъ вшораго; следовательно рядъ [яг], при переходе х чрезъ ве
личины безконечно-близтя къ у, теряешь две перемены; т о же самое для 
рядовъ, происходящих* о т ъ последовашельнаго опущетя знаковъ, соош-
вешсшвующихъ f (x), f'{x), f"(x), *(х). А пошому все э т и *ун-
ц ш для безконечно-малаго промежутка у—А и y-\-h, и для пределовъ 
а и Ъ, имеюшъ по два мнимыхъ корня. И т а к ъ каждый изъ указате
лей Функщй 

fn-\x), fn~*ix), f'ix), f'{x), f{x) 

заключаешь въ себе число 2 , указатель мнимыхъ корней въ уравнешяхъ: 

fn-Iix)^=o, / я - 9 ( л г ) = о , f"{x)=o, f'(x)=o, f(x)=o. 

Отнявши 2 ошъ каждаго изъ указателей, сшоящихъ по правую сто
рону fn, о с т а т к и будушъ показывать (не зависимо ошъ 2-хъ мнимыхъ 
корней)^ сколько можно еще и с к а т ь корней для соответствующих* имъ 
Ф у н к щ й . Ноказашель fn~1 будешь тогда уже 0, а потому первый ука
затель справа, равный единице, будешъ ближе къ f, нежели прежде. 

Изъ сказаннаго въ эшомъ § и въ предъидущемъ заключаемъ, ч т о во 
всякомъ случае, будушъ ли корни, назначаемые пределами a vi b для 

fn~Iix), действительные или мнимые, можно рядъ указателей проме
ж у т к а (а, Ъ) заменишь другими рядами указателей, въ которыхъ пер
вый указатель справа, равный единице, будешъ ближе къ f. Прилагая э т о 
къ каждому изъ рядовъ указателей, вновь получаемыхъ, мы необходимо 
дойдемъ до шакихъ рядовъ, въ которыхъ последтй указатель Ьт будешъ 
или о или 1. И пошому корни даннаго уравнешя f{x) будутъ совершен
но отделены. 

§ 116. Приложимъ это правило вопервыхъ къ уравненпо 

X*—Zx'*—MX>+95X*--iSx~ 101—О-
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f \ f"> / " , / ' , 

W -+-
120 

-+-
156 

-+-
50 

•4-
65 

0 0 1 г 2 3 
[10] + 

120 
-+-

1128 
-+-

51Î6 
•+• 

15150 
-4-

32654 
-4-

5*939, 

для к о т о р ы х ъ рядъ у к а з а т е л е й е с т ь 0 0 1 2 2 3, и подъ каждым* зна
к о м * с т о и т * р е з у л ь т а т ъ , ему с о о т в е т с т в у ю щ ш . 

Первый у к а з а т е л ь съ правой руки равный е д и н и ц е , соответствуетъ 
J~"\x)\ он* с т о и т * между указателями 0 и 2 , а п о т о м у къ ф у н к щ я м ъ 
f"(x),f'"(X') vif"(x) должно п р и л о ж и т ь правило § 1 1 1 . Взявши ч а с т н ы я 

30 1 5 1 5 0 
и , н а х о д и м * , ч т о ихъ сумма меньше разности пределов* 156 5 1 3 6 

1 0 — 1 = 9 ; СЛЕД . пределы 1 и 10 недовольно близки, чтобы открыть 
с в о й с т в о корней. Прежде , нежели с т а н е м * сближать пределы, посмо. 
т р и м ъ , не и м е ю т * ли Функщй f'"(x) и f"(x) общаго делителя? Э т о т * 
д е л и т е л ь не с у щ е с т в у е т * , а потому вставляемъ въ рядъ Функцш 
/ У(х) f{x) вместо х число среднее между 1 и 10; взявши для того 
2, получаемъ рядъ знаков* 

f \ x \ / • ' (*) , / '"(*) , / » , ' / ' (*) , f(x) 

[2] -4- -4- — — -4- — 
1-20 163 48 82 30 21, 

въ к о т о р о м * с т о л ь к о же переменъ, сколько и в* ряду [i], а потому ур. 
f(x)~o не имеет* ни одного корня между [ l ] и [2]; и т а к ъ можно искать 
3 корня въ промежутке (2, 10). Составивши рядъ указателей для 
этого промежутка, имеем* 

/'(*), f,r(x), f"(x), f"(x), /'(*) /(*) 

£2] -4- -4- — — -4- — 

0 0 1 1 2 3 

[Ю] -4- -4- -4- -4- 4- -4-, 

где первый указатель, справа равный единице, находится уже п о д ъ / " ( л ) 
а не под* /"'(х). Указатель последней Ф у н к ц ш есть 1; чтобы его сде-

29* 

Въ § 108 п р и м . 1-й м ы видели, ч т о пределы 1 и Ю о т к р ы в а ю т * 3 корня, 
изъ которыхъ одинъ необходимо д е й с т в и т е л ь н ы й . Ч т о б ы с у д и т ь о свой-
с ш в е о с т а л ь н ы х * д в у х ъ корней, беремъ ряды : 
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лагаь нулем*, мы ешвсняемъ пределы 2 и 1 0 ; для того вставляем* 3 вмъ" 
с т о х, и получаем* рядъ знаков* 

fv(x), Л\х), f"\x), f\x), f'{x) f(x) 

[3] 4- + 4 - — — — 
120 288 180 26 43 32, 

въ Еошоромъ двумя переменами меньше пронгавъ ряда [ 2 ] , а одной пере-
MIHOS больше прошив* ряда [10] . След. из* шрехъ корней, назначаемыхъ 
пределами а и Ь, один* корень действительный и заключается между 3 и 
1 0 ; npo4ie же два должно искать 2 и 3 . Составивши для эшихъ предъловъ 
рядъ указателей, находимъ 

f\x), f"(x), f"\x)f f'Xx),f\x), f(x), 

4 4- — — 4-
«20 168 48 82 30 21 

0 0 1 0 1 2 

f 
120 

4-
' 188 

4-
180 26 43 32. 

И 

и 
Откуда вйдимъ, что 'первый указатель, справа равный единице, соответг 
ствуешъ f'(x) и сшоитъ между 0 и 2 , а пошому къ Функцтямъ f (х), 
f'{x),J{x) должно приложить правило § 1 1 1 . Взявши часганыя 

— f(2) _ 21 / ( 3 ) _ 3 2 

f{2) ~ 3 0 ' f\Z) ~~ 4 3 ' 

21 32 „ 
находимъ, ч т о сумма ихъ — 4- — больше 3 — 2 = 1 ; след. корни ур. 

30 43 " 
J(x)-j=zot назначаемые пределами 2 и 3 , мнимые. 
Такимъ образомъ корни уравнешя, предложеннаго въ 1-мъ примере, совер
шенно отделены. 

1 ) Въ промежутке [ — 1 0 ] и [ — 1 ] заключается одинъ действительный 
корень. 

2) Другой находится между пределами — 1 и 0 . 
3) Пределы 0 и 1 , 1 и 2 не открываюшъ въ ур . ни одного корня. 
*) Пределы 2 и 3 о т к р ы в а ю т * два мнимыхъ корня. 
5) Наконецъ п я т ы й корень действительный заключается между 3 и 10. 
§ 117. Откроем* свойство 2-х* корней, назначаемыхъ пределами 1 и 10 

д л я уравнешя 
X^—ix*—3*4-23=0 (прим. 2-й. ) 
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Р я д ъ у к а з а т е л е й для э т и х ъ пределов* б у д е т ъ 

у » , r i x ) , . / » , / ' ( * ) /(x) 

[>±] 4- 4- — — н-
0 0 1 1 2 

[ lO] 4- 4- 4- 4- 4-; 

первый у к а з а т е л ь еъ'правой р у к и , равный единиц*, с т о и т ь между указа
т е л я м и 1 и 2 , с о о т в е т с т в у ю щ и м и Функщямъ f"(x), f(x). Чтобы сде
л а т ь нулемъ у к а з а т е л ь подъ f"{x), в с т а в и м ъ въ рядъ Функщй вместо х 
число среднее м е ж д у 1 и 1 0 ; взявши для т о г о Z, и м е е м * рядъ 

/ ' v » , f'"(*l f\x)> SI*), fix) 
[2] 4 - 4 - — 4 

24 24 0 19 1, 

въ к о т о р о м * У ' ( 2 ) = 0 , а п о т о м у с о с т а в л я е м * , п о § 1 0 7 , ряды [ < 2 ] и , 
[ > 2 ] . Р я д ы [.<2] и [>l] и м е ю т ъ одинаков число переменъ; след. искомые 
два корня должно и с к а т ь въ п р о м е ж у т к е пределов* (>2, Ю). Ряды, 
с о о т в е т с т в у ю щ е е э т и м ъ пределам*, с у т ь 

/"(*), / » » f ( * ) 
[>*] 

[ 1 0 ] 

рядъ у к а з а т е л е й 

п о к а з ы в а е ш ь , ч ш о къ Функщямъ f'\x), f'[x) и f{x) должно при-
f (%) / ( 1 0 ) 1 5 9 9 3 

л о ж и т ь правило ^ 1 1 1 . С у м м а — ; •+• --.)—{ = — 4- меньше раз-
^ 0 3 f\%) J(i0) 1 9 2 7 9 7 

н о с т и 1 0 — 2 , а потому Пределы 2 и 1 0 еще не довольно близки. Такъ 
,какъУ(х) и f'(x) не и м е ю т * общаго д е л и т е л я ; т о в с т а в л я е м * въ f(x) 

число среднее между 2 и 1 0 , а именно: 3 ; р е з у л ь т а т ъ J~(z)=i— 1 3 } 

о т р и ц а т е л ь н ы й , м е ж д у т е м * какъ f{%) и У(ю) — п о л о ж и т е л ь н ы е , а 
п о т о м у у р . J~(x)=o и м е е т * Два д е й с т в и т е л ь н ы х * корня м е ж д у 1 и 1 0 : 
одинъ м е ж д у 2 и 3 , другой м е ж д у 3 и 1 0 . След. у р . х1*—4х*—3x-f-23=o 
имеем* два корня м н и м ы х ъ и два корня д е й с ш в и т е л ь н ы х ъ . 

4 - " 4- 4 - — 4-
8* 24 0 19 1 
0 0 0 1 2 

4- 4- 4 - 4 - 4-
24 216 •960 2791 599S; 

0 0 0 1 2 
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g IIS. И т а к ъ способъ фурье для отдълетя действительныхъ корней 
сосшоитъ изъ слъдующаго правила : 

Поданному уравнению f(x)=o составляемъ известным* образомъ m—i 
производных* Функцш о т ъ f (х); о т ъ того мы б у д е м ъ иметь рядъ Функщй 

(i) fm(x), fm~*{x), fm->(x),....f"(x), /'(*), /(*), 

куда вместо х вставляемъ десягаичныя числа 

— 1 , — 1 0 , - 1 0 0 , - 1 0 0 0 , . . . . 
0 , 

+ 1 , + 1 0 , + 1 0 0 , + 1 0 0 0 , . . . , 

начиная съ нуля до т ъ х ъ поръ, какъ дойдемъ до двухъ чиселъ —V и I, 
изъ которыхъ первое даешъ въ ряду знаковъ результатов* шолько пе
ремены, а ьшорое только повшорешя. Такимъ образомъ мы узнаемъ де
сятичные пределы действительных* корней, или число цыФръ, выра
жающих* целы я ч а с т и эшихъ корней. 

Сравнивая ряды знаковъ [а] и [6], соответствующее каждымъ 
двум* последовательным* десятичным* пределам* а и Ъ, счишаемъ въ 
каждомъ чис-ю перемен*, начиная съ fm до f, и, по правилу g 113, со
ставляемъ ряд* указателей 

0, S j , 5 2 , S s , Ьт, 

Когда последнга указатель bm равенъ пулю, тогда пределы^ а и Ь не 
открываютъ ни одного корня въ уравненш/ ( . г )=о . Е с л и о ^ г ^ , шо меж
ду а и Ъ заключается одинъ действительный корень. Остальные корни 
даннаго уравнешя о т к р ы в а ю т с я пределами, для которыхъ Ьт ест* 2 
или > 2 , 

Когда а или Ъ у н и ч т о ж а ю т * одну или несколько изъ Функцш ( l ) ; 
шогда пользуемся правилом* двойного знака, (см. § 1 П ) . 

Взявши пределы а и 6, для которыхъ Sm есшь 2 или > 2 , пробегаемъ 
рядъ указателей справа налево, и останавливаемся на первомъ указателе, 
равнымъ единице. По правую его сторону будешь с т о я т ь 2 , а по левую 
или 0 , или 1, или 2; въ последнихъ двухъ случаяхъ должно с т е с н я т ь пре
делы а и 5, вставляя числа средшя между ними; шакимъ образомъ мы 
досшигнемъ новыхъ пределовъ, для которыхъ Ът будетъ 0 или 1 , либо 
первый указатель справа, равный единице, будешъ с т о я т ь между 0 и 2-

л Ежели первый указатель справа, равный единице, стоишь между 0 и 2; 
т о должно пользоваться правиломъ для распознашя мнимыхъ корней. 

Пусть шремъ Ф у н к щ я м ъ 

fn+*{x),f\x),fn-4x) 
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с о о т в е т с т в у ю т * указатели 

О 1 2; 

т о , взявши результаты 

составляем* частныя 

fn-\a) /"- ' (*) С 
и сравниваем* ихъ съ разностью Ъ—а, при чем* пользуемся правилом* 
§ i l l , по которому узнаем*, будут* ли корни уравнешя У""" 1 (л;), назначае
мые пределами а и Б, или действительные неравные, или действительные 
равные, или мнимые. 

Когда корни действительные; тогда они будушъ отделены. После того 
переходим* къ другим* пределам*, для которыхъ 8т не есть 0 или 1. 

Но если два корня fn~T(х) мнимые, т о въ ряду указателей, начиная 
съ 8 ^ п + 1 до 8гп, отнимаем* о т ъ каждаго указателя по две единицы; 
чрез* т о будемъ иметь для т е х * же пределов* новый рядъ указателей, въ 
котором* первый указатель справа, равный единице, будешъ ближе къ 8^. 

Наконецъ если корни ур. j"n~x(x)=o равные; т о по известному 
способу смошримъ, будетъ ли этошъ кратный корень удовлетворять 
всем* уравнешямь 

/ " - 2 ( # ) = о , / Л - - ( д : ) = о > . . . . f"(x)=o,f'{x)=o, f{x)=o. 

Когда э т о случится, тогда f(jc) имеет* равные корни между а и i . Въ 
противном* случае, обстоятельства будутъ т е же, ч т о и для мнимыхъ 
корней у p. J~n~~l(x)=o: шогда должно о т ъ каждаго изъ указателей 

Ът-п +-i> 8m_n+,,....8„t_x, 8т 

о т н я т ь по две единице, и къ новому ряду указателей, если нужно, при
лагать предъидущее правило. 

Э т и дейсшв1Я всегда насъ приведутъ къ пределамъ, для которыхъ Ьт 

будешъ или 0 или i . А пошому все действительные корни даннаго 
уравнешя будутъ совершенно отделены. "~ 

Следуюпце примеры пояснять э т о общее правило. 
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Примтъръ I. 

Возьмемъ уравнеше 

: г 5 + - с 1 + # 3 — 2 x f - t - 2 x — 1 = о ; 

составивши Ф у н к ц ш 

f (х)-=х&-+х'*+хъ — 2х*+2х—1 

/ '(x)=5x'i+ix*+Zx,—2x-+2 

f"(x)—20xs+12x*+5x—2 

f'"(x)=e0x2+2ix-hZ 

f,\xy=12QX+2i 

f\x)—±2Q, 

вставляемъ въ н и х ъ вместо х числа о, { (: о т ъ того 
+ 1 0 , . . . . j 

чаемъ таблицу знаковъ 

/ 
•+• 

96 
+ 

42 18 
+ 
10 2 

0 1 2 2 2 2 
[0] + + + 

в 4 
+ 
2 1 

0 0 0 1 1 3 
+ H-

1*4 
+ 
99 

+ 
56 

+ 
10 

"+-, 
2 

въ которой результаты написаны подъ знаками, имъ соответствую
щими, и для каждыхъ двухъ рядовъ составлен* по § 113 рядъ указате
лей. Э т а таблица показываешь: 

1) Ч т о все корни должно искать въ промежутке ошъ — 1 до + 1 ; по
т о м у ч т о въ ряду [—l] только перемены, а въ ряду [ + l ] только по
вторение 

2) Пределы —1 и Ö о т к р ы в а ю т ъ два корня, пошому чшо для нихъ 
последшй указатель есть 2 . Пробегая рядъ указателей справа на ле
во, находимъ, ч т о первым указатель 1 с т о и т ь п о д ъ / Т , а потому 
къ функщямъ fs flY и / '" ' -должно прилагать правило § 1 1 1 . Взяв-. 
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— 4- — 4- — 
4- 4- _ 

S6 9 S S I S 8 » 
"ff I Б S 3 

1 2 2 2 2 
4- 4- 4 - 4 - 4-, [0] 

Промежутоке пределовъ — i и —0,5 не открываешь ни одного корня ; 
потому ч т о ряды [—i] и [—0,5] имеютъ одинаков число переменъ. Для 
другаго промежутка пределов* рядъ указателей есть 012222, и пер
вый указатель справа, равный единице, с т о и т ь между 0 и 2 , а потому 
прилагаем* сюда правило § i l l . Такъ какъ 

/ ( - 0 , 5 ) / ( 0 ) _ 9 6 _ , 

т о корни, назначаемые пределами — I и О, мнимые. 
Остается теперь разсмотреть промежуток* пределовъ 0 и 4-1. Въ 

ряду указателей , ему соответствующемъ, первый указатель 1 справа 
с т о и т * между 0 и 2 , а пошому къ Ф у н к щ я м ъ / " (x), / {х)} f'(x) при-
лагаемъ правило § i l l . 

— / ' ( 0 ) / ' ( D t e 

Сумма частныхъ ~ / " ( п ) ~ * и f77(i~y=T'* 
30 

_ / ' . " ( — i ) 42 ' /" ' (0 ) 6 
таи частныя ^ ^ — ^ и = — . , сравнивает, ихъ съ 

разностью 0—( — Такъ какъ 

42 6 

т о пределы —i и, 0 не довольно близки, чтобы, съ перваго раза узнать, 
б у д у т ъ ли искомые два корня действительные или мнимые, а потому 
должно с т е с н я т ь пределы. Но прежде, нежели станем* вставлять вме
с т о х число среднее между —i и 0, посмотримъ, не и м е е т * ли f"'(x)=o 
равныхъ корней между этими пределами. Такъ какъ 

f"'(x)=$0x*+2iX+Q и / " = 1 2 0 ^ + 2 4 

не и м е ю т ъ общимъ делителсмъ Ф у н к щ ю х; т о f"{x) не можетъ 
и м е т ь равныхъ корней. 

Вставивши въ рядъ Функщй число среднее между —1 и О, а именно 
— 0 , 5 , имеемъ таблицу 

[ - 1 ] 
[ - 0 , 5 ] + 



f У" / ' f 

-V-
24 6 4 

4-
2 1 

0 0 0 1 2 2 

н- -H 
84 

-+-
35 

Hh 
Э , 
"ïr 

4 -

TT 
» 

-f- -V -f-

23 H-

меньше р а з н о с т и i—0 = i ; с л е д о в а т е л ь н о п р е д е л ы не довольно б л и з к и , 
ч т о б ы съ перваго раза о т к р ы т ь с в о й с т в о к о р н е й . - Ф у н к щ й 

f\x) = 5xi+ixs+Zx2 — 4x^2 и / ( ^ ) = 2 0 л 3 + 1 2 ^ ' + 6 x 4 - 4 

не и м ъ ю т ъ общаго д е л и т е л я , а п о ш о м у м ы м о ж е м ъ п р и с т у п и ш ь къ 
с б л и ж е ш ю пределовъ О и - h i . 

В с т а в и в ш и 0 , 5 в м е с т о х, и м е е м ъ с л е д у ю щ у ю ш а б л и п у 

[О] 

[ 0 , 5 ] 

M 
которая показываешъ, ч ш о одинъ д е й с т в и т е л ь н ы й корень з а к л ю ч а е т с я 
между пределами 0 ,5 и 1 . Другге два предела н а з н а ч а ю т ъ два корня, и 
для нихъ первый у к а з а т е л ь 1 , справа, с т о и т ь м е ж д у 0 и 2 подъ f " . Такъ 
какъ 

У Y О) / Г ( 0 , 5 ) 
/ " ( 0 ) / " ( 0 , 5 ) — * ^ х т - я > 0 . 5 . 

т о э т и корни м н и м ы е . О т н я в ш и 2 о т ъ к а ж д а г о у к а з а т е л я , начиная съ 
/ до / имеемъ новый, рядъ у к а з а т е л е й 0 0 0 1 0 0 . И т а к ъ данное уравне
ше имеешь одинъ шолько д е й с т в и т е л ь н ы й корень , к о т о р ы й заклю
чается между 0 ,5 и 1 , а остальные четыре корня мнимые. i 

Ырьишърь II. 
Отделимъ корни уравненш 

х ь —12^7+58дгв—154#5+244^--218#а+75,г2— х—1=0,' 

найденнаго въ § 5 9 . Д л я него и м е е м ъ рядъ Ф у н к щ й 

/(х^х*—±2х7 +58Х* — ±54xs +2iix,J-—2±§х*+-1$х*—X—1 
/'{x^Sx1—Sixe+M8xs — n0xt~+-916xi~ вэ4х2~+-150х— 1 
/ " ( a : ) = 2 ( 2 8 j ; 6 — 2Ь2х5+8'10х^—1540#34-1464,£2—654#4-T5) 
f"\x) — 12\2Sx!i — 2 1 0 ^ 4 - + - 5 8 0 ^ 5 — T70 ,Z 2 4-488 . r—109-) 
/™{х)~Щ ЗоХ* —210x3-hi35x*—385#4-122) 

, f [x)=±Q8Q(4xs—i8x"-^-25x—11) 
/ " ( г ) = 1 6 8 0 ( 1 2 д : 2 — 3 6 ^ 4 - 2 5 ) 
/ i n ( a r ) = 2 0 1 6 0 f 2x—3) 
/ v n , ( * ) = 2 0 1 6 0 . 2 , 
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0 0 0 0 0 0 0 1 
_ + — - + - — - + - — — 

0 0 0 1 1 1 2 2 

[ - 1 ] 

0 
[0] 

0 

[Ч-I] -Ь — _ - _ -H — — — 

О 1 2 3 3 4 5 5 5 
[+10] -t- 4- 4- •+ + + - + - + -+-. 

Пределы —1 и 0 заключают* .один* действительный корень. Для 
пределов* о и н-1 рядъ указателей есть 0 0 0 0 1 1 1 2 2 ; въ немъ 
краЙЕпй указатель 2 показывает* на 2 корня даннаго уравнешя, кото , 
рыхъ свойство должно о т к р ы т ь ; первый указатель 1, справа, не с т о и т * 
между 0 и 2, а потому нельзя еще прилагать сюда правило § 111: мы 
должны сблизить пределы 0 и 1. Положив* л г = 0 , 5 , Ф у н к щ я / ( ж ) обра
т и т с я въ положительное количество ~ ; следовательно данное уравнеше 
и м е е т * два действительных* корня между О и 1: одинъ изъ нихъ за
ключается между 0 и 0 ,5 , а другой между 0,5 и 1. 

Остальные 5 корней даннаго уравнетя назначаются пределами 4-1 и 
+ 1 0 , для к о т о р ы х * рядъ указателей есть 0 1 2 3 3 4 5 5 5 ; здесь 
первый указатель справа, равный единице, сшоигаъ между 0 и 2 подъ 
У П 1 , а потому къ Функщямъ f У"\х), f"n(x) fy\x) должно приложить 
правило § 111. Но заметим*, ч т о У у "(|-)=0 nf'\~) отрицательное ко
личество , следовательно два корня f\x) , назначаемые пределами 
0 и 10 , действительные. 

Вставивши ^ вместо х во все проч1я Функцш, имеем* ряд* знаковъ 

[Î] + О 4- , 

который, по § ЮТ, должно заменить рядами и [>|]. Ряды 

(4-1] 4 - — 4- — — 4- — — — 
0 0 1 2 2 3 3 2 2 

[<3 + + — 
о т к р ы в а ю т * въ данномъ уравненш два корни; въ ряду указателей первый 
указатель, 1 , справа, с т о и т ъ между 0 и 2; прилагая сюда правили § 1 1 1 , 
находим* 

30-

по кошорымъ составляем* таблицу знаковъ 

/vni j vu / v , f4 f„ fn, f„ f f 
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/ T I ( i j + / V Y J ) ~Тш) + 3600 > г ' 

а пошому два корня даннаго уравнешя, назначаемые пределами О и. ~, 
мнимые. Ряды 

[>;] + + + - -
О 0 1 1 1 1 2 3 3 

[lo] -t- -i- -н 4- -i- 4- + м- 4-

даюшъ ряд* указателей Т въ котором* первый указатель справа не 
егаоишъ между 0> и 2 , а пошому промежушокъ пределовъ j и 10 долж
но подразделишь. Положивъ имеемъ рядъ знаковъ 

[2] — — — —у 

та котором* одной переменой больше противъ ряда [1'0>]; следовательно 
данное уравнеше имветъ одинъ дейсшвительный корень между 2 и Ю. 
Остальные 2 корня должно иекашь между пределами ~ и 2-, для к о т о 
рых* имеемъ ряды 

[>ij -f- -f- — — _ . — -f- _ 

O O I O O 0 1 2 2 ; 
[2] 4 - 4 - 4- — — — — — — . 

Здесь первый указатель справа т равный единице, с н ю н т ъ между О и 2 
подъ f", а пошому къ Функщямъ j"'{jx), f'\x), f'{x) должно приложить 
правило §, t i t . Такъ какъ 

/ " ( i ) /"(2) , 2 * i 9 132 ^ vi 

т о корни даннаго уравнешя, назначаемые пределами f и 2, мнимые. 
И шакъ данное уравнеше имеешъ 4 деисшвительныхъ корня, кото

рыхъ частные пределы последовательно с у т ь : 

( - 1 * 0 ) , (0,1), (i,l)> (2,10); 

остальные 4 корня мнимые. 

Ирммтръ III. 

Возьмемъ еще уравнеше 

х'—12a;84-60#I4-i23£',4-45&7.a:—89012=0. 
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/" / 
[ - 1 0 ] 4 — 4 - — 4- — 4 -

1-1] -к — 4- — 4 s- — — 
4- — 4-

4-
4 - 4- — 

[*] -f-
120 

4-
360 

4- 4 - 4- —-

0 1 2 2 2 2 

[ю-] 4 - -+-
5760 

4-
25040 

4- 4- 4 - , 

Пределы — 1 0 и .—1 заключают* одинъ действительный корень даннаго 
уравнешя. Безконечномалый промежуток* < 0 и > 0 открываешь въ дан
номъ уравнетй два мнимыхъ корня. Ряды [—1] и [ < 0 ] , [>о] и [i] не 
открываюшъ ни одного корня. Наконецъ для пределовъ [1] и [ ю ] имеемъ 
рядъ указателей 

О i 2 2 2 5, 

въ котором* первый указатель 1 , справа, стоить между О н 2 подъ/*, 

а потому къ Ф у н к щ я м ъ fy\x),fy{x)jf"(x) должно приложить пра
вило § 111^ Такъ какъ 

_ / ' * ( * ) + / , V ( 1 0 ) _ 3&0 2504О 
f v ( ï ) + / у ( 1 0 ) ~ 720 + 5760 

т о пределы 1 и 10 недовольно близки, чтобы съ перваго раза открыть 

Вставляя въ функцш 

/(х)=1х«— 12я54430д̂ -+-123дг*4-4567.г— 89012 
/'(х)~вХ* — 60я*-1-240л;5+246лН-456-7 
/"(.£) = ЗОЯ1—240х8+720а;*-4-246. 
У '%z)==120.rs—720tfa-4-1440:c 
/Iv(ar)=:36 Ох2—i 440Д-+-1 440-
/ ¥(д;)=:720л>--1440 
/ v , ( a ; ) = 7 2 0 

{—1,—10,...J 

вместо д: числа о, < > , результаты даютъ следующую ma* 
(4-1,4-10,....-) 

блицу знаковъ 
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свойство корней. Прежде, нежели начнемъ сближение пределов*, поищем* 
общаго большаго делителя Ф у н к щ й 

f'\x)—ZQOX2—1440дм-1440 и fy(xp= 120Х—1440. 

Э т о т ъ делитель существуешь, онъ zx^x—2 и имеет* корнемъ 2 , 
число заключающееся между пределами 1 и 10 . Такъ какъ Функцш 

У"'(л:), У "(ж), У'(л:), У(аг) не делятся нал?—2; т о , по § 1 1 1 , заключаем*, 
ч т о два изъ корней даннаго уравнешя, назначаемых* пределами 1 и 10, 
мнимые. А потому о т ъ п я т и крайних* указателей (справа) отнимаем* 
по 2 ; новый рядъ указателей О 1 0 0 0 Q 1 показывает*, ч т о данное 
уравнеше имеет* один* шолько действительный корень между 1 и Ю. 
И т а к * отделение корней даннаго уравнешя кончено: данное уравнеше 
имеет* только два действительных* корня, одинъ заключается между 
— 1 0 и 1, а другой между 1 и 10-

§ 119. Единственный упрек* , который можно сделать способу 
фуръе отделешя корней, состоит* в* т о м * , ч т о когда два предела 
а и 5 о т к р ы в а ю т * въ f [х) два корня, и не довольно близки чтобы 
съ разу о т к р ы т ь свойство этихъ корней ; тогда сближеше э т и х * пре-
деловтГ-въ. некоторых* случаяхъ бываетъ продолжительно. А потому 
фуръе не довольствовался правилом*, данным* въ § 111; онъ дал* другхе 
признаки для распознание свойств* корней. Вот* одинъ из* нихъ, ко
торый очень часто можно употреблять с* выгодою. 

§ 120. Пусть указатели шрехъ Функщй 

f"(x), f\x), /(*) 

для двухъ пределовъ а я b соответственно будут* 

0 1 2 . 

Функщя /'(•#) имеет* одинъ действительный корень между этими пре
делами, который означимъ чрезъ у. Въ § 111 мы видели"; ч т о когда у 
не есть корень f (х); то f (х) при х=у и м е е т * одинакой или против
ный знакъ съ f(ii) и / ( £ ) , смотря по тому, будутъ ли корни f(x), 
назначаемые пределами а и мнимые или действительные. Тоже самое 
должно сказать и о Ф у н к щ й ф(х) = У ( x ) + f '(х); потому ч т о она при 
х—у обращается У ( 7 ) -4 -у (у )=У(у) . Если ф(х) не имеет* действитель
ных* корней между а и Ь; т о она постоянно будетъ сохранять свои 
знакъ для всякаго значешя х, начиная ошъ а до i , a потому ф(у)=.У(у), 
въ таком* случае, будетъ и м е т ь одинакой знакъ съ ф(а) и ф[Ь), и су
дя по знаку последнихъ двухъ результатовъ , мы узнаем*, будутъ ли 
корни У (х ) , назначаемые пределами а й Ь, действительные или мнимые-



2 Э 9 

— З а  2—46л: — 1 0 1 = 0 

мы нашли въ § 116 ряды -

Г хг Г" /' / 
И 4" 

130 
4-

168 48 82 
4- -
30 21 

О 0 1 0 1 2 

•+• 

120 
4-
2S8 

г + 
180 26 45 52 

Изъ ряда [2] составится, соответствующей ему рядъ [2]', придавая к* 
каждому члену ряда [2] членъ, стоящш непосредственно по левую его 

И т а к ъ должно смотреть , будутъ ли пределы а и Ь иметь такое 
свойство, ч т о для уравнешя ф[х)~о, ряды знаковъ результатовь 

[«]' ф » , ф™-*(а),...4>'"(а), ф\а), ф\а), ф(а) 

Щ ф"\Ь), ф"-*(Ъ}, ф"\Ъ), ф\Ъ), ф\Ь), ф(6) 

даюшъ одинаков число переменъ. Если это условхе не существуетъ, т о 
можно всегда его достигнуть, заменив* пределы а и Ъ другими а и Ъ', 
более близкими между собою гкоторые опять будутъ заключать у. Зная, 
ч т о ряды (а) и (6) имеютъ одинаков число переменъ, мы будемъ уверены, 
ч т о знакъ ф(а) и Ф(*5) принадлежишь и ф(у)=Ф(у): если онъ прошивень 
знаку f(a) и / ( 5 ) , шо корни f(x), назначаемые пределами а и ЪУ дей
ствительные; еаш же ф(а) и ф{&) имеютъ одинакой знакъ съ У(а) и / ( £ ) , 
шо пределы а и Ъ ошкрываютъ въ f{x)два мнимыхъ корня. 

Результаты [а]' и [Ь]' получаются очень просто изъ результатовь : 
fm{a), f^*(a)t....f (а), ут(Ь)/,п-г[Ъ),.,../{Ь). Въсамомъ деле: т а к ъ какъ 
ф{х)=/(х)+/'(Ъ), т о 

фЩ=/Щ+ f\x), $>"(*)=/»+ Г(*),....фя(р)==/т(х), 

а пошому 

ф(а)= / (а )ч- / ' ( а ) , ф\ау= f \а)+f\a), ф"(«)= / » + / ' " ( а ) , 

Ф ( * > = ф \ Ь ) = / % Ь ) + / " ( Ъ ) , ф ' Щ = / " ( Й ) + / " ' ( * ) , 

И шакъ , резсматривая только численные результаты, составленные 
изъ пределовъ а и £, мы часто можемъ узнать, будутъ ли искомые корни 
действительные или мнимые. 

Для уравнешя 



2 4 0 

M 
[ 2 , 2 ] 

И 
искомые два корня теперь назначаются пределами 2 , 2 и 3 . Составивши 
по изложенному правилу ряды [ 2 , 2 ] ' и [З]', соответствующее функщй 

находимъ 

[2,2]' 

[3]' 

Последнгй указатель есть 0 и показывает*, ч т о Функщяф\р)=^/(ху+-/'(х) 
не имеетъ действительных* корней между 2 ,2 и 3 , а потому 
она сохраняет* знак* — для всехъ значенш х, начиная о т ъ 2 ,2 до 3, 
и при х=у (полагая, ч т о у есть корень f'(x) между пределами 2 ,2 и 3), 
результатъ ф(у)=/(у) будетъ т а к ж е отрицательный; следовательно 
корни f(x), назначаемые пределами 2 и 3, мнимые. 

Отдтьлете корней и приближенное ихъ выгислеше пхшощгю непрерывных^ 
дробей. 

% f%f. Пусть будетъ дано уравнеше f(x)^=zo, ие имеющее равных* 

/ 1 Т / " ' / ' 
i 4 я—- 4 -

по 168 48 82 > 50 21 
•+- 4- — — -4- , — 

120 192 12 88,08 12,872 16,59248 

0 0 1 0 1 2 

» 4 - 4 - — 
120 288 180 26 ЛЗ 32 

ФУ ф1т 

ф'" Ф" Ф' ф 

•+• •+• 4 - — — - — 
О 0 0 1 0 0 

4 4 - 4 -4- — 

<гшорону. Такимъ же образомъ составится рядъ [ з ] ' , соощвешствуюнц 
ряду [ з ] . Э т и ряды суть 

фч ф1Т Çf" ,ф" ф' ф 

[•2J -+- -4- — — -4-

О 0 0 1 0 1 
[ з ] ' -+•-+- н- + — —, 

Последят указатель показываешь, ч т о ф(х) имеетъ одинъ действи
тельный корень между 2 и 3 , а п о т о м у э т и пределы не довольно близ
ки, ч т о б ы о т к р ы т ь свойство корней У(х), ими назначаемых*. 

Вставивши въ рядъ Ф у н к ц ш 2 , 2 вместо Jtr, мы будемъ иметь таблицу 
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а для того у должно б ы т ь > 1 ; следовательно уравнеше f]A-h-\—o 
\ У} 

но иметь действительные корни>1. 
Эшо уравнеше, по сказанному вь § 6 7 , будешъ 

/Lf+iU fUY- f'(A)J+- f(A).±,+...,.+-L-f'XA).lm. \ y) ' • 2 w y 1.2...TO V J ym* 

ДОЛЖ-

помноживши его на ym, имеем* 

f{A).ym+f'(kA).y'"-'+±. f'\A). r « - ' + . . . + _ i _ / ^ ) = ^ ) = o 
1.2..m 

(*) Мы будемъ адЬсь говорить только о положительных* корнях*; пошому чшо 
взъискаше отрицательныхь корней уравнен1я /(х)—о приводится къ цзънскааш по-
ложнтельвыхъ корней преобразованиаго уравнения / ( — о . 

корней. Положимъ, чшо по способу фуръе ошдвлен1я корней, мы нашли 
два п о л о ж и т е л ь н ы х ъ десятичныхъ предела а и 6 (*), которые откры
в а ю т * въ данномъ уравненш несколько корней. Если разность этихъ 
пределовъ больше единицы; т о , вставляя въ рядъ Функцш 

/»»(*), /"*-'(*).- / » , /'(*), / (*) 
последовательныя целыя числа 

a, cN-i, а+2 , ö-f-З, 6, л 

мы получимъ новые пределы, которые будутъ трехъ родовъ: l ) т е , ко. 
шорые не открываюшъ въ уравненш f [х)=.о ни одного корня, 2) т е , 
которые заключают* по одному действительному корню и 3) т е , ко
торые открываюшъ по нескольку корней. Разсмогаримь пределы послед-
няго рода. 

Вместо т о г о , чтобы къ нимъ прилагать правило § 1 1 5 , для распо-
знангя свойства корней, ими назначаемыхъ, можно съ выгодою дости
гнуть шой же цели следующим* образомъ: 

Пусть А и Ал-1 будушъ пределы, назначающее для f(x) несколько кор
ней. Положимъ 

Х=.А-+- — ; 
У 

если А и А+± заключают* действительные корни, т о у должно иметь 
дейсшвительныя значешя, удовлетворяющая условию 

A<A+ — <A-hl или 0 < ^ - < 1 , 
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И т а к ъ уравнеше •F(y)=o должно иметь действительные корни > 1 . 
Ч т о б ы въ этомъ увериться, возьмемъ рядъ Функцш 

( 1 ) F"\y), * " * - w , . . . . * " \ y ) , F(r), 

и сшанемъ въ нихъ вставлять вместо у последовательны я числа 

(2) 1 , 2 , 3 , . . . . 

Положим*, чшо о т с т о г о всв д е й с т в и т е л ь н ы е корни F {у), которые > 1 , 
отделились. П у с т ь число и х ъ будешъ n, а у.г, ysi уп ихъ значешя^ 
расположенныя въ возрастающемъ порядкЬ; т о данное уравнеше f(x)-=o 
будетъ иметь между пределами а и Ь т а к ж е п действительныхъ кор
нер: 

( 3 ) А л— , д ? 2 — А+- ,....хп =А-*--. 
У* У-г Уп 

Взявши вместо уп J 2 v - 7 n

 и х ъ низипе пределы, которые ознанимъ 
чрезъ Bj , В . ..В„ , выражетя 

соответственно будутъ больше корней (з). А потому: хг будетъ за-

ключа шее я между А и i l , x2 между л i и 4 + — , и т . д. Та-
JD, B t В ъ 

кимъ образомъ все корни даннаго уравнетя, назначаемые пределами а и 
>̂ будутъ отделены. 

Если же вставка чисел* ( 2 ) въ Функщй ( i ) вместо у покажете, 
ч т о уравнеше F(x)z=o не имеете действительныхъ корней > 1; т о э т о 
значите , ч т о все корни уравнетя J~(x)=zzo, назначаемые пределами а и 
5, мнимые. 

Наконецъ, когда последовательны я два числа В и J B + 1 изъ ряда ( 2 ) , 
назначаютъ для F(y) несколько корней ; т о свойство этихъ корней 
будетъ неизвестно, а пошому неизвестно т а к ж е будете свойство кор
ней ур. f{x)=zo, назначаемыхъ пределами а и Ь. Въ такомъ случае по
ступаем* съ F[f) т а к ъ же, какъ и f{x)\ т . е. полагаем* 



и смотрим*, имеетъ ли преобразованное уравнеше F f 2J-+-—W:o действи-

тельные корни > 1. Это преобразованное уравнеше будешъ 

F{B).zm + F'(B)zm-I+\F"(B).zm-'+ •+-—~F m (B)=z<fi(z)=o. 

1 * 2« *. TÏ% 

Чтобы узнать, имеетъ ли оно действительные корни больше 1, веша-

вляемъ въ рядъ Функцш 

вместо z числа i , 2 , 3....Здесь могутъ в с т р е т и т ь с я m i x e случаи, ч т о 
и для F ( j ) . Если два цълыя числа С и Сч-i открываюшъ въ уравне
нш <p{z)z=.o несколько корней; т о полагаем* 

и 

и съ преобразованнымъ уравнетемъ <Р^Сч--^=о поступаемъ гаакъ же, 

какъ и съ предъидущими. 
Продолжая таакимъ образомъ далее, мы необходимо дойдемъ или до т а 

кого преобразованиаго уравнения, котораго все действительные корни> i 
о т д е л я т с я , или до такого, к о т о р о е не будешъ и м е т ь деисшвительныхъ 
корней > 1. Пояснимъ сказанное примерами. 

Примтьръ I. 

• Уравнеше 

xs—2x'*—lQxi+ZQx'i+^Zx— 1 2 0 = о 

даетъ рядъ Ф у н к щ й 

f(x)~x*— 2хь-—ЮХ^+ЪОХ'+ЪЪХ-—120 

f'(x)=5x'*—Sx*—ZQx*-i-60X+63 

f " ( ж ) = 2 0X 5 — 2 4X 6 0ZH-6 О 

f'"(x)==GOX*—iSX—60 

fly(x)=X2Qx—48 

/ » = 1 2 0 
34- . 
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и следующую шаолицу знаковъ 

f \ fl\ Г", 
[—iO] •+ — -+-

[ - 1 ] 

fo] 

M 

4-
i 

О 

ч 

О 

ч-

0 

[10] 
2 

ч-

Предълы —10 и —1 о т к р ы в а ю т * въ данномъ уравненш два корня, а 
Пределы 1 и 10 остальные т р и корня. 

Въ § 11 мы видъли, ч т о все результаты f(2), У (2), f"(l),.... fm~*(2), 
J~m(2) положительные, а потому т р и корня, назначаемые пределами 

1 и 1 0 , должно искать между 1 и 2 . Ч т о б ы о т к р ы т ь свойство этихъ 
корней, полагаем* 

1 

I 

о т ъ того имъемъ уравнеше 

-F( j )=3Sy 5 — 90y 44-2y s-+-8j* —-3/—1=о. 

Вставляя въ рядъ Функщй 
F( j ) = 3 8 j 5 — 9 0/ 4-+-2j * + 8 / * — Зу— 1 
F ' (y)~ i9o^—360>- 3 4-6j s - f -16j—3 
F'X y)=n 6 0 r *—108 Oy 12y4-16 
F"'(y)-= 2 2 8 0 ^ 2 — 2160^4 -12 

^ , v ( j ) = 4 5 6 0 j — 2 1 6 0 

^ T ( j ) = 4 5 6 0 

числа 1, 2 , 3,..-.0 находимъ ряды знаковъ 
/T'v p'" jir" 

[l] 4 4- 4- — — 
[2] -h 4- 4- 4- 4-

откуда видимъ, ч т о y имеетъ одно только значеше > i ; следовательно 
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имъемъ таблицу 

[ - 1 0 ] ч- _ ч- — ч-

[+1] ч- — ч- — ч- — 
[о] 4- 0 ч~ 

0 ч- ч-[о] 
4- ч-

[1] 4- 4- ч- ч- ч-

[10] 4- 4- ч- ч- ч- ч-

j 1 действ, корень 

- 2 мнимыхъ к : 

_ | i действ, к. 

»-| 1 действ, к. 

данное уравнеше имеешь одинъ только действительный корень между 
1 i _ 

1 и 10, который также заключается между 1Ч-—и 1ч-—. Прочге два кор

ня, назначаемые пределами 1 и 10, мнимые. 
Чтобы о т к р ы т ь свойство корней, назначаемыхъ предълами —1 И»—10, 

преобразуемъ f{x) ъъ/{—х), и ищемъ свойство корней уравнещя 
f(—x)=xb^-2xlv—10#s— 30#2чч33д:ч-120=о, 

заключающихся между 1 и ю . Вставляя вместо х въ рядъ Функщй 
f{—x),fl\—x),f"'{—x), f"(x), /'{—x), f (—x), числа 1, 3 . . , полу-
чаемъ ряды 

fr(-x)t fIY(-x), f'X-x), f'X-x), /'(-*), f(-*) 
[l] -+- 4- 4- — — 4-

[2] ч- 4- ч- +- — ч-
[3] •+- ч- ч- ч- •+- 4-, X 

которые показыващтъ, ч т о два наши корня должно искать между 

2 и 3. И т а к ъ полагаемъ х—2•+•—•, о т ъ того имеемъ преобразованное 
У 

уравнете 
F ( j ) = i i 4 j s — 3 3 / ь ч - 3 8 / 3 -+- 46/ '-M 2 /4 -1=0 . 

Первые два члена, a потому и вся первая часть, для х= и >1, даюшъ 
результатъ положительный; следовательно F (у) не имеетъ действи
тельныхъ корней >1, и корни уравнешя f(—дг)=го, назначаемые преде
лами 2 и 3, мнимые ; поэтому корни даннаго уравнешя, назначаемые 
пределами —1 и —10, т акже мнимые. 

Примгърь П. 
Для уравнешя 

Х" +2Х*—1Х *+9Х—11=о 
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даетъ таблицу 

fl\x) f"Xx) f"(x) f(x) fix) 

[ — 1 0 ] -+- — 4 - — H-i 
\ 1 д*иств. корень 

[—l] 4- — 4- 4- —' 
[о] •+• — — 4- — 
[i] + - - -.-
[iO] 4 - 4 - 4 - 4 -

j 3 действит . корня. 

Отделимъ корни, назначаемые пределами i и 10. Полагая xz= 1, 2 , 3,..v 
находимъ ряды 

[ 1 ] 4- - _ 4-
[ 2 ] 4- 4- — 4- 4-
[ 3 ] 4 - 4- 4- — 4-
[ 4 ] 4 - 4- 4- 4- 4-

Одинъ действительный корень заключается между 1 и 2 , а остальные два 
корня должно искать въ промежутке пределов* 3 и 4 . Чтобы о т к р ы т ь 

_^ о 1 ихъ свойство, делаем* х— 3 4 - — ; о т ъ того имеемъ уравненш 
У 

F(y)—2y*--~8y s 4-3/ 34-1^4-1=0, 

Ч т о б ы о т к р ы т ь свойство двухъ корней, назначаемых* пределами о и 1 , 

полагаемъ д ; = о н — = — > преобразованное уравнеше i*Yj)=o будетъ 
У у 

i i r

e _ 9 j S 4 - 7 j b — 2 j 3 — i = o . 

Первая часть этого уравненгя, какъ легко видеть, давши ей видъ 

(11 у—9)j44-7j*-2jr5—1=0, 

для Д7=1 и > 1 обращается въ положительное число, а потому уравне
ше F (у)—о не имеетъ действительныхъ корней > 1 ; следовательно 
корни даннаго уравнешя, назначаемые пределами 0 и 1 , мнимые, 

Пртшкр$ III. 

Уравнеше г .О (~) 
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(4) С + . t
 С + ' - i 

К Ä + i 

заключают* одинъ только действительный корень, и положимъ, 
ч т о последнее Преобразованное уравнеше есть ф(и)=о; К и JST+1 бу
д у т ъ заключать одкнъ только изъ его действительныхъ корней боль-

шихъ 1, а потому, положивъ v = 2С-+- —, неизвестное t необходимо 

должно^ и м е т ь только одно действительное значеше > 1 ; следовательно 
уравнеше 

должно иметь необходимо одинъ шолько дейсгавительный корень >1 . 
Отыскавши два целыя числа, его заключающая , кошорыя назовемъ 

L и L -4-1, дроби A4- ~ и IiT +-—^— будутъ заключать v, а потому, 

внеся ихъ вместо v въ выражеше 

которое даетъ таблицу 
FlY F"' F" F1 F 

t 
[1] -+- 0 4 -

•+-

[2] H- -f- -4- — — 
[3j -f- 4- 4- 4- — 
[4] 4- -+- -t- H- -+•. 

Отсюда видимъ, ч т о y имеешь два действительныхъ значешя >1: одно 
заключается между 1 и 2, а другое между 3 и 4. Следовательно значешя 
х, назначаемыя пределами 3 и 4 , также действительныя : одно заклю-

1 1 1 1 
чается между 3.+- — и 34—, а другое между 3-«- •— и 34—. 

1 2 3 4t 
§ 122 . Найдя по изложенному способу две непрерывныя дроби, заклю

чающая одинъ какой-либо действительный корень даннаго уравнешя, 
можно э т и пределы с т е с н и т ь еще более ; для этого с т о и т ь только 
продолжать действие. Въ самомъ деле: п у с т ь дроби 

A+i- i А+ 1 ' 
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будемъ иметь новыя дроби 

^ 1 - й , 

кошорыя, какъ известно изъ гдеорш непрерывных* дробей, ближе къ х, 
нежели дроби ( 4 ) . 

Положивъ t = z L^r - j уравнение по w 
w 

т а к ж е будетъ иметь одинъ только действительный корень > 1 , Найдя 
пределы ere Ж и М+- 1 , будемъ и м е т ь новыя дроби 

1 А 1 

• 1 и . , 

L + M L + M + I , 

более близк1я къ х, нежели предъидупця. Продолжая такимъ образомъ 
далее, каждое , вновь получаемое уравнеше будетъ иметь одинъ только 
действительный корень >1; найдя последовательны я целыя числа, его 
заключаются, меньшее изъ нихъ будетъ последнее частное непрерывной 
дроби, выражающей искомый корень, Такимъ образомъ мы будемъ более и 
более приближаться къ точному значешю корня. Э т о т ъ способъ прибли
женного вычислены! корней принадлежишь Лагранжу (*)>и былъобнародо-
ванъ имъ вь 1769-мъ году. Приложимъ его къ корню уравненш 

X6—2х*—10хъ+30х''+ЪЗх—120=0, 

1 1 
заключающемуся между 14- — и 14- - . 

2 3 

Положивъ , 7 = 2 + — , уравнеше F ( j ) преобразуется въ следующее 
z 

<P(^)=183s 5—213^^—9002 *—802z 9 —290z—38=о, 

которое необходимо должно и м е т ь одинъ только действительный корень 
>1 . Ч т о б ы его отделить , достаточно в с т а в л я т ь числа 1, 2, 3 , . . . толь-

(*) Mém. de Г Académie de Berlin, arm, 1769 
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32 

ко въ <P(z). Э т а вставка покажет* намъ, что искомое значеше z заклю
чается между 3 и 4; потому ч т о результаты ф(з)=—- 6210 и ф(4) 

= 8 3 2 3 4 съ противными знаками. И шакъ значеше # -=1+- 1 заключает-

ся между 1+L 1 и 1 + - 1 Положивъ г = 3 + - , имеемъ уравнеше 
2 + д 2+^- м 

Я / > ( К ) = 6 2 . 1 0 И с —21709м*—29006м"—13014а2-—2532м— 183=о. 

Это уравнеше имеешь действительный корень между 4 и 5; следова-
1 1 

тельно z заключается между Зч— и 34—, а х между 
4 5 

1 1 
1 + - i t + - 1 

2 + - i и 2 + - 1 , 
з +•= з + - ' 

4 5 
или, (приведя эшн две дроби въ обыкновенныя) между у" и ~; первая 
есть высплй пределъ искомаго, корня, а вторая низалй. 

Разсмотримъ теперь некогаорыя свойства непрерывныхъ дробей, и 
облегчешя , кошорыя сделалъ Лагранжъ въ своемь способе вычнслешя 
корней. * 

§ 123. Чтобы не слишкомъ удаляться отъ нашего предмета, я не ста
ну здесь излагать всей теорш непрерывныхъ дробей, а напомню толь
ко ч и т а т е л ю главный теоремы, доказательства которыхъ онъ можетъ 
найти во многихъ элеменшарныхъ курсахъ (*). 

Пусть будешъ непрерывная дробь 

^ + i + i i ft.— 
jQ-h и проч., 

где Ц Б Л Ы Я числа А, В, С, D, , называемый постными (quotiens), суть 
целы я части выражений 

1 I i i 
х=^Ал—, у = B-i--,z—С+-, u=D-i—, , 

у Z и V 

называемыхъ полными частными. 
(*) На отечественном* Я З Ы К Е meopia непрерывныхъ дробей превосходно изложена 

въ Алгебрахъ: Г. Вурдона и Г. Персшцшмва н въ Лекц1яхъ Алгебр, н Транец. Ана
лиза Г. Остроградскаго. 
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и лг разнится о т ъ дроои — менее нежели 

Но M всегда не меньше i , а потому о степени приближения дроби ~ къ 

искомому корню можно судить по дроби 

Приведя дроби 

A l l l 

с с - ^ 

въ обыкновенныя, мы получимъ рядъ дробей 

Q : Q , ' Q . ' " " * 

кошорыхъ члены связаны следующими условиями : 

Рг=:А, Р,= РжВ+1, Рл = РяС+Рг, P^PsD-hP2,.... 

Q I = i > Q%=QXB, . Q.=QaC+Qx, Q^Q^D+Q,,.... 

Эши дроби называются подходящими (convergentes); потому ч т о каж
дая изъ нихъ более и более подходишь къ точному значешю X. Разность 

и P ' P ' I ( 1V 
двухъ последовательных* дробей —р— и —^— есть —~ , и какъ 

1 
Qi—l<Qi, т о она меньше ———А потому искомый корень дг, кото-

г x i - 1 

рый заключается между дробями 1 1 и — , разнится о т ъ каждой ме-

нее нежели * -. Такимъ образомъ при каждомъ новомъ частномъ, мы 

можемъ судить о степени приближения къ точному значешю искомаго 
корня. 

р. 
Пусть M будешъ частное, соответствующее дроби *' 1 ; то 

Pi» Р№+Р;-г 
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1 

Возрасташе знаменателей Qt, Q 2 , Q, , . . . бывает*иногда очень медлен
но, о т ъ чего замедляется т а к ж е и приближение къ искомому корню. Ла
гранжъ исправилъ э т о т ъ недостатокъ, показавши, что можно продол
ж а т ь вычисление частных* А, В, С,,., съ извъстнаго члена, не имея 
нужды въ преобразованных* уравненгях*. Вошъ въ чемъ состоишь это 
усовершенствовате. 

§ \%Цг. Положимъ, чшо мы остановились на преобразованном* уравненш 

ф(1)=а1т+Ыт~1+ап->-1-....кШ—о, 

и означимъ чрезъ —1—- и —- две послъдтя подходящая дроби; т о будетъ 

Отсюда 

t = = Q , ^ - P ^ t 

и 

P-Q>x 

( 6 ) - QlPt-Qi*) 

Означивши чрезъ tz, t,, tm все корни уравнешя <p\i)-=io, корни дан
наго уравнешя будутъ 

Qf-+Qi-* Qtm+Qi-T 

которыхъ означимъ соответственно чрезъ x t , x % > >»х

т- Внося X 3 1 x t , x i , . . , 

,..хт последовательно вместо х въ выражете (б), имъемъ 

• ft с,- л 1 
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сложивши эши уравнешя, и заметивши, ч т о 
Ъ 

а 

находимъ 

х а О- О 2 

где 

. PI ' P i 
m 

По уравнешю (l) имеемъ 

J Y . + ' V , ^ x ^ - x - ^ - . Ç ( - 1 : 
0 . Х х Q. Qt,+Q r 0(QtT+Q. x) 0!Otx+0, л 

или, положивъ для сокращенхя tx-\-Qi__x-='^.Qi, будетъ 

P,. 1 Р. (-±У 

~9ГХ*=ЩХ 0ШСЮАа t=Xl^~W 
Внеся э т о въ выражеше Д, получаемъ 

/ 1 i i 

Разности . a^—.z^o : ,—x 3 . . . , постоянныя, знаменатель подходящей дроби 
1 Q • 

О- увеличивается, а — = всегда меньше 1 и съ возрасташемъ 
Q- уменьшается, а потому каждый изъ членовъ Д будетъ уменьшать, 
ся; следовательно Д т а к ж е будетъ уменьшаться, и необходимо сделает-

ся меньше —. И шакъ мы необходимо дойдемъ до такого преобразованнаго 
2 

уравнешя, котораго корень tx оудетъ разниться о т ъ 1 — 

меньше нежели i , т . е. эгаошъ корень будетъ заключаться между 
пределами —» 

' - a Q. 2 а 0 - 2 

А пгьмъ болъе э т о будетъ справедливо для всъхъ следующихъ прсобразо-
ванныхъ уравненш. 



253 

§ 12а. Такъ какъ — —=t х -+-га -4- t \ т о внеся сюда вместо 
CL 

t l , £ 2 , ^ и х ъ значешя, выводимыя изъ ур. (б), находимъ 

i i i 

^ \0 " 
Р. 

Ъ 
' ОС j " , о с , о. 

ОС ц о. 

По g 15 у р. (20) мы имеемъ 

fix) f(x) 
~— • -4-
30 1 'OC j -Я7 OC g 

откуда 

/ и 
1 

ОС j ОС ~~~ ОС о 

X—Х/п 

-+-
х—х„ 

Положивъ х=-~, будетъ 

1 О. 

f 
р: 

7 

о 
р. 
о. 

следовательно 

Р. 
О •хг 

р 
f 

" р. 
о. х>» 

о. 
О. 

Внеся эшо въ выражетя (8), они будушъ 

Достигнувши такого преобразованиаго уравнетя, должно взять целое 
r „ Ъ (т~±)С._г число, ближайшее къ 1 , т . е. шо , которое заключается 

a Q. 
въ предълахъ (s) : э т о число » будетъ одно изъ послъдовашельныхъ 
цьлыхъ чиселъ M и заключающихъ t. Мы покажемъ, какимъ 
образомъ можно различить э т и два числа ; но прежде посмотрим* какъ 

b 
определяется — —. 
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Они совсьмъ не з а в и с я т ъ ошъ преобразованиаго уравнешя по t. 
§ 126. Теперь должно п о к а з а т ь , когда м о ж н о п о л ь з о в а т ь с я Пределами 

, , • . 1 1 
( 9 ) , к о т о р ы х ъ для с о к р а щ е ш я изооразимъ чрезъ Хч— и X . Лагранжъ 

2 2 
для э т о г о д а е т ъ с л е д у ю щ е й способъ: 

Д о с т и г н у в ш и преобразованиаго у р а в н е ш я ф ( г ) = о , о ш ъ и щ е м ъ , чрезъ 
п о с л е д о в а т е л ь н у ю в с т а в к у ч и с е л ъ \ , 2 , 3 , . . . в м е с т о t, два числа M и 7И+1, 
з а к л ю ч а ю т с я д е й с т в и т е л ь н о е значение t; ч ш о б ы t заключалось между 

1 1 
Хч— и X——, д о л ж н о , ч т о б ы X заключалось между 31 и Жч-4, и было 

2 2 
ближе къ тому изъ э т и х ъ ч и с е л ъ , к ъ к о т о р о м у ближе С. И т а к ъ , во-пер. 
в ы х ь смогаримъ б у д е т ъ л и X з а к л ю ч а т ь с я между M и Л/ч-1; когда э т о 
уелов!е б у д е т ъ у д о в л е т в о р е н о , шогда за приближенное значеше t беремъ 
т о изъ чиселъ M и М+1, которое ближе к ъ X; назовемъ его чрезъ Ä, 
Потомъ, полагаемъ t=k-\—, и с м о т р и м ъ , и м ь е т ъ ли преобразованное 

w 
уравнеше ф\ ] = о д е й с т в и т е л ь н ы й корень, к о т о р а г о числовое значеше 

V W 
было б ы больше 2 . Если э т о услов!е у д о в л е т в о р е н о ; ш о м ы уверены, 

чшо t з а к л ю ч а е т с я м е ж д у Хч— и X——, и м о ж е м ъ п р и с т у п и т ь къ 
2 2 

дальнейшему вычислению. 

§127. Найдя цьлое число к, з а к л ю ч е н н о е м е ж д у и X—~, м ы н е з н а -

е м ъ , б у д е ш ъ ли оно больше или меньше t. Ежели к < t; шо новая под» 
. Р-.т Р к+Р._г Р. 

ходящая дрооь — = — - — — — ï — и п р е д ъ и д у щ а я -—- б у д у ш ъ з а к л ю ч а т ь 
Qi k+Qr~x Qf 

х; ошъ шого р е з у л ь т а т ы . / ! — ^ ) и / f — — ] съ п р о т и в н ы м и знаками. Но если 

P(k-l)+0. . Р. 
A > t, ш о корень х будетъ з а к л ю ч а т ь с я м е ж д у — )~0^— И ~Q • 

Pß—^Pi-г РЛ+Ог-г между - — и ~ - ~ — - — , а пощому онъ не можетъ заключаться 
( ? . ( Ä _ i ) + o . _ i С.А+^_г 

между — и — ; следовательно въ случае k>t результатъ 
Qi Qik+Qi-* 

JPik+Р.Л s „ • . -P . \ 
J\—; -— б у д е ш ъ и м е т ь одинакои з н а к ъ съ J i-—L И т а к ъ мы всег-

да можемъ различить случаи' k<t и k>t. Когда k>tr тогда въ Ф о р м у л ы 
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у=.В-\-—, а во втором*yz=zB——. Продолжая такимъ образомъ далее, мы 
z г 

х=А±~, x-B±-, * = C i i 
у z и 

о т ъ того выходить непрерывная дрооь 
i 

X =А±- 1 
JB: ± i 

- с ± ~ 
и 

Заметимъ, ч т о каждое изъ частныхъ А, В, С,..., за которым* сле
дуешь знакъ — должно б ы т ь не меньше 2 . Въ самомъ деле: если на пр. 

В>у, т о , положивъ у=В—-, и зная, чшо у > 1 , мы будемъ иметь 
z 

В >1; о т ъ чего В>1+— ; следовательно В должно б ы т ь целое число 
z • z 

> i , а потому оно должно б ы т ь или 2 и > 2 . 
Имея непрерывную дробь, въ которой после некоторых* частныхъ 

следуют* знаки —, можно ее всегда обратить въ обыкновенную не
прерывную дробь. Для доказательства положимъ вообще 

i , 1 

(-9) вставляем* вместо Р{, О. и С,-_ х > соответственно Pj-Ä-bP--,, 
Qk-+> и £К ; о т ъ того получимъ пределы новаго частнаго, ко. 
торое определится по предъидущему. Точно такимъ же образомъ долж
но поступать и въ случае k>t\ разница будетъ состоять только въ 
томе , ч т о новое частное будетъ отрицательное; потому ч т о , по-

1 1 
ложивъ t— дробь — должна заключаться между 0 и — 1, т . е. 
w должно б ы т ь < — 1 . 

§ 128. Познакомимся короче съ непрерывными дробями, имеющими от-
рицашельныя частныя. 

Положимъ, ч т о А есть целое число непосредственно > х; т а к ъ , чшо 

А>х и А—±<х; т о положив* х—А——, у должно быть положительное и 
У 

> 1 ; потому ч т о — > 0 и < 1 . Найдя целое число В непосредственно 

меньшее или непосредственно большее у, полагаем* въ первомъ случае 

у=. 2?+—, а во 
z 

будемъ иметь 
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х=А—1-1— t 

D — L 
Е-\- и пр. 

Сделавъ потомъ р=.С, C = D — J . получимъ 
2?-+- и пр., J 

гд'Ь р vi р должны бышь целыя положительныя числа, a t и t' количе-
1 1 1 

ства > 1 . Изъ эшого равенства имеемъ р—р,= —л--г. Такъ какъ— < 1 и 
t t t 

1 ^ 
— < 1 ; т о 
г 

р - р ~ 7 ^ ) <2> 
i 

а потому можно только допустить р—р=±; следовательно p z=p—± 
1 i l , 1 и—г; откуда — ; = 1 и t ' = H . Такимъ образомъ мы будемъ £ t t t 1 

и м е т ь Формулу 

1 1 
( ю ) - / ^ - 7 = ^ - 1 ч Т + — 

'—if 

по которой можно изгнать въ данной непрерывной дроби все знаки — 
Для примера возьмеме дробь 

C—L i 
D—~j, 

и пр. 

Положивъ сперва въ Формуле ( ю ) р=А, tz=zB+~ ^ данная дробь 

обратится въ 
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1 4 - - i 
С — i н— i 

£ — i . 

Въ преобразованной д р о б и н е к о т о р ы й и з ъ ч а с т н ы х * м о г у т * б ы т ь = 0 ; 
о т ъ чего дробь сокращается; т а к * на п р . д р о б и 

ij-f-ипр. ü + и п р . 

обращаются въ слъдуюшдя 

А—и— i A—i~h~ i j 

1-+-- - i и l 4 ~ - i . 0 + 0-+- - i 

/ ? 4 - и п р . Z? — 1 4 - и пр. 

* и л и въ слвдующгя 

Л — 1 4 - * - и Л — 1 4 - — 1 
1 + 5 и п р . 2 4 - — 

r j ß — 1 и п р . 

По Формул* ( l o ) можно т а к ж е в в е с т и з н а к ъ — въ о б ы к н о в е н н у ю не. 
прерывную дробь; э т о бываетъ выгодно, когда н ъ к о т о р ы я и з ъ часга-
ныхъ данной непрерывной дроби=1. Для этого Формул* (10) д а ю т * 
видъ 

1 1 
р+ 1 =/»4-1 1 + - ч - i 

П р и л о ж и в * ее к ъ д р о б я м * 

. 1 . X 
Ал— 1 Л4— 1 

i ï 4 - и п р . , 

о н * о б р а т я т с я въ с л е д у ю щ а я 

4 - 1 . 

3 3 

2 4 Л JB4-1. 

наконец*, положивъ p—D—i и fc=J£, и и ъ е м * 
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— i Q +

 х 

С Я + и п р . D + и "Р-

И т а к ъ всякая непрерывная дробь заключается въ общемъ видъ 

R 4 ~ 

.Dt- и пр. , 

гд* частныя Л, /?, С, D,.... суть целыя числа, или положительныя, или 
отрицательный. 

§ 129. Все свойства обыкновенныхъ непрерывныхъ дробей легко рас
пространяются и на дроби съ отрицательными частными. Вопервыхъ 
заметим*, ч т о можно ихъ приложить къ вычислетю корней. 

Вь самомъ деле: пусть х будетъ искомый корень; т о , найдя два по-
следовательныя целыя числа, заключаются х, беремъ одно изъ нихъ, 

которое назовем* А, и полагаем* х^А-л— ; преобразованное уравнеше бу-
У 

деть и м е т ь действительный корень, котораго числовое значеше > 1 . 
Найдя В одно изъ последовательных* целыхъ чисел*., заключающих* у, 
полагаем* y—B-h~, и продолжаем* такимъ образомъ далее. Тоже самое 

z 
можно делать и при отделенхи корней. 

П у с т ь А, В, С, / ) , . . . . будутъ хастныя положительныя пли отри • 
цательныя; т о , сделав* 

(11) Pt=A, Pt^PzB+l, Р^Р,С+Р,,Р^Р3В^Р...... 

(12) Q t = i , Q^Q^B, Q^O^+Q^Q^D+O,, , 

и взявши дроби 

Всякую непрерывную дробь, въ которой после некоторых* частныхъ 
следуют* знаки —, можно превратить въ другую непрерывную дробь, 
въ которой знаки — будутъ с т о я т ь предъ частными. 

На пр. дробь Л — - сперва изменяется 
с — Л 

D + и пр. 
i . 1 

Б ъ А л ^ t , а потомъ въ А + ~g+

 1 
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мы открываемъ въ нихъ слБдугопця с в о й с т в а : 
1) Вопервыхъ находимъ 

Qi- i - / ,

I . o = - i , P,.Q— P r Q , : = + i , P . Q a - P 3 Q , = : - i , . . . . ; 

откуда видимъ, ч т о P z и Q n P , н Q ~ , P s и Q 3 , . . . . не имеюшъ об
щихъ делителей, а потому В С Е дроби (1з) не сократимы, 

2 ) Числа Р х , Р 2 , P ^ - . Q x , Qt, Q3,..., могушъ быть положительный 
или ошрицательныя. Два члена каждой изъ дробей (13) будутъ иметь 
одинак1е или разные знаки, смотря по тому , будетъ ли значеше х по
ложительное или отрицательное. Числовыя аначетя членовъ P t ) Р , , , . . . 
и Q i ) Qa> и Д У т ъ возрастая. 

i l l 
5) Такъ какъ х—Л-л- , yz=z В+—, z = z C - t — , т о 

j z и • 

P l T + l Р ^ Р ; Р . И + Р , 
х— — — 

Вообще: если P - _ x i Рр Р»-ы суть т р и последовательные члена ряда 

( i l ) ) a Q j . ^ t , Qj, QJ+̂ Î т р и последовательные члена ряда (12), т а к ъ , чшо 
Р-_ P Р 
——i, —1 —bii с у т ь гари последовала ельныя подходящш дроби; шо 

p i < ? , - . - Л - . < ? . = ( - * ) • ' . Q ^ x ^ - i ) « ^ . 

Числовыя значешя количесшвъ Р и Q{ возрастаютъ съ возрасташемъ *. 

Р . 
Если t есть полное частное после дроби —~; т о 

(14) х~ 1 
P j + P - r 

Qi^Qi-г ' 

означивши чрезъ Л целое число, непосредственно большее или меньшее 
С, имеемъ 

Посмотримъ шеперь, какъ близко дрооь подходить къ х. 

б) По уравнешю (14) находимъ 
33» 
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пусть M и M-t-i будутъ два целыя числа, заключаются I; то 
Oi^Qi—i будетъ заключаться между Q^+Qi-t и Q.(/И-+-1 ) + Q , а по
тому разность (15) будетъ. заключаться между 

О (О • Мч-р,_ , ) р.[(?/М+ i ) + p , _ , ] 

Такъ какъ можно взять к=^М или &=М-+-1; т о знаменатель следую
щей подходящей дроби 0 . + 1 будетъ или 0 ^ + ^ - - , или (?£{М+-1)ч-р>._1. 
Означщзъ э т и два числа чрезъ 0^Т и + разность (15) будетъ заклю-

чаться между — - и — 7 — . Но числовыя значенш 1 и o i + . r 

больше числового значешя Qi, а пошому дробь —? будетъ разниться о т ъ 
*- » 

1 
х менее, нежели — . 

Ql 
Э т и х ъ разсмотренш достаточно, чтобы уверишься, ч т о сказанное 

въ §§ 124, 125 , 126 и 127 справедливо для непрерывныхъ дробей, имЬю-
щихъ отрицательный частныя. Приложимъ э т о къ следующему примеру 

Примгъръ IV. 

Мы нашли по способу Штурма (см. § 99 прим. 1-й), ч т о уравнеше 

X ' — 1 х - * 1 = о 

имеетъ два действительныхъ корня между 1 и 2 : одинъ между 1 и 
а другой между \ и 2 ; отъищемъ последит. 

Положивъ х—±-\—, находимъ преобразованное уравнеше 

у*-— 4 j I + 3 / - t - l = o. 

Вставляя вместо у числа 1 , 2, 3, получаемъ результаты + 1 , — 1 , 
а потому значеше у, для искомаго корня заключается между 1 и 2. 

Сделавъ j = l + — , получимъ второе преобразованное уравнеше 

-г*—2г ' — г ч - 1 = о . 

(15) ?J-s=?* ^ + Р . - ' - Р Л -
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Бставка чиселъ 1, 2 , 3 , . . . вместо z покажешь, чшо 2<г<3;игпакъ иско
мый корень заключается между дробями 

i i 
i t - - и 1-Ь" 

2 3 

Положивъ z—Ъл—-, имъемъ уравнеше 

и'—3«9—é«—i=o. 

Вставляя въ первую его часть 1,2,3 , 4,.... вместо и, найдемъ 4< " <5. 
м 1 

Положивъ еще и=4-+-—, составимъ четвертое преобразованное уравнение 

2 ( к 3 — э г — i ~ o . 

Числа 20 и 2 1 , будучи вставлены вместо t, даюшъ результаты съ 
прошивными знаками; следовательно 20<'<21. Посмотримъ, нельзя ли 
ЗДЕСЬ начать вычисление § 124. Для найденных* частныхъ 1 , 1 , 2 , 4,20 
подходящая дроби суть 

1 1 2 5 . 22 445 
~0' 1 ' 1 ' 3 ' 13' 263' 

Ъ in—1 ) ( ? _ , 
Положивъ въвыраженш А = - ь - -~~— (см. ур. (в) 
ъ а V* 

— - = 2 0 , Р . - ^ З , л = 3 , Р,—13, им*емъ 
6 

Я . = 2 0 Н — - ; 
1 3 

и такъ Я заключается между 20 и 2 1 ; следовательно первое условие § 126 
удовлетворено, и А=20. Чтобы узнать, будетъ ли удовлетворено второе 

1 

услови;, полагаемъ *=20-+-—» пресоразованное уравнена будешъ 

181«»*—39l№'—40W— 1—о; 
оно имеешь одинъ действительный корень между 2 и 3> а потому вто-

1 
рое условие § 126 также удовлетворено. И шакъ, сдвлавъ №=2ч—, можно 

найти по Формуламъ (9) одно изъ цълыхъ чиселъ, заключающихъ v. 
912 

Последняя подходящая дробь есть •—вставивши ее въ/(х) н f \х) 

вмъсшо х, находимъ : 
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/ , / ' 9 1 2 v _ _ 9 i 2 s — 7 . 9 1 2 5 3 9 * + 7 : 5 3 Э J_93_ 

[539П^ 5 3 9 * ' " ~ 5 3 9 г 

j-j 912^ 3 . 9 1 2 * — 7 . 5 5 9 " _ _ 4 6 1 5 8 5 

\ 5 3 9 / ~ " 5 3 9 1 ~559Г 

и потому 

и пределы (9 ) будутъ 

4 6 1 5 8 5 „ i , 1 3 7 6 1 
2 6 3 . — 4 . 

1 9 6 ) 5 3 9 1 0 5 6 4 4 

13761 , , 13761 . 

105644 105644 

Ц*лое число, ближайшее къ Л, га. е. искомое частное есть 4, и подхо-

дящая дробь, ему с о о т в е т с т в у ю щ а я , е с т ь — — . Ч т о б ы у з н а т ь ( см. 

§ 1 2 7 ) б у д е т ъ ли 4 больше или меньше т о ч н а г о значешя v, вставляемъ 
э т у дробь въ f(x) вместо х, и находимъ 

Л 4 0 9 3 ^ ( 4 0 9 3 ) 3 — 7 . 4 0 9 3 . 2 4 1 9 , - + - 7 . 2 4 1 9 * _ _ 5 4 9 

\ 2 4 i 9 j ~ ( 2 4 1 9 ^ ~ ~ ( 2 4 1 9 ) 5 ' 

Лб12\ JWè%\ 

шакъ к а к ъ / и J 1 съ одинакими знаками, т о 4>v. 
\ 5 3 9 i V2419/ 

1 
Положимъ еще vr=4-f—, и ошъищемъ одно изъ последовательныхъ це-

S 
л ы г о чиселъ, заключающихъ s; мы впередъ знаемъ, чшо оно о т р и да т е л ь-

4 0 9 3 N ное. Внеся в м е с т о х въ J (х), получаемъ 
2 1 1 6 

^ / 4 0 9 3 ) _ _ 3 . 4 0 9 3 2 — 7 . 2 4 1 9 2 9 2 9 7 6 2 0 
1 2 4 Ï 9 / " - " 2 4 1 9 ^ ' ~ 2 4 1 Э * ' 

после того находимъ 

, (*—9297620 \ 1 297314 
л = — — 539К- = — 7 -

5 4 9 / 2 4 1 9 1 3 2 8 0 3 1 

следовательно искомое частное е с т ь — 1 . И т а к ъ мы имеемъ дробь 

file:///24i9j
file:///539i
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1 л — 2 8 0 7 9 

20-+-- 1 
2 + - i 

_ 7 

которая разнится о т ъ точнаго значешя корня мснье нежели 
1 1 

2 4 1 9 а 4 8 5 1 5 6 1 
щую 

Она можетъ быть преобразована, по § 128, въ следую-

1 
1 + 7 1 

i + - 1 
2-+- - 1 _ 

20 + - 1 
2 + - 1 

6 

Отсюда видимъ выгоду нашего вычисления и пользу непрерывных* 
дробей съ отрицательными частными : здесь отрицашальное частное 
— 7 заменяешь два положительныя частныя: 1 и 6. 

Лаеранжъ и Лежандръ сделали еще нЬкоторыя облегчешя въ разло-
женш корней вь непрерывныя дроби. Но я обь нихъ умалчиваю ; по
тому ч т о они всегда могутъ быть съ выгодою заменены Hiomouo-
вымъ способомъ вычисления корней. 

Нюттовъ способъ оыъислен£я корней, исправленный фуръе. 

§ 130. Пусть а и 5 заключают ь одинъ только действительный ко
рень даннаго уравнешя, и разность b—а количество довольно малое, на 

1 
пр. <—. Принявъ а+п за точное значеше корня, вносимъ его въ, место 

1 0 
х въ данное уравнеше f Çx)-=o; отъ того имеемъ 

Пренебрегая, по малости А, степенями Л% A*,.... hm, мы будемъ иметь 
для определения А уравнеше первой степени 

J(a)+h. f'(a)=o; 
откуда 

h—~nay 
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Аа') _ и а — т=— г=о"будешъ т р е т ь е приближенное значеше корня. Продолжая 
J { a ) 

т а к и м ъ образомъ далее, мы получимъ рядъ количесшвъ: о, а,а",... более и 
более приближающихся къ точному значенно корня, То, чшо мы делали 
для а, можно сделать и для Ъ, Э т о т ъ способъ приближеннаго вычислетя 
корней называется линейнымъ, и о ш к р ы т ъ Н/отономъ. Въ т о м ъ виде , 
Какъ онъ вышелъ изъ рукъ з н а м е н и т а г о Г е о м е т р а , онъ имелъ н е д о с т а т 
ки, по к о т о р ы м ъ былъ неисполнимъ , и о с т а в а л с я въ гаакомъ с о с т о я -
нш до фурье, к о т о р ы й наконецъ его исправилъ совершенно и сообщилъ 
ему чрезвычайную п р о с т о т у . 

§ 131. Э т о т ъ способъ приближеннаго вычислетя корней требуешь , 
ч ш о б ы были у д о в л е т в о р е н ы следующая услов1я: 

1) Первое условхе с о с т о и ш ь въ т о м ъ , ч т о б ы и м е т ь первое приближенное 
значеше искомаго корня: для э т о г о м о ж н о взяшь одинъ изъ пределовъ 
а и Ъ, заключающихъ и с к о м ы й корень. 

2) Пределы а и Ъ могутъ б ы т ь недовольно близки, чщобы начать 
приближеше. Въ гаакомъ случае сшЬсвяютъ э т и пределы, выбирая числа 
средтя между о и 5, данмцтя для f {х) результаты съ прошивными 
знаками. * 

Z) К а к ъ бы ни были близки между собою пределы а и 5, шолько къ 
одному изъ н и х ъ м о ж н о п р и л а г а т ь Н/отоновъ способъ , а потому нужно 
и м е т ь признаки для о т л и ч г я э т о г о предела . 

4 ) Главный недосташокъ Нютонова способа состоишь въ т о м ъ , чшо 
последовательные приближенныя значешя: a,afa",... или все больше, или 
все меньше шочнаго значешя корня, а потому мы не знаемъ, сколько 
цыФръ приближеннаго значешя корня принадлежит* самому корню. Хо
т я можно эшого д о с т и г н у т ь , определивъ другое приближенное значеше, 
изменяя первое до пгЬхъ поръ, какъ, по вставке его в м е с т о X ьъ/(х), 
мы получимъ результатъ съ прошивнымъ знакомь ; - но эшо шребуешъ 
больших* вычислений и замедляет* быстроту приближешя. 

Придавши эшо къ а, к о л и ч е с т в о 

/ ( « ) , 

б*удетъ новое приближенное значеше корня. Положивъ x—a'+h', будемъ 
и м е т ь приближенно 
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Фурье даешь удобный способъ вычислять другая приближенные значенгя: 
Ъ>Ь,Ъ которыя всъ больше искомаго корня, когда предъидунця а,а\а",,., 
меньше, и кошорыя меньше искомаго корня, когда а,а',о",... больше; 
цыФры общхя двумъ соответственным* пределам* принадлежать т о ч 
ному значешю корня. Мы увидимъ, ч т о число ихъ увеличивается 
весьма быстро, а именно: числами, пропорциональными членамъ прогре
ссии 2 , 4 , 8 , 1 6 , . . . 

Ч) Наконецъ, должно т а к ъ расположить вычислеше, чтобы не было 
лишнихъ действш. 

Посмотримъ какъ удовлетворяются э т и требования. * 
§ 132. Пусть пределы а и Ъ заключают* одинъ только действитель

ный корень даннаго уравнетя и не открываюшъ мнимыхъ корней, т . е. 
будучи вставлены вместо х въ рядъ Ф у н к ц ш 

даютъ два ряда знаковъ [а] и для которыхъ поелвднш указатель есть 1. 
Въ § 114 было доказано , ч т о , стесняя пределы а и Ь, можно всегда 
дойти до т акихъ , для которыхъ указатель подъ f будетъ 0. Положимъ, 

л т о а и Ъ имеютъ это свойство; тогда указатель подъ f"(x) будетъ 
или 0 или 1 , но не больше (см. § 113). Если онъ—1, т о f"(x) имеетъ 
одинъ действительный корень между а и й,,который можетъ быть, или ра
вен* или неравен* искомому корню f(x). Въ первом* изъ зшихъ случаев* 

fix) w.f'\x) имеют* общаго делителя, котораго назовем* ф(х)\ ошъ-
искавши его , данное уравнеше должно заменить уравнетемъ ф(х)—о; 
потому ч т о последнее гораздо проще. Если же корни f(x) nf"(x), заклю
ченные между пределами а и Ъ, не равны между собою ; т о стесняя 
пределы а я b т акъ , чтобы между ними всегда заключался корень f (х), 
мы дойдемъ до такихъ , для которыхъ указатель подъ f" будетъ 0. 

Когда пределы а и 5, заключающее одине только действительный 
корень f(x), найдены по КЛтурмову способу; тогда указатель подъ f 
въ рядах* 

[а] / ' " ( a ) , / T O - ï ( a ) , . . . / ' ( a ) , / ( a ) 

[б] fM(b)Jm-\b).,....f\b),f{b) 

м о ж е т е б ы т ь больше единицы (он* всегда нечетный); тогда все корни, 
назначаемые этим* указателем*,исключая одного, мнимые. Стесняя 
пределы о и Ь, мы всегда дойдемъ до т а к и х * , для которых* указа
т е л ь п о д * / " будетъ 1; . продолжая сптЬснеше пределове, мы наконецъ 
дойдемъ до т а к и х ъ , для которыхъ указатели подъ f и f" равны нулю» 
ш. е. которые не открываюшъ въ f\x) и f"{x) ни одного корня. 

34 
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И шакъ мы им*емъ право положишь, чшо для пределовъ a ab, последте 
шри указателя, суть 001 ; шогда знаки трехъ Функщй f"(x),f'(x), 
f{x) въ рядахъ [а] и [о] имеютъ одно изъ следующихъ положенш: 

f'\x), f'{x) f{x) 

( w . . . . . . . + _ 
\о\ ч- ч- ч-

или 

„ M _ — 4 -

или 

1 . . . . . 4 - — «Р» 

или наконецъ 

^ - 4- Ч-. 

§ 133. Означимъ чрезъ а искомый корень, заключенный между преде
лами а и i , и положимъ а—5—Л, шо. 

f[b—К)—о. 
или 

(5) f{b—h)=f{b)—hfXb-<ph)=o, 

где ф >о и < 1 ; т а к ъ , чшо (a—b—h) <й—фЛ<£. Изъ уравнешя ( 5 ) на
ходимъ 

следовательно 

<•> 

Въ случае ( l ) , f"{x) сохраняешь знакъ ч- для всехъ значенш начи
ная ошъ о до Ъ, а потому f'(x) возрастаешь съ возрастанием* х меж
ду этими пределами, и какъ она сохраняешь знакъ ч-, т о , при х^=1, 
она имеешь наибольшее числовое значеше; следовательно 



о т ъ чего • —S 
больше точнаго значешя корня а. Въ случае (з), /"(а) и f\x) огирица-
тельныя для всякаго значенгя х, начиная о т ъ а до 5, а потому f'[x) 
уменьшается, н числовое ея значен1е при х~Ь будешъ наибольшее; и такъ 

о т ъ чего b'=z5— опять больше точнаго значенгя искомаго корня. 
J\b) 

Такимъ ооразомъ въ д в у х ъ случаяхъ ( i) и (2) по.чощпо высшаго пре
дела Ъ, мы находимъ другой высшш пределъ ( l ) , который ближе къ 
точному значешю искомаго корня, нежели предъидунци. 

Be случав (з) f\x) отрицательная, и возрастаешь съ возрасташемъ 
х о т ъ а до Ъ; пошому ч т о f "{х) остается положительною. Следова-
тельно числовое значеше f\x) при х—Ъ будешъ наименьшее, а пошому 

и о— меньше точнаго значенгя искомаго корня. 
fXb) 

Наконецъ ве случае ( 4 ) , f\x)^ съ возрасташемъ х отъ а до Ь, пребы
ваете положительною, и уменьшается, пошому что J" ' (х) отрицатель
ная, а потому 

о т ъ чего б — „ опять меньше точнаго значешя искомаго корн». 

И т а к ъ въ последних* двухъ случаяхъ, помошдю высшаго предела b 

мы находимъ низшш пределъ Ъ — Н 0 м ы н е з н а е м ъ > °УДепть ли онъ 

ближе къ точному значешю корня, нежели предъидущш а. 
Такъ какъ въ случаяхъ (з) и (4) числовое значение / (а) больше чнс.ю-

, fiPl AQ 
ваго значешя / (Ь—ф/i) ; т о <J^JZjpu~y и 

3 4 -
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больше а, и ближе къ нему, нежели Ъ, 
Такимъ же образомъ можно употребишь и низтш предел* а для 

пряближешя къ а. Пусть а=а+к, т . е. f [а-\-к) — о или 

(9) f(a)+X. f'(a+Ok)=o, 

где а^а+вк<а ; отсюда находимъ 

,_/(«) 4fà 
и 

:а + 1 

Во всъхъ четырех* случаяхъ : ( i ) , (2), (з), (4) f {ос) имеетъ противный 
знакъ съ fix) для х, начиная о т ъ а до а-л-к, а какъ a+dk<a-hk , т о 

f'{a-vQk) Ta.f(a) имеюшъ т а к ж е прошивные знаки. Въ первыхъ двухъ 
случаяхъ числовое значеше f\a+6k) меньше числоваго значешя f{b), а 

/ ( « ) / («) 

/'(*) 
меньше точнаго значешя искомаго корня, и ближе къ нему, нежели а. 

Для случаев* (з) и (4) числовое значеше J"'(a-{-6k) больше числоваго 
. , „ fia) f(a) f{a) , 

значенш f (о); о т ъ шого ^ —— < — - т г - г \ , и а — ^ • больше точ-
^ /'(а+вк) / ' (ô) ' f\b) 

наго значешя корня; но мы не знаемъ, будешъ ли оно ближе къ а, не
жели д, Такъ какъ числовое значеше f (а) больше числоваго значешя 

т о - >—/^у а 

( i l ) «=aJ f { < 1 ^ 
меньше a. 

И такъ въ первыхъ двухъ случаяхъ, о т ъ пределовъ a и Ъ мы перехо
дим ь къ двумъ другим* ( ю ) и (1), более близким* к ъ а , нежели предъиду* 

f[b) 

f\a) 
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iirJe a a b. Въ прочнхъ двухъ случаяхъ эши пределы будушъ ( ц ) и (8). 
Новый предълъ, въ составь котораго входишъ только одинъ изъ 

предвловъ а и Ъ, фуръе называешь внтыинимъ, а другой, въ который 
входятъ оба предела а и 5, внутренними. 

Въ случаяхъ ( l ) и (2) внтыинш пределъ есть 5 '=5— 

w • м °'="Ш 
Заметиме, ч т о въ внвштй пределъ входить т о т ъ изъ пределовъ а н Ь, 
для котораго f " (х) и f (х) имеютъ одикакге знаки. 

Мы нашли еще другхе пределы : 

• • w • w a - j^ry"5-ГЩ> 

но мы не знаемъ, будутъ ли они ближе къдг, нежели предъидуние а и Ь, 
а потому мы не можемъ ихъ употребишь для дальнейшего приближешя.^, 

§ 13-t. Раскроемъ теперь законъ уменьшения разности пределовъ. 
Пусть i будешь разность пределовъ а и 6, a i разность пределов* 

а и У. Для случаев* ( i) и (2) пределы а и Ь будутъ (Ю) и (*]); вне-
ся въ нихъ Ъ—i вместо а, имеемъ: 

' f'(b) 

f(b-i)=f(b)~if{ô)+-f\b~<r,i)t 

где b—Щ есть количество >a и <5; поэтому 

,e*_- jj^ 



2 7 0 

и 

m. е. 

12 1~2' /\Ъ) • 

Въ случаяхъ (з) и (i) пределы а и Ъ' будушъ ( i l ) и (s), или, по 
вставке въ нихъ a+i вместо Ъ, 

f'(à) f(a) 

a =a jr-' , 

a пошому 
z 

f(a)+i. / ( a ) + - - / " ( a + < p ' 0 
' . J i.a) 

f(a) /'(«) 
или , . f"{a-*-(pi) 
(13) l = - v ; 

2" / ' ( a ) * 

Въ выражешнхъ ( l 2 ) (13) количества/"^—ф1) и /" (а+ф'г) неизвестны; 
т о постараемся ихъ заменить другими. 

Пределы a и Ъ, по положению, т а к ъ близки , ч т о f'(x) и f"(x) не 
имеютъ въ ихъ промежутке ни действительныхъ ни мнимыхъ корней. 
Положимъ теперь, ч т о это справедливо и для f"\x); т а к ъ , чшо указа
тели трехъ Ф у н к ц ш f"\x), f''(x), f'{x), f{x) соответственно с у т ь 
0001. Этого мы всегда досшигнемъ, стесняя пределы а и Ь, если f(x) 
я/"'{х) не имеюшъ общаго делителя; въ прошивномъ случае, должно 
поступать т а к ъ же, какъ и въ § 132 . 

Когда э т о условге имеетъ место; шогда f"'(x) сохраняешь свой знакъ 
для всехъ значенш х среднихъ между а и Ь, а пошому f"{x) или не
прерывно возрастаешь или непрерывно уменьшается, съ возрасташемъ X, 
начиная о т ъ a до 6) следовательно одинъ изъ результатовь ./*"(#)» 

f"(b) будетъ больше / ' '(a-кр'г) и /"(Ь—фг), а другой меньше. Означивши 
наибольшее изъ количесшвъ f "(а) и / '(b) чрезъ f ' ( B ) , а наименьшее изъ 



поэтому 
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количествъ / ' ( а ) и /'{Б) чрезъ f(Ä)t имеемъ 

Г (В) jT(6-ty f \ B ) Г(а+фЧ) 
TU) / Ч * Г Г{Т) 

1{_^Г\ь-ф1)\ Г{в) 
1 f{b) Г -2ДА) 

и 

r.._Vf"(a+4>'i\ .,fjB) 

И т а к ъ разность новыхъ пределовъ во всякомъ случае меньше количе
ства 

О т ъ пределовъ а и Ь мы переходимъ кътретьимъ предела мъ а'н Ъ", 
которыхъ разность г" по предьидущему будетъ меньше 

где f"{B) означаешь наибольшш изъ результатовъ f"(a) и f'(à'), а 
f'(A') наименьшш изъ результатовъ . / ( а ) и / " ' (£) . H o / " ( ß ) >f'(B') и 

/"(ВО /"(Д) 

*» / " ( Я ) 
Вставивъ сюда — • — — ^ - г г - вместо i , имеемъ 

2 2 J (В) 

Поступивъ съ пределами а" и Ь", какъ съ прсдъидущими, наидемъ чет
вертые пределы а" и о'", которыхъ разность i'" будетъ меньше 

W o г 
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а, а , а , а , 

Ъ', Ъ", Ъ'", 

Когда и з в е с т н ы т о л ь к о низшле пределы а, а, а", а", ; т о г д а для 
в ы с ш и х ъ мы возьмемъ 

а когда известны высиие Ь, b', b", ; шо для низшихъ возьмемъ 

П о с м о т р и м ъ т е п е р ь , какъ расположишь в ы ч и с л е т е , ч ш о б ы не было 
лишней р а б о т ы . 

§ Зд*сь ч а с т о в с т р е ч а е т с я д е л е т е о г р о м н ы х ъ чиселъ, ч т о бы
ло бы довольно п р о д о л ж и т е л ь н о по обыкновенному способу , и п о т о м у 
фуръе обрашилъ на э т о внимайте, и далъ другой способъ д е л е т я , к о т о 
рый онъ назвалъ division ordonnée; мы с т а н е м ъ его н а з ы в а т ь сокращен-
ныл1Ъ дпглсгпе.иь. 

Вошь въ чемъ оно с о с т о и ш ь : 
>Подчеркнувъ съ левой руки къ правой несколько цыФръ, назовемъ число, 

>выра зкенное этими цыФрамн, подчеркнутыльъ дгьлцмелемъК {Фурье его 
называешь diviseur désigne). »Этимъ делителем* д е л и м ъ делимое , съ т о ю 
с т о л ь к о р а з н и ц е ю , ч т о , снеся къ о с т а т к у , произшедшему о т ъ перваго 
>частнаго дьленгя с л е д у ю щ у ю цыФру, новое частное дгьлилте поправля-
2емь, в ы ч и т а я изъ него н е к о т о р о е число,- о с т а т о к ъ назовемъ поправлен-
D'ibuiib ъастны.лъ д/ьли.иы-пъ, и с м о т р и м ъ , сколько разъ въ немъ можетъ 
с о д е р ж а т ь с я п о д ч е р к н у т ы й д е л и т е л ь : э ш о число разъ б у д е т ъ следующая 
>цыфра часшнаго; е ю у м н о ж а ю г а ъ п о д ч е р к н у ш а г о делителя , и произве-
>деше в ы ч и т а ю ш ъ изъ поправленнаго часшнаго делимаго; къ о с т а т к у 
))сносятъ с л е д у ю щ у ю цыФру даннаго д е л и м а г о , и п р о д о л ж а ю т ъ по предъ-
>идущему. 

>Поправка часшнаго делимаго п р о и з в о д и т с я следующим* образомъ : 
>взпвшн m наиденныхъ уже цыФръ часшнаго, п н т у ш ъ ихъ въ обратном* 
щорлдке; пошом* с т а в я т ъ подъ ними m цы*ръ , следующихъ поел* 
>подчеркнутаго делителя, и помножаютъ соответственно каждую верх-

Продолжая шакимъ образомъ далее, находимъ рядъ пределовъ искомаго корня: 

(14) 
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>нюю цыфру на нижнюю; ошъ шого получаемъ m произведешй, кото* 
Эрыхъ сумма будетъ искомая поправка. 

Шрежде нежели сшанемъ сносить новую цыфру къ остатку, полу
денному о т ъ какого-либо частнаго дЬлешя , мы должны смотреть,, 
эоудетъ ли э т о т * остатокъ более или по крайней мере равенъ сумм* 
Энайдениыхъ цыфръ частнаго. Если это условхе удовлетворено , шо э т о 
>признакъ, ч т о последняя цыфра найденнаго частнаго есть истинная; въ. 
^противном* случае она остается въ неизвестности и это признаке, что 
>мы мало взяли цыФрь для подчеркнутаго делителя. Въ последнем* слу
чае продолжаем* употреблеше предъидущаго правила : сносимъ къ остат
к у следующую цыфру делимаго, и производимъ надлежащую поправку. 
»Если э т а поправка не возможна; шо заключаем*, ч т о последняя цы«ра 
»найденнаго частнаго слишкомъ велика : ее должно убавить единицею. Но 
»если поправка возможна; т о совертивъ ее , сносимъ къ остатку новую 
ЩЫФру делимаго; о т ъ того получимъ новое частное делимое; потомъ 
^прибавляем* одну цыфру къ делителю, и будемъ иметь новый под-
»черкнутый делитель. После шого, по изложенному правилу, делаем* 
поправку, соответствующую новому делителю, т . е. полученяыяуже ЦЫФ* 
»ры частнаго сравниваем* со столькими же цыфрами, следующими после 
»новаго подчеркнутаго делителя. Сделавши э т у поправку, получаемъ 
»новое поправленное делимое, съ кошорымъ поступаем* по пред*-
»идущему, пользуясь новым* подчеркнутым* делителем*. Можно также 
5воротишься къ прежнему делителю. Вообще, можно въ продолжеше дей-
>ствгя убавлять и прибавлять число цыфръ подчеркнутаго делителя, съ 
>темъ, чтобы въ т о же время увеличить или уменьшишь число поправокъ.С 

На э т о правило Г-нъ Дробишь (*) далъ следующее доказательство: 
Пусть дано перемножить два числа десятичной системы 

а.10^+£.10 3 +с.10 2 -+^.1(М-е, а .10 , +/3 .10 2 +*/ .1(Н -8; 

произведете ихъ будетъ 

(15) аа. iO '+£а . iO в -«а . iO s +^а . iO^-^-eа iO , 

(16) -wß.±0s+6ß.lO'i-*-cß.lOi'-i-dßi(?i-*-eß.l0* 
^ ч ) 10 4 -t-iy. 10 О* ̂  dy-10 '+iy 10 

^18) ШВЕ} + a J - 1 0 * 4 _ ^ ' 1 ° S + c 5 IQ'+tô-lO+d* 

которое изобразим* чрЕпг 
(19) j^o 7+i?.io e-t-C.io 54-Z).io 4-+-ii.io ! ,+ i r .io a+6;.io+^. 

С) Gnmdzüge der Lehre топ den höheren numerüchcn Gleichungen. Von M. W. 
Drobisch. Leipzig, 1854. 

35 
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Разделим* теперь это произведете на одинъ изъ его производителей , 
на пр. на 

а . 1 0 4 + £ . 1 0 5 4 - с . 1 0 ' + ^ . 1 0 4 - < ? . 

Возьмемъ для подчеркнутаго делителя несколько первыхъ членовъ, на 
п р . два, а. 1 0 * 4 - 3 . 1 0 * . ЦыФры делимаго JlO-hB содержать с у м м у flolO 
-i-ba-haß и цыФры 6-го порядка о т ъ членовъ 5-го порядка въ частныхъ 
произведешяхъ ( 1 5 ) , (1б) и ( 1 7 ) . В ы ч т я изъ AlO+B произведете (/>.iO+i)*>, 
остатокъ Л . Ю 6 долженъ б ы т ь неменьте са .Ю 5 , т . е. ЛЮ 6 —ca.iO 6 , 
или Л ю ^ с а . А какъ с < 1 0 , т о последнее условхе будетъ удовлетворено 
когда В 10=^10.а. или Л ^ а . И т а к ъ если первый остатокъ больше или 
равепь полугенной цыфрп гастнаго; то лт увп>рены, гто эта цыфра есть 
истинная. О с т а т о к ъ К съ следующею цыфрого делимаго, т . е. Вх—Л10+С 
содержишь сумму aß.lO+lß+ca-t-ay и цыФры 5-го порядка, происходящая 
о т ъ суммы членовъ 4-го порядка. Вычтя изъ Dx произведете са (по
правка), Dx—^(поправленное частное делимое) будешъ содержать aß.10 
-t-bß-i-ay; разделивши его на аЮ + Ь, вычитаемъ изъ него произведете 
подгеркнутаго делителя на новую цыФру частнаго. Если э т а цыфра 
есть j3, т о остатокъ R'=Dx—са—(«10-+-ЗДЗ будетъ сумма: ау съ цыФра-
ми 5-го порядка, произшедшими о т ъ членовъ 4-го порядка, а потому 
Л 1 0 s должно б ы т ь неменьте (da+rßplO^ , или Л '10 ^jla+cß (а): 
э т о условие будетъ удовлетворено , когда Л ' ~ а + / 3 , т . е. когда новый 
остатокъ будетъ больше или равенъ сулглиъ найденныхъ цыфръ гастнаго. 
Если же R'<a+ß; т о э т о еще не е с т ь признаке, ч т о вторая цыфра 
частнаго не есть истинная : услов1е* (о) можетъ б ы т ь удовлетворено. 
Снеся къ R! новую цыфру делимаго имеемъ Л 'ю-нВ: э т о количество 
по услов1ю (а) необходимо должно б ы т ь больше второй поправки da+cß. 
Следовательно, если R'lO-\~D<da-hcß; т о вторая цыфра частнаго не есть 
истинная ; тогда ее уменьшаготъ единицею и производятъ новую по
правку. Если же R'±o-i-D>da-hcß ; т о вторая цыфра есть истинная; 
совершивъ поправку , съ новымъ частиымъ делимымъ D^R 10-hD 
— (da+cß) посшупаемъ по предьидущему, или., сносимъ къ нему 
новую цыфру Е, и I) , 1О-кЕ делимь на aiqÊÊÊÊiO-hc , прилагая сюда 
предъидушдя су ж дет я. Этого достаточно jHHH^aqpcH in изложеннаго 
правила. 

§ 136. Сокращенное деление имеетъ большая выгоды предъ обыкновен
ным* делешемъ : въ немъ только т е цыФры делителя вводятся въ в ы 
числете , который и м е ю т ъ влхяше на частное. Следуюпце примеры 
покажутъ достоинство этого делетя . 
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4 4 1 2 3 подчеркнутый цыФры принимаются за делитель. 
21295 

59 ( 5 > 2 , цыФра 2 г о д и т с я ) 
2 = 2 . 1 (первая поправка) 

57 (2-е частное поправленное делимое) 
44 

135 ( 1 3 > 2 + 1 , цыФра 1 годится) 
5 = 1 . 1 + 2 . 2 ( 2 - я поправка) 

130 (3-е поправленное ч а с т н о е делимое) 

88 

429 ( 4 2 > 2 + 1 + 2 , цыФра 2 годится) 
10 = 2 . 1 + 1 . 2 + 2 . 3 ( 3 - я поправка) 

419 (4-е поправленное частное делимое) 

396 

239 ( 2 3 > 2 + 1 + 2 + 9 , цыФра 9 годится) 
16 = 9 . 1 + 2 . 2 + 1 . 3 + 2 . 0 (4-я поправка). 

223(5 е поправленное частное делимое) 

220 

32 ( з < 2 + 1 + 2 + 9 , признакъ, ч т о въ делителе мало подчеркнутыхъ 
цыФръ. Такъ какъ поправка 5 .1+9 . 2+2 .3 = 29 меньше 32; т о цъм>ра 5 
е с т ь истинная. 

32 
29 5-я поправка) 

38 [44123 новый подчеркнутый делитель есть 441. 

37 = 5 . 2 + 9 . 3 ( поправка, с о о т в е т с т в у ю щ а я новому делителю) 

15 
0 = 441.0 

1 5 < 2 + 1 + 2 + 9 + 5 + 0 ) 
1 5 = 0 . 2 + 5 . 3 (вторая поправка, еоошвъшств. нов. делит . ) 

3 5 -
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Примпрь II. 
123456789873647 
1170 

234567898765 
52631589 

645 (64<5, цыФра 5 годится) 
2 5 = 5 . 5 

620 . . . 2-е части, попр. дЪлим. 
468 

2526 (152>5-+-2, ЦЫФра 2 г о д и т с я ) 
40 = 5 . 6 + 2 . 5 

1486 . . . 3-е ч а с т и , п о п р . дълим. 
1404 

827 ( 8 2 > 5 + 2 + 6 , ЦЫФра в годится) 
11 = 5 . 7 + 2 . 6 + 6 . 5 " 

750 . . . 4-е попр. ч а с т и , ДЕЛИМ. 

702 

488 ( 4 8 > 5 + 2 + 6 + 3 , цыФра 3 годится) 
1 0 5 = 5 . 8 + 2 . 7 + 6 . 6 + 3 . 5 

383 . . . 5-е попр. ч а с т и , дълим. 
234 

1499 ( 1 4 9 > 5 + 2 + 6 + 3 + 1 , цыФра 1 г о д и т с я ) 
1 2 6 — 5 . 9 + 2 . 8 + 6 . 7 + 3 . 6 + 1 . 5 

1373 . . . 6-е части , попр. дълим. 
1 П 0 

2038 ( 2 0 5 > 5 Ч * 2 + 6 + 3 + 1 + 5 , ц ь ю р . S годится) 
158 = 5 . 8 + 2 . 9 + 6 . 8 + 3 . 7 + 1 , 6 + 5 . 5 

1 8 8 0 . . • 1-е ч а с т я , попр. дълим. 
1 8 7 2 

87 ( 8 < 5 + 2 - * - 6 + 3 + 1 + 5 + 8 , ЦЫФра 8 въ неизв.) 
206 (поправка не возможна, а п о т о м у вместо 8 должно взять l). 

1880 
1638 = 234.1 
2427 ( 2 4 2 > 5 + 2 + 6 + 3 + 1 + 5 + 7 , ЦЫФра 1 годится) 

201 = 5 . 7 + 2 . 8 + 6 . 9 + 3 . 8 + 1 . 7 + 5 . 6 + 1 . 5 " 

2226 . . . . 8-е ч а с т и , попр. ДЕЛИМ. 
2106 

120 ( 1 2 0 > 5 + 2 + 6 + 3 + 1 + 5 + 7 + 9 , цы«ра 9 годится) 
Такимъ образомъ можно продолжать какъ угодно далеко. 
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/ y W - I ( ^ 4 - Ä ) = / / w ~ I ( Ä ) 4 - / , w ( Ä ) . Ä 

f"X5+hy=fm{b). 

Разсматривая эти выражения , можио вывести следующее правило для 

получешя резулыпатовъ: 

/(ZH-A), /'(Й+А), f'(b+h),..,f™-\ù+h), fm(b+h). 

Написавъ въ строку известные уже результаты 

1-ая f(b), fXb), / " ( * ) , . . . / " — • 0 ) . • 

подпишемъ подъ каждымъ, исключая перваго, множителя Л, и произведемъ 
умножение; о т ъ того получимъ новую строки 
2-ая /'0&).Ä, fX6).h,...fm~%B).h, f ^ ' t y h , fm(B).h. 

Помноживъ на А каждый членъ этой строки , исключая перваго, и, 
раздъливъ произведения на 2, мы получимъ третью строку 

5-ая / « ( * ) . - , f'Xè) - , . . . / — / W ^ - T -

§ 137. Мы часто должны будемъ делать вставку огромныхъ чиселъ 
вместо х въ рядъ Функцш 

/т(х), /»—- х (д?), . . . . / ' (*) , /(х), 

ч т о кажется весьма затруднительнымъ. Но Фурье облегчилъ этослЬдую-
щимъ образомъ: 

Положимъ, что а есть первое приближенное значеше х 5 и ч т о мы 
уже имеемъ результаты 

пусть h будетъ новая чаешь корня, и положимъ, чшо требуется вста
вишь b+h вместо х. Извесшно?чшо 

V W V K J 2 w 1 .2 . . (m - i ) 4 Jt.2..m 

A* 7im~x 

2 • 
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Помноживши опять на А каждый членъ эшой строки, исключая пэрваго, 
дълимъ произведения на 3 ; о т ъ того найдемъ строку 

4-ая f'Xb)~t,..fm-*{F)X, fm-\b).~, f-m(5).^. 
• V 2 . 3 V ; 2 . 3 V 2 . 3 W 2 . 3 

Продолжая такимъ образомъ помножать на А каждый членъ новой 
строки, исключая перваго , и произведете делить на число, показываю
щее порядокъ строки, мы получимъ наконецъ строки : 

im— i А " * - 1 

v ' К J 1 . 2 . 3 . . . ( m — i ) ' 4 ; 1 . 2 . 3 . . . ( о т — 1 ) 

hm 

После того складываемъ одни первые члены всехъ строке], сумма 
ихъ будетъ J~(b+Ji); сумма вторыхъ членовъ всехъ строке будете 
X'(Ä-t-A); сумма т р е т ь и х ъ членовъ будетъ /''(b+li); вообще сумма 
ныхъ членовъ всехъ строкъ составить /* л (6Ч-а). Такимъ простымъ дей-
cmBieMe найдутся все результаты: 

Этимъ правиломъ можно пользоваться при отделенш корней и при 
вычисленш корней по способу Лагранжа, 

§ 13$. Вычисливъ по g 1 3 3 помошдю пределовъ а и Ъ новый пределъ 
искомаго корня, необходимо вычислишь и другой, чтобы определишь П Ы Ф -
ры,принадлежашдя точному значешю корня. Но произведя вычисление вто
раго предела независимо о т ъ перваго, мы сделаемъ много лишней работы. 
Можно вычислить вшорый пределъ, гораздо проще, какъ мы уже показали 
въ § 1 3 4 , а именно: придавши къ вычисленному уже пределу, или отнявши 

. f'[ß) 
отъ него, разность г 2 fitj\i где г есть разность предгидущихе пределовъ, 

2 / (А) 
f"(B) наиболыши изе результашовъ /"(a), f'(o), a f (А) наименьцпй 
изъ результашовъ У (а) и / ' ( £ ) , принимая э т и результаты независимо 
о т ъ своихъ знаковъ. Отношете —-~—— можетъ б ы т ь или больше или 

г/\А) 
( i к 

меньше единицы. Означивъ чрезъ |—j единицу непосредственно высшаго 

порядка этого опгаошетя , показатель к будетъ положительный, когда 
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предЪлъ б у д е ш ъ ß^ß—y,. онъ , по сказанному выше, р а з н и т с я ошъ 

2/'(Л)<1' 3 о г а Р И Ч А Т Е Л Ь Н Ь Ш в ъ прошивномъ случав. На пр. когда пер. 

f"(B) П\> выя цыФры ч а с т н а г о — , ^ _ i C y m b 0 , 0 0 3 ; т о г д а _ — 0 , 0 1 = — 
2 J \ А ) \ ю ) lioj' 

г. * ^ f"(B) / 1 . * и А _ 2 . Если первыя Ц Ы Ф Р Ы f ' с у т ь напр. 4 7 5 2 ; т о — =10000 

^ (îo)' И — 4 * П о л о ж и м ъ » ч ш о единица высшаго порядка разности 

i=b-a е с т ь ( i ) ; т о имеемъ: ^ < ( ^ ) " H ^ < ( ^ , а потому 

, /" (Я) / i \ * " > * 
1 ' Т / 7 ^ Ûoj '

 З Н Я Я 0 Д И Н Ъ и з ъ п Р Е Д * л о в ь а-яЪ', на пр. а, вмвсто 

вшораго можно в з я т ь а ' - н — • 
UoJ-

§ 139. Въ вычислеше новаго предвла по Нютонову способу входить 
т о л ь к о одинъ изъ пределъ а и Ъу и въ § 133 мы видели , что для того 
должно взягаь в н в ш н ш пределъ, ш . е. т о т ъ , для котораго f(x) ч f'\x) 
и м е ю т ъ одинак1е з н а к и ; онъ б у д е т ъ высшш въ случаяхъ ( l ) и (2) , а 
н и з ш ш въ случаяхъ (3) и ( 4 ) . Означивъ его чрезъ ß , новый внъшнш 

fjß) 
W 

/ i f 4 " 

другаго предала, исправленнаго по фуры, менее нежели 1 — 1 , а потому 

ß' и м е е т ъ т о л ь к о 2п*-к цыФръ, принадлежащихъ т о ч н о м у значенпо 

корня; следовательно ч а с т н о е Ĉ fr т а к ж е будешъ и м е т ь 2п-+-к о б щ и х ъ 

I (р) 
цыФръ съ корнемъ; шакъ, ч т о двлеше f(ß) на f\ß) д о с т а т о ч н о продол
жить до цыФры порядка 2/м-А включительно. Но остальными цыФрами 
не должно пренебрегать , а надобно нхъ заменишь единицею порядка 
2п-+-к, потому что , пренебрегая ими, мы можемъ удалиться отъ точнаго 

значешя более нежели на |—j . В ъ c a M 0 M - b Д*ле: въ случаяхъ (l) и ( 2 ) 

ß —ß—^JT~~~ больше гаочнаго значешя корня, и р а з н и т с я о т ъ него менее 
(±У»+К . f{ß) 

нежели — ; взявши в м е с т о точнаго значеше > количество 

меньшее, пределъ ß' увеличится , и разность его отъ корня можешь 



280 

о т ъ ß , а 

къ 3'. во втором*, ч т о о ы получить высшш предЬлъ, придаем* 

Такимъ образомъ мы определим* новые пределы а и Ъ'. Желая продол
ж и т ь вычислеше, поступаем* съ л , и Ь' точно т а к ъ же , какъ и съ 
а и I. Пусть ßx, будетъ новый внъшнш пределъ, à п порядокъ послед-

f (jSr) 
ней десятичной цы*ры этого предела; т о частное вычисляемъ 

J (ßx) 
до цыФры порядка 2п'-\гк включительно, потомъ увеличиваемъ э т у ЦЫФ" 

ру единицей, и нродолжаемъ дейсппне по предьидущему. Такимъ образомъ 
число десяшичныхь цыфръ при каждомъ действш будетъ увеличивать
ся более и более. 

( 1 \ я 

Такъ как* данные пределы а и Ъ разнятся менее , нежели !— ; т о \1Ъ) 

они им*югаъ п цыфръ общих*, которыя принадлежат* и корню. Перей
дя отъ этихъ пределовъ къ Другимъ а и Ъ', число точных* цыфръ 
корна будешъ %п+-к. Потом* переходимъ къ трешьимъ предъламъ, дл« 

сделаться более I —J . То же самое и въ случаяхъ (з) и (4), ß'^ß—j^—^ 

меньше точнаго значешя корня, а пошому, взявши вместо—-—— коли-

чество меньшее , предълъ ß' уменьшится, и разность его ощъ точнаго 

значешя корня можетъ сделаться больше I — 
И т а к ъ , вычисливши частное — • * до цыФры порядка 2n-t-k вклю-

чительно, должно ее увеличишь единицею; придавши э т о приближенное 
f iß) 

заачеше частнаго—ут-—- къ /3, получимъ приближенное значеше новаго 

J СР) л. 

предела ß\ которое наверное разнится о т ъ корня менее нежели f — 1 
Но мы не знаемъ , будетъ ли оно служить высшимъ или низшимъ 
пределом* ; потому чшо точное значеше ß', будучи уменьшено въ 
случаяхъ (i) и ( 2 ) , а увеличено въ случаяхъ (з) и ( 4 ) , можетъ перейти 
за корень. Чтобы э т о узнать , должно вставить полученное 
значеше ß' вместо х вь J (х) , и , судя по знаку результата мы 
узнаемь, будетъ ли оно больше или меньше корпя ; въ первомъ слу-

/ 1 \ з 7 н - ж 

чае, чтобы получить низшш предЬлъ отнимаемъ — 
Uoj 
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1,10, 

/ I f 
J.IH к положительное или отрицательное. Определивши потомъ , -~ , 

\±0) 

^единицу непосредственно высшаго порядка разности данныхъ пределовъ 
Ь л3 смотримъ, удовлетворено ли условие п>—h. когда оно не удовлетво
рено; тогда должно сближать пределы аиЬ до т е х ъ поръ, какъ будет* 
Ъ/tzzzi—k или п>1—i. После того смотримъ, для котораго изъ 
»предьловъ а и Ь Функщй f(x) и f'\x) имеютъ одинаков знаки; 
»эшотъ пределъ будешъ внтъшнш. Означая его чрезъ ß, беремъ результаты 
»/(j3) и f \ ß ) > и> п о п р а в и л У сокращеннаго деления, делимъ первый 
»резулыпатъ на второй ; э т о дЪлсше продолжаемъ до цыФры порядка 

которыхъ число точныхъ цыФръ корня будетъ 2n'-b-k=(2n-*-k).2+k 
•=in+zk. Перейдя къ четвертымъ предвламъ , будемъ иметь %пл-Чк 
точныхъ цыФръ кореня, и т . д. 

Ч т о б ы о т ъ перваго дъйегшпя приблизиться къ корню, необходимо , 
ч т о б ы было 2n+J;>n или п> — к, ч т о не всегда случается, «если одинъ 
изъ показателей к и п о т р и ц а т е л ь н ы й . А пошому, определив* к, пока» 
зашель порядка десятичной цыФры, непосредственно превышающей поре» 

докъ первой цыФры часшнаго ^ у ? ^ » должно смотреть , будетъ ли 

удовлетворено услов1е л>—к. Если оно не удовлетворено ; т о начальные 
пределы а и 5 должно с т е с н я т ь , вставляя въ f(x) вместо х числа 
>а и <Ъ до т ь х ъ поръ , какъ разность новыхъ предвловъ сделается 

(1Y 
меньше i — , где nz=i—/г. 

\ю) 
g 1-^0. Изъ сказаннаго въ последнихъ выводим ь следующее правило: 
» Ч т о б ы ошъ двухъ пределовъ а и 6, содержащихъ одинъ только ' дей

с т в и т е л ь н ы й корень уравнешя f (х)=о, и не открывагощихъ ни одного 
»корня въ уравнешяхъ: fr(x)=o, f"(x)~o, f"'(x)=o, перейти къ двумъ 
»другимъ , з а к л ю ч а ю щ и н ъ т о т ъ же корень , и столь близкимъ между 
»собою какъ угодно, должно поступать следующимъ образомъ : 

»Взявши наибольший изъ результашовъ f"(a) и дЬлимъ его на 
^наименьшее изъ двухъ произведен!»! %f'(a) и 2J~'(b), (здесь не обращается* 
»вниман!е на знаки результашовъ) ; ограничившись только познашемъ 
»иорядка первой ц ы * р ы частнаго , замечаемъ единицу непосредственно 

( 1 \К 

«высшаго порядка. П у с т ь эша единица будешъ ;— ; т о узнаемъ, будетъ 

3 6 
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Примтъръ 1. 

фуръе вычисляет* корень уравнешя 

Хъ—2х—5=о, 

которое решали Нютонъ -, Лагранжъ и Коши, Чтобы отделишь его 
корни , берем* Функцш 

f(x)=X* —2х—5 

/\х)=:ЗХ2—2 

/''(х)==.Ъх 

/ ' » = 6 

%2n+h, увеличиваем* ее единицею , и полученное такимъ образомъ 

>приближенное значеше частнаго J77^̂  придаем* къ пределу ß, или 

>вычишаем* изъ Heio, смотря по т о м у , будутъ ли результаты f (ß) 
>и f'(ß) иметь разные или одинак1е знаки. Полученный новый пределе 
iß* будетъ разнишься о т ъ корня менее, нежели ;номынезна-
>емъ, будетъ ли онъ высшш или низнлй пределъ. Чтобы различить э т о , 
^вставляем* его въ fÇx) вместо х: когда ß' есть высшш пределъ; тогда , 
^уменьшив* последнюю его цыфру единицею, получиме низшш предел* ; 
»если же ß' есть низшш предел* , т о , увеличив* последнюю его цыфру 
^единицею, получимъ высшш предел*. 

j»Ce новыми пределами поступаем* т а к ъ же, как* съ а и i, и продол
ж а е м * т а к и м * образом* произвольно далеко. О т * каждых* новыхъ 
^пределов* получаются новыя точныя цыФры корня, и число десятичных* 
АЦЫФре, считая съ запятой, по конце перваго действ1Я будетъ 2rv+k , 
>по конце втораго по конце т р е т ь я г о Qn-t-lk, и т . д. 

Вот* какой верный и правильный ход* сообщил* фуръе Нютонову 
способу вычислешя корней, остававшемуся столько времени съ недоста
тками , которые ускользнули о т ъ умовъ Ейлера и Лагранжа. 

Следующее примеры покажутъ простоту изложеннаго правила. 
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и составляемъ ряды знаковъ 

Л / , 
[ - 1 ] ч- ч- г 

[<0] 
1 А 

[<0] 4- ~ 
[о] 4- 0 

[>о] ч- ч- _ _ 
[4-1] ч- ч- 4- — 
[+10] ч- ч- ч- Ч-

Пределы — 1-й 0 ошкрываюшъ два корня ; но 
4 5 

потому ч т о — ч- —. И т а к ъ данное уравнеше имеетъ только одинъ 
1 2 

действительный корень, который заключается между 1 и 10. Чтобы 
определить целую чаешь этого корня, сшвеняемь его пределы, и нахо
димъ ряды 

И +- •+- ч- — 
12 10 1 

0 0 0 1 

f- ч- ч-
18 25 56 

[3] 

откуда видимъ , что искомый корень больше 2 и меньше 3. Такъ какъ 
рядъ указателей есшь 0001; шо, по § 132, можно бы было приступить 
къ приближешю. Но прежде должно определить к: наибольшее значеше 
_ _ . N f"(B) 

J"(x) есшь 18,а наименьшее значеше 2.J \х) есшь 2.10; частное —f77~J\ 

есшь —=о,9; единица непосредешвенно высшаго порядка есть ^— j=l, 

следовательно £=о . Разносшь пределовъ 2 и 3 есть 1, а потому п = о , 
и услов!е л > = 1 — к неудовлетворено. И шакъ пределы 2 и 3 не довольно 
близки, чшобы начать приближение. Вставивши вместо х число среднее 
между 2 и 3, а именно 2,1, получаемъ ряды 

[2J ч- ч- ч- — 
12 10 1 

[2 ,1] * 4 - 4 - 4 - 4 -
12,$ 11,« 0,061 

36» 
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вычесшь частное 
/ ' (J3) /"'(2,1) 11,23 

1 - \ ' и + ж / 1 
ной цыФры порядка ~ ^7~~! » т - е - Д° сотенъ включительно , 

и увеличивъ последнюю цыфру единицею. 1акъ какъ ——— - = 0 ,00 . . . ; 
11,23 

т о о т ъ 2,1 должно о т н я т ь 0 ,01 ; следовательно первое приближенное 
значеше корня будетъ 2,09 , которое разнится . о т * точнаго значенгя 

корня менее, нежели • — . Ч т о б ы у з н а т ь , будетъ ли 2 ,09 больше или 

меньше корня, вставляем* 2 ,09 въ f(x) вместо х, поступая по § 137. 
Следующая таблица представляет* э т о вычислеше 

/ ( 2 ) 

— 1 

(делим* на 2) 

/ ' ( 2 ) 

10 

0,09 

0,9 

/ " ( 2 ) 

12 

0,09 

" 1,08 

9 

912 

0,0486 

6 * 

0 ,09 

0 ,54 

9 

486 

0,0243 

(делимъ на 3) 2187 

0,000729 

которые показывают*, ч т о искомый корень заключается между 2 и 2 , 1 . 
Наибольшее значеше/''(.г), разделенное на наименьшее значеше 2j"\x), есть 

12,6 ' 1 7 

= 0 , 6 3 ; разность пределов* 2 и 2,1 есть — , а потому /г=о, n—1 , 
20 Ю 

и услов1е п= 1—А: выполнено. Следовательно пределы 2 и 2,1 довольно 
близки, чтобы начать приложете правила § 140- Здесь вньщнш пре
дел* есть 2 ,1; потому ч т о р е з у л ь т а т ы / ( 2 , 1 ) и / " ( 2 , 1 ) с* одинакими 
знаками. 

Ч т о б ы получить первое приближенное значеше , должно изъ / 3 = 2 , 1 
/ ( J 3 ) / ( 2 , 1 ) 0,061 + . х 

— = • , продолжив* делеше дохдесяшич-
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откуда выводим* 

0 , 9 
486 

7 2 9 

0 , 9 4 9 3 2 9 
-1 

10 
1 ,08 

2 4 3 
12 
0,54 

/ ( 2 , 0 9 ) = — 0 , 0 5 0 6 7 1 > / ' ( 2 , 0 9 ) = 11,1043, / " ( 2 , 0 9 ) = 1 2 , 5 4 , / ' " ( о , 0 8 ) = 6 . 

Такъ какъ результатъ / (2,09) отрицательный; т о 2,09 меньше кор 
ня, который поэтому заключается между 2,09 и 2 ,1 . Разность этих* 

0,061 1 UV / " ( 2 , 1 ) 
п редъловъ есть -—• = — La потому частное-^-

1 0 0 Uoj Л / (2 ,1) 

вычисляем* 11 .23 

до ч е т в е р т о й десятичной цы«>ры, и увеличиваем* э т у цыфру едини
ц е ю ; о т ъ чего получаемъ 0 , 0 0 5 5 , количество, которое должно вычесть 
изъ 2 , 1 0 ; и т а к ъ второе приближенное значеше корня будетъ 2 , 0 9 4 5 , 
оно разнится о т ъ шочнаго значешя менъе нежели 0,0001. 

Э т о приближенное значеше корня вставляем* въ /"( дг), чтобы узнать, 
будетъ ли оно служить высшимъ или низшимъ пределом* ; вставка 
производится по § 1 3 7 , а именно: 

/ ( 2 , 0 9 ) , 
-0,050671 

/ ' ( 2 , 0 9 ) , 
11 ,1043 

0,0045 

5 5 5 2 1 5 
4 4 4 1 7 2 

0 ,0 4 9 9 6 9 3 5 

/ " ( 2 , 0 9 ) , 
12,54 

0,0045 

6270 
5 0 1 6 

0 , 0 5 6 4 3 0 
45 

282150 
225720 • 

2539350 
0 ,0001269675 

/" ' (2 ,09) 
6 

0,0045 

0,0270 
45 

1350 
1080 

12150 
0,00006075 

45 

30375 
24300 

2 7 3 3 7 5 
0,000000091125; 
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0,04996935 
0,0001269675 

0,000000091125 
11,1043 

0 ,050096408625 0,056430 12,54 
-0,050671 " 0,00006075 0,0270 

/ ( 2 , 0 9 4 5 ) = — 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 3 7 5 , / ' ( 2 , 0 9 4 5 ) = i l , 16079075, / " ( 2 0 9 4 5 ) = 1 2 , 5 6 7 0 

/ ' " ( 2 , 0 9 4 5 ) = 6 . 

Результатъ / ( 2 , 0 9 4 5 ) о т р и ц а т е л ь н ы й , а пошому 2 ,0945 меньше 

корня. И т а к ъ искомый корень заключается между 2,0945 и 2,0946: 
второй изъ э т и х ъ предъловъ есшь внъшшй. Чшобы продолжить вычи

сление должно его вставишь въ рядъ Функцш ; результаты получатся 

по § 137, взявши А=0,0001. Они будушъ 

0,001116079075 
62835 

1 

. 11 ,16079075 

0,001116141911 125670 

—0,000574591375 3 

/ ( 2 , 0 9 4 б ) = 0 , 0 0 0 5 4 1 5 5 0 5 3 6 / ' ( 2 , 0 9 4 б ) = 1 1 , 1 6 2 0 4 7 4 8 

12 ,5670 

6 

/ " ( 2 , 0 9 4 б ) = 1 2 , 5 6 7 6 , / " ' ( 2 , 0 9 4 6 ) — 6 , 

Такъ какъ разность предьловъ 2 ,0945 и 2 ,0946 есть 0 , 0 0 0 1 = | — 1 ; т о 

0,000541550536 
n=zi и частное — должно вычислить до 8-и десятич-

11 ,16204748 
ной цифры включительно. Э т о приближенное частное будетъ 0,00004851» 

увеличив* последнюю его цы*ру единицею , и вычшя его изъ 2,0946,. 
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п о л у ч и м ъ т р е т ь е приближенное значеше корня , 2,09455148, которое 
в с т а в л я е м ъ , какъ здЪсь показано, въ рядъ Функщй : 

/ ( 2 , 0 9 4 5 ) / ' ( 2 , 0 9 4 5 ) / " ( 2 , 0 9 4 5 ) 
— 0 , 0 0 0 5 1 4 5 9 1 3 7 5 , 

отсюда 

1 1 , 1 6 0 7 9 0 7 5 
0 , 0 0 0 0 5 1 4 8 

8 9 2 8 6 3 2 6 0 0 
4 4 6 4 3 1 6 3 0 0 

1 1 1 6 0 7 9 0 7 5 
5 5 8 0 3 9 5 3 7 5 

0 , 0 0 0 5 7 4 5 5 7 5 0 7 8 1 0 0 

1 2 , 5 6 7 0 
0 , 0 0 0 0 5 1 4 8 

1 0 0 5 3 6 0 
5 0 2 6 8 0 

1 2 5 6 7 0 
6 2 8 3 5 0 

0 , 0 0 0 6 4 6 9 4 9 1 6 0 
5 1 4 8 

5 1 7 5 5 9 3 2 8 0 
2 5 8 7 7 9 6 6 4 0 
6 4 6 9 4 9 1 6 0 

3 2 3 4 7 4 5 8 0 0 

/'"(2,0945) 
6 

0,00005148 

30888 

0,00030888 
5148 

247104 
123552 
30888 

154440 

3330494275680 159011424 
0,00000001665247137860 0,0000000079505712 

5148 

636045696 
318022848 
79505712 

397528560 

409295405376 
0,000000000000136431801792 

0 , 0 0 0 5 7 4 5 5 7 5 0 7 8 1 0 0 
1 6 6 5 2 4 7 1 3 7 8 4 0 

1 3 6 4 3 1 8 0 1 7 9 2 

0,000574574160417810201792 
—0,000574591375 

/(2,09455148)г=—0,000000017214582189798208 

11,16079075 
646949160 

7 9 5 0 5 7 1 2 

/'(2,09455148)=11,1614377071105712 
12,5670 

30888 

/ "(2j09455148)=12,56730888 /'"(2,99455148)=6 
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Такъ к а к ъ / ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 з ) о т р и ц а т е л ь н ы й ; шо искомый корень заключается 
между 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 и 2 , 0 9 4 5 5 1 4 9 . Желая еще болъе приблизиться къ корню» 
вставляем* в т о р о й предълъ въ рядъ Ф у н к ц ш ; р е з у л ь т а т ы этихъ в с т а в о к * 
получатся изъ предъидущихъ весьма простымъ вычислением*, а именно: 

0 , 0 0 0 0 0 0 1 1 1 6 1 4 3 7 7 0 1 1 1 0 5 1 1 2 

6 2 8 3 6 5 4 4 4 

1 

0 , 0 0 0 0 0 0 1 1 1 6 1 4 3 1 1 6 9 9 4 1 1 1 5 1 

— 0 , 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 1 4 5 8 2 1 8 9 7 9 8 2 0 а 

/ ( 2 ; 0 9 4 5 5 1 4 9 ) = 0 , 0 0 0 0 0 0 0 9 4 3 9 9 1 9 5 5 0 9 6 7 2 9 4 9 

1 1 , 1 6 1 4 3 7 7 0 7 1 1 0 5 7 1 2 

1 2 5 6 7 3 0 8 8 8 

3 

/ ' ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 9 ) = 1 1 , 1 6 1 4 3 7 8 3 2 7 8 3 6 6 0 3 

1 2 , 5 6 7 3 0 8 8 8 

6 

/ " ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 Э ) = 1 2 , 5 6 1 3 0 8 9 4 / " ' ( 2 , 0 9 4 5 5 1 6 9 ) = 6 . 

/ ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 9 ) 
Аеперь п—8, а потому частное f.ry г вычисляемъ до 16-шои 

J ' " ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 9 ) 
десятичной цыФры включительно, и увеличиваем* э т у цы«ру единицею; 
о т * того получаемъ дробь 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 8 4 5 7 6 7 3 5 , которую вычитаем* 
изъ 2 , 0 9 4 5 5 1 4 9 . Остатокъ 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 1 5 4 2 3 2 6 5 будетъ четвертое 
приближенное значеше корня , которое разнится о т ъ истиннаго менъе 

! 1)1а 

нежели ^ н о меньше корня; потому ч т о 

/ ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 1 5 4 2 3 2 6 5 ) 

— — 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 1 0 7 4 9 6 0 4 4 3 6 7 9 8 4 5 4 3 2 4 9 5 1 8 5 8 6 5 375 

/ ' ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 S 1 5 4 2 3 2 6 5 ) - = : 1 1 , 1 6 1 4 3 7 7 2 6 4 9 3 4 6 4 7 2 6 4 4 5 6 3 3 0 9 7 8 0 6 1 5 

/ " ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 1 5 4 2 3 2 6 5 ) ^ = 1 2 , 5 6 7 3 0 8 8 8 9 2 5 3 9 5 9 0 

/ ' " ( 2,0945514815423265)=:6. 
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Й 
M 

f"(B) 36 
Здесь —р—- = • — = 6 имеешь единицею непосредственно высшаго порядка 

2J (л) 2 .3 i0=|ij , а потому — 1 . Разность пределовъ 2 и 3 есть 1 = | ^ - | ; 

/*" f r / 
-f- - ь 0 _ •+• 

S4 19 1 

-i -+• — , 
2* »8 56 5 15 

Изъ э т и х ъ р е з у л ь т а т е - в ъ получатся по § 137 результаты, с о о т в е т 
ствующее высшему пределу 2,0945514815423266: они с у т ь 

/ ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 815423266) 

=0,00000000000000009506881220566669004861257018596 

/ ' (2 ,0945514815423266)=11 ,161437 72649346598317652202320268 

/ ' ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 1 4 2 3 2 6 б ) = 1 2 ) 5 6 7 3 0 3 9 5 9 8 8 8 9 2 5 6 

/ (2 ,0945514815423266) 
Вычисливъ частное -р—- — до 32-и десятичной цы«-

/ ( 2 , 0 9 4 5 5 1 4 8 1 5 4 2 3 2 6 6 ) 

ры включительно, и увеличивъ ее единицей, получимъ 

0,0000000000000000851761345942069; 
о т н я в ш и э т о о т ъ предъидущаго внъшняго п р е д к а , будемъ иметь пятое 
п р и б л и ж е н н о е значеше корня: 

2,09455148154232659148238654057930. 

Такимъ образомъ можно продолжать приближеше, какъ угодно далеко. 

Пргштъръ II. 

Мы нашли въ § 1 1 7 f ч т о уравнеше 

Xs-—4л:5—5Х+25=о 

им*етъ два двйсгавительные корня, изъ которыхъ одинъ заключается 

UV 
между 2 и 3 . Вычислимъ его приолиженно до 1—1 . 

Р е з у л ь т а т ы вешавокъ эшихъ пределовъ въ рядъ функцш вместо 
х с у т ь 

31 



2 9 0 

с л е д о в а т е л ь н о л = о , и условге n^l—k н е у д о в л е т в о р е н о ; и т а к ъ должно 
с т е с н я т ь пределы; для э т о г о в с т а в л я е м * в м е с т о х число среднее м е ж 
д у 2 и 3 , а именно 2 , 1 ; р е з у л ь т а т ы п о л у ч а т с я по § 137 изъ резуль
т а т о в ъ ряда [2 ] , и б у д у т ъ 

1 , 
0 , 0 0 4 
0 , 0 0 0 1 

1 , 0 0 4 1 
— 1 ,9 

0 , 1 2 
0 , 0 0 4 

2 , 4 
0 , 1 2 

2 4 
2,4 

/ ( 2 , 1 ) = — 0 3 8 9 5 9 У > ( 2 , 1 ) = - 1 8 , 8 7 б / " ( 2 , 1 ) ^ 2 , 5 2 / ' " ( 2 , 1 ) = 2 6 , 4 / ' 1 У ( 2 , 1 ) = 2 4 ; 

о т с ю д а получаемъ рядъ знаковъ 

[2 ,1] -А- л -+ — —, 

который показываешь, чшо искомый корень заключается между 2 и 2 , 1 . 

Р а з н о с т ь э т и х ъ пределовъ е с т ь — , а п о т о м у п- -1. Единица высшаго 

/"(В) 2 , 5 2 1 
порядка ч а с т н а г о —— • = . = 0 , 0 . . е с т ь .— ; с л е д о в а т е л ь н о л = 1 , 

2j'{A) 2 . 1 8 , 8 7 6 1 0 
и условге л > 1 — к выполнено. В н в т ш и пределъ е с т ь 2 ; п о т о м у ч ш о 
f(2) и f"{2) и м е ю т ъ одинак1е з н а к и . К ъ н е м у должно п р и д а т ь ч а с т н о е 

- / ( 2 ) 1 
j ^ = — , к о т о р о е вычисляемъ до в т о р о й д е с я т и ч н о й ц ы * р ы включи-

т е л ь н о , и увеличиваемъ п о с л е д н ю ю цьы>ру единицей ; э т о приближенное 
ч а с т н о е е с т ь 0 , 0 6 , и 2 , 0 6 е с т ь первое п р и б л и ж е н н о е значеше искомаго 
корня . Ч т о б ы у з н а т ь , б у д е т ъ л и оно в ы с ш ш или н и з ш ш п р е д е л ъ , в с т а 
вляем* его в ъ / ( j e ) , р у к о в о д с т в у я с ь правиломъ § 1 3 7 : 

/ ( 2 ) / ' ( 2 ) / " ( 2 ) / " ' ( 2 ) 
О — 1 9 

0 , 0 6 
2 4 

0 ,06 

/ " ( 2 ) 
2 4 

1,44 
6 

8 6 4 
0 , 0 4 3 2 

6 

2 5 9 2 " 
0 , 0 0 0 8 6 4 

1 ,44 

0,043.2 

0 , 0 0 0 8 6 4 
6 

~ ~ 5 1 8 4 
0 , 0 0 0 0 1 2 9 6 
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отсюда 

• 
1 

1 , 0 0 0 8 7 6 9 6 0 , 0 4 4 0 6 4 
- 1 , 1 4 — 1 9 

f (2,06)=—0,13912304 / ' (2,0б)=—18,955936 

1,44 24 
0,0432 1,44 

/ " ( 2 , 0 6 ) = 1 , 4 8 3 2 / ' " ( 2 , 0 б ) = 2 5 , 4 4 / г г (2 ,0б)=24 . 

Такъ какъ результатъ / ( 2 , О б ) отрицательный, т о 2 ,06 больше кор
ня, а потому корень заключается между 2 , 0 5 и 2 ,06. Чтобы вставить 
2 , 0 5 BMtcmo X въ рядъ Функцш , беремъ предъидуцце результаты , и 
поступаемъ съ ними по § 137, в з я в ш и hzsz—0,01 ; результаты суть: 

/ ( 2 , 0 5 > = 0 , 0 5 0 5 0 6 2 5 , / ' ( 2 , 0 5 > = — 1 8 , 9 6 9 5 , / ' ' ( 2 , 0 5 ) = 1,23 

/ ' " ( 2 , 0 5 ) = 2 5 , 2 , / " " ( 2 , 0 5 ) = 2 4 . а 

/ ( 2 , 0 5 ) 0,05050625 
Частное — ^ : = -—— в ы ч и с л я е м ъ до ц ы Ф р ы порядка 

./'(2,05^ 18,9695 

1— = 0 , 0 0 0 1 , и увеличиваем* э т у цыФру единицею: получаем* дробь 

0 , 0 0 2 7 , которую придаемъ къ 2 , 05 ; отъ того имъемъ второе приближенное 
значеше корня 2 , 0 5 2 7 . Чтобы узнать, будетъ ли оно больше или мень
ше корня, вставляемъ его вмъсто х , поступая по § 137: находимъ 

/(2,0527)=—0,0007068339282559, /'(2,0527)=—18,966087067268 
/ " ( 2 , 0 5 2 7 ) = i , 2 9 8 1 2 7 4 8 , / '"(2 | 0527)=25,2б48, /"(2 ,0527)=24 . 

Результатъ/(2 ,0527) отрицательный, а потому 2,0527 больше корня; 
и шакъ корень заключается между 2,0526 и 2,0527. Чтобы вста
вишь 2 ,0526 в* р я д ъ Функцш, беремъ предъидушде результаты, и 
поступаемъ с* ними по§ 137, положивъ Л=—0,0001; находимъ результаты.-

/ (2 ,052б)=0 ,0011897812б48976 , /'(2,052б)=—18,066216753696 
/"(2 ,0526)=1,29560И2, /'"(2,0526 )=25 ,2624 , /«*(2,0526>=24. 

37» 

0 , 0 0 0 8 6 4 0,0432 
0 , 0 0 0 0 1 2 9 6 0,000864 
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/ ( 2 . 0 5 2 6 ) 0,0011891812648976 
Вычисливши частное — . = _ до 8-и деся-

/ ' ( 2 . 0 5 2 6 ) 18 ,966216153696 
гпичной цыФры включительно, и увеличив* э т у цыфру единицей , 
получаемъ 0,00006214. Придавши э т о кь 2 ,0526 , имъемъ т р е т ь е прибли
женное значеше корня 2 , 0 5 2 6 6 2 1 4 . Вставивши его вместо X въ рядъ 
Функцш, находимъ р е з у л ь т а т ы : 

/ ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 4 ) = — 0 , 0 0 0 0 0 0 1 5 6 5 2 3 2 4 1 1 8 7 9 6 5 2 0 1 3 4 8 5 8 2 9 9 

/ ' ( 2 , 0 5 2 6 6 2 7 4)=—18;966135417 9604560502457 04 

/ " ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 4 ) = 1 , 2 9 1 1 8 6 1 3 0 2 1 1 6 9 1 2 

/ " ' ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 4 ) = 2 5 26390516 

/ " ( 2 , о 5 2 6 6 2 7 4 ) = 2 4 . 

Р е з у л ь т а т ъ / ( 2 , 0 5 2 6 6 2 7 4 ) отрицательный , а потому корень заклю
чается между 2 , 0 5 2 6 6 2 7 3 и 2 , 0 5 2 6 6 2 7 4 . Вставивши 2 , 0 5 2 6 6 2 7 3 вместо 
х, получаемъ 

/ ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 3 ) = 0 ,0000000331381010564986483225 9866 
/ ' ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 3 ) = — 1 8 , 9 6 6 1 3 5 4 3 0 9 3 2 3 1 4 8 2 6 0 4 6 3 3 2 

и п р . 

/ ( 2 , 0 5 2 6 6 2 1 3 ) 0 ,00000003313810105649864832259866 
Частное - ~ — вычис-

J (2,05266213) 18 ,966135430932314826046332 
ляеме до 16-шой десятичной цыФры включительно , к о т о р у ю увеличи-
ваемъ единицею; ошъ т о г о получаемъ дробь 0-,0000000011412251, и 
четвертое приближенное значеше корня б у д е т ъ 

^ = 2 , 0 5 2 6 6 2 7 3 1 7 4 7 2 2 5 1 . 
И т . д. 

Залтл. Когда пределы а и<5 еще не довольно близки , ч т о б ы къ нимь 
п р и л о ж и т ь правило § 1 4 0 ; тогда сближеше и х е можно производишь по 
способу Лагранжа. 

§ \Ч%. Когда к о е Ф Ф и щ е н т ы даннаго уравнешя с у т ь количества не. 
соизмеримый; тогда вычисляютъ ихъ приближенно. Полученное такимъ 
образомъ неточное уравнеше преобразуюшъ ве другое съ целыми коеФ
Ф и щ е н т а м и , и вычисляютъ его корни, которые б у д у т ъ приближенныя 
значешя корней даннаго уравнешя. Но замешимъ, ч т о здесь , о т ъ изме-
нешя коеффищентовъ , въ нВкоторыхъ случаяхъ изменяется свойство 
корней ; разсмошримъ э т и случаи. 

Пусть въ уравненш 

f(x)=aPхт+а 1хт-1+аяхт~>+..,+а _жх+ат-= о 
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коеФФИщенты aot a , , aai..,am изменяются въ 

гдв о означаешь действительное безконечномалое положительное коли-
чество, а Ъ0, bIt..bm катя нибудь дьиствительныя конечиыя количест
ва; приближенное уравнеше будетъ 

=(аа хт+а гхт-* +...+ат__1х+ат)+а(Ьлхт+Ь1хпь-1+.. . +£ т _ I X+bJ 
F(x)=oi 

где для сокращения 

F[x)=bax
m+hx.x

m>-x+...bm_tx+bnï. 

Отсюда находимъ производныя 

ф\х)^Г{х)+а:Р\х), ф"(х)~1"{х)+аР<Хх\ и т . д. 
Пусть а и b будушъ безконечноблизк^е пределы одного шолько дьи-
ствишельнаго некраганаго корня даннаго уравнешя; то результаты 
f(a) и f(b) будушъ съ прошивными знаками. По теореме 3 § 10 для 
весьма малаго, а, какая бы ни была F(x), знакъ (a)+aF(a) 
одинаковъ съ знакомь J~ (а), а знакъ ф{Ь)—/{b)-\-a F(b) одинаковъ съ 
знакомь f(J>y, такъ что ф(а) и ф{р) будушъ съ противными знаками, а 
потому уравнеше ф(х)=о будешь иметь действительный корень между 
а и Ъ. Съ умеиьшешемъ а э т о т ъ корень будетъ приближаться къ корню 
ур. f(x)=o, заключающемуся между а и b ; пошому что тогда ряды 
результашовъ 

фт{а), ф^(а),...ф(а), Ф{а) 

фт(Ь), ф™-\Ъ),...ф\Ь), ф(Ъ), 

соответственно будушъ приближаться къ рядамъ 

/ » , /т-ж(о%.../'(а), /(«) 

Отсюда заключаемъ, что , съ безконечномалымъ иэмьнешелъ КССФФИ-

щентовъ даннаго уравнешя, действительные неравные корни остаются 
действительными. 

Положимъ, что а и Ъ заключаюшъ 2-кратный корень, который озна
чимъ чрезъ г; т о 

/ ( г ) = 0 , / ' ( г ) = о , _>(г)=а.Г(г), _У(г>=а.Г(г). 
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Резулъшаты f(a) и f{S) съ одинакими знаками, a f'(a) и f (h) съ 
противными. Взявши а сшоль малымъ, ч т о б ы ф(а), ф(Ь), ф\а), ф\Ь) 
соответственно имели одинате знаки съ f{a), f (b), f'(a), f'(b), резуль
т а т ы и ф(р) будутъ съ одинакими знаками> а ф\а) и ф'(Ь) съ 
противными. Если F(r)=o и F ' ( r ) = o , т о ф(г)—о и ф ' ( г ) = о , и урав-
ненгя fix)—о и ф(х)=о имъютъ общш двукратный корень г. Когда 
результатъ F'(f) не = о ; тогда онъ имеетъ знакъ противный одному 
изъ результатовъ ф'(а) и ф'(Ъ). Означивши э т о т ъ результатъ чрезъ 
ф'(а), онъ будетъ и м е т ь противный знакъ съ ф ' ( г )=а . F'(r), и потому 
ф\х)~о имеетъ одинъ действительный корень между г и d. Пусть 
э т о т ъ корень будетъ г' ; т о могутъ б ы т ь т р и случая: l ) ф(г')=о, 
2)ф(г') не = о и имеетъ противней знакъ съ ф)(а) и ф(Ь) и 3 ) ф(а), 
ф(г) и и м е ю т ъ одинаше знаки. Въ первомъ случае уравненте 
ф{х)~о имеешь дейспге1ппель1шй двукратный корень между а и Ц во 
вшоромь случае оно имеетъ два действительные неравные корня , 
наконецъ въ третьемъ случае оно не имеешь действительныхъ корней 
между а и Ъ. Изъ последняго случая выводимъ заключение, ч т о двукрат
ные действительные корни даннаго уравнетя, съ безконехномалымъ 
измгъненЬелгъ коеффицг'ентовь , люгутъ сдтълаться мнилгыми. Это заклю» 
чете легко распространить на Kasie нибудь действительные кратные 
корнп. 
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Обгщя свойства иррацюнальньгхь функций. 

О знакть, приняпгомь V-мь Остроградскимь , для изображения р/ъшенся 
опред/ъленныхь алгебраигескихъ уравнетй, 

§ 1^3. Въ предъидущей главе мы видели, какнмъ образомъ решают
ся уравнешя вида 

x"l-valxm~1+a%xm~'1-\- am^tx~*-amz=zo , 

где att а3, ат к аин нибудь дъйствителькыя числа, a m целое поло
жительное число. И т а к ъ неизвестное х м о ж н о с ч и т а т ь (§ 2) явною 
функцгею коеффипденшовъ я , , ая,...агп. Если мы напишемъ 

X=t{a„ а а , ат); 

т о действие, означаемое характеристикою f, всегда будетъ известно, 
Абель доказалъ, чшо оно не всегда можетъ быть выражено конечнымъ 

n 
числомъ знаковъ: -+-,—>Х>: и V, а потому, для отличгя его отъ дру» 
гихь дьйствш, Г-не Остроградскш заменяешь букву f знакомъ V. Это 
нововведете обещаете болышя облегчешя въ Анализе, какъ со стороны 
краткости изображешя Ф у н к ц ш , т а к ъ и со стороны вычислеши. Глав
ная выгода этого знака состоите въ т о м е , чшо можно имъ выразить 
всякую алгебраическую Ф у н к щ ю (»}. Г-нъ Остроградскш доказываешь это 
сперва для радикальной Функцш порядка р, потомъ переходишь къ самой 
общей Функцш, составленной изъ всехъ шести основныхъ алгебраиче
скихъ действий. 

(*) Абель первый далъ ооредълеше, пгао Алгебраическая функщя v тъсколькихь 
полигествъ х у г . . . есть та, которая удовлетворяет* уравненш вида 

vm+eiV

m-*+esm-*-*-...dm^v+Om-=o, едя e i t 0 , г . . 0 т ^ , е т суть 
рацюнальныя функцш x, у, s . . . . . . 
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§ Ï44-. Прежде всего докажемъ, что, имея радикальную Ф у н к щ ю порядка р 

Ф(Фх,Ф„....Ув1 Увя,....увт) 
Щг, <Р„ Увг , V ^ , . . . . y e m ) 

где 0 и F не заключаютъ дробей (см. § 5 5 ) , можно ее преобразовать 
въ другую, у которой знаменатель будетъ ращональная Функцш. 

Расположивъ v по степенямъ одного изъ радикаловъ У в_, у 0 3 , . . -У 0 т , 

который означимъ чрезъ у в = г , она приметь видъ 

А , A t z + А а z а + А , х » . .-+-^„2*4-.. .ч-Л я * * 

В0+В^+В^*+В^'+.. .+Впя"+...+Вр*' 

Вспомнивши сказанное въ § 1, можно помоип'ю zn~6 и г л ° ч Т = öo'Z'r иск
лючить изъ числителя и изъ знаменателя все сшепени z, превышающая 
z"~* ; ошъ того Ф у н к щ я v преобразуется въ следующую 

которую, для сокращетя, изобразим* чрезъ 

v — 7 а й'''я *-к.. so- 1 ) г " = Г 7 _ ~ ~ ф(2) ' 

Означивъ чрезъ о одииъ изъ корней уравнешя 

проч1е корни,по § 5 8 , б у д у т ъ а% о * . . . а " - 1 ( въ § 9 9 прим.7 мы видели, 
ч т о они все мнимые). И шдкъ 

1, а, а*, а 1 , . . . а " - 1 

будутъ представлять все корни уравнешя у"—1=о, я s , a b , a*z, 
а**,...^*- 1* все корни уравнения zn—d=o, га. е. все п значенш радикала 
п 

V 0 . Внеся as, a*z, a'tz,..,an~Jz въ <p(z) вместо z, сосшавимъ произ-
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дете р?=ф(аг).ф(а,г)...ф(ат'~1з), и помножимъ на него числителя и зна
менателя Ф у н к ц ш v; о т ъ шого будетъ 

v _ <fr (*)• Р ' 
ф(г). ф(аг). ф(а2г)....ф(ап'1г). 

Разложивъ знаменателя по степенямъ z, и исключив* изъ него сте
пени, превышающая zn~*, онъ приметъ видъ 

P+P'z+P"z *+....+РП-* V 1 - 1 . 

Въ § 5 9 было Доказано, ч т о 

Р'=о, P " = o , . . . . P < Ä - » ) = = 0 , 

I» 

а Р не содержитъ на z ни а; следовательно радикалъ z = ^ 0 въ знаме
нателе Функцш v исчезъ. Числитель же 

ip(z ) .р=лр(г).ф[ал). ф{а *z). ф ( о 1 z) ф ( а п ~ 1 z), 

о т ъ перемены а на а*, а 1 , . . . .а? - "*, Не изменяется, a пошому онъ, но 
сказанному въ § 5 9 для полинома р, не содержишь а. 

. п ' ' ' иГ») 
Поступая таким* образомъдлякаждаго изъ радикалов* 0 Х , у в3,..у вт, 

мы исключим* ихъ изъ знаменателя; т акъ , ч т о порядокъ его по
низится единицено. И такъ , имея радикальную Функщю и, у которой 
знаменателе есть радикальная Функщя порядка и, мы можемъ ее преоб
разовать въ другую радикальную Ф у н к щ ю , у которой знаменатель бу
детъ порядка /л—1. Эта новая Функщя можетъ быть преобразована въ 
другую, у которой знаменатель будетъ порядка [л—2, и т . д . Наконецъ 
данная Функщя преобразуется въ радикальную Функщю, у которой зна
менатель будешъ порядка 0 , т . е. будетъ целая рацюнальная Функщя. 

Следовательно v будетъ целая функщя радикаловъ У 0 Д , \/ 0 , , . . . . | / 6 Т . 
§ Wa. Пусть будешъ радикальная функщя 

л- я" п(тУ 
( i ) » = / ( < р ж , < р „ . . . у в „ V0m), 

целая относительно ]/Qt, ]/ ö a , . . . [/вт. Означив* чрезъ а одинъ изъ кор
ней уравнешя 

я 
все значешя радикала^ вх будешъ: 
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J / 0 , , a'peit (ayVei,..,.(aT-1.]/nOl. 

Внеся ихъ въ в ы р а ж е т е (i), Ф у н к щ я v п о л у ч и т ь ri з н а ч е н ш , кошорыя 
означимъ чрезъ 

(2 ) vt,v„va...vn.. 

Пусть а' будетъ корень уравнешя 

у " ' ' - ^ " " - ' + . . . ^ + 1 = 0 ; 

ч 
п 

шо все значешя радикала У 0 2 будушъ 

TT 
п 

Вставляя ихъ последовательно вместо ]f 0 , въ выражения ( 2 ) , мы по
лучимъ п" рядовъ значенш; въ каждомъ ряду будетъ по п значенш, а 

п' п 

потому число значенш v о т н о с и т е л ь н о радикаловъ [/ 0 Г и [/ б , е с т ь 
ть'п . Изобразимъ ихъ чрезъ 

возмемъ a" корень уравнешя уп "~хл-уп"' 2-t-,.. . j + l = o , и внесем* въ вы-
ri" 

ражешя (з) вместо радикала [/ 6 S его значешя: 

^ Ч , » Т б „ ( a " ' ) ^ 0 s , . . . . ( a " ' ) n 

ошъ того будемъ иметь ri" рядовъ значенш v, въ каждомъ по ri п." чле-
' В ' Л ' 

новь. И т а к ъ Функщя v ошносишельно гарехъ радикаловъ J / 0 , , У 9t, 
п" 
У 0 3 , имеетъ riri'ri'' значенш, кошорыя пусть будутъ: 

( é ) V_, V 3 } V ^ , . . . V n i n " , Vn,n,i,_^_l,.. ..V t п<п" ,.. • . U / » ' / I " N " < . 

Г» 7« 

Разсуждая гаакимъ образомъ для каждаго изъ радикаловъ У Qz, У9S,... 

У 0 о т , заключаем*, ч т о число значенш v относительно всехъ э т и х ъ ра
дикаловъ есшь riri'ri"'—ш. е. произведете показателей всехъ ра
дикаловъ порядка /л. Положивъ riri'n"' Я, означимъ все э т и зна
чешя v чрезъ 
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( 5 ) vz, v3) v v ^ ; 

Разсматривая такимъ же образомъ радикалы порядка и—1, мы выве
дем* изъ каждаго члена ряда ( 5 ) определенное число значешй v , равное 
произведетю показателей всехъ радикалов* порядка /л—1. Пусть это 
число будетъ v; т о число всех* значенш v относительно радикаловъ 
порядка /х и ц—i будет* \v. Изъ каждаго из* этихъ значенЫ v выведут
ся еще новыя значешя, соответствующая радикалам* порядка /х—2: 
число и х ъ есть произведете показателей всьхъ радикаловъ порядка ц—2. 
Перебравши таким* образомъ всъ радикалы всьхъ порядковъ, входящде 
въ данную Функщю v, мы наконецъ найдем* все возможныя значенш 
этой Функцш, которыхъ число, какъ легко понять, будетъ произведе
т е показателен всьхъ радикаловъ. Означимъ э т и значенгя, въ томъ по
рядке какъ оне выводились, чрез* 

(6) v I ( и 2 ) . . . t v , vn,+ 1,.,. vn,nr,... v ^ , . . vkVt.. vMi 

где м есть произведете всех* показателей, входящих* въ Функщю и. 
§ W6. Разсмошримъ симметричную функщю всех* значенш (б) 

где ф означает* какую нибудь ращональную Функщю о т ъ v. 
Возьмем* первые п члены выражения S, соответешвуюпце первым* 

п значениям* (б), и назовем* сумму ихъ 2 . Такъ какъ v есть ращ-
п' 

ональная Функция радикала ]/ 6tz=z; т о ф{у) будетъ шакже рацюналь
ная Функщя z, а потому она имеетъ видъ 

ф{у)=Л+Вг+СгKz71'-1. 

Внося сюда вместо z его п значешя: 

z, dz, (dyz,.... {a)n~lz, 

будемъ иметь 

ф^1)^А-*-В2-4-Сг>+..,.+Кгп'~1 

ф(у, )=А+В(а') *z+C{ay- *z *+....+К[р!) ' <n'-z 
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Сложивши-эши уравнешя, и вспомнивъ сказанное въ § 58 о симметрич-
ныхъ Функщяхъ корней уравнешя zn — ±-=о, мы получимъ» 

2М>( v х }+ф(уа).. .+ф(у^=п'А ; 

ri 
ошкуда видимъ, чшо Б не заключаешь радикала z = [ / 0 t . 

n't 

Внося въ S все значешя радикала | / 0 2 , она получишь п" значенш, 
кошорыя назовемъ 

^ i , 2 , , 2 а , . . . . 2 л „ ; 
сумма ихъ 

есшъ не чшо иное, какъ сумма первыхъ ri ri' членовъ S. Такъ, какъ S 

не содержишъ радикала у 8 П гао и сумма / " т а к ж е его не содержишъ. Но 

2 заключаешь радикалъ _/ 0 2 = и , и, будучи расположена по его стене-
нямь, принимаешь видъ 

Ъ—А+В'и+Си*+... .К'и№'—Ж. 

Вставивши сюда последовательно вместо и его значешя: 

и, а''и, (а"Уи, (а") 3 «, (а'')п"—хи> 

и сложивши результаты, получимъ 

ошсюда видимъ, чшо J не заключаешь радикала ы—]/ дг. 
п"< 

Вставляя въ / "вместо ]/ 0 3 все его значешя, найдемъ ri" значеши Г г , 
fii----friii кошорыхъ сумма есть н е ч т о иное, какъ сумма первыхъ ri ri'ri" 

членовъ 5, и по предъидущему докажешся, чшо эша сумма не содержишь 
п"' 

радикала ]/да. Простирая э т и суждешя далее, мы найдемъ, чшо сумма 
первыхъ А членовъ S не содержишъ радикаловъ порядка \х. Пусть она 
будетъ <S. Возьмемъ одинъ изъ радикаловъ порядка у.—1 , всша-
внмъ его значешя въ в ; о т ъ шого получимъ столько выражетй, 
какъ великъ показатель разсмашриваемаго радикала, и по предъидуще
му д о к а ж е ш с я , ч т о сумма ихъ не содержишь этого р а д и к а л а . Въ HOBOS 
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которыя по теореме, доказанной въ предъидущемъ §, с у т ь рацюналь
ныя Функщй относительно количествъ х х , ха,.*.-Хп; следовательно 
коеФФищенты &х, в а , 0 , , . . . . &м сушь также рацюнальныя Функщй 
этих* количествъ. И такъ всякая радикальная функция и.количеств* 
хх> х я ) . . . . х п можетъ-быть преобразована въ 

V ( в х , ft„....ej, 

где в х , В^....вм сушь рацюнальныя Функцш хх% Х2,...Хп, число м есть 
произведете всех* показателей радикаловъ, входящих* въ Функцно v, а 
характеристика V знак* решете уравненгя сшепениг л*, котораго 
последовательные коеФФищенты суть 0 , , 0 А , . 

сумме б ерем* Другой радикалъ порядка и—1, прилагаем* къ нему пред*-
идущтя суждения, и находим* сумму, не* содержащую эшого радикала. 
Продолжая шакимъ образомъ далее, мы дойдемъ до суммы первых* Я» 
членовъ Ф у н к ц ш S, и увидимъ, ч т о она не заключает* радикаловъ по
рядка р и порядка (л—1. Наконецъ, перебравши радикалы всехъ поряд
ковъ, мы дойдемъ до суммы 5, и увидимъ, ч т о она не содержишь ника
к и х ъ радикаловъ; следовательно она рацюнальная Функщя количествъ 
X i > X j , Хп • 

Ш такъ симметричная функщя вида (l) всгъхъ возможных* знагенш" 
какой нибудь радикальной функцш v колшествъ х х , х я . . . . х п есть, рац> 
опальная функщя этихъ колшествъ. 

§ ЭД-7. Основываясь на э т о й теореме, легко доказать, ч т о все возмож* 
н ы я значешя какой-либо радикальной Функцш v с у т ь корни алгебраи-
ческаго уравнешя, котораго коеФФищенты с у т ь рацтнальныя Функщй. 

Въ самомъ деле: уравнеше, кошораго корни с у т ь значешя (б ) , еешь 

(y—vt) (v—v*) {v—vs) {v—vM) 

z=.vM+BxvM~* ±B%vM~ *-h -*0M_X v+eMz=o; 

коеФФищенты 0 l 5 0 2 , 9 5 6M—i> в м п о § 6 4 выразятся рациональными 

Функщями простыхъ симметричныхъ Функцш: 

Si~vx4-va+vi-i- -t-uÄ 

-S,=u?-bu*+v*4- ч-и* 
3 * * » Л* 
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§ 1-̂ 8. Р а с п р о с т р а н и м ъ э т у т е о р е м у на в с я к у ю алгебраическую Функ
щ ю . Н о прежде сосшавимъ себе понягше о самой общей алгебраической 
Ф у н к ц ш , ш . е. о самой общей Ф у н к ц ш , выраженной конечнымъ числомъ 
знаковъ 

4- , — , X , У и V . 

Мы будемъ н а з ы в а т ь V неприводимымъ ( i rréduct ib le ) когда онъ озна
чаешь р-ьшеше т а к о г о уравнешя , к о т о р о м у не м о ж е т ъ у д о в л е т в о р я т ь 
никакая радикальная Функщя ( ч т о с у щ е с т в у ю ш ъ т а к г я уравнешя, м ы 
э т о увидимъ послъ). 

Алгебраическими и р р а ц ю и а л ь н ы м и Ф у н к щ я м и перваго порядка мы 
сшанемъ н а з ы в а т ь Функщй вида 

г > Л, 7» э 
Да?х> * „ » Увг, Ув

3,----У, '*, «), 

гдъ f означаешь р а щ овальную Функщю в ы р а ж е т й въ скобкахъ, 0 1 5 0 2 

рацтональныя Функцш ошъ xI} х2...хп, 7i\, ri2,.... первоначальный числа, а 

r =V (<P_ , <Р„....фР), * = V ( i £ _ , ipai...$g),..., 
неприводимые V уравнешй, въ к о ш о р ы х ъ коеФФИщеншы : ф1, ф2 ф_> > 
и ip1 , i /> 2 , . . . i / v . . . сушь рацюнальныя Ф у н к щ й о ш ъ яг, яа, хп. 

Ирращональною Функщею 2-го порядка назовемъ ф у н к щ ю вида 

/(/•_, r a . . . . y & I , 1 / 0 ' « , . . У , И ' . . . ) , 

где г , , г , . . . . сушь или и р р а ц ю н а л ь н ы я Функцш перваго порядка, или 
радикальный перваго порядка, или рацюнальныя, 6_ , 0 ' 3 . . . иррацюнальныя 
и радикальный Функщй перваго порядка, п" 1 у п'\... первоначальныя ч и с л а , а 

У=\?(ф'1} Ф'я,....ф'Р1), * ' = V ( ^ ' _ , •Ф'9,..-,Ф'д1)у..) 

неприводимые V уравнений, к о ш о р ы х ъ коеФФИщеншы: ф'х, ф'ф'р1У 

'ф'2, ^P'qi-" с у т ь и р р а ц ю н а л ь н ы я Функщй перваго порядка. 
Т а к и м ъ же образомъ м ы о п р е д ь л и м ъ о б п ц е виды и р р а щ о н а л ь н ы х ъ Функщй 

3-го, 4-го, 5-го и ш . д. порядковъ. Вообще , иррацюнальная Ф У Н К Щ Я по
рядка /л е сшь ш а , которая имьешъ видъ 

^*x. « Ve„ v@t, ф,...фт1), v(x„ x хт*)> Ь 
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(9 ) bn+brz+-b,z*-b-....51zî 

где аа, axi... ак, ba, bI}.. bi не содержать z, а к и I могутъ быть или 
больше или меньше fn; но первый случай можетъ б ы т ь всегда приведен* 
ко вшорому. Въ самомъ деле: выражете (8) даетъ 

( 1 0 ) Я

т+фгЯ

т-*+фл*»-*+ фт=о; 
откуда 

( 1 1 ) ф ^ т - ~ ф^т-*-. фт. 

Помножая обе части этого уравнешя последовательно на z, z1,... z*~m, 
находимъ: 

(12) z ^ - ^ - ф У - ф Х ' - 1 — . . - фТ, 

( 1 3 ) z ^ ^ - ^ z " * ^ - ^ / - . . . . - фп 

( 1 4 ) Я

К = - ф ^ - * - ф ^ - * ~ ф т г * - т . 

Изключивъ zm изъ уравнешя (12) помопцю уравнешя ( i l ) , изъ ур. (13) 
zm и z m + I помощно ур. (12) и (11), и т . д . , наконецъ изъ ур. (14) 
zK— I

t . . . zm помощно всехъ предъидущихъ уравненш, все степени 

zm, z m + \ z* 

сделаются ращональными Функщями z степени не выше m—1. Внеся 
ихъ въ выражеше ( 9 ) , Функщя v приметь видъ 

где RLF R a J . . . с у т ь вообще иррацюнальныя Функцш порядка и—1 и по
рядковъ н и з ш и х ъ , 0 i ; ö 2 , . . . . в т , фх, фя....фтх %Х, Х*>'--Х"Ч H P P a 4 i o -
нальныя Функцга порядка ^—1, показатели пх, /г„, числа первоначаль
н ы я , а V неприводимый знакъ р е ш е т я алгебраическихъ уравненш. Это 
выражеше м о ж е ш ь служить общимъ видомъ всякой алгебраической 
ф у н к щ й . 

§ 1^-9. П у с т ь v будетъ иррациональная Функщя порядка и. Возьмемъ 
въ ней одну изъ иррацъоналъностей порядка /х, которая пусть будешъ 

(8) Ф„..-Ф„>). 

Такъ какъ v е с т ь рацюнальная Функщя z; то она и м е е т ъ видъ 

а0+ахг+алг3+ aKz" 



(15) T^7+b-z*+ lyj^w^1 " <p(s)' 

Означивъ чрезъ 

(16) zz, z z m _ t 

все корни уравнешя ( i l ) , ш. е. все значешя ирращональности z при 
посгаоянномъ значеши коеФФИщеншовъ: ф1У Фт) помножимъ чи
слителя и знаменателя в ы р а ж е ш я (15) на произведете 

р= ф(гг), ф ( я . ) Ф^т-гУ, 

получаемъ 

4>(z). Р 

Знаменашель последняго вьзраженш есть с и м м е т р и ч н а я Функщя корней 
z, Z j , z

m—\ » а потому онъ выразится рацюнальною Функщею коеФФИ-
щ е н т о в ъ фг, фг, ф5,.... фт; с л е д о в а т е л ь н о онъ не будешъ с о д е р ж а т ь z. 
Числитель ty{z).p не будетъ с о д е р ж а т ь z _ , z3,.... zm^%\ э т о н у ж н о 
т о л ь к о д о к а з а т ь для р: 

Произведете р е с т ь с и м м е т р и ч н а я Ф у н к щ я корней z , , z 2 , я

т - \ - > 
а п о т о м у оно в ы р а з и т с я р а ц ю н а л ь н о ю Ф у н к щ е ю коеФФИщеншовъ урав
нения 

(П) ( Г — О О—*»)••• (/~Zm-r)=0> 

кошорое получится по вставке у въ ур. ( ю ) вместо я и по разделенга 
первой часши на у—z: оно будешъ 

ут—1 -4Ч_5, +я) г * * - * + $ , + ф х x + z » ) » - + - ( ^ 5 +ф,г-*-фгхя+жш)ут-*+. 

Следовательно _з выразится р а ц ю н а л ь н о ю Ф у н к щ е ю полиномовъ: 

Но какъ последнее не содержать корней zz, z , , . . . . zm; т о я р не бу
дешъ нхъ содержать. И т а к ъ Функщй v можно дашь видъ 

В 
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гдъ с 0 , Cj , с а , — ст—i и Л не ааключаюшъ иррацюнальности г . Зна
менатель Л можетъ заключать другая иррацюнальности V порядка р; 
НО онв переведутся въ числитель т а к ъ же, какъ и z. Такимъ образомъ 
вь знаменатель v исчезнут* всъ иррацюнальности V порядка После 
того , по способу g 144, мы переведем* изъ знаменателя въ числитель 
радикалы порядка /л, о т ъ чего порядок* знаменателя ФУНКЦШ v понизит
ся единицею; потомъ онъ понизится еще единицею, наконецъ сделается 
ращональною Ф у н к щ е ю , и v будешъ шогда целая функщя относительно 
ирращональносшей порядка /и. 

§ läO. Вставляя ве v вместо z=V(flf ф9,.+ .. ф^) его значешя (1б) ; по
т о м ъ вместо u~V(%It %з)-"Хот') 8 0 4 е г 0 значенгя при постоянных* КОСФФИ-

щентахъ % t , ^ а , . . . . и т . д.; одним* словом*, поступая здесь т а к ъ 
же, какъ и въ § 145, мы выведем* все возможный значешя ФУНКЦГА V, 

' число которых* равно произведешю показателей всех* радикаловъ яа 
показатели степеней V. Пусть всЬ э т и значешя v будетъ: 

(18) - Vt, W S R . . VM. 

Разсмошримъ симметричную функщю 

означая чрезъ f(v) ращональную функщю ошъ v. Такъ какъ v имеетъ вид* 

где А, А', А" А^т~lJ суть иррацюнальныя функщя порядка р или 

порядковъ низших*, не содержания z; т о /{у) будетъ такого же вида. 
И т а к * мы можем* положить 

/(у)=А 0^А^....+Ат^ l S

m - 1 , 
где А0, А1У..,. А __, имеют* т о же свойство,чшо nÄ, А'^.. А(-т~г). 

Вставивши сюда вместо я его m значешй 

т . е. корни уравнетя 

(19) 2

т+ф12

т-'+ф,гт'-*+...+фт=о 

при постоянном* значенш коеффищентовъ фг> ф9,>-- фт^ имеемъ урав
нешя; 

39 
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f(yî)=A0+A1z^AzZ%-+..,-irAm_lz™—t 

f(vi)=A<i+Axzi-y-A3zl-i-...+Am^tz,Tn-1 

Avm)=A0-i-Axzm^A:iz^,.+Am_Iz^-\ 

по сложеши кошорыхъ, получаем* 

S=fÇy t )+f(y,)+/(« , ) + . . J z=mA0+A lS1-hA3S^+....:Am_1Srn__t. 

Здесь Sx, S3i S s > . . . Sm__x о з н а ч а ю т * просшыя симметричныя Функцга; 
корней ур. ( 1 9 ) , а потому оне. выразятся ращональными Функщями 
коеффищентовъ фх, ф^г.*. фт~.л; следовательно S , сумма первых* m 
членов* в* S, будетъ рацюнальная Ф у н к щ я только о т ъ А0, Ах,,.. А ^ г , 
фх, ф3,..- фт. Но какъ последше не содержат* z3 т о и S ихъ не со
держит*. 

Взявши иррацюнальность порядка ц: 

вносим* вмьсшо ея въ 2 корни уравнешя 

о т ъ шого 2 получит* m значетй, кошорыя назовем* 

Сумма и х * 

/=S 1-4-S !,-.-...-4-Sw,. 

е с т ь не ч т о иное какъ сумма первыхъ mm' членовъ S, и по предьиду
щему докажется, ч т о она не содержишь и. Продолжая здесь суждешя т а к * 
же , какъ и в* § 146, найдемъ наконецъ, ч т о полная сумма S не б у д е т * 
содержать никаких* ирращональностей, ш. е. будешъ рацюнальная 
функщя хх, х3,... хп. 

Возьмем* теперь уравнеше 

( u — v , ) ( t o — v . ) ( t » _ v a ) ( t > ^ » J = ^ * 4 - e i v * B - I - f - © , v * - - » . - H , . , . + & w - = o , 
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(•) Лагранжъ говорить: «il parait fort douteux qu'aucune de сев méthodes donne 
•jamais la résolution complette seulement du cinquième degré, et à plus forte raison des 
«degrés supérieurs; cette incertitude jointe à la longueur rébutante des calculs qu'elles 
•exigent, est propre à effrayer d'avance les pins intrépides calculateurs. 

Д о с т о й н ы заыЪчашя слова Фурье о несообразности т р е б о в а т ь радикальнаго рИше-

т я в с я к а ю уравнешя: 
«Proposer de résoudre ainsi une équation élevée, cVst assigner d'avance certaines opéra» 

«lions que l'on a voulu choisir, savoir celles qui servent à extraire les racines carrées, 
39* 

кошораго к о р н и сушь все значешя и р р а ц ю н а л ь н о й Ф у н к щ й и . КоеФФИ
щ е н т ы его б г , 0 г , . . . вт в ы р а з я т с я р а щ о н а л ь н ы м и Функщлми с и м м е т -
ричныхъ Ф у н к щ й вида Sp?=vx

p+v f+vi

p-+-,..-i-vJ') с л е д о в а т е л ь н о б у д у т ъ 
рацюнальныя Ф у н к ц ш о т ъ хху # а , Т а к и м ъ образомъ м ы д о с т и г н и 
одной изъ важнъйшихъ т е о р е м ъ въ Матемагоическомъ А н а л и з е , а имен» 
но: всякая алгебраигеская функщл v нгьсколъкихъ колигестеъ Х х , х а , . « . х д а 

способна удовлетворять алгебр а игесколгу уравнеюю айда 

(20 ) г/'+Ли^н-Л.г;"-*-»- -*-An_xv+A п^о, 

гдть Az, А А п фтъ рацюпальныя функцш от» х _ , х . , . . . х _ , т. е. 
способна бить выражена однильъ зпаколгъ 

V {Axt А я , . . . . Ап). 

На э т о й т е о р е м е новеёнпе Г е о м е т р ы о с н о в ы в а ю т ъ раздЬлеше ф у н к щ й 
на Алгебрагаескгл и Трансцендентным. Т р а н с ц е н д е н т н а я Функщя еспзь т а , 
к о т о р а я не способна у д о в л е ш в о р я ш ь уравнению вида (20J. 

§ 151. Въ § 1 4 8 м ы п р е д п о л о ж и л и с у щ е с т в о в а ш е ш а к и х ъ у р а в н е ш й , ко
ш о р ы х ъ корни не м о г у т ъ б ы т ь в ы р а ж е н ы н и к а к о ю р а д и к а л ь н о ю ф у н к 
щ е ю ; о с т а е т с я т е п е р ь н а м ъ э т о д о к а з а т ь . 

Радикальное р е ш е т е общаго уравнешя в т о р о й с т е п е н и б ы л о е щ е изве
с т н о Дёофанту. Въ п о л о в и н е 16-го сгполъппя Тарталеа, Карданъ и 
фсррари дали р а д и к а л ь н о е р е ш е т е общихъ у р а в н е н ш 3-й и 4-й с т е п е н и . 
П о примеру ихъ Г е о м е т р ы с т а л и и с к а т ь п о д о б н ы й р е ш е ш я для о б щ и х ъ 
уравненш 5 -й и высшихъ с т е п е н е й ; но все с т а р а ш я ихъ были т щ е т 
н ы , и н е к о т о р ы е изъ нихъ стали у ж е о т к а з ы в а т ь с я о т ъ д а л ь н е й т и х ъ 
и з ы с к а н ш (*). Наконецъ Норвежскш Г е о м е т р ъ Абель доказалъ невозмож
н о с т ь радикальнаго решешя общаго уравнешя 5-й с т е п е н и . Прежде не
ж е л и мы изложимъ э т о д о к а з а т е л ь с т в о , раземотримъ н е к о т о р ы я не 
о б х о д и м ы й д л я т о г о л е м м ы . 
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(2) 

а все остальные члены не равны имъ. Заметивши перестановку, по-
'средствомъ которой членъ + , произошелъ о т ъ vx, приложимте* ее къ 
каждому изъ членовъ ( 2 ) ; ошъ того мы получимъ к новыхъ значенш и, 
неравныхъ предъидущимъ, но равныхъ между собою M=VK^ , ; пусть он» 
будушъ 

(3) « « f - l ^ f - ^ A H - . ^ — V * n -

«cubiques, quatrièmes, etc., et demander dans quel ordre il faut effectuer un nombre 
•limité de telles opérations, en sorte que le résultat de la dernière donne toutes le* 
«racines. L'analogie du second degré est trop incomplète pour fonder ce jugement à priori 
«sur l'espèce des opérations. Il était même assez facile de prévoir qu'un nombre limité 
»d'exlractions de racines de divers ordres ne peut'pas conduire à la connaissance effective 
»des valeurs chercbées, car il n'y a aucune extraction de racine qui donne en nombre 
«réel plus de deux valeurs différentes, et l'on ne voit pas comment il serait possible 
«qu'en effectuant un nombre fini de ces opérations, on arrivât à une dernière qui don
nera i t nn nombre impair de valeurs différentes. 

(*) ЗДЕСЬ ПОДЪ словомъ равныл должно понимать тожсстеенямя; т . е. два значе
шя v t и t / 4 равны между собою, кагия бы ни были хх, х-,,... хт. Напр. 

v , = а ; , x а - н е s = . U 2 — x Зх t -hx , 

О хислть разлиъпыхъ зкагенш , принилшелгыхъ рацюнальною функщею 
нпсколькихъ колиъествЪ] отъ перестановки этихъ колиъествъ всплпа 

возлюжнылш образами. gf \%%. Пусть v=f(xiy xa, Хт) будетъ ращональная Функщя нЪ-
сколькихъ количесшвъ х1У х1}... хт- Переменяя эгаи количества одни 
на другш, значеше v можетъ изменяться, и известно, ч т о число всехъ 
различныхъ значенш v не будетъ больше ггроизведетя [л— i .2 .3 . . . т , т . е. 
числа всехъ возможныхъ перестановокъ изъ m буквъ по т. 

Положимъ, ч т о мы произвели все /и перестановокъ, и чшо В С Б значе» 
шя v, соответствующая этимъ перестановками су^ь: 

(1) v r , v„ 1>5,.~. 

они могутъ быгаь^или все равныя, или все различный, или только не
которые изъ нихъ равныя. Разсмотрнмъ доследшй случай. 

Положимъ, чшо v имеетъ въ ряду ( l ) к—1 членовъ себе равныхъ (*}, 
которые пусшь будутъ начальные; т а к ъ , ч т о 



309 

Приложив* къ каждому изъ нихъ перестановку, посредством* кото
рой v , K + I происходишь о т ъ и , + и м ы получимъ еще к новыхъ значенш 
v, отличных* о т ъ (2) и (з); но равнымъ между собою и равныхъ v^4.,. 
Означимъ ихъ чрезъ 

Продолжая такимъ образомъ далее, мы дойдемъ до ряда, состоящаго изъ 
к равныхъ значенш и, которыми и кончится рядъ (i) . Въ самомъ деле: 
изобразивъ послъднш рядъ равныхъ значешй чрезъ 

V(Ç—»)*+! — vCç~O*-t-a=UCF~I)«+-»==*"-UF« > 

и положивъ, ч т о значеше , где i < к, есть послЪднгй членъ ряда (i), 
3Ha4eaia: 

должны входить въ предъидущее ряды, а потому должны быть равны 
некоторым* изъ значешй v-z, v K + t y v 3 K + t , v^^,^K^_l; следовательно 
и будетъ равно одному изъ последних*. Но это невозможно. 
И т а к ъ все /л значешя Функцш v разделились на ç группъ, содержащих* 
по к равныхъ членовъ, а пошому 

ц = 1 . 2 . 3 т=ск; 

откуда видимъ, ч т о число различных* значетй, получаемых* рацюналь-
ною Функщею v о т ъ перестановки количествъ xIf ха,— хт всеми 
возможными образами, всегда есть делитель произведешй 1.2.3 т. 

§ 153. Разсмошримъ теперь различные виды перестановок*. Пусть 
а, 6, с, о 7,..... и а, ß, у, S будутъ значки количествъ хх, х„ J n » 
какомъ-либо порядке, и положимъ, чшо а, 5, с, d.... заменяются соот
ветственно значками о, ß, у, д,...: такую перестановку мы будемъ 
означать выражетемъ 

fa, б, с, d,....\ 

Ясно, ч т о свойство перестановки не изменится отъ перемены места 
вертикальныхъ пар* значков*; шакъ, что предьидущему выражению 
можно дать видъ 
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/А, d, с, а,..Л (a, d, b, с,...) ß 

», у, a,...J [а , 5, p , 

Основываясь на эшомъ, можно въ каждой перестановке порядокъ 'верти-
^кальныхъ паръ значковъ подчинить правилу (§ 43, 3). И т а к ъ пере
становки: 

е, h, b,c,k,d,a,f,g 

> h «у е-> aifi d-> h A. 

(a,g,e, b,c,d,htj 
\b,b,g,e,a,f,c,di 

a->g->e->c->f-> h 
h, t,a,d,e,g,c, b 

\Ъ,е,гг,&г,£,а,с,д, m,k,ll 

(a,c,b,h,7,f,m,k,n,p 
[c, b,f,k,l, h,m,a,n,p 

e, g-> hi h a , à, f h c\ 
g, f), k,]a, d,J, b, r, ej (a) 

обращаются въ 

bi e>g> bfj h-> a-> â> к,с,т, l) 

a, c, b,/,b, k,?,m, ",р\^л 
c,b,/,n, k, a,/,m,n,pj 

Отличительный признаке перестановок* вида (а) состоите въ томе , 
ч т о внжнш рядъ кончится т о ю буквою, которою начинается верхнш. 
Чтобы повторить т а к у ю перестановку, с т о и т ь только въ нижнемъ 
ряду начальную букву переставить на конецъ. Въ § 43 мы видели, ч т о 
перестановка, состоящая изъ п буквъ, будучи совершена п разъ, приво-
дишъ буквы къ начальному положенно: напр. перестановка (а), будучи со-

lc,r,g,h,k,a,d,f,b\ 
вершена 9 разъ, приводится къ I ? * J /•/ • сщю последовательное по-
в т о р е т е одной и т о й же перестановки подобно вращешю круга въ про
шивную сторону порядка букв» въ верхнемъ ряду; т а к ъ напр., напи
савши по окружности круга буквы верхнягоряда перестановки (а), имеем* 

с 
с S 

Ъ . h 
f , к 

Повернув* кругъ справа налево на одну букву, получимъ нижнш рядъ 
g, h, к, о, d, f, b, с, е первой перестановки; повернувъ круг* еще на одну букву, 
будемъ иметь нижнш рядъ второй перестановки, и т . д. Ясно, ч т о 



после 9 движенш кругъ сделаешь полный оборошъ, и буквы ворошятеа 
на п р е ж т я м е с т а . 

П е р е с т а н о в к и вида (5), (с), (а?) состоять изъ нвсколькихъ перестано-
вокъ вида (я). Такъ ъъ-(Ь), нри шс-торенпг одной и т о й же перестановки, 
6 первыхъ буквъ и 2 послъдшя о т д е л ь н о б у д у т ъ совершать КругОобра-

с а Ъ 
щ е ш я , и, вь т о время какъ кругъ д " с о в е р ш и т ь полное обращете, 

S 

. . d • 

к р у г ъ * * * о б е р н е т с я два раза; после чего круги придутъ въ преж
нее положеше . Вообще, когда въ какой нибудь перестановке , состоящей 
изъ п перестановокъ вида (а), число буквъ въ главной (ш. е. въ к о т о р о й 

больше в с е х ъ буквъ), к о т о р о е назовемъ j>, есшь к р а т н о е всехъ прочихъ; 

шогда о ш ъ ноВшорешя данной переешаногёкй р разъ, буквы придушъ въ 
начальное положенге.. Въ перестановке (с) буквы верхняго ряда придутъ 
въ начальное положение после 3.5=15 разъ повшоренш перестановки; 
пошому ч т о круги 

h , / с 
Ъ ' d 

обращаясь, м о г у т ъ п р и д т и въ прежнее положеше т о л ь к о шогда, когда 
первый кругъ о б е р н е т с я 3 раза, а в т о р о й 5 разъ, га. е. после 1 5 - т и 
д в и ж е н ш . 

Перестановка (d) состоишь изъ трехъ перестановокъ вида (а): первая 
содержишь 6 буквъ, вторая 4, третья 3j круги: 

с 
к . а 

t g 6 • d" 

придутъ въ начальное положеше, когда первый обернется Z раза, второй 
3, трешш 6, ш. е. после 12*гаи движенш,, и такъ пересш. [d), б у д у ч и 
совершена 12 разъ, приводить буквы въ начальное положеше. Вообще 
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(4) v=v \À 
АЛ (Ary (Jry Ur\f 

У ^ А \ • 

Ясно, гао въ этомъ ряду, идя слева направо, ми должны встретить 
(Arf (А) 

опять значена и, Пусть v=.v ^j^j ; т о перестановка j rj, будучи при-

если какая нибудь перестановка состоишь изъ нъсколькихъ другихъ 
вида (в), изъ кошорыхъ первая содержишь р буквъ, вторая д7 т р е т ь я 
г, и пр.; шо наименьшее делимое чиселъ p, г,.... будетъ означать, 
сколько разъ должно совершить данную перестановку, чтобы буквы 
пришли въ прежнее положеше. 

Въ перестановке (е) можно не обращать внимащя на буквы I, m, п, p-, 
потому ч т о они о с т а ю т с я на своихъ местахъ. Такъ, что перестановка 
(е) все шо же, ч т о 

(ау с, b,f^h, к\ 
[с, Ь, / , А, А, а) 

§ Означимъ все возможный переложения значковъ х19 ос,— хт 

по m чрезъ 

At, Aaj >4j^.,.... Apt 

гд* 2....т. Переходъ ошъ одного переложена А Г къ другому А}, 

или перестановку, мы сшанемь изображать чрезъ[^ г], а значеше, кото

рое получает* v ошъ этой перестановки чрезъ ^̂ j' Е с л и после пере

становки производится другая |jrJ > т о значеше v, происходящее 

л- \АЛ[АЛ 

отъ этихъ двухъ перестановокъ, будемъ означать шакъ: v ^jJAj j-

А если къ v прилагается р рдэъ одна и ша же перестановка \^^р> т 0 

( A Y 
последнее значеше v будемъ изображать чрезъ v 

[Ar 

Приложимъ къ данной Функцш v какую нибудь перестановку Ы » и 

повторимъ ее несколько разъ; ошъ того v получить рядъ значенш: 
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А А *+Р А А* 1 V UJ , И Vz=zV =« 
s) \ 

где а какое нибудь целое число; поэтому 

Пусть /? будешь наибольшее первоначальное число въ ряду 1,2,3,... т , и 
положимъ, ч т о число всъхъ различныхъ значенш v меньше р\ шо между 
р какими нибудь значениями v два необходимо должны быть равны ме
жду собою. Следовательно рядъ 

(A Y Г А А1 (АА* (JAf~* 

долженъ и м е т ь покрайней мер* два члена равные. Пусть они будутъ: 

(JA* (АА* 

(JA 
приложивъ къ нимъ p—i разъ перестановку \j , 

m-
находимъ 

т . е. 

Положивъ к-\-р—г=д, имеемъ 

Следовательно значеше v не переменяется ошъ повторенгя р разъ пере

становки f^ r \ а пошому оно не переменится ошъ повторения этой пере-

сшановки qß разъ, где ß целое положительное число; и такъ 

00 v-vfA'f 
V - \ A J 

по 

ложеыа р разъ къ какому нибудь члену ряда (i) возврашигпъ ему его зна
чеше, т а к ъ , ч т о 



з а 
Такъ какъ » и г меньше/?, т о к—г < р; следовательно q — k-¥q—i не де
л и т с я на р безъ о с т а т к а . Число р, по положенно; первоначальное, а п о 
тому q и р не и м е ю т * о б щ и х ъ д е л и т е л е й . И з в е с т н о , ч т о въ т а к о м ъ слу
чае м о ж н о в ы б р а т ь два целыя числа a n j 3 , у д о в л е т в о р я ю т с я уравнешю 

qß—pa=± или qß=pa+l; 

отъ т о г о , п о у р . ( 5 ) , б у д е т ъ 

Но v=v i следовательно 

v—v 

И т а к ъ : если число знахениИ данной функцш v л%енъше р , наибольшего пер-
вонагальнаго кисла, заклюгеннаго въ ряду 1 , 2 , 3 , . . . т ; т о , прилагая къ ней 
перестановку, возвращающую буквы въ прежнее положеше поелтъ р разъ по~ 
вторенш, она не будетъ излтнять своего знахетя. 

§ 155. Я с н о , ч т о п е р е с т а н о в к и : 

a,b,c,d,e,...f,g,h\ ^ (б, с, d, е, ... f, g, h, а) 
b, с, d,e,...f,g,A, aj \c, a, 5, d, e, . . .J, g, 

где число буквъ въ каждомъ р я д у — в о з в р а щ а ю т * буквы въ прежнее 
п о л о ж е ш е после р разъ п о в т о р е н ш (*); с л е д о в а т е л ь н о , по предъидущей 
теореме, значеще Функции v не и з м е н и т с я , если к ъ ней п р и л о ж и м * 
последовательно э т и две перестановки. Н о оне совокупляются въ одну 
перестановку 

fa, b, c,d,...f,g, h\ 
[с, a, 6, of, ..../, g, h j ' 

к о т о р а я е с т ь не ч т о иное какъ перестановка 

'а, 6, с 

-(•) Для первой э т о ясно, потому чшо ола вида (а), см. §153; вторая же при
водится къ этому виду о т ъ перестановки вершикальныхъ паръ значков*: она будешь 

fe> Ä> £V/> ... е, d,b, с\ 
\h> g>f, — е> d, Ъ> с> а> 



3*5 

а последняя можешъ б ы т ь произведена посредсшвомъ двухъ следующих*: 

a, Ъ 
b, а и 

(6, с 

И т а к ъ значеше v, по совершенш эшихъ двухъ перестановокъ, не изме
няется, ш. е. 

'а, ЬЛ ГЬ, с 
Ъ, а) [с, Ь, 

Такъ какъ а, Ъ, с означают* каше нибудь значки, шо мы имъемъ право 
написашь 

V— V 
Ъ, с\ /с, d' 

Взявши вмЪсто v ея значеше v 

с, 6} [d, с 

а, 1)\ / 5 , с 
' j j , и приложивъ къ нему пе-

{Ь, с] . fa, б\ рестановку | с j » получимъ значеше v ^ а ' которое отъ перестанов

ки 
•„ d' 
d, с даетъ 

[д, a) \d, с) [с, bt [df с) 

; следовательно 

d\ (Ъ, с\ (с, (t 

а потому 

а, 6) 
А, а 

(с, d) U с]' 

Отсюда заключаемъ, ч т о значение и = / ( д 7 , , xQi... хт) не переменится 
la, Ъ\ 

о т ъ двухъ последовательныхъ перестановокъ вила s о , разумея подъ a 
и Ъ два каше нибудь указателя количесшвъ хх> л ; , , . . . хт. Такого рода 
перестановку Коши и Абель назвали перелаыцетемь ( Transposition ) 
(«Bcrfetjung). И т а к ъ о т ъ четнаго числа перем*щеш8 значеше и не из
менится. Но, произведя перемещеше одинъ разъ, v можетъ принять 
другое значеше, которое о т ъ четнаго числа перемещеши сохраняется; 
следовательно все значешя и, происходящая ошъ нечетнаго числа пере
мещеши, будутъ также равны между собою. 

Такъ какъ всякая перестановка можешъ б ы т ь произведена чрезъ опре
деленное число перемещено! шо заключаемъ, чшо изъ всех* возможных* 

НО* 
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(*) Journal de l'Ecole Polytechnique, cahier 17. 

з н а ч е ш и v шолько два м о г у ш ъ б ы т ь р а з л и ч н ы й ; п о э т о м у имъемъ сле
дующую т е о р е м у : 

Если кисло разлшпыхъ знагенш, принимавмыхъ рацюнальною функщею 
колшествъ x х , х 2 , . . . х т , o m s перестановки этихъ колиъествъ между собою 
всплш возможными образами, меньше наибольша го первонаъальнаго ъисла, 
заключенного въ рлду 1 , 2 , 3 , . .лп; то оно 'не больше 2-хъ, т. е. = 1 или 2 . 
Э т у т е о р е м у далъ Кбиш (*). 

функцш подобныя и неподобным. 

§ 1ä6. П у с т ь б у д е т ъ дано уравнеше 

к о т о р а г о корни означимъ чрезъ x I t хт. И м е я видъ ращональной 
Функцш э ш и х ъ корней 

YZ=zfÇX][, X g , . . . ОС^, 

м о ж н о всегда с о с т а в и т ь уравнеше, к о т о р а г о корни б у д у т ъ все нерав
ный з н а ч е ш я у: э щ о мы показали въ § 6 4 . П у с т ь z=z<P(xI, х2,..- Хт) 
б у д е т ъ другая рацюнальная Функщя корней хг,х?,... хт, к о т о р а я о т ъ 
в с е х ъ в о з м о ж н ы х ъ п е р е с т а н о в о к ъ э ш и х ъ корней и м е е ш ь одинаков число 
значеши съ у, и и з м е н я е ш ь или с о х р а н я е ш ь свое значеше, с м о т р я по т о 
м у , б у д е т ъ ли у и з м е н я т ь или с о х р а н я т ь свое значеше. Такгя Функцш 
н а з ы в а ю т с я подобными ( S e m b l a b l e s ) . Главное с в о й с т в о и х ъ с о с т о и ш ь въ 
т о м ъ , ч ш о , зная какое-либо з н а ч е ш е одной и з ъ н и х ъ , м ы м о ж е м ъ опре
д е л и т ь с о о т в е т с т в у ю щ е е з н а ч е ш е д р у г о й . Ч ш о б ы э ш о д о к а з а т ь , поло
ж и м ъ , ч т о 

( 1 ) г». г*, r « . - . ^ M 

с у т ь з н а ч е ш я Ф у н к ц ш у, а 

(2 ) zt, z,;, zs,... Z/4 

с о о т в е т с т в у ю щ а я и м ъ з н а ч е ш я z; т а к ъ , ч ш о когда Y I T о т ъ какой-либо 
п е р е с т а н о в к и перейдемъ въ у -, г д е Х<р., т о о т ъ т о й ж е п е р е с т а н о в к и 
z п е р е й д е т ъ въ z^. П р и м е м ъ з н а ч е ш я ( l ) за и з в ъ с ш н ы я , и о п р е д е л и м * 
по нимъ з н а ч е ш я (2) . 
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(rfJi-I+Bly^~*+...+B^,y^BH._x)zlx I 

Чтобы определить отсюда одно изъ значено? г, напр. положим»: 

г{Л?-1+В1у/-'+...+Ви-.*уИ+В,л-1=о1 

Функщя 

где целое число,симметрична относительно корней хг, ха,,.. хт; по
тому чшо, о т ъ перестановки ихъ какимъ нибудь образомъ, одинъ изъ 
ея членовъ переходить въ другой; след. Рр можно всегда выразить ра
щональною Функщею коеффищентовъ ax, а а , . . . а^. Полагая р=0, 1, 
2 , . . . /л, и сделавъ 2 = 1 , находимы 

Уг*г1-+-У>*+У1г*+—+Ур-2Ц=Р* 

yl^-t21^S~zz9+yS-Jzt+...+yLi>J-Iz^PLi_I, 

где Р0, Рх,... Р/х^г будушъ известны. 
Помноживши первыя и—1 уравнешя соответственно на неопределенные 

множители В^^г, В^^, J B ^ _ S , . . . В„ ВХ, и сложивши ихъ съ послЪд-
нимъ уравнетемъ, получаемъ 

(з) ( г х / * - 1 + В х г / - , + - . . + ^ _ » Г 1 + ^ - 0 г х I 

( 7 / - 1 + В 1 г / - г + . . . + ^ _ , Г з + ^ _ О г з / - Р о ^ - х + ^ 1 ^ м - » ч - - " + ^ - ' -
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BfÀ_l=AfÂ_1-i-Ali_:,yl + ...+AIyS "+ < ух м ~ 1 -

Наконецъ уравнеше (з) даетъ 

Такъ какъ ф(у)=^(у—yx)F(y); т о , взявши производную по § 14, нахо
димъ 

<P'(/)=F&Xr-yr)F'(y): 

а потому 

Ошкуда видимъ, ч т о неопределенные множители i 9 , , В,,... В^г суть 
коеФФИщенты уравнешя, котораго корни c y m b j , , уъ,... Это уравненш 
>дегко получишь: сосшавимъ по § 64 уравнеше, котораго корни были б ы 
Гх, Ув» УШУ- У/Л* и означимъ его чрезъ 4 

ф(у) =yrK+A х уг*т « + J 3 у И- 2 + . . . ч - ^ _ , j + J M = o ; 

шо искомое уравнение 

будетъ 

yP-hA 1y<u—*-+A 3уИ-— *+...+Ар—,у+Ац 

уР-^А^уау^МАъ+А^+уХ)?*-**.., 

\*.+(Ap-t+Ap_tfx+...+A1ylhl-*+rx*--l)^o\ 

следовательно 

BI=AI+yl 

B^A^Aj^yl 
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... <-8 К 

_Р0(А/Х_1+... Аху^-^г^Р^Аи-^ » . rf-" " К 

ФЬ.) 

* . 
Такимъ образомъ каждое изъ з н а ч е т й z выразилось ращональною Функ
щ е ю с о о ш в ъ т с т в у ю щ а г о ему значешя у и коеФФИщентовъ даннаго ура-

i 
вненш. / \ 

§ 137. Разсмошримъ теперь случаи, когда число значенш Функцш у 
не равно числу значешй Функцш z\ шакхя Функции называются нсподоб* 
ными. 

i ) Положихмъ сперва, ч т о у и м е е т ъ больше значешй нежели z, и, ч т о 
о т ъ т ъ х ъ п е р е с т а н о в о к * , к о т о р ы я не и з м е н я ю т * z, Функщя у полу
ч а е т * Я различных* значенш; пусть будушъ 

fi* Г» Уж*— 
все з н а ч е ш я / , а 

все значешя г, какъ равныя т а к ъ и неравныя. 
Последняя р а з д е л я ю т с я на несколько перюдовъ, з а к л ю ч а ю щ и х * по X рав

ныхъ членовъ; положивъ \çy изобразим* э т и перюды чрезъ 

* Л + 1 А + » " ^ Я * * * » Д. 

*(Ç— 1 ) Я + 1 —Z(-Ç-1 )Я+ » —•z(.ç-1 )А+ « — — ЯР\ ' 
(*) Здесь предполагается, чшо <*п получается взъ * в у* нзъ / чрезъ одпнаки 

перес1пановкн. 

Въ последнем* выраженш вес известно; и т а к ъ мы достигли своей 
цели,—выразили zT ращональною Функщею ух. Вставляя вместо J T I про-
Ч1я значешя у2, у л у находимы 
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Выражете вида 
yl* i +ylz *+ylz*+• "+Грг'и-— PP » 

будетъ симметричная Ф у н к щ я о т ъ хх, хт, а потому мы мо
жемъ его выразить рацюнальною Ф у н к щ е ю коеФФИщентовъ а , ,о , , . . - . a w . 
Такимъ образомъ мы будемъ знать суммы: 

z x+z .. . х . . +zfX= Р„ 

rIz1+r1z^...+rxz^...+r(ç_^xz(e_t)X+...+ffXz^=PI 

rlzl^ylz^...+jlzx+...+j^_l)Xzce_1y^...^y^z^Pt 

r F - 1 * i +r£- 1 « а+ . .+rï~1 • ï ) - ол+ • • • 1 V = p f - 1 • 
Помноживши э т и равенства, исключая послЬдняго , на неопределенные 
множители В^_х, Вх, сложивши ихъ, и положивъ для сокра
щен! я 

получимъ уравнеше 

отсюда л е г к о определить к а ж д о е изъ значенш z. 
Для опредвлетя zx, положимъ ^ \ г , ) = о , F(y л)=о,... ^ ( ^ ) = о ; о т ъ 

того Bt, В2,.,. Вр_Т будутъ коеФФищентами уравнешя 

Чтобы получишь эгао уравнеше, сосшавимъ сперва по § 6 4 уравненхе 

Ф(гМг-Уг) (г—г,)-

и отдвлимъ погпомъ о т ъ него корень ух. И т а к ъ 

и 

'B,=zA%+Ajrt+r* 
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y\-*Z^\-^y\-*b+-.^\-xZx=Px-r. 
(*) Чшобъ не слишкомъ удалишься ошъ нашей цели, мы не сшанемъ здесь делать 

лримъромъ; теоргя сама по себе 

а потому 

* -2Щ - — 
З Д Е С Ь знаменатель -^(г , ) можно т а к ъ же, какъ и въ предъидущемъ §, за
менить ф{ух). 

Заменяя ух прочими значениями ул, у 5 ) . . . у^ мы найдемь остальныя 
значешя z, -изъ которыхъ будетъ по А равныхъ между собою (*). 

2) Здесь нельзя выразить у чрезъ z, или когда число значенш у мень
ше числа значенш г; шо z нельзя выразишь чрезъ у. Въ самомъ деле: 
положивъ, чшо равныя значешя у суть : 

уравнеше 

yï*x+yïs*+yï**-*-—+>f*p~Pp 
примешь видь 
^ ж ( * г + * ; н - * + - - * < ? - 1 } А + » ) ^ " ( * » + я Х + ^ 

или 

сделавъ для сокращетя 

• • ) 

отсюда, полагая последовательно р = 0 , 1, 2,... А—1, имеемъ: 

Уг1г+у£*-*-У&-*----+Г)£)г::Р* 
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Поступивши съ этими уравнешями т а к ъ же , как* и въ предъидущемь 
случа*, получимъ 

^ , ) ^ + 1 ' ( 7 ^ . + - - . ' П ? ' х ) ^ = ^ В ^ 1 + Р 1 В Л _ а + . . . Рх_аВх+Рь_к 

Положивъ ' г ? (у а )=о , . . . ^{У\)—о, находимъ 

где Ф'(у-1)~Р{Уг)-> а ' ф ( 7 ) = о есшь у р а в н е ш е , кошораго к о р н и « у т ь все раз
личный з н а ч е ш я / . Т а к и м ъ ж е образомъ о предел имъ £ 2 ) ^ помо-
щпо соошвешсшвенныхъ имъ з н а ч е н ш у. 

Но каждое значеше z нельзя в ы р а з и т ь рацюнальною Функщею зна
чешя у: мы можемъ шолько с о с т а в и т ь уравнешя , к о т о р ы х ъ корни 
будутъ: 

Докажемъ эшо для первой группы з н а ч е н ш z. 
П у с т ь б у д е т ъ 

с и м м е т р и ч н а я Ф у н к щ я ошъ ^ j , . . . ^ ^ „ ^ . ^ . Прилагая къ эгаимъ зна-
чешямъ z п е р е с т а н о в к и , не и з м е н я ю т с я значешя ух, они не б у д у т ъ вы
х о д и т ь изъ первой г р у п п ы з н а ч е н ш z , а б у д у ш ъ шолько м е н я т ь с я одно 
на д р у г о е ; следовательно S не и з м е н я е т с я о т ъ п е р е с т а н о в о к ъ , не и з м е н я . 
ющихъ yi. Но если къ нимъ п р и л о ж и т ь п е р е с т а н о в к у , о т ъ к о т о р о й ух 

переходить въ у^ (полагая i<y <;Л̂ ; т о первая группа значеши з пере
менится въ 

Czy» z\+7 ' "г(с-х!Х-+>)> 
а о т ъ того можешъ перемениться и S. Отсюда заключаемъ, ч т о S есть 
или подобная Ф у н к щ я у, или неподобная, но и м е ю щ а я меньше значенш 
нежели у. А п о т о м у во всякомъ с л у ч а е можно в ы р а з и т ь S рацюнальною 
функщею ух. Следовательно въ уравненш 

О—zi) ( 2 - z » x ^ ) ' -
z=z*+bxzÇ— I+b^-^...+b^Iz+b^=o 

коеФФИщенты 5Xi b2, b3,... b^.x, выразятся рацюнальными »унк-
щями ух. То же самое и для прочих ь групп* значеши z. 
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§ 138. Ha meopiH подобных* и неподобных* функцш Яагранжь осно-
валъ способъ радикальнаго решешя некоторых* уравнетй. Мы этим* 
воспользуемся для доказательства возможности радикальнаго решетя 
общихъ у р а в н е т й 3-й и 4-й степени. 

1) Пусть дано уравнеше 

X* -ha х x ' -кг 2 х+а а = о, 

котораго корни суть хх, хг, хъ. Возьмем* линейную Функцно 

t=x i -i-ax 2 + а *xs j 

где a s + a - + - i = o : она о т е перестановки хх, x3i xs принимаешь 6 раз-
ныхе з н а ч е н ш 

t r=xI-+-ax*-t-a*x3 t^Xt+ах^а^Хг 

t2—x2^ax^a^xx t ь-=х2^ахг+а*х, 

t^x3

 ях3 te^xi+ax2+a'2xl; 

но ея степень 
0—(х х -+-ах л+а*х л ) *^t* 

имеешь только два значешя. Чтобы э т о доказать, возьмем* все шесть 
значенш в: 

(1 ) (х^ах^а'х^У (4) ( л г 1 + а ^ 5 + а а х ! ) 1 

(2) (хл+ах3+а*хх)' (5) (х-.+ах^а'ХгУ 

(3) (Хь+ахх+а*х%У (б) (xs+axt+a*Xt) % 

и помножим* (i) , (2), (4) и (5) на a s = i : находим* 

( l ) = a 5 ^ 1 + t t A ^ 4 - a 2 ^ J 5 = = ( a ^ l + a 2 ^ 2 + a 3 ^ 5 ) 3 = ( a ^ I + a 2 j r 2 + l r 5 ) = : ( 3 ) 

( 4 ) = a » ( a ; x + a ^ 5 + a s x a ) s = (axl+a*xI4t-atxay~(axx-i-a''xs'*-xlt)==(5) 

(ь)=а\хя+ахх+а*хЛ*~{^*+а*Хх+цахзу^№ 

следовательно ( l ) = ( 2 ) = ( 3 ) и ( 4 )= (б )= (б ) . А потому 0 имеетъ толь 
ко два неравныя значенгя 

0' —(xx+ax^a"xi у 

e"^(xx+axs+a'x,y 
е 

Для опредъленхя ихъ, составим* уравнение 
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Хг—' 
3 

» 5 
а}/в'+а*\/ в"— at 

* . = з 

Такъ какъ, по § 6Т, во всякомъ уравнешй, м о ж н о у н и ч т о ж и ш ь коеф-
Ф и щ е н т ъ в т о р а г о члена; т о за общш видъ у р а в н е н ш т р е т ь е й сшепени 
можно п р и н я т ь 

X*-l-pX~t-Q^=0. 

Чтобы вывести радикальныя выражешя 3-х* корней этога уравнешя, 

(5) ( 0 — 6 ' ) ( 0 — 0 ' O = 0 * + ^ i 0 + ^ » = o ; 

коеФФИщенты его Аг и А? сушь симмешричныя Функцш корней 
Xt, х3^Х^ поэтому они выразятся рацюнальными Функщями К О С Ф Ф И Щ -

еншовъ о 3 , а , , a именно: 

Аг=—(в'+д")г=—[(хх+ах ^а^х^^х^ах^+а^х^} 

~—Ъ(Х\-Л~Х\-+-Х\) — 12ХгХ3Х 1+3(х1+х1~*-х1)(хХ+Х г+Х, ) 

=~2а\+9а1а3—21as 

А3—(хг-^-ах2-^а2хаУ{хг-^-ахà+a'хя)3 =(al—За2)* ; 

и шакъ ур. ( 5 ) будешъ 

(6) 0*+(—2al+9aIa3—21ai)e-h(aï—Za3y==o; 

о ш с ю д а м ы определим* з н а ч е ш я о' и 0", и внеся и х ъ въ (4), н а щ е м ъ : 

Xг-+-ах2

 2 л г 3 = у в' 

Xг-+ахäн-а *хя = у в"; 

присоединивъ сюда уравнеше 

00 j \ ОС 2 ~^"СС 3 — £2 j у 

мы будемъ имыпь т р и лйнейныя уравнешя ошносишельно хх, х2, xt, 
изъ кошорыхъ получимъ 
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0 
(2 [i 21, ) (2 \ i 21) ) 

в V . • / ч — U V — 3 
гзнеся э т о въ выраженш ( Т ) , и замъошвъ J ч т о а = - 2 ' 

— 1 — V — 3 
, находимъ: 

j ( 2 [ i 2 1 l \ [ 2- j(2 [i 21j 

Э т и Формулы называются Кардановыми , а открылъ ихъ Тарталеа. 
2) Перейдемъ теперь къ уравнешю 4-и степени 

х j х 5 -*-о, je э +а „ лн-а 4 = о . 

Разсмошримъ опять линейную функщю 

t=x i-i-ax я+а 7хл+а*х^, 

гдъ а е с т ь одинъ изъ корней уравнетя г ь = 1 , за исключетемъ 1 . Взяв
ши а — — 1 , имьемъ а 2 = 1 , а 3 = а ; о т ъ чего 

tz^ix^x^+lx^X^a. 

Эта функщя имьешъ 6 разлнчныхъ значетй: 

( 1 ) ( * , + Х а ) + ( 1 , +л ; к ) а (4) Саг»+лг*)+{'а!* •**»)• 
(2) (Хг+Х^+^Х^+Х^а (5) (^ч-я^+Гд:,-^,,)*!. 

(3) (л? ж -КГ 4 )-*-(а?,-*-* ж )а (б) ( л , + * , ) + ( л ? ж + л : к ) а ; 

но квадраагь ея 

имеетъ только три; пошому ч т о 

положимъ въ у р . (б) а , = о , <*а=р, a^—q; ошъ того получимъ уравне
ше» 

0 3 — 21qd—2lp*=o, 
к о т о р о е д а е т ъ 
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V/0'_v/0"_V 0 ' '__ fll * . = -

= -
4 

Радикальное решете уравнешя четвертой степени о т к р ы т о феррари. 

( 1 ) ! = а 5 [ ( ^ 1 + л ; 5 ) + ( л ; , + ж 4 ) о ] г = [ ^ 1 + х 5 ) а + ( ^ 2 + ^ 4 ) ] 8 = ( 4 ) ! 

( 2) 2 = а 2 [( X ! +Х я)-н(л? t ) а]2=[(лг х +х ,) а+(х 5 +х t ) ] 2 = ( 5) 3 

(3)5 г= а 2 [(ж I )-+(х a - ы „ )а] 3 = [(яг, ч-л:4.)а+(дг „ + я , )] 2 =(б) *. 

Означивъ эгои т р и значешя чрезъ б', о", в", сосшавимъ уравнеше 

(6 -0 ' ) (0—0") ( f l - e ^ e ' + i . ö ' + i . O + i . a ; 

коеФФИщенты его будушъ симмешричныя Функцш, а потому они выра
зятся рацюнальными Функщями коеФФИщеншовъ даннаго уравнешя. 
После шого всЬ шри значешя 0 определятся по Формуламъ (т) и 
дадутъ 

(xх+х^)+(х2-кгУ)а—]/ в' 

( ^ 1 + ^ 2 ) + ( ^ а + д ; 4 _ ) а = | / 0" 

.: {хг^хЛ^{х9^гя;,)ае=У 0"'; 

присоединивъ сюда еще уравнение 

и замЕтивъ, ч т о a = — i , будемъ иметь четыре лйнейныя уравнешя: 

——х^==1/в' 

х х-ьа?а—х&—х k-=V ®" 

изъ которыхъ получимъ: 

^ 
— ̂ 04V0"—N/0'"—а. 
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N—Z ( 1 ) x=q0+2IZ+q2z*+q3z*+...+QN_T2 

гд* qa, qT, qn-x содержать прочге радикалы и Функщю 0. Въ 
эшомъ выраженш можно всегда коеФФищентъ при первой степени ради
кала с д е л а т ь = 1 . Въ самомъ деле: если qz не равно 0; т о , положивъ 

•у ]/p у "у 
у 0— , или z = ~—, означая чрезъ у новый радикалъ ур, мы П О Л У -

чимъ 

Яг Я1 С" * 

Но если а[г-=о: т о возьмемъ другой коеФФищентъ не равный нулю, который 

пусть будешъ q^, и положимъ qfJLzf*z=zy=y р; ошъ шою г а ^ - ц . Ш в Ь с т н о , 
Яц 

ч т о можно всегда найти два целыя числа а и j3, удовлетворятся ycлoвiro 
afx—ßn=fj.r (потому ч т о п число первоначальное, такъ , ч т о ц и n не 
имеютъ общихъ множителей), где ц' произвольное цвлое число; отсюда 
будетъ а/х—р -нр/г; внеся это въ z , получимъ 

а 

Яр 
и 

а 
zV= У -

п. 

9%Ф 

Полагая последовательно /ш=1, 2 , 3 , . . . п—1, и определяя соотвьшствен-
ныя наименьшая значешя а и ß, мы выразимъ все степени z помощпо 
степеней новаго радикала у ; внеся ихъ въ нашу радикальную Функщю 
(1), она приметь видъ 

( 2 ) x=q+y+q'y*-^"y*+...+-qrn~*) J * " - 0 , 

г д е q, q\ q",-.. q{n~") такого же свойства, какъ но0, у , , . . . qn-i- Вста-

Свойства раликалъныхъ функцш, выражающихь корень даннаго уравнетя. 
§ 159. Положимъ, чшо данному уравнению 

хт+ах хт~ *+ая хт~ 2 -к . .+ат_х х+ат~о 

удовлешворяешъ радикальная Функцш коеффищентовъ. Означивъ чрезъ 

z = V 0 одинъ изъ ея радикаловъ самаго высшаго порядка, можно, по 
§ 144, всегда ей дашь видъ 
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вивъ эшо выражете х въ данное уравнеше, и расположивъ результат* 
по сшепеннмъ у, последшй б у д е ш ъ вида 

г0+ггу+г,Г

2+. . . 4 - r n _ I r 7 , - I = o . 

Эшо уравнеше должно б ы т ь тожественное, шо есшь должно б ы т ь : 
r0—o, r1—o, гя~о,... г л _ _ , —о. Чшобы эшо доказать , допусшимъ 
противное: тогда два уравнешя 

(3) уп-р=о 

( 4 ) r +rIy+...+rn_Jyn-I=o 

должны иметь несколько общихъ корней. Одного только общаго корня 
они не могутъ иметь; потому ч ш о т о г д а первыя ихъ ч а с т и имели бы 
динейнаго рацм>нальнаго множителя относительно г0, тт,... т*„—х> Pi и 

приравняете его нулю, получили бы уравнеше первой сшепени, изъ ко
тораго у определился бы рацюнальнымъ образомъ относительно р , 
гоу r i v . . 7" n _ l t а э т о невозможно. И т а к ъ , число о б щ и х ъ корней уравненш 
(3) и (4) не меньше 2-хъ, и п о т о м у первыя ихъ ч а с т и должны и м е т ь 
общаго ращональнаго м н о ж и т е л я о т н о с и т е л ь н о r0, rJ,...rn_Zip: котора
го степень не меньше 2 . Означимъ его чрезъ 

и положимъ, ч т о первыя части у р . (з) и ( 4 ) не могушъ иметь другаго 
шакого же множителя сшепени низшей; т о уравнешя 

будутъ иметь /А общихъ корней; следовательно второму уравнению бу
детъ удовлетворять аг, где а есть М Н И М Ы Й корень уравнешя уп~* •+-
У*~~*-+-.. y-*-iz=o. А пошому имеемъ: 

К -W xy+t 2у 9 -к. гу^~г^уИ-=0 

t0+tIay+(^y*+...+t^Ia!*-*y^-1+tlxatxyrx^o. 

Помноживши первое на а д , и в ы ч т я изъ него второе, получаемъ: 

Если это уравнение не есть тожественное, т о его первая чаешь будешъ 
множителемъ первой части ур. (4); но эшо не возможно, потому ч т о 
степень шакого множителя не можешъ б ы т ь менее f*; сл*д. должно 
додуешишь: 
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отсюда 

(xt-+-xa-*-..'.+xn) 

га 

q\yPy=zL (хх-*-ап-'хл+ап-Ьх>+...+а'Хп) 
п 

q(n~*\yрТ~^- (хг+ах2+а2я5+...ч-ал-1дгл), 
л 

и общее выражение для коеффищентовъ у, у ' , . . . jC*-* 5 будешъ 

— 1 = 0 , аУ-—а=о,... а/*—af*~~x=o, 

что т а кже не возможно. Слъд. предположена, ч т о ур. (4) не есть 
тожественное не справедливо. И т а к ъ должно б ы т ь 

г0—О, ^ = 0 , . . . г л _ , = о . 

А Потому данному уравнешю удовлетворяешь выражете ( 2 ) прн 

всъхъ значетяхъ радикала у=Ур, ш. е., если всшавимъ въ (2) 

Ур, аУр, а*рр,... ап~*Ур 

вместо у, т о мы получимъ п корней даннаго уравнешя: 

х , =д+а Уp+q'a '(У p) >+j''a* $ р)*+.. *>ап -\У р)п~1 

X,^о+а'Ур+д'а^Ур)Ч^'о»(Уp)» + . . . ? ( П ~ а ) а э ( Л — 1 \Ур)п~* 

»8 
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q ~~ {xi+an-Ixî-t-an- »^5.+. . 

И шакъ каждый членъ радикальнаго ръшешя (2) в ы р а ж а е т с я рацюналь
ною Функщею корней даннаго у р а в н е ш я . 

Возьмемъ теперь одну изъ функщй/?, q, у',... qin" з ) , напр./?, и с т а н е м ъ 
въ ней нерс-станавливашъ хх, X ж ; п ВСЕМИ ВОЗМОЖНЫМИ образами; т о 
она п о л у ч и т ь определенное число значенш. Означивъ эти значешя чрезъ. 

Pu Р*> />»>••• Рп<> 

мы всегда можемъ, по § 64, составишь уравнеше 

кошораго коеФФИдхеншы будушъ рацюнальныя ф у н к ц ш коеФФищеншовь. 
даннаго уравнешя. Э т о уравнеше имъетъ радикальное р ъ т е ш е вида 

и по предъидзщему д о к а ж е т с я , ч т о 

У г, S0, S l f . . . Sfi.__a 

суть рацюнальныя ф у н к щ й о т ъ pt, р3,..., а пошому они также ращ-
ональныя ф у н к щ й ошъ х1} х3,... хт. 

Такимъ ж е образомъ д о к а ж е т с я , чшо радикальныя Функцш, входяшдя 
въ r, S 0 , Sx,... SN'_2 суть рацюнальныя Функщй ошъ хх, х3,~. хт. 
Продолжая э т и суждетя далъе, найдемъ наконецъ, ч т о вев радикальныя 
функцш, входящта въ (2), сушь рацюнальныя функщй коеФФИщеншовъ 
даннаго уравнешя. И шакъ заключаемъ: 

Если Алгебраическое уравнеше илиъетъ радикальное pniuenirj то всю 
радикальных функцш, вход.чщш въ составь этого рпшетя, будутъ рацю
нальныя функцш корней. 

Невозможность радикального ртъшапя общаго уравнешя 5'й степени. 

§ 160. Возьмемъ общш видъ уравнешй 5-й степени 

X '- + а j х ' ч - а a х3 + а 3 х 2 -ьа 4 х+а 5 = о , 

и посмогаримъ, можно ли всегда составить радикальную Функщю о т ъ 
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ах, а 5 , у д о в л е т в о р я ю щ у ю эгаому у р а в н е ш ю , или, другими словами, 
м о ж н о ли 

x-=V(ax? а„, а„, а 4 , в 6 ) 

всегда в ы р а з и т ь радикальною «.ункцгею о т ъ ах, а г , а „ , а^, a i . 
Радикалы 1-го порядка, к о т о р ы е б у д у т ъ в х о д и т ь въ э т о выражеше, по 

пР еД- § 5 с у т ь рацюнальныя Функцш корней xlt хг, xt, х,^ xi}а п о т о м у 
число ихъ р а з л и ч н ы х * з н а ч е н ш , или ихъ п о к а з а т е л и , должны б ы т ь дв-
л и т е л я м и п р о и з в е д е ш я 1 . 2 . 3 - 4 . 5 ; но какъ э т и п о к а з а т е л и с у т ь числа пер
воначальныя, т о они б у д у т ъ или 2 или 5 (они не могушъ б ы т ь = 3 по 
§ 1 5 5 ) . Въ первомъ с л у ч а е радикалы и м е ю т * видъ ( см . § 4 2 ) . 

где q с и м м е т р и ч н а я Функцш корней х г , х г , x t , х±, x t , яр знакоие-
ремъняющая Ф у н к ц ш 

( l ) Р=(ХХ — ХЛ) (ХХ — Х,) (Xt—Xb) (xx—xs)... (хл—xt) (x,~-xb)(jc^~x 

Во вшоромъ случав они будушъ рацюнальныя функцш *-ши количестве, 
принимающая 5 разлнчныхъ значешй. Т а к у ю Ф у н к щ ю можно считать 
подобною Ф у н к щ е ю хг, и п о т о м у , по § 1 5 6 , можно ее выразить ращ
ональною Функщею хх вида 

г 4 

Ь в+Ьг XT +6 2Х1+Ъ 5 Х{ -+-^i^'r__ ЛХ1 ) 
1 c e +e x * I -bc„d?i , +c ,* j f+c f c * 1 - Ф(хх)' 

г д е b0, 5 , , b3,. . Ъ^, с 0 , сг,...с^ с у т ь рацюнальныя Функцш о т ъ ах, 
а 3 , . . . а 5 . Помноживши ч и с л и т е л я и з н а м е н а т е л я на произведете 

Рг=ф[ха) ф(Х>) ф{хк) ф(* 4 ) , 
имеемъ 

' ф[хх) Ф(Х3) Ф(ХЯ) PixJ ф(Х;)' 

Знаменатель есть с и м м е т р и ч н а я Ф у н к щ я отъ хх, хя,... х&, следователь
но в ы р а з и т с я ращональною Ф у н к щ е ю о т ъ ах, a„... а 5 ; Ф у н к ц ш Р сим
м е т р и ч н а о т н о с и т е л ь н о х3, XS, х^, xs, а потому в ы р а з и т с я ращ
ональною ф у н к щ е ю к о е ф ф и щ е н т о в ъ у р а в н е т я 

. xs-*-a1x^+aaxl-i-asx*-Hi.x-^at 

{х~хя) {х—хк) • 
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имъемъ 

наконецъ, сдвлавъ для сокращен™ — = о, — = о, с, — = а,—=е, име

емъ 
vI==a+ix^cXj+dxl+eXx, 

где а, Ь, с, J , с, с у т ь рацюнальныя Функцш коеФФИщеншовъ даннаго 
уравнешя. 

Такъ какъ Функщя хх подобна Ф у н к щ й и , ; ш о она, по § 156, б у д е т ъ 
иметь видъ 

kQ-±kxv x+k 2v l+ks vî+k^v\ 
- •_ 

'Пусть D , , v,, vs, vk> vu будутъ п я т ь различныхъ значенш и; т о , взяв
ши уравнеше 

(v—"i) (f—v,) (у—г>5) (v~vltX^—v&)=vs+Axvk+Aav'^Jiv"+A^v+Ab=:o, 

КоеФФИщенты его, по § 64, в ы р а з я т с я рацюнальными Функщями коеФ» 
<дащентовъ ах, а2, аъ, a , v , as. ГIoмoщiю э т о г о уравнешя мы переве-
демъ vx изъ з н а м е н а т е л я въ ч и с л и т е л ь , т а к ъ , ч т о хх п р и м е т ъ видъ 

X t =A+Bv х +Cv î+Dv I +Ev $, 

где А, В, C, D, E б у д у т ъ рацюнальныя Функцш о т ъ о , , а 2 , аг,ак,а&. 
% 161. Радикалы перваго порядка , входягщ'е въ выражете для х, по 

сказанному въ предъидущемъ § , будутъ, или вида (/ R, или вида У R, 

z^b+(ax+xl)x'+(a3^lxx+xî)x*+(a3+a,x1+a1xl+x\)x+ 

и шакъ P будешъ вида 

Р = d 0 ~+-dx x^d^xl+d^ X\л-акх\, 

где dQ , dIt... dk сушь рацюнальныя функцш ошъ аг, а 3 , . . . о 5 ; слъдо-
довашельно и f(xt)P будешъ такого же вида. Положивъ 

f{x, ) Р = е „ +<? j .rj + е 2 x I+е, х \ -л-е 4 о: i, 

фГ>х) <Р(*0 <P(^i)' <P(*J=*» 
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г д * R е с т ь рацюнальная Ф у н к щ я коеффищентовъ а х 1 ая, о , , а 4 , а , . 
Положимъ, ч т о х с о д е р ж и т е радикалъ перваго порядка 

v = (fR-

т о э т о т ъ радикалъ, по § 1 5 9 , б у д е т ъ рацюнальная ф у н к щ я х 1 } х%, 
х ь , х^, Xi, принимающая п я т ь разлнчныхъ з н а ч е т й , а п о т о м у , вслед-
c m e i e предъидущаго можно п о л о ж и т ь 

s 
У R=а+дх, +сх l+dxl +ех \ 

aL—A+BpR+C{y Ry+D$R.y+E{\/ Rf; 

н о , по § 1 5 9 , и м е е м * 

5 
ВУ В = * ( # х - ч - а ' ^ 2 ч - а 3 # 3 + а 2 # 4 + а . г 4 ) , 

где а ' ч ~ а 3 + а 2 + а + 1 = о : э т о уравнение не возможно; п о т о м у ч т о в т о 
рая ч а с т ь м о ж е т ъ и м е т ь 1 2 0 различных* з н а ч е н ш , а лервая только 5. 
Следовательно х не м о ж е т е с о д е р ж а т ь радикалове перваго порядка вида 

VR. 
Д о п у с т и м * , ч т о X с о д е р ж и т е радикалы перваго порядка вида v'ft: 

э т о т ъ радикалъ б у д е т ъ рацюнальная Ф у н к щ я хх, хзу хъ, х^, Хй, при-
ниманощая о т ъ п е р е с т а н о в к и и х ъ 2 з н а ч е ш я , равны я и съ противными 
знаками, т . е. б у д е т ъ знакоперем±няющая Функщя. А потому можно 
п о л о ж и т ь 

а 

тде q с и м м е т р и ч н а я Функцш, а р Ф у н к щ я ( l ) . 
Если бы х выражался радикальною Ф у н к щ е ю 1-го порядка; т о о н ъ б ы л ъ 

б ы ращональною ф у н к щ е ю к о е ф ф и щ е н т о в ъ а , , а а , . . . a s и выражений 
вида 

• VR^q.P, l/.R'=g'tr VR"=g"^ 

означая ч р е з * q, q\ q"симметр. Ф у н к ц и и ; т . е. б ы л * б ы вида 

А+ ВР+СР *+DP 3 - Н . . . + Д с * _ 

г д е А, В, С,... А', В\ С ' , . . . с у т ь рацюнальныя Функцш коеФФищен 
ш о в * . О т д е л и в * члены с * ч е т н ы м и с т е п е н я м и о т ъ членовъ съ нечеш 
нымн с т е п е н я м и с , имели бы: 
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_ Â + C ç * + E ^ + . . . + ( B + D ^ + . . . ) ç _ P i Qe 

где Z 7, Q, P и Q' симмешричныя Функцш. П о м н о ж и в ш и ч и с л и т е л я и 
знаменателя на P—Q'ç, получили б ы 

( Р - И З Д (P'-QV) (PP'-QQVKCQ^'-PQQg 
* " " ( F + Q ' ç ) ( P ' - Q f ) P " - Q ' V 

гд-fe a и /3 с и м м е т р и ч н ы я Ф у н к ц ш . С л е д о в а т . ж былъ бы Функщя, прини
м а ю щ а я о т ъ п е р е с т а н о в к и всехъ корней xIf х2, хь, х^, х ь т о л ь к о 2 
з н а ч е ш я . Но э т о не сообразно; п о ш о м у чшо х, какъ корень уравнешя 
5-и сшепени, можешъ и м е т ь п я т ь различныхъ значенш. И ш а к ъ х не 
можемъ б ы т ь радикальною Ф у н к щ е ю перваго порядка. И о с м о т р и м ъ т е 
перь, м о ж е ш ъ ли х с о д е р ж а т ь радикалы в т о р а г о порядка . 

Д о п у с ш и м ъ одинъ изъ нихъ 

где S Функщя, и м е ю щ а я т о л ь к о два различныя значешя. Положивъ 
S—p-hq.ç ( ф у н к щ я вида (33) § 42 ) , имеемъ для z два значешя : 

п П . 

(2) Z l - = \ / p + q . ç й z2=zVp—q.Ç. 

Если n — 2 , шо каждое д а е т ъ два д р у и я , т а к ъ , ч т о z б у д е т ъ и м е т ь 
4 различныя значешя: 

+j/p+q.P, —l/p+q.ç, +l/p—g.çt —Vp—9-Ç-
Но э т о н е в о з м о ж н о ; п о ш о м у ч т о , по § 1 5 5 , н е ш ъ ращональной Функцш 
5 - т и количествъ хх, х а , x i 9 и м е ю щ е й 4 различныя з н а ч е ш я . 
Нельзя т а к ж е д о п у с т и ш ь п — 3 ; п о ш о м у , ч ш о шогда п р о и з в е д е т е 

г , z 2 = J/p 2—q?ç б у д е т ъ и м е ш ь т р и з н а ч е ш я . Следовательно можно т о л ь 
ко п о л о ж и т ь п—5. П р и эшомъ положенш, возьмемъ произведение выра-
ж е н ш (2) , к о т о р о е назовемъ 7 , ш о б у д е т ъ 

Функция у, о ш ъ п е р е с т а н о в к и х г , x,, x s , Х^} х ь , должна и м е ш ь 
или 5 различныхъ з н а ч е ш и , или 2 , или б ы т ь с и м м е т р и ч н о ю . Въ первомъ 
случае , по § 1 6 0 , она б у д е т ъ и м е т ь видъ 

у=а+ Ъх+сх *+dx3 +ех v, 
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Но это не возможно; потому ч т о последнее выраженге можетъ иметь 
120 разлнчныхъ значешй, между тъмъ какъ By имеешь шолько 5. 

Положивъ, ч т о у имеешь два значешя, она будетъ вида (33) § 42. 
Пусть 

y~6+co.f> ; 
т о 

y 5r=(0 54-lo9 sco Iç î4-50ra 4e t)4-(40 s4-lO0 2m 3ç'+QJ lç i)a).ç= :^»^.Y 
Первая часть есть Ф у н к щ й , имеющая два значешя, а вторая симмет
ричная. Чтобы это равенство было возможно, необходимо, чтобъ 

первый множитель нельзя положишь равнымъ нулю, пошому чшо тогда 
0 можетъ иметь четыре различныя значешя; следователт«но а>=о, а 
потому у-=&, т . е. произведете zx. z3=y есть симметричная Функщя. 

Возьмемъ теперь сумму 
7 

м = 2 1 ч - г а ' = г 1 ч — . 

Перестановки количествъ хлУ xs, х3, х±, хь, изменяющая р+д.с, не 
изменяют* значешя и; потому ч т о тогда г , переходишь въ z.Jt a z 2 

въ z t , и у остается постоянным*. Но и принимаешь 5 различных* 

значешй для 5 - ти значенш радикала У а именно: 

у у у у у 
г , ч — , ог х ч -, а 2 *,ч—-—, а**жч- , а*г,ч- - , 

zx azt а гг a*zt а *, 
где а^ч-а 3 ч-а г Ч-ач-1=о. Следовательно и имеешь вид* 

u—z-*- —a-t-br+cx 2-*-dx5 +ехv ; 
z 

отсюда 

x^A+Bu+Cu*4-Dus+Euk, 
где А, В, С, D, Е рацюнальныя функцш коеффищентовъ даннаго 
уравнешя. 

ГДБ a, b, с,- d, е, с у т ь рацюнальныя Функщй коеффищентовъ. Отсюда, 
имеем* 

x—Â+By+Cy'+Dy'-hEy^, 

и no § 1 5 9 , By будешъ рацюнальная Функщя: 

i ( X jч-а 4 х, ч~ а 5 x » ни а 2 г » ч- а jr, ), 



336 

отсюда видимъ , ч т о Bzx^ го. е. первая чаешь ур. (з), имеетъ толь
ко 10 различныхъ значенш ; вторая же чаешь можетъ иметь 120 
различныхъ значенш, а потому э т о уравнеше не справедливо. Следов-

нельзя д о п у с т и т ь существование радикаловъ вида z—]/ p+q.Ç-
Но какъ х никакихъ д р у г и х ъ радикаловъ втораго порядка содержать 

не м о ж е т ъ ; т о заключаемъ, ч т о х вовсе не содержишь радикальныхъ 
Функщя втораго порядка, а потому не можешъ содержать и радикаль. 
ныхъ Функщй в ы с ш н х ъ порядковъ. И такъ х нельзя выразишь никакою 
радикальною Ф у н к щ е ю коеФФИщеншовъ а , , e s , я „ e t , o s . 

§ 16ï. Совершенно т е м ь же путемъ мож но доказать невозможность 
радикальнаго решетя общаго уравнешя всякой первоначальной стегцеви 

Положивъ рл-q.^v, имъемъ 

У s y'yVvY yz\ 
w—i/ + — : 1, -+-— 

y v ' 

внеся эшо въ предъидущее выражете для х, находимъ 

sc=A'+B'z 1+Cz l+B'z\+E'z\, 

Г Д Е Ä, В', С, Z)', Е сушь рацюнальныя Ф у н к ц ш ошъ v и ошъ коеФФИ

щеншовъ Oj , а2,... а 5 . Вставивши последовательно вместо zt его значе

шя: г г , a z j , a^zx a 3 -z l 5 alj-Zl, имеемъ: 

x^J'+B'zt+C'z'î+D'zl+E'z'ï 

X ^A'+B'az Ж-+-С'а a z î+D'a*zl -^E'a^z % 

x^Ä^-B,^z^C,^z\^jy^z\+E^z\ 

Хь=А'+В'а *Zl + C'aez Î+D'a 9 z \ +E'a1 2 z [ 

Х^А'+В'аЧ , + zl+D'a1 * z\+E a1 s z\; 

ошкуда находимъ 

(3) B'zx=\(xI+akx2+a,'i'x^a'2xk.-+axi). 

Такъ какъ В' есть ращональная Функщя о т ъ a l 3 . . . as и о т ъ v—p-*-q.f>\ 
т о , по сказанному для (з), -ß' и всякая ея ращональная функщя будушъ 
вида a+ß.c, где a и ß симметричныя Ф у н к щ й , а ç энакоперемьняющая. 
Положивъ (ß') 5=cn-j3.£, имеемъ 
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(*) См. Лекцт Алгебр, и Транец. Анализа Г-на Остроградскаго Часть II. 
(*•) Jonrnal für die reine und angewandte Mathematik. Von A. Crelle, IV-ter Band, 

2-tes Heft . Mémoire sur une classe particulière d'équations résolubles algébriquement. 
Par. Abel. Idem. X-ter Band, 2-tes Heft. Mémoire sur la résolution des équations algé
briques dont les racines ont entre elles un rapport donné etc. 

H3 

n (*): въ эшомъ доказательств* важную роль играешь теорема: всякая 
рацюнальная функщя v всгьхъ корней даннаго уравнешя, принимающая 
n разлишыхъ значение отъ перестановки этихъ корней вс/ъ,ии возлюяс-
нылш образами, илтетъ видь 

a-+-bx х -+-СХI +dx \ + . . . kx", 

гдть а, Ь, с, d,... Ъ., сушь сильметригныя функщй корней. Абелъ ее дока
зал* для п=5 частнымъ образомъ, а потому распространение доказа
тельства невозможности радикальнаго решетя для п>5 было затруд
нительно. Но это затруднеше Г-нъ Остроградскш уничтожил* , 
выведя шу же теорему изъ свойства подобных* Функцш, независимо 
о т ъ частнаго значешя п. 

Мы ограничимся шолько доказательством* невозможности радикальнаго 
решетя общаго уравнешя 5-й степени; нам* и этого достаточно, чтобы 
сказать, ч т о ргыиете опредгъленчыхъ алгебузаиъескиосъуравнение есть особаго 
родадпйствье, и заключаешь въ себть, какъ частные слуг au, проггя основныя 
дгъйствгл: сложе/ае^ выштанку умножеше, дгьленге и извлеге/ае радикаловъ. 

Е с т ь случаи, въ которыхъ радикальное 'решете возможно: это зави
с и т * о т ъ степени уравнешя и ошъ даннаго условия, существующего 
между корнями или между коеФФищентами. Сюда принадлежать : дву
членны я уравненш и вообще уравнешя, которыхъ есть корни выражаются 
одною и тою же ращональною функщею одного какого нибудь корня (**) 
и множество другцхъ. 

Я не разематриваю этихъ случаев*; потому ч т о для того нужны 
предварите льны я сведется изъ неопредвленнаго Анализа, который мо
жетъ быть не всем* изъ моих* читателей известен*. Желаюпце знать 
радикальное решете уравнешя 

хп - 1 +xn ~ s+xn ~5 -+- - • . - ь г ч - 1 — о, 

по способу Гаусса, могутъ его найти нз Русском* языке ее Лекщяхъ 
Алгебр, и Трансценд. Анализа Г-на Остроградскаго. 

К О H Е Ц Ъ . 
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1. Хотя Геометр1я есть паука прикладная; по ее,съ древнихъ времеиъ по нмя*гт--
Вее сосгпоян'.е Математических* наукъ, причисляготъ къ чистой Математике, к 
ынопе Геометра для доказательства какой-иибо общей теоремы въ Анализа npi»6t-
гаютъ иногда къ геометричсскимъ построен!ямъ. Но этого не должно быть; пото
му что Геометра разсматрнваетъ частныя величины, а ыатема1пнческ1м Аналнзъ 
нмьегпъ предметомъ _ величины отвлечённы*, независимы* отъ частнаго лвлешя при
роды « И З И Ч Р С В О Й . Не смотря на это, геометричесм'я построен!* могутъ првпести 
большую цользу при взученш: они служатъ пояспет'емъ аналитическая» доказателг-
ства и двлаютъ его гюл*е ощутительньмь для учащагоея. Такъ говорить Фурье 
о-геометричеокихъ посшроеш'яхъ въ ошдвлеши корней: «Il ne suffisait pas de donner 
« le principe analytique dont nous avons déduit autre fois la solution: il est préléra-
« ble de rendre les con^équenses très-sensibles par l'emplpi des construction». Uien 
• n'est plus propre à montrer distinctement la nature~de la question. » 

î . Первую чаешь уравиешя 

(1) f(x)=a0xn>^alxm~t+a%xm-*-h..Mm_,x*+am_lx-Wm-== о, 

котораго коеФФииденты а 0 , a i , а а , . . . ап д%иствнтельныя числа, можно раземат-
рнвать, какъ частное состояте неопредвленваго уравнешя 

(2) у=аохт~ы1хт-,+а,хт-*Л-...аггг_1 х+ат, 

соответствующее у г=. о. 
Изъ Аналитической Геометра* известно (*), что разум*ется под» уравштемъ 

какой-либо плоской кривой лиши, отнесенной къ прлмоливейиымъ коордвнатамъ. Кри
вая лин1Я, определяемая уравнеысмъ вида ( 2 ) , называется парабомпсскою. Здъсь * озна
чаешь абсциссу какой нибудь точки, а у соответствующую ему ординату. 

Яапертнвъ прямоугольяыя оси коордннатъ Ох и Oy (Фиг. 1), примемъ Ох за ось 
абсцисс*, а Oy за ось ординапгь. Положить у=о в* уравненш ( 2 ) , значить 
положить , что кривая пергсъкается с* осью Ох ; абсцисса этой точки 

(») См. Лпллиттескро Ге<шетр!ю О. П. Бртамама, S 5*. 
1 
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перес*чен1я есть величина, которая, будучи вставлена вмъсшо х въ первую часть 
уравнев1я (1) двлаетъ ее тожественно нулемъ. Такъ какъ кривая можетъ несколь
ко разъ пересекать ось Ох; т о различныхъ дъйстввтелшыхъ звачев}й для х, даю-
щвхъ ?"=о, должно быть столько, сколько имеется этихъ точекъ переевчеш'я. Эти 
д*йствительныя абсциссы точекъ пересЬчевм суть различные действительные корня 
уравн. (1). 

3. Чтобы у н х были ЛНПП1, необходимо, чтобы / ( # ) была линейная однородная 
*ункц!я; для этого кс>еФФвц1енгпъ ат долженъ выражать лишю, » w —а должевъ быть 
отвлеченное число, ат Q —̂ величина перваго отрицательного изыерешя, т . е. число, 
разделенное на лввпо, а о т _ 3 — величина втораго отрицателънаго излтретл, т. е. 
число, разделенное ва произведение ДВУХЪ лннЫ, и т . д., а , — величина измерения 

~— (т—2), наконецъ аа—величина — (;>Г—1) измерения. 
Если коеФФИцАеншъ при хт есть единица; т о подъ нимъ должно разуметь выра-

. 1 

жсв{е Y^~7) Г^' ь l"*^ 1 есть произведение m— 1 лвшй, нзъ которыхъ каждая прини

мается за единицу длины. 
1*. Положимъ, что уравнение 

yr=f[xy=a0xm-\-a1x,'>>—1 4- , . .-\-ат^ ix-\-aTn 

выражаешь кривую ВМ M'R (Фиг. 2 ) . 
Давши х частное значение абсциссы ОР, у получитъ значев!е ординаши MP. Пе

рейдя потомъ къ точке М', х получитъ прнращеше Ах = РР' , а у приращеше Д / 
r= M Q; такъ, что координаты точки М' будушъ 

откуда 

A)~WQ=f(x+Ax}-y=:f(x+Ax)—f(x). 

Разделивши э-ту разность на Й.Щ:=Д.г, находимъ 

MQ Дж Дж 
=tang(M'&IQ>=t*ng(M Sx). 

С* уменыиен1емъ Ах точки M и М' будутъ сближаться, о т ъ чего уголъ M'S.v бу
детъ приближаться къ углу GTx; следовательно предъидущее отношете, съ уыень-
шеыемь д .г , будетъ приближаться къ tang(GTx); шакъ, ч т о 

т. е. протс.одгеая фуппщя ординаты у, при соопыттстеснпоЛ ей абсциссы s., есть не что 
иное, пакъ тангенсъ угла, соспшвляелюго касательного аь тогкп, опредпляемой коорди
нации, rt а х и у, еъ осыо х-вг. 

5. Ваа» треугольника GMQ нмЪемъ 

GQ=MQ. tan S (GMQ)=Ax. /'(x). 
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а потому 

Ордината точки М' (см. § 18) можетъ быть выражена такъ: 

М'Р '=^ / (*+Дл ; )=Д^+Дг . / ( Л ; )+^11 - /" ( > г + <рДг) . 

Вычтя ее изъ GP , находнмъ 

G P ' — М ' Р ' = — — f"(x+Qbx). 

Когда кривая ВМ MR между точками 51 и М' обращена вогнутою стороною къ 
оси х/ тогда, какъ бы ни было мало РР'=Да:, будетъ G P > MP', и потому 

Д ж ' 2 

—-^—/"(ж+ФДа;) должно быть количество положительное, для чего /""(х+ФДх) 
должно быть отрицательное, след. f'(x) также отрицательное. Если же криЕая об
ращена выпуклою стороною къ оси х, то, какъ бы ни было мало Д.г, GP' <М'Р', 

и —-__/"(«-4-Лл7) должно быть количество отрицательное, для чего f"(x) должно 

быть положительное. И такъ: когда кривая, es сопрсдплыюсти •какой-либо тоти, 
выпуклою стороною обращена кг оси х; тогда производная стораго порядка ординаты 
относительно абсциссы будешь по j о жите льна я. Если же кривая обращена вогнутою 
стороною къ оси х; то производная второго порядка отъ у по х будетъ отрица
тельная. 

6. Когда кривая съ возрастав1емъ .г, будучи сначала выпуклая, делается потомъ во
гнутою, или на оборотъ; то вторая производная изъ положительной делается от» 
рицательною, или на оборотъ, и переходить чрезъ нуль. Точка, соответствующая 
этому состояшю кривой, называется точкою перегиба. 

Если ордината съ возрасташемъ абсциссы уменьшается до нъкотораго значенГя, 
после котораго она начнетъ возрастать; то это значеше орданаты будешъ minimum. 
Производная въ т о же время, по § 17, изъ отрицагаельяаго значешя переходить в* 
положительное, и при minimum значенш ординаты обращается въ нуль; следова
тельно она непрерывно возрастаешь съ возрасташемъ ж, а потому вторая произ
водная, при minimum значешй ординаты, должна быть положительною. Отсюда 
заключаем*, чшо, если ордината имеешь наименьшее значеше изь всехъ смежныхъ; 
шо касательная въ точке, соответствующей этому наименьшему значешю, парал
лельна оси х, и кривая выпуклою стороною обращена кь этой оси. Когда же орди-
пата достигаешь наибольшего значешя изь всехъ смежныхъ; шогда касательная так
же параллельна оси х; но вторая производная отрицательная, т . е. крнрад обраще
на вогнутою стороною къ этой оса. 

Если это maximum или minimum будешь 0, т . е., при одной и той же абсциссе, 
будешь / О ) = о vf'{xp=o; то , по § 69, эта абсцисса будешь двукратный корень урав
нешя f(xp=.o. Если кроме того f'(jr)z=o, шо х будетъ трикратный корень ур. 

1* 



и-
/ ( г ) = о . Вь первомъ случае кривая касается оси x, а во второмъ она пересекается 
N касается въ точке, где кривая изъ вогнутой делается выпуклою, или на оборить, 
га. е. въ точке перегиба. Когда уравнеше имеетъ более трехъ равныхъ корней; т о 
число вхъ можно узнать следующамъ образомъ: 

Возьмемъ рядъ провзводныхъ 

f i x ) , / ( * ) , ' / > ) , / ' » , А * ) - / * , - х ( * ) 
и построимъ крнвыя 

(з) j W » , у=А*), r=f"(x), y=f"(x), y=J"l*),----y^f'n-x(*> 

е>хли первыя n крнвыя имеютъ общую точку ва оси х, т о абсцисса этой точке 
будетъ действительный п кратный корень даннаго уравнешя Да;)—о. 

1. Кое**иц1евты а , , а 2 , и а , . . . о т могутъ быть таковы, чат кривая, данная ура-
анешемъ 

у ^ f ( x ) ^ a 0 x m + a t x m - x + а , х т ' . . .+ат _ гх+ат, 

перес*каетъ ось абецнесъ въ m точкахъ. Но, измеаивъ эши К О С Ф Ф Н Ц Ю Ш П Ы , В И Д Ъ кри
вой можетъ такъ измениться, что иеконюрыя пересьчешя исчезнушъ; потому чшо 
кривая, изменяя свой видъ, можетъ потерять некоторые из!нбы; некоторые же Мо-
гушъ оставаться, но не пересекать ось х. Такъ какъ каждый нзгибъ пересекаешь ось 
х въ двухъ точкахъ; т о число нечезающихъ точекъ пересечешя кривой съ осью х 
должно быть всегда четное. Эшн исчезающая точки соошветствуюшъ ынамымь 
корнямъ уравнешя /(я*) 

Если, при нечезаши двухъ точекъ пересечешя, кривля потеряла нзгибъ, имъ соот-
вЬтствующгй; т о действительные корни, обратившееся ьъ мнимые, ие вставляют* 
ын какого слъда на чертеже. А потому видъ кривой j:=/(.ar) не всегда можеигь пока-
sanib мнимые корни уравнешя f(xJ^o. 

&. Вставляя въ рядъ Функцш 

/"ч>),/*-*(*).. . / ' . » , / • ' ( * ) . А * ) . Л*) 
вместо абсциссы х различныя величины, и построив.™ для каждой соответственно 
ординаты кривыхъ (3), мы, по теорем* Фурье ошделешл корней, определимъ точки, 
между которыми могушъ лежать точки пересечешя этихъ кривыхъ съ осью х. 

Разсмотрнмь случай, когда две абсциссы aal) соответствуюшъ двумъ ордина
там* / ( а ) иД5) , имЬющвмъ одинаков знаки, и кривая между этими ординатами имьеть 
одно шолько maximum или minimum, и не имеешь шочекъ перегиба, т . е. знаки 
трехъ Функц1и /Xх), /"'(*)> Д-*я Двухъ значенш Х—а и х=Ь суть 

И 
[61 или или 

Эшо случай , въ котороиъ нужно правило § 111 для распознав^, будут* 
ли корни jp. j(x)-=o , назначаемые пределами о и 6 , действительные ил в 
мнимые, или для расиознашя, будешь ли кривая тп (Фаг. 3) пересыхать ось я. 
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между точками а и 6 , или в ь т ъ . Эшо было бы легко различить, если 
бы знали т о ч н о е значеше у , абсциссы точки t , гд* касательная парал-
лельна оси х , т . е. для которой производная есть нуль: тогда стоило бы 
вставать у вь f[x) вместо х, и посмотришь, каковъ знакъ результата yt—ßj). 
Если онъ л р о т н а е а ъ знаку о р д н . а т ъ aw—До) и bti—f(b), шо кривая тп пересекаешь 
ось х въ двухъ точкахъ a a ß\ во если знакъ / ( 7 ) одинаковъ съ знакомь Да) uj(b), 
т о взгнбъ кривой тп не достигаешь оси х, и корни уравнешя Д х ) = о , назначаемые 
пределами а н />, мнимые 

Если мы, вставивши въ Да:) вместо х величину близкую къ У, вандемъ, что знакъ 
результата протввевъ знаку Да) и ДЙ); шо кривая пересекаешь ось х. Но если 
знакъ всехъ трехъ резулыпатовь одинаковъ; то корни, назначаемые пределами а и о, 
остаются вь неизвестности : мы не вправе сказать, что они мнимые; потому что 
можетъ быть величина ближайшая кь у, нежели предъидущая, будучи вставлена въ 
Лх) вместо х, даетъ результатъ съ нротнвнымь знакомь fia) и /{6). 

Проведя въ точкахъ m н п касате-1ьнын та я rib , изъ точскь ихь пересечен!» 
сь осью х ьозставимь ординаты a W н b n'\ п о т о м ь проведемъ еще касашельныя 
m'a", n'b', u т . д . Когда корын, назначаемые пределами <г н 6 ; действительные, т . е. 
кривая пересекаешь ось х; т о все эти касашельныя должны пересекаться внизу оси х; 
опгь чего сумма двухъ соотв&шсгавенныхъ подкасашельиыхь: 

аа'+Ь'Ь, a'a"-hb"b', и т . д. 

б у д е т ъ всегда меньше соответственна го ей рачстоянхя: a й, ab , a b'\. . . Если же 
кч>рнн мнимые, т . е. кривая не достигаешь оси х; то мы необходимо должны дойти 
до такихъ касательвыхъ ms и пг, которым перееъкушся между кривою и осью х, 
или на caw щ оси х, н сумма двухъ подкагательныхъ as н Ъ'г будетъ больше 
разстояшя ab'. И такъ прнзнакъ, отличающей мнимые корни оть двйсшвншельныхъ, 
состоишь въ томъ, что 

(4) as -f- b'r > b(b'. 

Изъ треугольннковъ a m s и b п'г ваходимъ 

t am ( b'ri 
as= ~,—-, i ' r = — — — , — - ; 

U ug(a sm) Uii£(o rn') 

но lang (aW)==—tang {mSxJ=—./'(«') и lang (й>л')==/(*')> * потому предъидунп'я 
выражетя обратятся въ сльдующья: 

ReecH нхъ въ неравенство (4) и заме.пивь, что ab—V— а, получаемь 



То же неравенство, к о т о р о е мы нашли въ § i l l . Фигуры ( N 3 ) и ( IS 4 ) 
относятся ко второму сличаю, а именно, когда / ( о ) , /*(£), f'(à), / ' ( а ) , / ( £ ) о т р и ц а 
тельный: N 3 о т н о с и т с я къ случаю деисшвительныхъ корней, a N U къ случаю 
мнимыхъ корней. Разсуждая здесь по предъндущему, мы 'дойдемъ о п я т ь до неравен
ства (5) . 

Когда кривая тп своимъ взгкбомъ касается оси х, т о г д а корна, назначаемые пределами 
а ь Ь, равны между с о б о ю , сближая пределы а и Ъ, мы не отд'Елимъ эгаихъ корней, н никогда 
иедойдеагь до неравенства (5) . Въ § 111 было показано, какъ п о с т у п а т ь въ такомъ случае. 

П о способу Фурье отдЪлешя корней мы всегда можемъ д о й т и до двухъ пределовъ 
а и Ъ, к о т о р ы е заключаютъ одинъ действительный корень уравнешя J(x)—o, и пер
вый две, производныя f'(x) и f'(x) постоянно с о х р а н я ю т ъ свои заакн между этими 
предал л »IN; мы показали (§ 1 5 2 ) , ч т о въ т а к о м ъ случае можно начать линейное при
ближение къ корню /(я), заключенному между а и Ъ, и вывели выражешя для нооыхъ 
пределовъ, более близкихъ между собою. Дадимъ т е п е р ь геометрическое nocmpoeii ie 
этихъ вырзжеши. 

Пусть y=^(as) будешъ ураппете кривой MN", абсциссы Оа н ОЬ данные п р е -
дЪлы о « 6; ine с о о т в е т с т в у ю щ а я имъ ординаты ат и Ъп б у д у т ъ результа
ты / ( а ) в f{b). Такъ какъ /'(х) и f\x~) не у н и ч т о ж а ю т с я между этими пре-
Долаши ; т о дуга тп не и м е е т ъ , ни maximum, ни minimum, ни шочекъ пере
гиба. Фигура (А) о т н о с и т с я къ случаю ( 1 ) § 132: здесь f\x~) положительная, ' 
а пошому дуга тп обращена выпуклою с т о р о н о ю къ оси x, а какъ f{x) т а к ж е по
ложительная, т о в*твь man нмЪешъ восходящее положенье, иг. е. ордината /(х) 
в о з р а п т а е т ъ съ возрасшан1емъ х. До х^=а — искомому корню, /(х) отрицательная; съ 
нрвблнжешемъ х къ а, она приближается къ нулю, и кривая пересъкаетъ ось абсциесъ, 
и ос л* чего /(*0 делается положительною. 

Проведемъ въ точке- п касательную, э т а касательная пересЬчетъ о * абсциесъ въ 
т о ч к е Ь' между а и Ь, a п о т о м у абсцисса Ob' меньше прежняго предела Ой; следова
тельно ближе къ корню Оа. Прямая та', параллельная съ касательного nb , пересЬчешъ 
ось абсциесъ между а в о; п о э т о м у О а > О а и ближе къ корню Оа. 

Такъ к»гьОо'=Оо—ЬЬ , гд* Obz^b, и (изъ пряыоуг.шреуг. пЫ>) ЪЪ'———" -=f^~. 
' TANG(NI&) / ' (6 ) ' 

Равным* образомъ Оа'— Оа+аа , где Оа—а в аа— ^^___Г2^.Л^.С Л4. 
tang(ûa'wt) / ( о ) 1 

д о м т е л ь н о О « ' = а - + - [ — [ . И т а к ъ абсциссы Ob' и Оа' с у т ь геомегпричеем'я величины 

приближенпыхъ значенш корня, наиденныя въ § 1 5 3 . Ob' е с т ь внЪшшй пределъ, у п о 
требляемый И ю т о п о м ъ . 

П о с т у п и в ъ съ абсциссами Од' п ОЬ' такъ же, какъ н съ Ол н Ob, мы перейдем* 
къ плретьимъ предъламъ, болъе блвзквмъ къ О а , нежели Оа и Ob. 

Предъндущес строение объленяетъ условие § 1 5 2 , a именно, что уравнете / ' ( j - ) = o 
и / (я)=о не имеютъ действительныхъ корней между а и о, т . е. не имеютъ, ни 
maximum, ви minimum, tin точекъ перегиба. Когда э т о условие выполнено; тогда ка
сательная, проведенная въ точке п, ковц* ординаты Ьп, необходимо пересъкаетъ Ох 
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между а и Ь въ Ь', и 0 5 ' будетъ ближе къ корню, нежели Ой. Но если предълъ Ь бу
дешь означать OB, абсциссу точки N , полагая, что между N и а есть перегибь г; 
т о касательная, проведенная въ точке N, можетъ пересечь ось Ох въ точке, весьма 
отдаленной отъ а, а потому величину OB нельзя употребить для приближена къ 
корою: вместо того, чтобы къ нему приблизиться, мы можемъ отъ пего удалиться. 
Когда Ъ будетъ абсцисса OB" точки "N", находящейся по правую сторону точки 
соответствующей tnaximum TS'B'; тогда касательная въ точке N" переевчетъ ось 
Ох въ точке Т, более удаленной отъ а, нежели В' ; такъ, что ОТ будетъ >0В''; 
следовательно, употребивъ для приблнжешя ОТ, мы удалимся непременно отъ корня 
а. И такъ првближеше должно начинать не прежде того, какъ уверимся, что между 
тип неть, ни точекь перегиба, ни maximum, ни minimum, т . е., что уравнешя f{xy=o 
и /"(х)^=о не имеютъ действительныхъ корней между а = О а и &=Ю5. 

Ясно также, что нельзя начинать приблнжеше съ предела О а = я ; потому что ка
сательная, проведенная вь точке m можешь пересечь ось абецнесъ по правую спгоро-
эу точки Ъ, на пр, въ к; шогда новый предЬлъ 

Ок=Оа+аЪ=а+{—(*) 

будетъ более предела 0Ь=3>. И такъ должно начинать вычнелеше еъ первой при
ближенной величины Ob=J>, которая приводить насъ къ другой Ob'.-b' или кь 
O j 3 f f , остановись па точке ß, весьма близкой къ Ь' между Ь' и Ъ. Отъ предела 
Oß' переходимъ къ третьему пределу Ob'' яла Oß", и т . д. 

Помощно пределовъ а а b можно вычислить еще предълъ, который будетъ ближе 
къ корню, нежели а' и Ь'. Въ самомъ деле : проведя пересекающую nun точка s 
пересечен1я этой прямой съ осью Ох, будетъ ближе къ а, нежели a', a потому Os 
къ О а ближе, нежели\0а'. 

Мы имеемъ 

Os~0b—sbr=zl—sb; 
nb пЬ am —/(а) 

изъ т р . nsb, находимъ sb= TT,—'. 7 , но tang (rtiw) = - - — - , • , ; а по-
^ ' taug («да) tang {asm) ° as ab—ю 

тому ib—"^a^ —, или, заметивъ, что nb—ßl) н al=b—а, 
- Д а ) 

Л: 
f{b){b—a)—Âb).sb 

отсюда 

Внеся это въ выражете Os, получаемъ 

0*=Ъ—4—77-;. 

am . __• / « I 
(») Потому что Оа=а, н изъ тр . атк «мЬемь а*—- Uu^akm) ~~'~JT<\) 
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Фигура, которую мы разсматривали относится къ случаю (1) § 13$; здъсь ветвь 
тп восходящая, и выпуклою стороною обращена къ оси абсциесъ. Къ случаю (2) отно
сятся »нгура 5; здесь ветвь низходящая, и вогнутою стороною обращена къ оси 
абсциесъ; приблнжете должно начинать такъ же, какъ и въ первомъ случае, съ высша
го предела Ь. Фигура 6 принадлежит* случаю (5); здвсь ветвь тп низходящая и 
выпуклою стороною обращена къ оси Ох приближение должно начинать съ низшаго 
предела о. Наковецъ Фигура 1 представляет* случаи (4); здесь кривая восходящая 
а вогнутою стороною обращена къ оси Ох; прнблвжеше должно начинать такъ же, 
как* и въ предъндущеы* случае, сх предела а. 

Во всяком* случае должно начинать приближеше съ внпшняго предела, т. е. съ 
того, кошорагд конец* находится внв пространства, х̂ бъемлемаго кривою. 

II. 
1. Въ линемпомъ н!*в Нюпгововомъ способ* приближетя, мы въ разложонш 

гд* а есть приближенное зиачете искомаго корня <И-&, пренебрегаем* членами с* 
степенями А, превышающими первую; отъ того получаемъ приближенное значете А, 
которое, будучи сложено съ л, даетъ новое приближенное значеше къ искомому корню. 
Но мы получимъ звачен е̂ более точное, если мы въ разложент (1) удержим* первую u 
вторую степень /», пренебрежем* прочими членами, выведемъ значеше /», и прида
дим* его къ а; такого рода приближеше называется приближешемъ втораго порядка. 
Оно гораздо быстрее лнвеиваго; но не имеетъ с* ним* одинаков* простоты и легко
сти. Въ немъ встречаются тъ же недостатки, какъ н в* Нютоповом* способ*. 

Удержавши первые три «лена разложения (1) ниъенъ уравиевге 2-й степени 

которое, будучи ръшено относительно А, даетъ 

J (а) 

Чтобы h было количество действительное, когда f(a) и /''(а) нмГ.ютъ о.птакГе 
знаки, необходимо, чтобы 

[ / ( « ) ] - > 2 / ( ^ ( 0 ) 
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Н о шакъ какъ мы ищемъ одинъ изъ нераоныхъ корней уррвиешя f(x)—o, шо /'(а), 
съ приближешемъ а къ х, будешъ приближаться кь какому нибудь количеству, не ра
вному нулю; между т ь м ъ резульшашъ / ( а ) н, следовательно произведете, 2 / (a). f'\a) 
будушъ приближаться къ нулю, а потому ycJOBie ( 5 ) всегда можешь быть удовлетво
рено . И т а к ъ , ч т о б ы начать приближение вшораго порядка, количество а должно 
у д о в л е т в о р я т ь неравенству (3) . Изъ двухъ значешй А должно взять то, отъ котора
го a+h б у д е т ъ ближе къ х. Здесь можешь случиться т о же, что и въ линенномъ пря-
ближеши: новое приближенное значеше a+h можетъ перейти за корень; т . е. если 
а < г , т о a+h сделается > ж , н на оборотъ; такъ, что мы не знаемъ, приблизились 
ли мы къ х, или удалились о т ъ него. Въ такомъ случае можно для А составишь дру
гое значеше, при которомъ a+h будетъ пределъ такого же свойства, какъ а, и бу
д е т ъ ближе къ х нежели а (подробности э т о г о изложены вь хЛскиряхъ Алгебр, и 
Транец. Анализа Г. ОстрограЪскаго); но исправленное такимъ образомъ значеше a+h 
мало имеетъ выгоды предъ линейнымъ; на противъ того, сохранивъ для А одно изь зна
ч е т й ( 3 ) , предълъ a+h б у д е т ъ иметь почти втрое более точвыхъ цыфръ нежели а. 
Фуръе. э т о доказываешь следующимъ образомъ: 

2. Положимъ, ч т о а е с т ь визшш предълъ и знаки т р е х ъ функцш / ( а ) , / ' ( а ) , / " ( а ) 
принадлежать къ случаямъ (1), ( 2 ) § 1 3 2 ; т о произведете — 2 / ( а ) . /"{а) будетъ 

положительное, и числовое значеше V[/'(«;] *— 2У(а) ./'(а) будетъ больше числоваго 
значешя f'[p), а потому для А должно взять V сь -+-. , , г 

Пусть х—>а=а> и x.—{a+hy=^w'', то будешъ ш— со—А. Положимъ, что а есть ве
личина весьма близкая кь х, такъ, что от и «>' количества весьма малыя, н отъвщемъ 
нхъ с о о т н о ш е ш е . Внеся въ оэ'=от—А вместо h его значеше 

—Г(А)+У [ / ' { А ) } ' — 2 . / ( а ) . / "(A) -F(X-A,}+V[F(X-OO)j * - 2 1 ( Х - < Р ) Г ' { Х - А , \ 

имеемъ 

СО 
со'— 

F " ( X — О Э ) + У ' ( Х — T O 
F"(X—CO) 

По малости &, станемъ пренебрегать степенями т

? превышающими со 5-, вместо 
знаменателя f"(x—ш) возмемъ f"(x), и, для сокращетя , не будемъ писать х подъ 
характеристиками / * , / ' , / ' ' , / " ' , Первые два члена выражетя СО', 

со f\x—(o)+f'(x—со), 

по разложешя нхъ до со5, даютъ 

F F ' " + ^ L F V 

(*) ~ 2 3 * 

П о д ъ радикаломъ въ произведена J(x-co). f'Xx—co) множитель S{x—ГО) разла
гается въ 

2 2.3 * * , s 



-10 

потому что f=/(x)=o. Такъ какъ въ посл*днемъ выражент Ю входить множите
лем», т о множитель / "(ж—го) достаточно разложить до аз 3 : онъ будетъ 

со 
f"—со f"r-\ f , 

.2 

А потому произведете f{x—»)./"(«—а>) равно 

- а , / ' / " + » ' ( - / " ' f"f'"+-ff 

Квадратъ отъ , 

есшь 

f *—2а>Г f"+œ4f"*+f'f'''\—a>t{f"f,"-*îf,f" 

И такъ выражение подъ раднкаломъ будетъ 

1л 

\з 3 

Извлекши изъ него корень квадратный, т . е,, возведя его по Нюшоновон строк* въ 
степень §, получаемъ для радикала следующее значеше 

1 / " / " ' 

3 

со 2 

CO' 
•f"'+a>> 

2.3 / ' : 

2 ' ^ . 3 / ' 

Вычтя его изъ (4), в раздЬливъ остатокъ нау г ' , находимъ 

1 ( mzf"f"'\ гоз / • 
(5) со 

Можно эшнмъ выражешемъ воспользовашься для ошыскашя высшаго предъла, соотввт-
ствующаго а: взявши вмъсто нанбольшш нзъ резулыпатовъ/"'(в) и / '" (о ) , вме
с т о f наименыши изъ резульшатовъ / ' ( а ) и f'(è), a вместо со предъидущую разность 
пределовъ; определивши потомъ единицу высшаго порядка полученнаго чрезъ т о вы-
ражетя; вычисливши h до этой единицы, и разсуждая такимъ же образомъ, какъ кь 
§ 159, мы опредълвмъ число точныхъ цыФръ корня. Но мы ве всегда этого досгаи-
гпемъ съ перваго раза; потому ч т о мы не зааемъ какое вмхютъ вл7яте превебрега-
емые члены на точное заачеше 0 3 ' . 



Выражение (5) будет* справедливо и въ случаяхъ (3) (4) § 132, употребив* для 
приближения высппй предълъ Ъ. 

3. Если въ разложети / ( а + д ) — о мы удержим* первые четыре члена; шо будемъ 
нмвть для опредълешя h уравнеше 3-й степени: 

такое приближете называется приближением* 3-го порядка, и Фурье нашел*, чшо 
ач-А будешъ разнишься отъ х количествомъ почти равным* 

2.3.4 ffi 

гд*-<o—x—ъ, есть разность весьма малая. Он* вообще показал*, чшо, если в* разложе
т и / ( а + А ) = о мы удержим* первыхъ членовъ, остальные отбросим*, и опредв-
лимъ изъ уравнешя 

/ ( а ) + - А / ' ( а ) ч ^ / " Г а ) + . . . . ч — — /\а)=о 
w w 2 v 1 i .2 i K 

надлежащее значеше Л- т о а+Л будет* разниться ошъ х почти количеством* 

? 7 > ±.2...[i+l) /' 

где со=х—Л есть количество весьма малое» 
Но къ сожалънпо на этихъ замъчашлхъ нельзя основать удобнаго способа вычисле

тя корней. 
U. Приближете втораго порядка дает* весьма простои способъ различать дей

ствительные корни отъ мнимыхъ. 
а) Разсмошримъ сперва случаи, когда два предъла а н Ь даюпгь слъдующхе ряды 

знаковъ: 

г \ х ) / » , / » > А*)> А*) 
[a] ч-. . . - -+- — 

0 0 1 3 
[b] - * - , . . . •+• •+•• 

Указатель 5 показываешь, что въ промежутке предъловъ а н Ь должно искать два 
корня для уравнешя f(x)=o. Положив* x=a+ht имвемъ 

f{x)=f{a)^hfXay~ffr{a-^h), 
2 

•ли, вставивши сюда х—о вмъсто А, 
2» 
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(8) 

и разсмошримъ ихъ дуги трп и тиЛу ( Ф И Г . 8) между точками, к о т о р ы х ъ абсциссы 
сушь a a Ь. Производныя ошъ у и >] будушъ 

у ' =f\x) и ^^f\a)+{x-o)f\a). 

Оне д е л а ю т с я равными при x-=za, а пошому о б е крнвыя и м е ю т ъ о б щ у ю касашельнуя 
въ точке т. Начиная съ э т о й т о ч к и вправо, кривыя р а с х о д я т с я , и неравенство (1) 
показываешь, 4moj>?7 , т . е . , ч т о в т о р а я кривая, на р а з с т о я ш и о т ъ а до Ь, проходишь 
ниже первой. Следовательно, когда дуга ттСу не пересекаешь ось х, т о дуга трп 
гчтже ее не пересекаешь, и корни, назначаемые пределами в в i , мнимые. Но т а к ъ 
какъ х—аг=А; то , если х мнимое, h будетъ также мнимое, в на обороть, а потому 
въ разсматриваемомъ нами случае уравнеше 

/ ( « ) + А Г ( « ) - ^ / » = о * : 

должно иметь мнимые корни, для чего должно б ы т ь удовлетворено услов!е 

Заменквъ въ уравненш (6) / ' [а+ф(х—а)] количесгпвомъ ббльшимъ, /"(b), будемъ 
иметь 

(9) f{x)<f{a)+{x^)Jla)+^Lf(b). 

Вторая часть при х=л имеетъ результатъ положительный, -/(а), тотъ же, что 
и первая чаешь. При х—Ь первая часть обращается въ положительное количества 

(6) / ( a î ) = / ( a ) + ^ - e ) . / ' ( a ) + f e ^ / ' X - - H P ( « ) 3 

Такъ какъ /"(х) осгааегася положительною для всякаго значешя х, начиная о т ъ 
а до о; т о / " ( » ) будетъ наименьшее значеше j'\x~) между этими пределами, a J (b) на
ибольшее; поэтому при х>а н <Ъ б у д е т ъ /"^а+ф(х—«)]]>/ "(а)) и 

( 1 ) / ( * ) > / ( а ) + ( * ^ ) . / ' ( а ) - Д — ? ) - / " ( « ) . 

Если в т о р а я ч а с т ь э т о г о неравенства не в м е е т ъ дьйствительныхъ корней о т н о 
сительно х\ т о , съ изм"Внев1емъ х о т ъ а до Ь, она не у н и ч т о ж и т с я и с о х р а н и т ь 
знакъ р е з у л ь т а т а / " ( я ) , к о т о р ы й > о ; п о э т о м у Функция ./(ж), съ изменетвмъ х между 
а и Ъ, б у д е т ъ т а к ж е > о ; след. корнвг, назначаемые пределами а и b для уравнешя 
/ ( ж ) — о , мнимые. Фуръе поясняешь э т о следующимъ геометрическимъ строешемъ: 

Н а ч е р т и м * кривыя 
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jQ>), а потому и вторая пасть также должна обратиться въ полилнтвлыюе коли
чество. Если уравнеше 

(Ю) / ( 0 ) + ^ - a ) . / ' ( a ) + f c ^ / " ( Ä ) = o 
2 

имеетъ действительные корни; т о вторая часть неравенства (9) изъ положитель
ной делается отрицательною, а потомъ опять делается положительною,— проходить 
два раза чрезъ нуль; т о же будетъ и съ У(х). След. въ этомъ случав уравнеше 
f(x)—o имеетъ два действительные корня между а и 6. 

Пусть дуга ттС v' будетъ часть кривой, выражаемой уравиешемъ 

(11) (аНх-а) f \ a ) J ^ J "{b). 

Такъ какъ производная о т ъ V,, /'(а)щ£х—а). / " ( b ) , прн х—а, равна / ( о ) , производной 
о т ъ / ( х ) ; т о две кривыя трп и mrt'v' имеютъ общую касательную въ точке, л». На
чиная о т ъ этой точки вправо, оне расходятся, и какъ на разстолши ab, по не
равенству (9 ) , j>?7 , т о дуга nirt'v' лежитъ выше дуги трп. А потому, если дуга 
тл'у пересекаешь ось х, т о дуга трп также пересекаешь эту ось; т . е., если 
корни ур. (10) действительные, шо корнн уравнешя f(x)—o, назначаемые пределами 
а и Ъ, также должны быть действительные. Но, чтобы x^a—h было действитель
ное, А должно бышь действительное; след. корни уравнешя 

• / ( а ) + А . / ' ( « > Ь ^ / " ( й ) = о 

должны быть действительные, a это требуегаъ условхя 

[ У » ] * > 2 / » . / " ( £ ) . 

Подобный yoioBia можно вывести изъ разложетя 

(Ъ—х\* 

( 1 2 ) / ( Х ) = / ( ^ ) = / [ ^ ( ^ ) ] = = / ( Й Н ^ ) / И + Ц ^ Т ^ М З -

Замънивъ f "[b—(р(Ъ—ä)J количествомъ ббльшнмъ f "(]>), имеемъ 

(15) fi*)<f{o)Hb-x)f\b)Jt^*r^ 

при х=Ь об* части этого неравенства обращаются въ /(b), я крнвыя, ими выража-
емыя, будушъ иметь общую точку, определяемую координатами х^=Ь в у~/(Ъ;; ошъ 
этой точки до х=а существуетъ неравенство (13), т . е. кривыя расходятся, и пер
вая лежитъ ниже второй; при х^а первая часть неравенства обращается въ поло
жительное количество J(b), а потому и вторая чаешь будешъ также положительная. 
Если уравнеше 

f(b)-{b-X) Щ ^ = ^ Г [ Ь ) ^ о 
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им*етъ деисшмнттслтьные корни, пт. е. существуешь неравенство 

(14) [Г(о)У>2./(Ъ)/Щ 
то вторая часть нерав. (13)нзъ положительной делается отрицательною, н опять 
делается положительною, —• два раза переходить чрезъ нуль, а потому т о же долж
но быть и съ f(x)\ след. когда 'удовлетворено услов1е ( 1 4 ) , тогда корни ур. f(x)—o, 
назначаемые пределами а и Ъ, действительные. 

Встаривши въ ( 1 2 ) вместо Ф(6—х)~^ количество меньшее, J "(ci), имеемъ 

/(*)>/(*)-( Ъ-х). f'{b)Jt^l >(e). 
Когда вторая часть не имеешь действительныхъ корней, или когда 

[ Г № < 2 . / ( * у » ; 
тогда она, съ изменетемъ х о т ъ я до Ъ, остается >о, а потому и f(x) въ этомъ 
промежутке > о ; следоват. корни ур. Д ж ) = о , назначаемые пределами а и 5, мнимые. 

Изъ всего сказаннаго въ этомъ члене, выводнмъ следующая заклгочетя: 1) два кор
ня уравнетя / ( д ; ) = о , назначаемые пределами а и Ь, действительные, когда удовлетво
рено одно изъ условш: 

( 1 5 ) lf'(a)y>2.f(a)S>(b) 

( I G ) [ / • ' ( A ) ] - > 2 . / ( 6 ) . / " ( f t ) ; 

S) искомые корни будушъ мнимые, когда удовлетворено одно изъ услоый: 

(«) [P(a)Y<2f{a).r{a) 
( 1 8 ) [ ^ ' Й З Я < 2 / Й . / " Н . 

Можетъ случиться, что ни одно изъ услов!и (15) ( 1 6 ) (17) ( 1 8 ) неудовлетворено; 
тогда пределы а и & не довольно близки, чтобы судить о свойстве корней: ихъ долж
но сближать, и ясно, ч т о о т ъ того мы необходимо, или дойдемъ до количества 
с, > а н < Ъ, которое Да:) даетъ результатъ съ протнвнымъ знакомь f(a) и f(b), или 
дойдемъ до такихъ пределовъ, которые удовлетворять одному или несколькимъ изь 
условш ( 1 5 ) (16) (17) (18); въ первомъ случа* искомые корни действительные и о т 
делены, а во второмъ мы узнаемъ ихъ свойство, и потому, если онн действительные, 
т о могутъ быть отделены. 

Ъ). Разсмошримъ теперь случай, когда ряды [а] н [о] будутъ 

/ • » / " ' И , / » /'(*), / ( * ) 
[a] ч - . . . . — -f- — -•-

[b] Ч- . . . . - » . ч- ч-

Такъ какъ f'"(x) отрицательная для всякаго значешя х, начиная о т ъ в до Ь; шо 
*ункц1я f'(x) уменьшается, съ возрасташемъ х о т ъ а до b, а потому f"(b) е сть наи
меньшее изъ ел значенш, a f (а) наибольшее. 
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Взявши раэложеше 

(19) f(x)=f(a^x—a)^f{a)+{x-a) f'(a)4^}l. Г[>+<Р(<г-а)] 

в ; вставив* въ него вм*сто / [WÇ>(>—aj j количество меньшее, / "(5), иыЬеыъ 

f(x)> f(a)+(x-a).fXa)+^—^f''(b), 

Если 

[f\a)Y<l.f{a)f"{b), 

т о вторая часть э т о г о вер. не имеетъ дЬйствительныхъ корней, а потому сохра
няешь знакъ /'(о) для всякаго значешя х, начинал о т ъ а до b, а именно, о с т а е т с я > о ; 
след. /(х) вь э т о м ъ п р о м е ж у т к е о с т а е т с я ><?, и искомые кораи ур. /(х)=о мяимые. 

Зам*нивъ / ^а+(Р(х—а)] результашомъ /'(а), находимъ 

(20) Г^</^х_ау/1а^Х~^11./^ау 

Когда 

[ / ' ( - ) ] • > * . / ( 4 / » 
тогда в т о р а я часть неравенства (20) и м е е т ъ два действительные корня между а и Ъ, 
т . е . , съ взмеветемъ х о т ъ а до й, два раза переходить чрезъ нуль, а именно: изъ 
положительной делается о т р и ц а т е л ь н о ю , потомъ о п я т ь делается положительною; 
следовательно т о „ ж е самое будешъ н съ -f(x)} а пошому искомые корни дьйсшвишель-
ные. 

Вставивши въ разложение 

f{x) =frb-(b~x)1 =f{b)-{b^x)f'{b)JtzÉlj "i^p{b^x2 
U Ja 

результатъ S"{b\ a потомъ / ' ( « ) , вместо / —Ф(Ь—-r)}, иетвемъ 

(21) f { x ) < f { b ) ^ b - x ) f \ h } j £ £ £ - - f"{a). - -

Если въ первомъ неравенстве будешъ 

{fXb)Y<if(b).f'*{b\ 

шо в т о р а я его часть для x > а и < b о с т а е т с я >о, а потому и/(*)>о; сл*д. иско
мые два корня уравиетя f(x)z=o мнимые. Они будутъ действительные, если въ нера
венстве (21) будетъ 

[f\b)Y>l.f{b).f''{a). 
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Сравнивая р е з у л ь т а т ы , выведенные въ разсматриваемомъ нами случае, заключаемъ: 
1) Искомые корни будутъ действительные, когда квадратъ / ' ( ж ) , для хг=:одному изъ 

пределовъ а и Ь, превосходить удвоенное произведете / ( ж ) , для ж = т о м у же пре
делу, на /"(à); 2 ) искомые корви мнимые, если квадратъ / '(ж), для ж— а иди 6, бу
дешъ меньше удвоеннаго произведения f (ж), для жг= т о м у же пределу, на / ' (Ь), 

с). Когда ряды [а] и [5] б у д у т ъ 

fm(x) f"'{x), /"(*), /'(*), f(x) 

[а] + — н- — 

[о] — - —; 

тогда для низшаго предела а имеемъ неравенства: 

f(x)>f(a)+(x—a)f'(a)J^^f"(a) 

/ ( ^ ) < / { a ) + ( * ~ e ) / ' ( « ) + ^ = ^ / w ( Ä ) . 
2 

Если въ первомъ б у д е т ъ 

[f\a)Y>2.f(a)J"(a), 

гао корви Д ж ) , назначаемые пределами а н Ь, будушъ д е й с т в и т е л ь н ы е , а если во в т о -
ромъ неравенстве наидемъ 

[f\a)Y<2.f{a).f"{bl 

т о искомые корни мнимые. 
Высший пределъ Ъ д а е т ъ неравенства: 

/ ( * ) < / ( * м « ^ ) / ^ ± ^ ! ^ ( 4 ) . 

Если въ первомъ б у д е т ъ удовлетворенно условие 

[f'{b)Y>2j(b).f»(a), 

т о искомые корни действительные; онн будушъ мнимые, если во в т о р о м ъ неравен
с т в * б у д е т ъ 

[f\b)Y<2.f{b).f'Xb). 
а). Наконецъ для рядовъ 

/т(х) /~(*), / » , /'(*), 

[a] • + - . . . .— — '«̂ - — -
[b] • + - . . . . — — ч- — ; 

имеемъ неравенства 



f{x)<f{a)+(x-a)f'(o) I Via) 

/ ( * ) < / ( * ) - ( ^ ) / ' ( i ) + ^ - Л(«), 

кошорыя показывают*, что корни ур . /(л-)=о, назначаемые пределами а а Ь, будут* 
действительные, если 

\f\a)Y>2f{a).f"{b) или [f'{6J]>>2f{b):f"{b), 

а мнимые, когда 

lf'(a)Y<2.f{a).f"(a) или [/'(*)] * < 2 . / ( * ) . / " ( « ) . 

Из* разбора всъхъ этих* случаев* Фурье выводит* следующее правило для ра
спознания действительных* корней отъ мнимых* : 

В ъ § 115 мы видели, ч т о единственный случай, где нужно правило для распознания 
корней, е с т ь т о т ъ , когда два предела a и о д а ю т ъ ряды знаковъ, въ которыхъ пер
вый указатель 1, справа, с т о и т ъ между 0 и 2 . П у с т ь т р и Функщй, которым* со
ответствуют* указатели 0 1 2 , б у д у т ъ /Хх)> j'(x)> f(.x)> и положим*, что пределы 
а в b т а к ъ близки между собою, что f"\x) въ нхъ промежутке не имеет* ив дей
ствительных* ни мнимыхъ корней. Разсматривая известные уже результаты 

/ " ( « ) , / ' ( a ) , /(а) 

f'\b\ Г(ъ\ /(*), 

мы узнаемъ свойство корней, назначаемых* пределами я н 6, руководствуясь следую
щими правилами : 

1-е. Два искомые корня будутъ действительные, если квадрат* одного из* сред
них* членовъ /'(а) и / ( b ) больше удвоенваго произведешя члена, взятаго въ той же 
строк* по правую его сторону, на т о т ъ из* результатов* /"(") н / (Ь), кото
рый имеет* наибольшее числовое "эначете. Мы здесь имеемъ два услов)'я, н искомые 
корни действительные, будетъ л# удовлетворено одно изъ нихъ или оба. 

2-е. Искомые корни мнимые, если квадрат* одного изъ среднихъ членовъ / (а) и/'(о) 
меньше удвоенваго произведев1я члена, стоящаго по правую его сторону въ той же 
строк*, на шотъ из* членов* /'(а) в f"(b), котораго числовое значеше наибольшее. 
Здесь мы нм*емъ два услов!я, и искомые корни мнимые, будешъ лн удовлетворено одво 
изъ нихъ нлн обл. 

Когда ни одно изъ этихъ четырех* условш не удовлетворено, тогда пределы а и b 
se довольно близки, чтобы сразу открыть свойство корней,— ихъ должно сблизишь: 

3 
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если, по вставке вместо Х числа средвяго между а и Ь, корни не отделятся; т о 
должно повторить предъидущее правило. Продолжая такимъ образомъ далее, мы не
пременно отдблимъ искомые корни, если они действительные, или узнаемъ, что они 
мнимые. 

Э т о правило очень просто въ приложеши , и потому не должно его оставлять 
безъ ввимашя. 

ш . 
1. Въ главе 2-й мы доказали, что общш видъ результата всякаго алгебраическаго 

дейспшя заключается въ ссьмволиъескомъ выражешн a-t-lV—1: это справедливо н для 
трансцендентныхъ действш. — Символъ a+b.V—1 есть одинъ нзъ важнейшихъ въ Ава-
лизе; поэтому разсмошримъ подробнее его свойства. 

2. Выражете a+bV—1 обыкновенно означаютъ шакъ 

a+b.i, 

где для сокращешя T=V—1; пользуясь свойствами тригонометрическвхъ лиши, можно 
ему дать другой .видъ, опгь котораго сокращаются вычнслетя. 

Сделавши в ъ выраженш а-\~Ь. i действительную часть «общимъ множителемъ, нмЬемъ 

(О a+è.i=a(L+^).f. 

Такъ какъ ^ представляешь какое нибудь действительное количество, и тангенс*, 
а 

съ изменетемъ дуги, способенъ принять всякое двйствительное значеше; т о суще

ствуешь всегда такая дуга ф, которой тангенсе равенъ и такъ мы имеемъ право 
а 

положить 
5 

- = tang ф; 
а 

л м и ф й 5 т ф b а 
но l a n g ф = - ; поэтому - г = ~ или солф а соъф ein<p с о з ф 

о т с ю д а 

sin 2 <£4-cos 2 0 i соз'ф вш'ф' 

а—]/а2+Ь'. стф, b-~]/a'+b*. з т ф . 

А.'^олюгпное значеше ViS+b* есть модуль выражетя ( 1 ) ; означивши его чрезъ г , 
имиемъ 

а—т. соьф, Ьт=^г. йоф/ 
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а потому 

а-+Ьл=г(со&ф-\-1л1ифу 

Переменивъ ф на — Ф, получимъ сопряженвое выражеше 
а—#.г=г(со$ф—г.зшф); 

потому что 

s i r i (—ф]——эшф, cos(—ф)=совф 

н модуль г остается тотъ же. 
3. Произведете двухъ выраженш 

г(со&ф+1.&1ифу /'(собф'-ьг. вшф') 

будетъ 

гг'(соьф-нг\8тф)(со8ф'-+Ч8шф') —гг [(созф.совф'—эшф.йшф') 

ч-^пф.созф'-^пф'.созф).^ 

но изъ Тригонометрии известно, что 

с о з ф . с о з ф ' — з т ф . зшф'=со5(ф-4-ф') 

&1пф.С09ф ,Ч-з1яф'.С08фг=81и(ф-+-ф') , 

а пошому 

(2) г (со8фч-г \51п .ф ) , г ' ( со8ф^-8шф^^гг^со>{ф+ф' )+-г" .81п(фч -ф' ) ] . 

Следовательно, гтобьг перемножить два мнимыл выражетя, должно перемножить 
ихъ модули, и сложить дуги, имъ соотвптпствующгя. 

Произведете п мнимыхъ множителей 

r, (со^ф,4-£.si• ф , ) , г 2 (со&ф 2+/'.siпф,гs(соьф, +i. я т ф , ) , . . .тп{солфп-+-г. siпф J 

будешъ 

т ir *r а • • -r

 п(с0*Ф 1+г.81пф ,)(созф %л-1л\\хф 3 ) ( « ) 8 ф 4 + г . 5 ш ф 8 ) . . . . ( с о > ф п ч - * . в ш ф и ) 
= r , r а г а . . . . т п [ С О Б (Ф х + ф ^ л - 1 . ь \ и { ф 1 -*-фа)] (cos<p, -*-/.»шфа) (cos0 n4-*\sin0j 

= Г , Г ,/•. . .. Г п [с08(ф х Ч-ф а +ф а )-Ьг.ь1п(ф 1 -Ир,-+^,^. . . . (с05ф„~М\ 8 ш ф л ) 

и т . д., ваконець 

=Г1г,гл...гл[сол(фг+фш+фя+.. .+фп)+1.*\п(фг+ф,+фш+...+ф )]. 

И такъ вообще, гтобы перемножишь нисколько выраженш, должно перемножить 
вел нхъ модули, и сложить дуги, и.иь соотвтыпетеующьл. 

Отсюда выводимъ знакомую намъ теорему: 
Модуль произведешя нтьсколькахь мнимыхъ выраженш ест» произведете модулей 

хгждяго множителя. 
3« 
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г { * А~7—г; ]== "5 [C0S(—ф'УИ.зЦ—-ф' )] =-(cOS(p—1.9Шф) 

сояф'—£.sia<P'. 
ял и 

1 
соьф'-ы'.зшф 

5. Отънщеыъ теперь всв значешя радикала 

(s) д? = |7/-(со5>фЧ-г. s i n ф). 
Одно азъ эшихъ значеши есть 

(б) г л [сов(- |+г.мп(?)1; 

потому что, по ур. (3), 

•"[cosf-lw.einf-l] j ̂ rfcasf~.nW.sinf-.nl"ks=/-(coŝ -i-i. 

Положивъ г, = г г я , = г , = . . . = / и < р 1 = ф а = ф в - = . . . — Ф Л =Ф, «™*еиъ 

г л (сойф+г.81пф) г е =г' 1 [со5(«(р)ч-г.«о(«(Р)]; 

. откуда 
(3) (cos<P-t-F.siu<P)"=cos(n<P)4-i.8in(n(P). 
Это уравнеие имеешь большая приложения, 

4. Пусть даво частное 

7-(cos<£4-«.sin<P) 
/(cosCP'+i.sintp')' 

помноживши делимое н делителя на соаф'—ï.sin^', имеемъ 

г (соьф-ьг.81пф) 7-(cos<P-+-î.sin(P)(cos<P'—г'.вшф') 
r'(cos<P'+i. sinф') г (cos1 ф'ч-sin3 ф'j 

=£.[(со5ф.со&ф'ч-81вф.8тф')-ь(зшф.со5ф'—-зтф'.еовф).?]; 
во 

СОВф.С08ф'ч-81вф.51Пф'=С05(ф ф*) 

81П.ф. СОаф' ЗШф'. С08ф=3ш(ф ф') ; 
поэтому 
, Ч г (созф +г".«1оф) г , _ , ,, 
V ' /-(со5ф'+г;. 8тф^) г ; ' ^ Л 

Отсюда выводвмъ правило: гтобы расдтьлить одно выражете на другое, должно мо
дуль дпаимаго раздпиить на модуль дплителл, и изъ дуги, соотвтьтствуюгцеы первому, 
выгесть дуеу, соотвгътствуюшуто второму. 

Положивъ Ф = 0 , будетъ cos<P=l, 8 1 п ф = 0 ; о т ъ этого.уравн. О ) обратится в* 
следующее 



Прочтя ж« значешя получатся по S 57, помноживши ( 6 ) на п—1 корчей уравшеяг* 
уп—1—а, нераввыхъ едвтщв. 

И такъ ошъящемъ вез корни уравяевтя 

я положимъ для большей общности, что n какое нвбудь цълое положительное число. 
Пусть 

j=ç(cos0+i' .s intf) , 
то 

ç"(cos04-i. s i D Ö ) ' l = j n = i , 
влв, по ур. (5), 

»ino равенство [см. Гл. П] разлагается на два друпя: 

c n c o s ( / i ö ) — i = o в s in(n0)=o, 
которыя даютъ -» 

c o s ( n 0 ) = l , siD(nö)—о; 
для чего должно быть 

0=± , 
п 

гдв * означаешь какое отбудь цълое число, а Л величину полуокружности рад|"уса = 1 . 
Следовательно всъ корни ур. (7) будутъ заключаться въ выраженш 

- I n j { « } 
При Л = 0 будешъ j—1 

(%п\. (2Я 
. . Л = 1 . . . • = . cos'—(ZZi'sm!—• 1^/ \ п 

Л = 2 = cos i — ±i.sm 

. . A = 3 . . . =r= cos— sin,— 1 ; ' t CT n . j 

Л = л — 2 . . = cob 

k=n—1 . . 

Г(2Л—4)^N / ( 2 W ) « ) 

I— • .(.bllli • ————— j 
n j { n t 

= c o s P L - j i i . a i n ^ i -
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дал*е для *=и-+-1, . . будушъ возвращаться прежтя даражевш въ томъ же 
порядк*. 

Такъ какъ для fc=l a.fc/!—I, 

(2Ы\ ( 2 ( п — . (2hi\ . Ып—îW\ 
cos, =cos , sm .— = — s i n ; 

{nJ { n J [n) \ n I 

т о 
(2Ы\ 

COS LLi. Sin =COS 
\ n Г~ \ n j \ n i . s in 

A п о т о м у : 
1) . Когда n temjtoe, тогда предъндущля выражения приведутся къ п значетямъ: 

1 , 
f2n:\ (2тС\ '2rt\ . . f2^\ 

со>1 — .-f-i.siu — , cos -— — z . s m — , 
n j \nj [n j [ П ) 

cosi — - t - z . sm— , cos—•— i . sm. -— l, 
\n) \n j {nj \nj 

i'67i) . . (6rt) (QTA . . (Q7t\ 
cos i — -K.s in | — • 9 cos ——z.sia — , 

\n) {nj [nj \ n j 

COS [- J—\+i.sia i y - , cos. ^ L. —j .e in ^ J—\ 

— 1 . 

Здесь два корвя действительные, а именно: первый и последшй. 
3 ) . Когда n .шябтное, тогда корнн ур. у7*— 1—о будутъ 

f (2л\ . . (2Я) (2тЛ . . /2яЛ I cos — ч-r.sml — , со» — _ _ | , 

0) \ 

cos — ч-r .sml — 

(4л) . . (1л\ (irt) . . (i7t\ 
cas, — -f-f.sia — , cos, — —z. s ia , — , 

.s > Ll_/ EIWL"i_ / cos • - w . s i n ^ - L cos i— — i -; J>- - - y - ! 
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Здесь только одянъ действительный корень, а именно—первый. 
Эти тригонометрическая выражения корней алребраическаго уравнетя у" — 1=о не 

должны вводить въ заблуждеше, что у есть результатъ трансцендентнаго Д Б Й С П Ш Я 

надъ 1. Здесь производится два трансцендентный действия, которыя могутъ быть 
заменены однимъ алгебранческимъ: выражеше гС есть трансцендентная *ункц!я отно-

(2k7f\ {2кт? 
снтельно 1, a cos -—-, Ч-J.SID: 

п ) у п 
есть трансцендентная *ункЦ1я относительно Ä; 

эти две функцш заменяются одною радикальною VI. 
Помопию предъвдущнхъ выражетя легко найтн всв значения радикала (5) , т . е. корня 

мнимаго уравнетя 

хп= г(соьф + i.sud 

Если п гетное, то значешя х получатся, помпожнвъ выражев1Я (8) на (6); руко
водствуясь Формулою (2) , находимъ 

i г <Ф\ . . 'Ф\ x=rn соз i - ч-г. sin — 
Ч r; 

x [Ф+2*}.. . ГФ-Ь2«) .=̂[соя(—Ĵ m(—JJ 
i (ф+Ы\ . (Ф+ел\ 

= rn [cosj ]_z.Binj jj 
п 

i !ф+(п—2)л\ , (фМп—2)тс\ 

* [ 0 0 , l - i^b . ,J- i—J-j I -/•"[cos (ф) • • (ф 
osi — ч-лзт — п 

Когда п негетное, тогда все значешя х получатся, помеоживъ выражетя (9) на 
(в); они* буду пл.: 

Х—Г [cos - ч-?.мп - J 
[n) \n) 

i (фН-2л\^ (ф+2л\ 
—rn cos JZ/.srn— U 

\ n I \ n I 



. — rn cosi > - t o . s m 1 ^ ; - И 
\ n ) ' \ n I 

. = r n [cos 
(<p+fn—i)rt\ . (ф+(п—1)я\ 

^ -—* L ' + j . s m — I 

Чшобы получить корни уравнешя 

хп=г(со&ф—г'.этф), 

стоить только въ предъндущихъ выражениях* переменить %\иф на — » т ф или Ф 
•а —Ф; ошъ того общее выражете для х будешь 

x I—фч-2л-Л| . /—ф—2лгя\, 
х—гп [coal riV.sin •—-] 

V ге ) • \ п I 

Следовательно всъ корни уравнения 

[х"—г(собф+1.&\иф)']\_хп—г(со&ф—г.вшф)]=о 
или 

х*п—2гсозф .^"-ьг '—о 
б у д у т ъ заключаться въ Формул* 

^ф-4-2>сяЛ . (ф+2кЛ i r Лр-4-2кяЛ. . /ф-4-2л 
x=r" [cos p . s i n 

гд* к какое нибудь целое положительное или отрицательное число. Помощио этой 
Формулы можно решать уравнешя вида 

X2" +а хп+а а л — о, 

где а„ я a t n действительный количества-, для этого должно положить 

« „ = — 2 г с o s ф , ö a n = r V 

Такъ какъ г всегда действительное и положительное количество, то а %п 'должно 
быть т а к ж е положительное, а ап съ противным* знакомь cos Ф. 

6. Замьчательнейипя следствия эшихъ тригонометрических* решети сушь теоре
мы Котеса я Муавра. 

1) Пусть а б у д е т * действительное количество; то корни уравнешя хп—ап=го, 
по сказанному выше, будутъ заключаться в* выражеши 

(а) г ( 2 к п К - • (2кЛ\ i11] х=аГсон\ ± г . ы и П 
\ п I \ п Г 

и выведутся из* него, давая ж значешя 0, 1, 9, . . . . 
Чтобы получишь корни уравнешя x"+an?=zo нли 



25 

п ) 

где к = 0 , 1 , 2, 3 , . . . . 
Формула ( 1 1 ) показываешь, что бнномъ хп—о" есть произведете множителей вида 

(2кзА . 2Krt\ \2ктС\ , . 12ктХ\ 
ix—7fcos •—— p-î.sin \ ix—ЙГСОЯ —z'.Lsiii ijj 
* L \ n j [ n jП I [ n f \ n /J> 

[2ktc\ {2K7i\ (2n7t\ 
•=\x—a.cos I r+a'sm"! =^7-+-a s—2ax.Co& : 

L \ 71 j \ 71 ) \ n i 
для n чегпнаго б у д е т ъ 

( 1 3 ) xn~—anss 

(x —aYx*+a3—acrcos— 1 \x2-Hz2—2ожсоз—1... Пжa4-a2axcos-- X+a), 
v /L n n n 1 

а для n нечетного 
J1 „и ( 1 4 ) xn—an= 

(27t\ f(n—l)rtV 
{x—a)[x*-HZ2—2**co^J ][# s + « 9 — Z a x c o s —J].. г-+-а"-.гадгсоз̂  ^ . 

Начертивши окружность рад!усомъ AO=a, разделивши ее на 2 я равныхъ частей, 
о т л о ж и в ъ VO=x и проведя изъ Р во всв точки дьлетя прямыя РА, РМ Х ) РМ Я , 
РМ,, . . . , изъ т р е у г . (Фиг. 9) Р М 2 0 , Р .М 4 0, Р М 6 0 „ . . . имеемъ 

(2Л 
РМl=x*-ha9—2</^cos ~ 

ш f 47t 
РМ*=гж2-ьа*—2a.rcos, ~ 

притомъ х—я—АР. 
Когда п четное, тогда РМ„ — х+а, и ур. (13) даетъ 

p ö 5 —Аи^-=РА.р^рм^.рм*_ а.рм,,. 

должно положишь въ уравненш ( 1 0 ) г=ап, соьФ=г—Л} пт. е. Ç=7t\ о т ъ чего 

'Ы+2кп\ (rt+2KJt) 
x=z a.jcoâ ±г'.зш J 

{ п I \ п Г 
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та 

Р М , = х 2 + й ! — 2 a a ; . c o s ; ä ^ та 

И т а к ъ для п ъстнаго б у д е т ъ 

a для л нехетнаго, 

Изъ сказаияаго видно, ч т о , какое бы нибыло п} всегда 

(15) Р ( Г — Ä Ö " = = Р А . Р М з Р М ^ . Р М ^ , 

( 1 6 ) P Ö n + I Ö n = P M I . P M 3 . P M 5 . . . P M s „ _ I . 

Э т о геометрическое значеше бивомовъ х"^аП о т к р ы т о Англичанином* Котсзо.ш 
(Cotes) , и было обнародовано поел* его с м е р т и ЦХлштомъ въ Harmonia mensurarum. 

S) В ы р а ж е т е 

а; 2 "—2а п х п . соьф+а* п =о 

состоит*, по сказанному выше, изъ множителей вида 

Для rt негетшмго, по ур. ( 1 4 ) , б у д е т ъ 

P Ô * — А х Г = = Р А . Ш ° А ° . . . Р М * _ ж . 

Биномъ хп-ь-ап, по Формул* ( 1 2 ) , с о с т о я т ь изъ множителей вида 

r f (2Ä-ML) rt \ / ( 2 K + i V , _ f(2*-+-iW, (2/£+l)rt) , 
jjr—afcos J-—Wi. sm v J— nix—a]cos - — ,—i. sm, - — I) 
1 1 V n j \ n Г ( L [ n j \ n j 

=x*+a2 —2a .xcos 4 J— . 
V та J 

Когда n temnoe, т огда 

а" + a n = [x 2 +a 2 - 2 ̂ . cosf- ! J [я:2 -ha 2 - 2 a ^ . c o s / ^ ] ] . . . r x 3 + a , - 2 ^ . c o s ' ^ ^ ^ - ) j 
l™/ I n J [ n j 

а когда n неъеттюе, т о г д а 

vi 3rt (та—2W 
•2;"+ал=г:^д:ч-а)[ж'г-+-а2—2axcos-][x*-*-a*—2яа-.со9 —]...[x' 2+a 2-2a.r.cos v — J 

л га n 

Изъ треугольниковъ Р Л ^ О , Р М 3 0 , Р М 5 0 , . . . имвемъ 
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'ф+(2к+±)п 
-Hz5 (19) х-1—Ъахлоъ 

\ п 

(20) лг*—2ад:.со8 — ^ +а% 
{ п ; 

ГДЕ к т а к ж е какое нибудь положительное целое число. Отъишемъ геометрическое 
значеше э т и х ъ выраженш. 

Ф 
Пусть дуги АС=Ф и А В = - (ФИТ. 10) будутъ части ок-ружности, описанной рад1у-

сомъ АО=а; начиная съ точки В , раздълимъ эту окружность на Ъп равныхъ частей, 
Отложимъ Р О = ж , и изъ точки Р вь точки двлев1я В, М г , M я, М 3 . . . проведемь пря-
мыя P B , РМ^ , Р М 2 , . . : множитель ( 1 7 ) при п—о, 1, 2 , - . . выражаешь квадраты 
лиши P B , Р М г , P M t , . . . , а множитель (19) при жг=о, 1, 2 , . . . квадраты лиши РМ,, 
Р М з , Р М 6 , . . . То же самое для множителей (18) н (20): первый выражаешь квадра
т ы линш Р М 2 г а _ 2 , Р М г « — а второй квадраты лиши РМ Я й __ х , Р М 2 Л _ 3 ) . . . 
Отсюда заключаемъ, что 

х ™—Ъаплоъф+а2 Л ^ = Р 0 2 А О PÖ".COS(AC)-HIO ' "==PB*.PÄl'. . .PM 2 „_ 1 

Эта теорема дана М.уавромъ и содержигпъ Котезову какъ частный случай. Вь 
самомъ деле, положивъ въ послъднихъ уравнешяхъ АСс=0, в извлекши нзъ обвнхъ ча
стей корень квадратный, мы получимъ уравнешя (15) н (16). 

IV. 
1. Въ § 72 мы показали способъ вычислять мнимые корни всякаго уравнения вида 

f(x)=xт+аххт - 1 + я я д г " 1 , г * + . • .aM_t Х+ат— о, 

гдъ а ж , а 2,- ..ат действительны* числа; яо этотъ способъ весьма эатруднителснъ въ 
приложен]и. Тригонометрическая свойства мнимыхъ выраженш даютъ другой сиособь, 

{i-V х2—2аХ.соь- -и,» 

(18) x*-~2ax.cos ч-а% 

гдъ я; целое положительное число; а г ы р а ж е т е 

X 2"+2а".х".совф+а^п=о, 

какъ легко увъриться б у д е т ъ с о с т о я т ь изъ множителей вида 
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болве удовлетворительный. 
Вставивши вмгсто х мнимое выражение 

7-(cos<P+i'.siiiCp), 

им*еыъ 

r O T ( c o s - H ? . s i n . ф ) ' " ч - а 1 г т - 1 (созф-нг. в т ф ) " 1 ' 1 +...-л-ат_хг(со5ф+1.вхаф)+ат=о 
или, по ур. ( 5 ) приб III, 

r T O ( c o s m £ p + j . s i n m ( p ) 4 - a - I r m - I [ c o s ( ^ — 1 ) ф - И . з ш ( т — 1 ) ф ] + . . . 

-ьсг о т _ 1 / , (соьфч-г .8Л1ф)+я т—о. 

Ошд-влнвъ действительную часть отъ мнимой, и положивъ для сокращеш'я 

F{r,0)— гтсозтф+а1гт~1со5{т— i ) $ + a 2 r ™ - 2 c o s ( « — 2 ) ф + . . . + а т _ 1 г с о ъ ф - * - а т 

ф[г,Ф)~гт&\атф^а, г r m ~ l sin [m—±)ф+а 2 / - O T ~ 2 s i n (m—2)ф+.. .+ат_ i т п ф , 

резульшатг нашей вставка будешь 

/[г(со&ф+иа\оф)] = Р(г,ф)+г.ф(г,ф). 

Чтобы выражеше r(cos(ß+j. вшф) было корнемъ даннаго уравнешя, необходимо, чтобы 

( i ) F(r$)^o, ф(г,ф)=о. 

Помюшдьо этихъ уравненш можно вычислить г л» ф следующимъ образомъ; 
Пусть г г в ф , будутъ приближенный значешя гиф; положивъ r=rx +А, ф—ф^+к, 

внесеиъ это въ уравнения (1 ), и по малости А, станемъ въ разложешяхъ 

F{rx+h}<Pt+K), ф(гх+п,<Рх+к) 

пренебрегать степенями А 2 , Л3,.. .hm> а по малосган ж, положимъ 

cos77 iA:=cos (m—i)«=; . . .—cos /c—1 

si n /л « = , W K , s i n ( m — i ) к=(m—l) « - 5 . . . s i u K = A ; 

ошъ этого первое разложение будетъ 

(гт
1+т71г^-1)со%т{ф1+к)+а1[г^~1+{т—l)hr™-']cos(m—±)(фх-л-к)+.... 

- н а , [ г ? " 1 ч- (/Ti—l) Л г ? 1 - » ] [соз ( m — 1 ) ф ж — [т—±)к. s in ( m — i ) ( p , J 

»•-b*™_ ! x-*-A) (соьф x — к , з ш ф I ) -на Я 8 

= = j ? ( r 0 ^ I ) + [ w / - " ^ I c o s w ^ J + ö I ( m — i ) r ^ - ? c o s ( m — 1 ) ф 1 ч - . . . - + - а „ > _ 1 с о 8 < р 1 ] Л 

— [ j w r f s i n / я ф , -на , (m—i)r"l~1 s in ( m — 1 ) ф j + . . . -+-а о т _ r r х si пф x ]к 
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или 

( з ) ф ( г 1 , ф 1 ) + ^ А + / - 1 М . / е = о . 

Наконецъ изъ двухъ уравнетй (2) и (3 ) получаемъ 

/ ( / • „ ф д ) . Н - ф ( г 1 Д < Р ж ) . М | 

Такимъ образомъ будемъ иметь новыя приблнженныя значения г и ф : 

Желая продолжать приближете, должно поступать съ г, в ф а такъ же, какъ 
Съ г j в Ф, . 

Замьгаимъ, что здесь количество к выражено въ доляхъ рад1уса, а потому, если мы 
его хотимъ нмвть въ секундахъ, т о должны его помножишь на число секундъ въ ра
диусе. 

Формулы (4) и (5) можно сделать более удобными для тригонометрнческвхъ вы
числении. Въ самомъ деле, мы имеемъ право положишь 

^^ЩТ^У R—~^. с ^ Г ' 

M M N 
D IN BIO// C0S/Jt 

ошъ чего будетъ 
M R 

А = — - со ? (Л—/*), к = - — sin (Л—p). 
b ' i 3 

Ошбросввъ, по малости д*, последнюю строку, и положивъ для сокращена 

W7-7~ Ico3w® I+(^?i—±)а гг'?— 2cos(m— 1 ) Ф 1 Ч - . . . . ч н а д а _ 1 с о » ф M 

m r ï ' - ï 8 i n f f i $ I + ( / f l — i j a j r f - ' s i n ^ — l ) < p x - + - - к г » - , e in0 M =N, 

наше разложение будетъ 

(2) ^ ( г ^ ф ^ ч - М . Л — г ^ . « = о . 

Сделавъ т о же самое въ разложешв 

0 ( г г + - / Ь ф 1 + я ) = о , 
находимъ 

ф ^ ^ ф ^ ч - ^ г Г ^ ' я ш т ф ^ а ^ т — ± у ? ~ " а т ( т ~ - 1 ) ф 1 4 - . . . ч - а М _ 1 8 1 ' п ф 1 ]А 

[тгшсо»тф, -Hz г ( д а — i ) / - ' " - 1 c o s ( m — 1 ) ф г + . . . + / • , ,собф х ] я = о 
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и результ'ппь, с о о т в е т с т в у ю щ е й поправленному выражен1ю, б у д е т ъ 

f{a+ß.i+co) = {\—n)(P+Qi); 

онъ меньше предъндущаго р е з у л ь т а т а вь о т в о ш е т и 1 - й къ 1. Ч ш о же к а с а е т с я до 
1— 

дроби п, т о она б е р е т с я по произволу, но довольно малою о т н о с и т е л ь н о Va"-i-ß*-
Если Р и Q довольно уже малы о т н о с и т е л ь н о M и ]Ч, т о можно п о л о ж и т ь /»=1, 

и второе приближенное значеше a-hß. г будешь согласно съ тЪмъ, которое получится 
по Снмсоновымъ «ормуламъ. Но когда Р я Q вь отношете M н N довольно еще зна
чительны, тогда для п должно взять дробь <1, притомъ такую, ч т о б ы модуль со 
содержался несколько разъ въ модул* a+ß-i- Сь новымь поправленнымъ выражешемъ 
поступаемъ такт> ж е , какъ и съ предъидущимъ ; о т ъ т о г о р е з у л ь т а т ъ P- f -Q i еще 
уменьшится. Такимъ образомъ продолжаемъ до т Ь х ъ поръ, какъ Р и Q б у д у т ъ количе
с т в а довольно малыя; после чего, сдЪлавъ и = 1 , продолжаемъ приближеше по Симсо-
ппвьгли Формуламъ. 

V. 
Когда въ уравнетй третьей степени 

X^+pX+q—O 

Значешя M в N легко получишь с о о т в е т с т в е н н о изъ F(rI} фг) и Ф(гг, фг), а 
именно: тюмноживъ каждый гленъ па показатель степени гТ и улгеиьшивъ этот* пока
затель единицею; ш. е. M и N с у т ь производныя Функиди о т ъ F(rI,(pi) и Ф{г1ф1) 
о т н о с и т е л ь н о г х . 

Формулы ( 4 ) и ( 5 ) даны Симсопомъ. Ч т о б ы ими пользоваться должно прежде знать 
прнближенныя значешя искомыхь количествъ г и ф , ч т о составляешь немаловажное 
Эатрудиен'е. ЛежанЪръ для э т о г о предлагаешь следующш способъ: 

2. П у с т ь данное уравнеше будешъ / ( ж ) = о , Вставимъ въ него в м е с т о х произвольное 
мнимое выражеше ct+j3 г, но т а к о е , ч т о б ы а и ß не выходили изъ пределовъ дей
ствительныхъ корней, и п у с т ь р е з у л ь т а т ъ э т о й вставки б у д е т ъ Р ч - Q . ï . Сделаемъ 
т у ж е вставку въ производную у' (а:), и означимъ р е з у л ь т а т ъ чрезъ M + N.z. Дадимъ 
п о т о м ъ выражешю а - н З - s произвольное приращеше со, к о т о р а г о бы модуль былъ 
весьма маль о т н о с и т е л ь н о модуля Vа. 2 вставимъ в ы р а ж е т е a-\-ß.i-\-co в м е с т о 
х въ / ( • £ ) , и пренебрежемъ степенями с о 2 , ш 3 , . - - ; о ш ъ т о г о получимъ 

/ ( a - H 3 . î - + - O T ) = P + Q . ï ' - + - œ ( M - 4 - N . ï ) . 

Такъ какъ m произвольное, шо можно положить 

где п < 1 ; о т с ю д а имеемъ 



будешь удовлетворено ycc -a ie '^-» - - < о ; шогда, по § 1 0 3 , все корпи даннаго уравне-

шя действительные; но радикальныя выражен)'е х: 

9 2 />Л* 
27 / 

— 1 — V — 3 

4 27 

2 14 27 i J ' [ 
- U V — 3 ) lb Ч , Р » г » 

Vi] 

" I 2 Jï2 U ^ } 1 - i r - l T "Tl)\> 

выведепвыя въ § 158, э т о г о не показывают*; п о т о м у ч т о выражеше подъ показали1-
лемъ \ принимаешь мнимый видъ a+bV—1. 

Э т о т ъ случай быль замечен* Корданолсъ, и названъ на разртъшимыла. Кснигъ далъ 
геометрическое обьяснеше этого случая, и показа'.* возможность получить действи-
шельпыя значешя корней посредствомъ двлевхя угла на 3 равныя части. ^Деабиищ и 
Николь разложили выражешл х въ ряды, не содержания мнимыхъ членовъ. Но самый 
п р о с т о й способъ получить истинныя лначешя х есть тригонометрически!, который 
МЫ ЗДеСЬ ИЗЛОЖИМ! . 

В ъ Кардановых* Формулах* выражешл 

-1+У—З] f—i~V-3 ' 
2 J И ( г , 

сушь корни уравнения j 3 — 1 = о , не равные 1, и по Формулам* ( 9 ) приб. I I I , можно им* 

д а т ь вид* 

lit 27t 2rt 27Z 
cos- I. S1U- cos- -г.зтп-

так* какъ выражешя 

— •+• : —- И — ; H 
2 {£ 21 j 2 \ i 21} 

имеютъ видъ a±W—1, то можно положить ихъ равными соответственно выра-
жешямъ 

ç(co*<P-hi.sh\(pj и с(соьф—i. зшф], 

вгь кошорыхъ sin<J>, совФ определятся по члену 2 приб. I I I ; и такь 

tfx=j/ç(co.^+/.sHi<P)+l/(feos<f)—/.зп.ф], 

/ 27t . 2тг\у~ ч ( 27t . . 2*1 ; — — — 
д г . ^ с о й — ~ K s m Y j ^ ç ( C O s ( p 4 - f . s i b < p ) - + - ^ o s - ^ - + ^ H U - 7 j I/ С[со;ф ~ : . 8 ш ф ) 
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%7i 
д: . = l c o s — -4-г. s i n 

4 1 3 
2t)i'/~f ~. • • r \ f l ü t . • 2 7 i \ i S / ~ Г 

зу 1 3 3 J 
По у р . 6 приб. I I I , э т и выражения о б р а щ а ю т с я въ следующхя: 

( Ф if ф . Ф 
c o s — i - г. s i n — г*-*?5 c o s г, s i n -

I з 3J I з з 
/ 2rt . 2rt ] i/- ф © W 2rt 2TÏ \ i f ф Ф) 

xa—\ c o s — — г . s i n — .p s i c o s — 4-?'. s i n — 4 - , c o s s i n — f 3 I c o s _ — j . s i n - — 
\ 3 3 j [ 3 3 / Д 3 3 J M 3 ЗУ 

f . %rt . . 2rt\ l( ф ф\ / 2rt 2тг\ U ф . . ф\ 
x.z=> c o s . h i . s i n - — > . p 3 f c o s — b z . s i n — c o s г . s in-— P3 c o s г . м п -

{ 3 Z)s { 3 3) \ 3 3 / { 3 ЗУ 
или наконецъ, по уравнешю (9) пр . I I I , въ следующая: 

п i ф 
s 3 

± (ф—1тс\ 
=2Р3 COS; 

I 3 I 
1 {Ф+2л:' 

xs—2ç3cos — — 

выражения всв т р п действительный и довольно удобныя для вычисления. 
Неразрешимый случай у р а в н е т я 3-й с т е п е н и с л у ж и т ъ примвромъ невыгоды ради

кальнаго р е ш е т я : если бы мы вмели такая р е ш е т я для всехъ уравнетй; т о мы не 
скоро бы съ ними справились, ч т о б ы получить исгаинпыя значешя корней. 

VI. 
1. П р н ковп* печататя этой книги мн* сообщили 10-и вомеръ Comtes rendus h e b 

domadaires des se'ances de l 'Académie des sciences par M. M. les secrétaires perpé 
t u e l s , 5 Septembre 1 8 3 7 , Par i s , где помвщенъ новый способъ решешя численныхь 
уравнении, предлагаемый Г-мъ Коти. П р о с т о т а т е о р ш , л е г к о с т ь въ приложеши и 
преимущество его предъ Лагранжсвьыиг способомъ заслужлнваютъ внимание Г е о м е т -
ровь, и п о т о м у я надеюсь д о с т а в и т ь удовольспгае ч и т а т е л я м ъ , изложивъ его здесь н 
пояснивъ его примеромъ. 

Э т о т ъ способъ основывается на слъдующвхъ т е о р е м а х ъ : 
1) П у с т ь Да: ) и F(x) будутъ дв* Функции, обращающаяся въ положительныя ко-

яечвыя количества при я*=а, непрерывный и удовлетворяющая условно 

(i) f{x)<F{x) 

для зс между пределами а в I. Если уравнете F(x)r=û имеетъ одинъ или несколько 
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действительных* корней между этими пределами, изъ которыхъ с е с т ь ближайшш къ 
а; т о уравнеше f(xJ=o будешъ иметь по крайней м*рв одинъ действительный корень 
между а я с. 

Въ самомъ д*лъ: т а к ъ какъ F(c)=o, то по услов1ю (1) будетъ /(с)<о; но по 
предположеваю / ( а ) > о ; следовательно / ( ж ) , съ переходомъ жогаъ а къ с, переходигаъ 
изъ положнтельнаго состояния въ отрицательное; для чего она должна пройшн чрезъ 
нуль. 

Доказанная т е о р е м а справедлива, б у д е т ъ ли 5 > а или 5 < а . 
2) П у с т ь 

- / ( * ) , F ( 4 Ф(х), 0 ( 4 ${х) 

будушъ непрерывныя Функцш х между пределами х0 н X, полагая, ч т о X > х0, н 
результаты Р(х0) и Ф(х0) имеют* одинакои знакъ съ J(x0), а 0(Х) и i^(X) одина
ков знакъ съ / ( X ) . Положимъ еще, чшо всъ эши Функцш, для х между данными преде
лами, удовлетворяюшъ услов!ямъ 

(2)
 FM J^l ..ф№ 

{ 1 ? ( * о ) А*.) 

к 1 /"(x) V ( x ) <f(xy 
гд* знакъ < м о ж е т ъ быть замененъ иногда знакомъ = , въ условш (2) для аягл;0, а 
въ условш ( 3 ) для да=:Х. Наконецъ допустим*, чшо уравнения 

[i)f[x)—o, (s)Y(x)=o, (б)Ф(х)=Ьо, {i)e[x)—ot (8)ip(x)=o 

имеюшъ действительные корни между х0 н X, и чшо 
£ нанменышй изъ шакихъ корней, а наибольшш для ур. (4) 

xQ -+- f* наимевышй для ур. ( 5 ) 
Ха v нааменьшш ., для ур. (6) 
X — M наибольший для ур. (7) 
X — Ti наибольшш для ур. ( 8 ) . 

Корни ^ н 2 могушъ б ы т ь или различные или сливаться въ одннь. Существовате 
этихъ корней, по т е о р е м е 1, предполагаешь существоваше корней х9+р я X—М, 
которые должны удовлетворять услов!яыъ 

(9)х0+/л<£ (io)Z<X—M. 

Существовате корня # 0+г> предполагаешь сущесшвоваше корней £ и а пошому н 
существование корней xQ-\~fi н X—М, которые должны удовлешворяшь услов^ямъ: 

(iO) и ( i l ) ж 0 +^<С<х 0 -+у. 

Наконецъ существоваше корня X—N предполагаешь существоваш'е корней £ н 
следовательно н существование корней в X—М, которые должны удовлетво
рять услов1ямъ: 

(9) и (12) X—N<£<X—М. 
5 
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Если пределъ х0 е с т ь корень уравн. ( i t ) , т о онъ долженъ быть т а к ж е корень уравн. 
(5), и сказанное предъ эгпииъ б у д е т ъ справедливо, когда возьмемъ х0+в в м е с т о ха, 
где £ есть безконечномалое количество. Если же X е с т ь корень у p. (А-), т о онъ 
долженъ б ы т ь корнемъ уравн. (7), и, ч т о б ы сказанное было справедливо, должно X 
заменить X — е , где £ е с т ь безконечномалое количество. 

3) Пусть б у д е т ъ уравнение 

(13) f(x)=o, 

котораго первая часть есть непрерывная Функция х между пределами х0 и X . По
ложимъ, чшо э т а функцш разлагается на две д р у п я 

<Р{Х) а — 
которыхъ производныя 

ф\х) и - х ( х ) 

нмььотъ с в о й с т в о , съ непрерывпымъ возрасташемъ х между пределами х0 и X, пер
вая — всегда в о з р а с т а т ь , а в т о р а я — всегда уменьшаться. 

Когда у р а в н е т е (13) алгебраическое рацюнальное; т о г д а для Ф(ж) можно взять 
сумму всехъ положительныхъ членовъ, а для —-%(я0 сумму всехъ о т р и ц а т е л ь в м х ъ . 

П о нзвЪстнымъ *ормуламъ § 1&, имеемъ 

ф[х) = ф{хо)-<-(х—х1>)ф'[хо-*-в(х—х0)'] 

Х{х)=%{х0)+{х—х0)х[х +&{х—х0)] 

ф(х)=ф(Ъ)+[х—Х}Ф'[Х+0 , (x—X)] 

где 9, д\ Эх и 0 2 с у т ь количества, заключающаяся между 0 и 1. Отсюда, замь-
т и в ъ , что • * 

1(х)=ф(х)-х{х), 
имЬемъ 

А ( Д 7 ) = = / ( Х ) + ( « - Х ) { < р ' [ Х + в 1 ^ - Х ) ] - - ^ Х + в в ( л > - . Х ) ] } . 

Такъ какъ, по привятымъ услов1ямъ> 

Ф'{ос+в{х—хо)1 фЧХ+в^х—X)] 

меньше *Р'(Х) в больше фг(х0)) а 

x[x0+Q'{x-xo)), % ' [ Х + 0 2 ( * - Х ) ] 

меньше %'(Х) и больше % r ( ^ ö ) ; шо предъидупн'я уравнешя даюгаъ следующая нера
венства : 

/(х)</(хо)+(х-х0)[ф'(х)-хХх0)1 

Щ > 1 ( х ^ ( х - г о ) [ ф % х ^ - х Х Щ 

/ ( х ) < / ( Х ) ч - ^ - Х ) [ Ф ' ( ^ 0 ) - % ' ( Х ) } , 
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(14) 1{х0у{х-хо)[фХх0)~х{\)^</{х)<1{х0)+[х—J?.)[<P'(X)~X(*o)] 

(is) . /(х)+(.-х)^х)-^.)]</И</(х)^-х)[Ф^о)-х'(х)]. 
Если р е з у л ь т а т ы / ( а - 0 ) и Д Х ) положительные; т о эти^ неравенства приводятся 

къ слъдующимх: 

если ж е / ( а ; 0 ) и fÇL) отрицательные, то неравенства ( 1 4 ) и (15) обратятся въслв-
дуюгшя: 

(18) 1+ f ^ [x x o ) < / ^ ^ [x xo) 

(19) i + — - f ^ j — (^х^/(х)< 1 4 7(x)—^ x> 
Когда f(x0) положительный, а Д Х ) отрицательный, тогда нер. (14) и (15) заме
н я ю т с я неравенствами ( 1 6 ) и ( 1 9 ) . Наконецъ к о г д а / ( ж 0 ) отрицательный, а / ( Х ) по
ложительный; т огда вмъсто ( 1 4 ) и ( 1 5 ) должно взять ( 1 7 ) и (18). 

Вообще; каше бы ни были р е з у л ь т а т ы / ( * < , ) H / ( X ) , означивъ чрезъ 

1 1 
— И 
a ß 

наименьшее и наибольшее изъ отношений 

à чрезъ 
1 1 
- и -
А В 

наибольшее и наименьшее изъ отношетй 

—/(£) 'T(îf ' 
мы имвемъ неравенства: 

( 2 1) ^ - А Г ^ ^ ' в -

или 

5» 
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B e b три части жаждаго нзъ э т и х ъ усломи, при х—х0 или ж = Х , приводятся к* 
1,— 1 Ш Ю № положительные р е з у л ь т а т ы , а п о т о м у э т и услов1я одинаковы съ усло
виями 2-й т е о р е м ы , и ураваешя ( 5 ) , (6), ( 7 ) , (8) з а м е н я ю т с я следующими,-

т—г / , х—хп , . x—X x—X 
(22) i - ^ - ^ 0 , ( 2 3 > j±=o, ( 2 4 ) i + _ = o , (25) 1 + ^ = 0 , 

которыхъ корни 

хо+а, XQ+ß, X—А, X — В , 

шогда шолько имеютъ значения корней 

Х0+/л, x+v, X—M, X — N , 

когда оня заключаются между пределами х0 и X . Изъ сказаннаго въ э т о м ъ члене вы
т е к а е т * следующая т е о р е м а : 

П у с т ь б у д е т ъ уравнеше 

f(x)~0} 

котораго первая часть есшь непрерывная «ункщя х, между пределами х0 и X , и ра
злагается яа двъ друпя Функцш 

т а к ж е непрерывный между гпъми ж е пределами; производная первой всегда возра
с т а е т * , а производная в т о р о й всегда уменьшается съ в о з р а с т а т е м ъ х ошъ ха д о Х . 

* 1 
Означимъ чрезъ —— наименьшее, а чрезъ —— наибольшее изъ о т н о ш е н т 

я. ß 

чрезъ — паабольшее , а чрезъ — наименьшее изъ отношетй 
А В 

/ ( X ) ' / ( X ) 

Если данное уравнеше и м е е т * действительные корни между х0 и X , то количества 

xQ~t-a и X—А 

будутъ также заключать эти корни в сами заключаться между пределами х0 и X . 
Чтобы данное ypaBHeaie нмЬло действительные корнн между х0 н X достаточно, 

чшобы одно изъ количесшвъ 

л? 0 +/3 и X—В 

заключалось между хв и X. Пусть £ будетъ наименьшей, a g наибольшей нзъ кор
ней даннаго ур. заключающихся между х0 н Х(эгаи корни могутъ сливаться въ одинъ): 
если x0-*-ß заключается между х0 и X, шо будемъ вмъшь условля 
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есла же X—В заключается между х0 а X, шо будетъ 

x0<X0-ha<£ и Х-—В<л<Х—А<Х. 

Въ н Ь к о г п о р ы х ъ случаяхъ бываетъ и то н другое. 
Вошъ теорема, служащая не только для приближения къ корнямъ, но И для отдъ-

лев!я ихъ въ нъкошорыхъ случаяхъ. Способъ праближешя, на ней основанный, несравнен
но проще Лагранжева, и въ соедннеаш съ нимъ можетъ принести болышя выгоды. 

Сравнимъ теперь пределы. 

(26) х0+а и Х—А 

съ Нютопошми, выведенными въ § 133. 
2. Пусть а н Ъ будутъ пределы, заключающее одинъ только действительный ко

рень уравненхя f (х)=о и удовлетворяющее услов1ямъ § 132. Въ случае (1) § 132 
имеемъ 

и пределы (26) будутъ 

Нютоновы пределы суть 

Такъ какъ ^'(^)>%'(я)> т о Ф ' ( ^ ) — % ' ( a , ' > < ß ' ( ^ ) — а потому 

__/(«) 
а + Ф>(Ь)-х(а)<а+ Р(Ь) 

следовательно предълы (28) не столь близки къ корню, какъ Нютоновы. Тоже най-
демъ и въ случаяхъ (2), (3), (W) § 132. 

Отънщемъ теперь соотношеше между разностью предвловъ (28), которую назовемъ 
* х , и разностью Ъ—a=i. Мы имеемъ 

^^Ф^)_^(й)+г.%''(й-вг')+/(^-^/^*)+^/'Т5-0'^/(^) 
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г г = — 
2 ' Ф'^)—%'(«) 

Но х'(К>"Л№--Ф*) и ZV(«)>-^"(Ä—Ф') С*)> следовательно 

I J 7 1 2 * Ф'(^)-%'(«) 
Можно вывести другое выражена для г,. Въ самомъ д*лв: вставивши o+i вместо 

Ь, вмъемъ. 

. t f(a)—f{a+i)j^\a+i)—î.{a)—/(a+Q 

__J$'(a)-+i*$"{a+ di)~i.X\a)+f'(a)—f {a)—iJ \a)~Çf'\a+e'i) 

»д* в я Ö' >o и <1. Такъ какъ"ф'(0)—y'(a) = f'(a); то 

z 2 2@'(a+Qi)-f"(a-+e'i) 
l ^ 2 - Ф ^ Р ^ И 

во Ф"(г)>ф"(вч-ео и Ф"(«)-%"( г )</"( а -»- б Г 0, а пошому 

г' 2 Г ( * ) ~ Ф » + % " ( * ) 

Выражен)я подобныя ( 2 9 ) и (30) выведутся и пъ случаяхъ (2) (3) ( 4 ) § 132. 
Означваъ наименьшую взъ разностей 

(31) Н'^Ф'1Ь)-Х\А) « 2 ф " ( * ) - Ф > К % " ( £ ) 
чрезъ -К, имъемъ 

Зная одинъ изъ гредвловъ (28) на пр. . f^P) — вмъсшо другаго можно 
Ф ( ^ ~ 

взять 

или, означивъ чрезъ 

, Т г 3 -К 
ö t = 5 x - • 

f 1 Г 
единицу непосредсшвенно-высшаго порядка разносгов », 

С») Я полагаю, что данное уравнение алгебраическое, для котораго ф'\х~) есть сумма вс*хъ 
положительны», членов* /'\я), а—% '(а:) сумма всехъ отрицательных* члевовъ; такъ, что 
<Р''(*) в 0С'(-хУ возрастают* съ возрасшашемъ ж. 

где д и д >о в <1. Замйтввъ, ч т о ф'(Ь\—^'(&)= . /"'(£) , имвемъ 

г" 2'/{Ъ—в!)л-/" {Ъ—в'т) 
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ч р е з ъ — ; единицу непосредсшвенчо-высшаго порядка частнаго . гг- .̂вмвсшо 
( 1 0 / 2[<р(Ь)—%{а)\ 

I ±\к К 

izT можно взять 
^уп \-К, 

1 [ i o j 

Но для этого должно, чтобы было удовлетворено услов!е %n-+-k>n, пли n=s или 

Если это условие удовлетворено; т о одно изъ частныхъ (и21) вычисляемъ до 

^10 включительно (пользуясь сокращенаымь дЬлешемь), увеличиваемъ цыфру это

го порядка единицей, и вычитаемъ его изъ Ь или придаемъ къ а, смотря по тому, бу

дешь ли э т о частное А или а. Такимъ образомъ найдемъ количество, которое ошъ 

точнаго значешя искомаго корня будетъ разниться менее нежели^—j* Назвавши 

его чрезъ ß l , результатъ f(ßx) покажетъ, будетъ ли ß l высшш или низопй пределъ; 

въ первомъ случав низшш пределъ будетъ ßt—V^q) а в 0 в т о Р о м ъ высшш бу-

I 1 ^ 
д е т ь 0 1 + , ]• Это все было объяснено въ § 159 для Нютонова* способа. 

\ i 0 j 
1 \ к 

, можно 
I 

Для дальнейшего приближения вместо того , чтобы снова опреДБЛять^^ 

поступать слвдующимъ образомъ: 
Такъ какъ ф'(Ь)—%'(«)>У'(а); гао> изъ В Ы Р - (3^)» имъемъ 

(33) ч i * 
2 У(а) ' 

К 
определивши единицу непосредстветю-высшаго порядка частнаго ~7^~J~^y к о т о Р У ю 

1 Y" 
назовемъ 1-—, имеемъ 

(34) ^<(io)' 
если 2 n т о последовательное приближение можно производить совершенно 
такъ же, какъ и въ Нюшоновомъ способе, и число точныхъ цыФръ корня, получае-
мыхъ при каждомъ приближенш, будешь возрастать, какъ члены прогрести 

\aj>aa>a*y) • • • 
Въ самомъ двле: назвавъ чрезъ < ( последовательные пределы, чрезъ 

(^1,0 г ,0^...) 



соотвЬшсгавенныя ихъ разности, чрезъ Ä i ; К 2 ) Ktl... послЬдовашельныя значения вы
ражешл К, имъемъ 

2'/'{аг) 

Такъ какъ / ' ( a )</ 'KK/ ' ( a J<-- - . K>Kx>Ka>. 
т о 

к кх к, 
f'(aff'(ax) '/'(а >- г > . 

а потому 

г, <г 
К ( К V 

Взявши 1 ' Г / я 
Вместо г H I •—; вместо 777~<\, имъемъ 

*3< •—-I» 
\ i 0 10 

(35) 

Можешъ случиться, чшо условие п^. 1—я;' не удовлетворено, а услов1е T»5L 1—» удо
влетворено: тогда для приближешя должно пользоваться выражеахемъ (32). 

Вставку послвдовательныхъ предъловъ аг, о 2 , . . . . , # г , 3 3 , . , . въ Функции 

ф(*), ф ' ( 4 ф"{эс)у...фт(х) 

% ( 4 %"(^)г-%"(^) 
можно производишь по правилу § 137. А результаты 

f(an),f'(ajtf"(an)y...f>»(an) 

получатся чрезъ простое вычиташ'е результашовъ 

хЫ, x W , х ' Ы - - - Л ) > x ( U % ( У : x " ( * » ) v - r ( M 
соответственно изъ результашовъ 

ф Ы , ф'К)> ф ' ^ - ф ' - К ) , ф(* j , ф ' Ю , ф"(й„),...ф-(6и) 
Замътимъ , что выражения (32) и (35) ни мало не предаолагаютъ условия § 138,—• 
чтобы / " (ж) сохраняла свой знакъ между пред*лами а и Ъ, — условия необходимаго 
для Нютонова способа. И шакъ когда оно еще не удовлетворено, тогда съ выгодою 
можно воспользоваться способомъ Коти. 
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Приложимъ сказанное къ уравненш 

•г4"—X3 +5х '+ix~ i = o . 

П о способу Фурье отделешя корней составллемъ таблицу 

flv f" f" f f 
[ — 1 ] -+- — + — 4-

[o] — - + - - + - — 
[ + l ] -*- •+- -H 4 - •+-

одинъ д ъ и с т в и т . корень 

т р и -корня, нзъ которыхъ 
одинъ действительный. 

Корни, назначаемые пределами 0 и -f-1, отдълнмъ по способу непрерывные дробей 
1 1 

(см. § 151). Для этого положимъ въ данномъ уравненш х=0-+--—~, и отдълнмъ по-
У У 

ложительные корни преобразованнаго уравнешя, превышающее 1. Преобразованное ура
внеше будешъ 

Ф{у)=Ук—5J2-+-J— 1 = о . 

Вставивши 1 в м е с т о у въ рядъ Функцш 

Ф"Ы Ф"Ы ФЫ ФЫ Ф(г)> 
имеемъ рядъ знаковъ 
[+ i ] -+- О — —, 

который показываешь, что у имеетъ только одно действительное значеше >1; ел*, 
довашельно данное уравнен1е имеетъ одинъ только действительный корень между 0 н 
1. Вставляя въ Ф(у) вместо у последовательный числа 1, 2, 3, найдемъ, чшо 4<у<5, 
а пошому действительный корень даннаго уравнешя, назначаемый пределами 0 н 1 > 

будетъ заключаться между 7—0,2 н ^=0,25, илн между 0,2 и 0,3. Вставивши ихъ 
вместо ж въ Функцш: 

ф(х)=х^-+-5х*+4х х(*)= Хъ+1 

iox+é :ЗХ* 
ф"{х)—±Ъх х\хУ 
ф'"(х)—Их х'Н = 6 

хг(*> =0, 

находимъ результаты: 

ф1у ф'" ф" ф' Ф 

[0,2] 21 4,8 10,48 6,032 1,0016 

[0,3] 24 1,2 11,08 7,108 1,6581 [0,3] 

%i 
J" 

X 
tr 

X X X 
[0,2] 0 6 1,2 0,12 1,008 

0 6 1,6 0,21 1,027. 
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[0,2] 

[ 0 , 3 ] 

Такъ какъ / '"(л) и м е е т ъ действительный коренъ между 0 , 2 и 0 , 3 ; т о нельзя п р о 
д о л ж а т ь приближение по Нютонову способу. Положивъ а = 0 , 2 , и # = 0 , 5 , выра-

К 1 3 , 0 8 
жен1Я (51) будушъ 1 3 , 0 8 и 1 3 , 2 8 ; следовательно Я = 1 3 , 0 8 . Ч а с т н о е —-^-y--=z • 

4 у J ; 2 / [aj 1 1 , 8 2 4 

н м ъ е т ъ единицею непосредственно-высшаго порядка: [Yqj'' а Г 1 0 Ш О М У ' г ; ——*> Р а " 

/" / ' / 
2 4 
• + -

1,2 9 ,28 
-+-

5,912, 
-ь 

0 , 0 0 6 4 (А) 

2 4 1,2 6 , 4 8 6 , 8 3 8 0 , 6 3 1 1 . 

a V 
зносшь i е с т ь — j и п—1 ; следовательно услов . « ^ 1 — п ' не удовлетворено. 

К 13,08 
Н о г/*'/'А rr~vf = " и м е е т ъ единицею непосредственно-высшаго по-

2|Ф Vьj—X [a)i 1 з,зv6 
(1 \° 

рядка — ; след. я = 0 , н услов1е п—1—к удовлетворено. И т а к ъ можно восполь-

зоваться способомъ Коши для приближешя. 
f{b) (±\»»+« 

Ч а с т н о е — T — T —/-х вычисляемъ до = 0 , 0 1 включительно, и увеличнваемъ 

последнюю цыфру единицей: получаемъ 0 , 1 0 ; следовательно новый пределъ б у д е т ъ 
0 , 3 — 0 , 1 0 = 0 , 2 0 , равный предьидущему низшему пределу, а высшш будешъ 0 , 2 + 0 , 0 1 
= 0 , 2 1 ; и т а к ъ искомый корень заключается между 0 , 2 0 и 0 , 2 1 . Вставивши 0,21 
в м е с т о х} получаемъ 

[ 0 , 2 1 ] 

[ 0 , 2 1 ] 

Ф'" ф" Ф' Ф 
24 5,04 1 0 , 5 2 9 2 6,131044 1,0624449 

tv 
X X"' X X X 

0 6 1,26 0 , 1 3 2 3 1 , 0 0 9 2 6 1 

/ " / ' " f" Г f 

2 4 
-t-

0,96 9 , 2 6 9 2 
-+-

6 , 0 0 4 7 4 4 0 , 0 5 3 1 8 3 9 [ 0 , 2 1 ] 

Сравнивая э т о т ъ рядъ съ рядомъ ( А ) , вндимъ, ч т о f"'(x) сохраняешь свой знакъ 
для всехъ значенш х между 0,20 и 0,21, а п о т о м у можно п р о д о л ж а т ь приближеше 
По Н ю т о н о в у способу. Н о о т ъ т о г о оно не б у д е т ъ б ы с т р е е . Въ самомъ дел*: частвыя 

f " ( ° > 2 ) _ 9 ' 2 8 К 1 1 , 8 3 8 4 
г/'(А) 2 / ' ( 0 , 2 ) 11,824 Ф'(*ж)-%(а,) 12,034088 

Вычтя члены посл*днихъ двухъ с т р о к ъ с о о т в е т с т в е н н о изъ членовъ первыхъ двухъ, 
получимъ р е з у л ь т а т ы : 
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имъешъ единицею высшаго порядка —J- Такъ, что по тому и по другому способу 

/ 1 Г 
должно п р о д о л ж а т ь вычислена до — включительно. Вычисливши такимъ образом* 

\10) 

/ ( о , 2 ) 
пределъ 

0,2- 0 ,0064 
= 0,2 4- - , 

<p'(0,2i)—х'{0,2) ' 6 , 0 1 7 0 4 4 

Получаемъ 0,2011; всгаавивши его вместо Х, находимъ результаты: 

[ О , 2 0 1 1 ] 

Ф , У = 2 4 % " = 0 / " = 2 4 

Ф : " = 4 , 8 2 6 4 % " ' = 6 / ' " = — 1 , 1 7 3 6 

ф " = 1 0 , 4 8 5 2 9 4 5 2 ; ç " = l , 2 0 6 6 / " = 9 , 2 7 8 6 9 4 5 2 

ф ' = 6 , 0 4 3 5 3 0 9 0 9 3 2 4 ^ = 0 , 1 2 1 3 2 3 6 3 У =5 ,922207279524 

ф = 1 , 0 0 8 2 4 1 5 4 1 4 6 6 2 6 4 1 ^ = 1 , 0 0 8 1 3 2 3 2 7 2 7 3 3 1 / = 0 , 0 0 0 1 0 8 8 1 4 1 3 5 2 6 4 1 

Отсюда видимъ, что б, 2011 есть высшш пределъ; следовательно низшей есшь 0, ЗОЮ, 
а результаты, ему соответствующее, суть: 

[0 ,2010] 

х —° 

% " = i , 2 0 6 

^ ' = 0 , 1 2 1 2 0 3 

;£=1,008120601 

1 1 , 6 9 2 3 7 7 0 4 

ф и = 2 4 

ф ' = 4 , 8 1 2 

ф " = 1 0 , 4 8 4 8 2 4 

ф ' ^ 6 , 0 1 2 4 8 2 4 0 4 

ф = 1 , 0 0 7 6 3 7 2 4 0 8 0 1 

Теперь оба выражешя: 

К 
и 

/ " = 2 4 

/ " = — 1 , 1 7 6 

/ ' ' = 9 , 2 7 8 8 1 2 

/ ' = 5 , 9 2 1 2 7 9 4 0 4 

/=—-0,000483360199. 

f'\B) 
2 / ' ( e . ) 1 1 , 8 4 4 4 1 4 5 5 8 6 4 8 2 / ' ( Л ) . 

имеютъ общую единицу высшаго порядка|^|» а пошому дальнейшее приближете 

будетъ всегда давашь одинаков число цы»ръ, какъ по Нютонову способу, шакъ и по 

способу Коши. 
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10 
Въ предъидущемъ приближении — имело единицею высшаго порядка 

2J'(aiy 
след. 7в'г=—1, и ycjoe ie n—i—к было удовлетворено - , но 2rc-i-w'r=5, а п о т о м у при
б л и ж е т е дало бы т о л ь к о 5 новые десятичныя цыФры искомаго корня. 

Нютоновъ способъ б у д е т ъ т е п е р ь и м е т ь т у выгоду предъ способом* Кошн, ч т о 
при каждомъ приближевщ въ немъ правило § 137 у п о т р е б л я е т с я только 2 раза ; 
между т е м ъ , какъ въ способ* К о ш и оно у п о т р е б л я е т с я k раза, и сверх* т о г о послед
и т т р е б у е т ъ еще 2/?»—1 вычитан1й для получения р е з у л ь т а т о в ъ ( 3 5 ) и Ф'(6Л)—%'(а„)-

3. Коши предлагаетъ еще другой способъ для приближешя къ корнямъ, к о т о р ы й 
т а к * же , какъ и приближение в т о р а г о порядка, з а в и с и т * о т ъ р е ш е т я уравнешя 
в т о р о й степени. В о т ъ его meopifl: 

П у с т ь искомый корень б у д е т ъ наибольгшн изъ всъхъ положительныхъ корней мень" 
шихъ Ъ. Положимъ о п я т ь 

ф(х)=.ф(Ь)+(х~Ь).ф'[Ь+д(х—Ь)^ 
в 

ф(х) = ф(ьу(х—Ь)фХо)+^^^-.ф''[М'(х—Ь)] 

означая чрезъ Q, 0' , 0", в'" количества > 0 и <1< Если ф ' ( ^ ) , Х(х)> Ф '(х)> %'(х) 
о с т а ю т с я положительными и в о з р а с т а ю т * съ возрасшав1емь х, начиная о т ъ Q до о, т о 

Ф'(ъ)>ф'[ь+в{х—а)]>о, % ' ( ^>%1^е ' ( ^—з) ]>о 

ф"(Ь)>ф"[5+в'\х—Ь)]>0, %"( й )>%"[«+0'"(л>-*) ]>о , 

а п о т о м у для 0<x<ß будешъ 

(36) ф(х]>ф(Ьу{х—о)ф\Ь) 
( 3 7 ) ф ( ж ) < ф ( й ) + ( ^ _ е ) ф ' ( й ) + ^ ^ - ф ' ' ( й ) 

Такъ какъ /(х)—Ф(х)—и/(а?)=ф'(л;)-^;'(я-), т о , вычтя нерав. (39) из* 
нерав. (36) и нерав. ( 3 8 ) нзъ нерав. ( 3 7 ) , находимъ 

f{x)>f(b)+{x-b)f^J^x^b) 



«5 
Если резу.1ьтпать f(b) положительный, то по тер. 1 уравнеше 

должно и м е т ь действительные корни между искомымъ корнемь и Ъ, и нанменышй иль 
нихъ съ выгодою б у д е т ъ с л у ж и т ь новымъ приближеннымь значешемъ искомаго корня. 

Если же f(b) отрицательный; т о , давшн неравенству (40) видъ 

_ / ( ^ > _ / ( è M < r _ 5 ) . /хъу-{^1ф'хы 
условие т е о р е м ы 1 , ч ш о меньшая нзъ двухъ Функцш при х=Ь обращается въ поло
жительное количество б у д е т ъ удовлетворено. А какъ искомый корень удовлетво
ряешь уравненпо — f(x)—o, т о по т е о р . 1 заключаемъ, ч т о уравнеше 

И . 1 И 

2 

должно и м е т ь действительные корни "между искомымъ корнемь и Ь, и нанменышй 
изъ нихъ можно съ выгодою взять за новое приближенное значеше нскомаго корня. 

И т а к ъ , зная непосредственновысшш пределъ одного изь действительныхъ корней 
даннаго уравнешя, можно по изложенному способу вычислить рядъ новыхъ высшихь 
предвловъ ö i ; S»,...., к о т о р ы е более н более б у д у т ъ приближаться кь корню. 
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1ия называется иррациональною, 
когда содержишь иррациональ
ные корни, 
(О 
Ft 
ч-—а 

В м % с т о: 

— 12 количествами, ж, у, г, 

такая Функщя называется ради-
кальною, когда содержишь пятое 
основное дъйспте — извлечете, 

(3 ) 

количествамъ X, Y, Z, . . 
Т 

А 
— 1 
6 

— 5 

— 6 
8 
9 
1 
9 

13 
— 5 
15 

S 

10 

17 

пред. 
1-ф (лг+ДаО-ФОУ 

Д х 

(х-Ь-&х)-ф(х) 

14 
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— * 
— ibid. 

1 5 
16 
— 4 

10 
13 
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11 
— 2 
i l 
— 4 
— 5 

5 
6 

— 15 
— 13 

F'—грСху сХ(х)+4>(х). яЬ'(х) 
=*. F\x) 

a0m(rn—1). . .4. S .ж 
+e,(w—l)'w*—3). . . 5. S 
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а0хт-ь 
§ 22. Вь 
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.771—2 x3 

д 
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aWn~* 
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пред., 

I*(x)=Wx). % $ (x) 

aQm(jn—t). . .4.5 ,x3-t-
ах(л*— l). .5 .2 д + а , ( и - 2 ) . .5 .2 (W-l) (тга-2) 
i . 2 . . .(m—1) 
Д;г 

fn~*(x) 
а,хт-ь 
Вь 
(г-г') 2 <Д я <(/Ч-г') г ттг 

i>r C T -9 l Сем- § 2*> 5 ) 
Л 

—rx+br 

/",*-»(*) 
( г + и . г ) " ' - 1 

/(*-+-«. г") 
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(хх
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15 
2 5 

12 
— 9 
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ibid. 
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2 

t 
5 5 

ibid. 
14 

15 
7 

17 

9 
5 
* 

13 

1 S 

i4 
5 

120 

§ 3T 
ъх\ 

—(3arj[-+-2j;i) 
+aixl-t-axxt 

alx\-\-alx\ 
5x \ 4- 3 (x j 4-a j ) * 1-4-

b(x{-b-axxx-\-a't)x9 

Bx 

Xi 

a\—5axdi 

B H I C T O : 

§ 5* 
Sxx 

-3(х£-4-2ж,) 
a t x J -t-a,xt 

3 x J -»- 5 (x , 4-a, )j: * ц-

Да 
—3aTOJ 

Bwfccino всей строки должно взять: 

a 

ж 3 — Ix-t- ü 
5-3— - З д , — - 1 5 
S s ——a 2 S—a s 5 2——5 О 

-\-x 
3 -1 
m -1 

Л/п— > &— » 
x*—4x— 5 
^ , - - . » , = + 1 5 

i(*i-^*^C^»-*0,i(-r'»--*»)-L(*I-^»)5±(J?i-*»)»i-(*l-jril). J-
(Ê-fX- - -X*-/>) 
ri >ЕФФИ цгеншовъ 
18-е 
—4A*CQS 
С* HCR 
CIV URS 
ABCPS 
не удовлетворяющая 

128 125 Iß 
3 

5 —10 
а"ч -4 ' -« 

10 -t-j—О 
и ï 

•S'-

11 =-v 7 6 

ф(*) 

соошввшсшвениыхъ корней 
ХГ-е 

С2—JICR 
en?-—mis 
Ъ A HC PS 
ВЕ УДОВЛЕТВОРЯЮЩЕЕ 

—(г/Ч-з/*)*"-^'* 

-16 
-4-/4-1=0 
Л « и 

ф(ап i * - ' * ) 

V/(1-fV*) 

http://Hi.nE4XTi.Ho
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155 13 u 14 

Н А П Е Ч А Т А Н О : 

— - к 

А"±вк 

VP 
Л*)=о 
t - i —Sf 

Формулы (7) (8) 
к о т о р ы х ъ мы означили 

1 . 2 . . ( т _ 2 ) 

а0 m—x T 
аг= 

та о 
(х—х?У 
(х—хху 
(X—XTJ 

ç(x—xt)* *г(х—хгу 
(х-ххУ 
(х-хх)<1-* 
частное; 

Ч-2л:1 0 Ч-1 Ох 9—3 6х 3 + i 6х» 
+ 6xe-bîxi+^gxi 

-|-20x s-l-90jr8-288-r' -t-i 12лг* 
ц-Збл;1"—150х\ ч-1 16л:5 

—2Л: 
—2 
1) 

/'( .ж)—ж 1 "Ч^б.т 1 'Ч-Збл:1» 
Ч- 8 6 -е 9 4-1 21л:8 Ч-1 3 2л: ' 4-48л;в 

—144х " - 5 г > —12л:* Ч-324д:* 
4-Sl«4-243 

В м е с т о : 

гдъ К<ИЛИ>П) 

4-Я 

ф(дг)=0 

Формулы (20), (22), (7) н (8) 
к о т о р ы е означимъ 
f"1— 3 (—А) 

1.2. . . (яг-3) 

аЛг-*У" 
( 2 1 ) 

(6 ) 

ma 0 

me о 
0 с - * г ) У 

(ж— 
( л г - ж , / 

ç ( a ; - a : 8 ) î - I

1 г^х-х,)7-* 

частное 

—7х"-ьЗл; 1оч-13д: 9 —5 0ж* 
Ч-24л:»-f-9а:6—3 5л5Ч-27х*-
—7 7х» п Ч-5 ОХ 9 Ч-11 Тх » —240* 4 

Ч-168д:« 4-b4ace—П5я:^Ч-108а:5 
Ч 2ж 
4-2 
•Di 

Л Л ) = Я : 1 а Ч-8а: 1 Т Ч-36л 1 в 
Ч-1 01 х » Ч-19 3 а:8 Ч-12 8 дг * Ч - * * 0 л; • 
—11 4Л: s — 213 дЛ—5 6Л » Ч - 584л:1 

4-405x4-245 
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ibid. — 8 4-6* 4-12* 
ibid. — 1 4-5** —3*» 
154 — 13 n X 
ibid. — 1 члена съ ж». члена съ х 5 , чтобы это 

« Vfc, «) 
nie имтло равные корни. 

t об 3 « Vfc, «) Н ^(t.u) 
ibid. 5 ПО t И и по t 
1 6 0 5 произведена. произведете 

-а,/"»-! 162 — 7 —aj'n 

РЦ) 

произведете 
-а,/"»-! 

164 8 
—aj'n 

РЦ) / * ( 0 
ibid. 11 (»*— 1)(/и— 1) (»г—l)(ni-2) 

—4л;5 — 7 00л: 16g 7 _ 4 . г 7 00 
(»г—l)(ni-2) 
—4л;5 — 7 00л: 

ibid. 8 7 5 
ibid. — 6 

168 15 1-у/ 2_s 

А 

172 1* 1 1 
а* 

3 40 
175 S T 

4 0 

61 
2 

ibid. ibid. 61 3 

179 13 179 13 a а 

ibid. 8 
a 

180 11 180 
/3'" 2 

182 — Ю 4-2 4- 3 
183 — 5 лд и (л4-1)Д 
186 — l* - 16 4- 16 
190 — 4 больше единицею больше 
195 — 13 i'/i -4=о 
195 — 10 [-.] [ + • ] 
198 9 4- 1 — 1 
ibid. Ю , -47 — 565 
aoo 5 [ -10 ] 4- 4- [—10] 4 
2 0 5 — 3 
206 — 15 и 16 / " и / " - * 
207 7 и 8 /л—i b 1

H y" -'" > 1 

ibid. _— 19 
S i l 4 4 - 4 - 4 - 4 - 4 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 -
812 ft — 12л: — 24а: 
«16 — 15 / ( x ) СЪ /"(х) съ ВОЭРАСГОАШ'ЕМЪ * ОГАЬ а 

ДО 7 УМЕНЬШАЕТСЯ, а СЪ 
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Sx—2 
4-3 
Л 

A-0,5) /"(О) 
- / ( - 0 , 5 ) / ( 0 ) 
/ ( x ) = 2 Ол̂ 3 4~ 12л-14- 6л;4- U 
/•{/>) 
У*, Ts 
[+1] 

О-1 
ct."-' 
PiQi-гР 
(-О г 

P^Qi-*-Pi-*Q 
i 

, 8 ДО i 5 Д 

1 Когда к > t 

С=[>- -п-
_/Л4- u пр. 

с . + ^ 

Qi+г И Q t h i 

[ i i - - -+• 

a>a+ 0 * 

6 
7 
8 

— 1 

S 
15 

7 
— 4 
11 

10 

9 
— 9 

— ibid. 

8 

Ю 

? 

1 

8 
9 

12 

6 

6 

9 -
— 16 

2 h 6 
/'(Д4-Ф Q 

/ ( « ) 
— 5 H 8 / ( B ) 
После выражсшй (14) пропущено: 

В м е с т о : 

для л; < У н > я, потом* де
лается отрицательною для 
х > У н < Ь 
О) 
—Их 
6л;—4 
4-6 

/ ' ( ^ ) = 2 0 Л ; 5 4 - 1 2 Л ! 2 4 - 6.Г—* 

' ' ( * ) 

[ - i ] 
~6xa 

P» 

ft. rrt—a 

( - 0 * 

(9? 

A 

Когда К < t 
1-4- и пр. 
1 

C - 1 + -î 
ft + * и Q'i+ » ' 
[*]•. .. . • 
Ш . . . . 4 
1 1 

<-f '(6-ФА) 
a<«4-0* 

12 
h 3 

которых* соотвътешвеинмя раз
ности будутъ: 

А 2 
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