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Цредиедов1е къ первому русскому издашю 
В ъ предисловш автора к ъ первому издашю съ достаточной полно

той изложены планъ и содержаше второго тома настоящего сочинешя. 
Мы ограничимся, съ своей стороны, только сл-вдующимъ замт>чашемъ. 
Вопросы, относяшдеся къ основашямъ геометрш, въ настоящее время еще 
усиленно разрабатываются; но не только относительно ТБХЪ проблемъ, 
которыя лежать на рубеж-fe между математикой и философ!ей, еще не до
стигнуто соглашешя, не выработано бол-fce или мен-fee общей точки зр-Ьшя, 
но и возникающая здъть задачи чисто математическаго характера вызы-
ваютъ еще не мало споровъ. Съ этой, именно, точки зръшя мы можемъ 
рекомендовать читателю отнестись къ излагаемымъ въ настоящей книгв 
разсуждешямъ. Во многихъ своихъ частяхъ э т о — н е установивнпяся прочно 
истины, это — взгляды, которые можно разделять въ большей или мень
шей степени. С ъ н-Ькоторыми взглядами автора мы, наприм-Ьръ, реши
тельно не можемъ согласиться; такъ мы не можемъ усвоить точки зр-ьшя 
автора на „натуральную г е о м е т р ш " . Н о авторъ тонко изучилъ обширную 
литературу, относящуюся къ основашямъ геометрш. Въ тЬхъ случаяхъ, 
когда по тому или иному вопросу МН-БШЯ особенно расходятся, онъ съ 
достаточной объективностью излагаетъ различный точки зр-вшя. Во всякомъ 
случае это наиболее полное изложеше предмета въ элементарной литера
т у р е . Если, однако, читатель не всегда выносить полное удовлетвореше, то 
это должно быть отнесено, главнымъ образомъ, къ трудности самого предмета. 

Какъ и въ первомъ том-fe, мы старались облегчить читателю чтеше 
бол-fee трудныхъ м-Ьстъ сочинешя, выясняя таковыя въ подстрочныхъ при-
м-Ьчашяхъ. Два вопроса, именно, теор1я безконечно удаленныхъ элементовъ 
и Teopifl площадей, требовали, на нашъ взглядъ, бол-fee подробныхъ объ-
ясненШ, всл-Ьдств!е чего мы и посвятили имъ особыя дополнеш'я въ 
конц-fe книги. 

Наибольшее затруднеше представилъ для насъ переводъ философ-
скихъ частей книги, такъ какъ здъсь серьезныя сомн-Ъшя возникали также 
относительно терминолопи. СомнЪн1я эти усиливались еще тъмъ обстоя-
тельствомъ, - что авторъ, на нашъ взглядъ, не всегда твердо выдерживаетъ 
значеше употребляемыхъ имъ философскихъ терминовъ. Такъ, напримъръ, 
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терминъ „Anschaung" авторъ употребляетъ, на нашъ взглядъ, частью 
въ томъ особомъ значенш этого слова, которое передается на русскомъ 
язык* обыкновенно словомъ „воззр-вше", частью въ смысле „интуиция". 
Сохраняя въ текст-fe ве зде первый изъ этихъ терминовъ, мы не вполне 
уверены, что поступали правильно. Во всякомъ случае термины выбира
лись съ большою осторожностью, и мы надеемся, что философы простять 
математику допущенные имъ промахи. 

Въ виду того, что второй томъ значительно больше перваго, мы 
нашли целесообразнымъ выпустить отдельно первую книгу И-го тома. 

В. Каганъ. 



Предие/ioBie автора къ первому издашю 
Второй томъ „Энциклопедии элементарной математики", появлеше 

котораго, к ъ сожалешю, некоторыми внешними обстоятельствами было 
замедлено, посвященъ исключительно геометрш. При большомъ объеме 
элементарной математики съ ея безчисленными теоремами и теоремками 
объ окружностяхъ, тетраэдрахъ и сферахъ, которыя представляютъ собой 
лишь различныя видоизмвнешя и частные случаи немногихъ общихъ идей 
проективной геометрш, мы вынуждены были ограничиться самымъ необхо-
димымъ матер1аломъ, т^Ьмъ более , что намъ необходимо было, отчасти въ 
интересахъ третьяго тома, удалить мъсто также коническимъ свчешямъ, 
сферической тригонометрш и основашямъ аналитической геометрш. 

Собрать весь ценный матер1алъ въ этой научной области и, по воз
можности, снабдить его литературными указашями, какъ это делается въ 
выходящей въ настоящее время „Большой энциклопедш математическихъ 
наукъ" , не с о о т в е т с т в у е м плану настоящего сочинешя. Напротивъ, мы 
имели въ виду устранить весь тотъ матер!аль, который въ настоящее 
время остается изолированнымъ, а потому неплодотворнымъ, и сохранить 
лишь то, что оказывается полезнымъ въ применены къ механике и къ 
физике и сохраняетъ свое значеше также въ высшей математике. 

Въ этой более тесной области мы старались достигнуть возможнаго 
у г л у б л е т я и о ж и в л е т я матер1ала, --- у г л у б л е н in путемъ подробнаго 
критическаго изследовашя основь этой науки съ точки зрен1я логики и 
теорш познашя, тщательной разработкой всего того, что касается знаковъ 
величины, понятШ „направо" и „налево" , направлешя и т. п.; о ж и в л е ш я — 
путемъ приложенШ, которыя найдуть себе место въ третьемъ томе . Пер
вый томъ разделенъ на три части. Не безъ страха публикую я первую 
книгу, посвященную основашямъ науки, т. е. той промежуточной области, 
которая требуетъ не только математическихъ, но и философскихъ раз-
сужденШ. При общемъ низкомъ уровне нашего философскаго образования, 
въ чемъ мы можемъ спокойно сознаться, и при большомъ отвращенш 
широкихъ круговъ ко всемъ вопросамъ, относящимся къ этой области, необ
ходимо было прежде всего показать, что мы здесь имеемъ д е л о съ серьез
ными вопросами, которые могутъ интересовать также математика. Если и 
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не все разсуждешя автора встрътятъ сочувств!е, то онъ во всякомъ слу
чае будеть удовлетворенъ и «будеть считать свою цель достигнутой, если 
ему удастся вызвать интересъ к ъ самой постановке вопроса. Авторъ 
знаетъ по своему собственному опыту, въ какой Mtpt чувствуетъ себя 
не на МЪСГБ молодой преподаватель, только что сошедшш съ универси
тетской скамьи и занимавшШся наиболее глубокими и новейшими вопро
сами высшей математики, когда ему приходится излагать начала геометрш 
въ младшихъ классахъ. Н о лишь тотъ , кто старался проникнуть въ гно-
сеологичесюя основы геометрш, можетъ вполне оценить , до какой сте
пени это действительно трудная и ответственная задача, требующая не 
только основательнаго н а у ч н а г о образовашя, но и значительнаго педа-
гогическаго искусства. Ничто не возвышаетъ внутренне учителя въ такой 
мере , ничто не подымаеть въ немъ въ такой м е р е сознашя велич1я его 
призвашя, какъ ясное понимаше, что обосноваше геометрш представляетъ 
собой задачу, почти непреодолимую по своей трудности ,— задачу, съ 
ра зрешешемъ которой ему придется бороться всю свою жизнь, постоянно 
примиряя требования строгой логики съ развивающейся только способ
ностью учениковъ къ BocnpiHTiro, научную строгость съ наивнымъ в о з з р е -
шемъ, разви-пе и у к р е п л е ш е которой, по м н е ш ю преподавателей, имею-
щихъ большой научный и педагогичесюй опытъ, составляетъ первую цель 
обучешя геометрш. Мы считаемъ з д е с ь же нужнымъ указать, что строго 
формальную, логическую постановку современной геометрш въ п р е п о 
д а в а й in мы совершенно отвергаемъ. 

Такъ какъ въ первой книге поставлены вопросы, относяии'еся къ 
теорш познашя, и она можетъ, такимъ образомъ, найти читателей, быть 
можетъ, менее интересующихся остальнымъ матер1аломъ этого тома, то 
мы считали необходимымъ дать з д е с ь же выводы всехъ п р е д л о ж е н ^ , 
необходимыхъ для понимашя, кроме наиболее элементарныхъ, въ самомъ 
узкомъ смысле этого слова. Для выяснешя сущности проективнаго взгляда 
на пространство было необходимо вплести въ этоть отдъпъ также и 
проективную г е о м е т р ш . К ъ этому примыкаетъ планиметр!я, въ которой 
особенно подробно разобрана теор1я связки окружностей; какъ мы ука-
зываемъ въ тексте , следуя Цейтену (Zeuthen, Poncelet) , эта Teopifl пред
ставляетъ удобный путь к ъ теорш коническихъ сечешй. 

Вторая книга содержитъ плоскую и сферическую тригонометрш, при 
изложенш которой мы, следуя Студи (Study) , съ одной стороны, выдви-
гаемъ на первый планъ понятсе о группе , а, съ другой стороны, прини-
маемъ во внимаше требовашя практики. 

Въ третьей книге , посвященной аналитической геометрш и стерео-
метрш, развивается аналитическая Teopifl коническихъ сечешй, при чемъ 
излагается также у ч е т е о кривизне , въ особенности в ъ целяхъ теорш 
проектирования, которая б у д е т ь изложена въ третьемъ т о м е . Цъльное 
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изложеше теорш коническихъ сЪчешй вышло бы за пределы нашей книги, 
но зато мы старались эту изящнейшую и высшую часть элементарной 
геометрш осветить съ возможно более разнообразныхъ точекъ зрЪшя: 
чисто синтетически, съ точки зр^шя геометрш круговъ, а въ третьемъ томе 
также съ точки зръшя начертательной геометрш и теорш перспективы. 
Въ небольшомъ параграфе кратко разсмотрены также коничесюя сечешя 
на сфере . Глава, посвященная стереометрш, содержитъ, кроме общихъ 
основъ геометрш пространства, еще учеше объ объеме . 

Разработку сферической тригонометрш, а также аналитическую гео
м е т р ш на сфере взялъ на себя В. Якобсталь (W. Jacobsthal) . Остальной 
матер1алъ былъ распределенъ между двумя издателями сочинешя, какъ 
указано въ сочиненш. 

Страсбургъ, августъ 1905 г. 

I. Велыитейнъ. 

Предисловие автора ко второму издан1ю 
Отъ обещанной въ предыдущемъ предисловш главы въ третьемъ 

томе, посвященной перспективе, мы вынуждены были отказатся за недо-
статкомъ места. Зато учеше о кривизне коническихъ сеченШ разработано 
более подробно. 

Настоящее издаше отличается отъ перваго только рядомъ неболь-
шихъ изменежй. 

Страсбургъ, октябрь 1907 г. 

I. Велыитейнъ. 
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Книга I 

О С Н О В А Ш Я Г Е О М Е Т Р Ш 

В е б с р ъ. Энни клоп, элемент, геометрш. 1 



В в е д е т е . 

1. Если математика гордо возвысилась на степень наиболее совер-
шеннаго образца чистой науки, то она обязана этимъ не столько господ
ствующему въ ней дедуктивному методу, сколько тому обстоятельству, что 
о н а в ъ с о с т о я н ш у к а з а т ь п р е д п о с ы л к и , на к о т о р ы х ъ о н а п о 
к о и т с я , ч т о о н а и м Ъ е т ъ в о з м о ж н о с т ь у с т а н о в и т ь „ о с н о в н ы я п о -
H H T i f l " и „ о с н о в н ы я п о л о ж е т я " , с л у ж а ш д я ф у н д а м е н т о м ъ в с е г о 
п о с т р о е ш я , и я с н о о с в е т и т ь з н а ч е н 1 е к а ж д а г о и з ъ н и х ъ п у т е м ъ 
п о с т р о е н 1 я с и с т е м ъ , в ъ к о т о р ы х ъ т о или и н о е п о л о ж е ж е н е 
о п р а в д ы в а е т с я . Основы ариеметики (см. т. I, кн. I) мы построили, опи
раясь, главнымъ образомъ, на одно свойство нашего духа, на его спо
собность къ ассощацш, или сопряжеш'ю. Основы геометрш, которыя мы 
намерены подвергнуть здесь тщательному анализу, насколько это осу
ществимо элементарными средствами, имеютъ гораздо более сложный 
характеръ. Мы встречаемъ здесь п о ш т я „точка", „прямая", „плоскость", 
„параллельно", „между" и т. д . ; мы знаемъ, скажемъ, таюя простыя пред-
ложешя: черезъ две точки всегда проходить одна и только одна прямая; 
черезъ три точки, не расположенный на одной прямой, всегда проходить 
одна и только одна плоскость; изъ трехъ точекъ, расположенныхъ на 
одной прямой, одна и только одна лежить „между" двумя другими и т. д . 
Эти предложешя кажутся очень простыми, такъ какъ они очевидны по 
своей наглядности и не могутъ быть доказаны при помощи более про-
стыхъ п р е д л о ж е н ^ ; легко принять, что они понятны сами собой. Но 
ничто не поддается съ такимъ трудомъ более глубокому познашю, какъ 
т е именно предложен1я, которыя на первый взглядъ кажутся понятными 
сами собой. Въ то время, когда математики всехъ временъ стремились, 
главнымъ образомъ, к ъ расширешю своей науки путемъ открыли новыхъ 
истинъ, лишь немнопе изъ нихъ, правда, наиболее выдающееся, были заин
тересованы углублешемъ геометрш, выяснешемъ взаимной связи и значешя 
отдельныхъ посылокъ: большинство считало, очевидно, недостойнымъ тра
тить трудъ и время на то, чтобы собирать и углубляться въ эти простыя и 
трив!альныя предложежя, ясныя, какъ день Бож1й, не обещаюипя славы 
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изсл-ьдователю. И все-таки во всей геометрш врядъ ли есть что-либо бо 
л-fee заманчивое, какъ занятсе этими именно невзрачными предложешями, 
которыя въ немногихъ словахъ выражаютъ такое обширное содержаше, 
которыя in n u c e содержать всю г е о м е т р ш . Путемъ ихъ изсл-Ьдовашя для 
геометрш были завоеваны бол-fee широюя области, ч-Ьмъ разработкой выс-
шихъ ея теорШ. 

2. Въ дальн-Ьйшемъ мы не им-Ьемъ въ виду следовать примеру 
Евклида; мы не имеемъ въ виду развивать шагъ за шагомъ систему гео
метрш и з ъ ряда предпосланныхъ и допущенныхъ посылокь, потому что 
въ такомъ изложенш значеше этихъ посылокь, каждой в ъ " отдельности, 
недостаточно выясняется. Напротивъ, мы отдадимъ п р е д п о ч т е т е другому 
и з л о ж е н ш , въ которомъ критика обычной точки з р е ш я на основы геомет
р ш должна подготовить читателя к ъ строго логическому ея п о н и м а н ш ; 
эта критика должна выяснить, какъ мало факты чувственнаго воспр1ят1я 
пригодны для того , чтобы служить краеугольными камнями науке , же
лающей оперировать совершенно определенными понялями. 



Г Л А В А I. 

Критика основныхъ понятж. 

§ 1. Историчестя свЪдЪжя. 

1. Какъ свидътельствуетъ истор1я, геометр1я им-Ьеть эмпирическое 
происхождеше. По крайней мере, относительно древнъйшаго культурнаго 
народа, вл1яше котораго на развитсе геометрш на западе вполне доказано, 
какъ гречесюе историки, такъ и современные египтологи, согласно удо-
стов-Ьряють, что тамъ геометр1я возникла вследств1е необходимости 
ежегодно возстановлять границы полей, которыя смывались разлипемъ 
Нила. Сообразно этому наиболее древшя геометричесюя формулы, из-
вестныя намъ изъ папируса Эйзенлора*) , относятся къ измърешю пло
щадей; задача эта, впрочемъ, разрешается здесь только приближенно. 
Такъ, напримЪръ, площадь равнобедреннаго треугольника со сторонами 
а, а, с признается равной А ас вместо \ас\\—(с, 2 а ) 2 ; эта прибли
женная формула согласуется, однако, съ истинной ТБМЪ больше, чЪмъ 
больше равныя стороны по сравнешю съ третьей стороной. Bcfe остальные 
геометричесюе факты, содержащееся въ этомъ папирусе, имеютъ непосред
ственно практическое значеше; ни доказательствъ, ни указашй на таковыя 
мы нигде не находимъ. Вообще съ большимъ довер1емъ къ СВЪТГБЖЯМЪ 
древнихъ египтянъ въ этой области относиться нельзя, ихъ мудрость въ 
древности значительно переоценивалась. 

2. Греки освободили геометрш отъ узкаго кругозора египетскихъ 
ремесленниковъ и строителей; занимаясь геометр1ей ради ея самой, они 
развили ее въ т е ч е т е двухъ столетШ гораздо больше, нежели египтяне 
въ т е ч е т е двухъ тысячелетШ. Вначале и здесь наглядность играла ре
шающую роль, но скоро установилась потребность въ логическихъ дока-
зательствахъ. Изъ простыхъ предложенШ выводились более трудныя, все 
более широюе отделы геометрш приводились во взаимную связь. Это и 
послужило импульсомъ къ тому, чтобы дойти до последнихъ посылокь, 
изъ которыхъ вытекаетъ все остальное. Этотъ неизмеримо огромный ум
ственный трудъ выполнилъ Евклидъ, живш1й около 3 0 0 г. до Р . Хр. въ 
Александрш при Птолемее I. Онъ завершилъ то , что было сделано его 
предшественниками въ д ъ л е о б о с н о в а т я геометрш въ т е ч е т е слишкомъ 
столет1я; 13 книгь его „Началъ" , содержащая въ геометрической ф о р м е 
также основашя аривметики, вытеснили совершенно сочинешя его пред-

*) A. E i s e n Ion г. „Ein mathematisches Handbuch der alten Agypter*. Leipzig. 1877. 



§ 1 

шественниковъ. Во главе своей книги („отос/емх") Евклидъ полагаетъ опре-
д е л е ш е (ogot) , постулаты (аХтгцшта) и аксюмы (xoivai evvoiai), на которыхъ, 
по его мнешю, покоится геометр1я. Важнейппя определешя следующая: 

I. 2i](j,el6v sariv, ov (iBQoq ovftsv. 

И. Гдарцт) 6Ё (ifjxoq anXaveq. 
III. Ev&ela yQa/ifirj sativ, ijtig e§ 

taov voig ecp' savvfjg arffisioiq 

IV. 'Emq>dveia 6s EOTIV, о fifjxog 
xai izkatoq \iovov sXsi. 

Точка есть то , что не имеетъ частей. 
Лишя есть длина безъ толщины * ) . 
Прямая есть лишя, которая одина

ково расположена относительно 
всъхъ своихъ точекъ. 

Поверхность есть то, что имеетъ 
только длину и ширину. 

Эти предложешя первоначально ставились, очевидно, въ обратномъ 
п о р я д к е : поверхность имеетъ длину и ширину, лишя только длину, точка 
же не имеетъ никакого протяжежя. 

V . 'Enfotsdog emipdveid saviv, ijtig 
i£ taov valq eg>' eavvrjq Evftei-

aiq хйтал. 

VI. Haodkhf\koi elaiv svfteiat, aiti-
veg EV тф аг>тф вттсёдф ovoai 
xai ixfiakkofievai eig OIZEIQOV 

£<f>' sxatega та fisgr) eni ^<5s-
teoa avfjutlmovaiv аккцкаьд. 

Плоскость есть поверхность, кото
рая одинаково расположена по 
отношешю ко всемъ прямымъ, 
на ней лежащимъ. 

Параллельныя прямыя суть таюя, 
которыя расположены въ одной 
плоскости и при неограниченномъ 
продолжен! и въ о б е стороны не 
пересекаются. 

И з ъ постулатовъ мы приведемъ только пятый, который въ некото-
рыхъ издашяхъ Евклида приводится въ качестве XI или XIII аксюмы и и з в е -
стенъ подъ назвашемъ „аксюмы о параллельныхъ лишяхъ" . 
(*HiTr)oft(o) xai sav slg dvo ev&eiag 

ev§Eia Efmiiivovaa tag evrog xai 
ЕЛ1 та avva /лёо-ц ycoviag dvo 
oad&v ekkdoaovaq iraif), exfiakko-
fievag rag dvo ev'&Eiag ht * ibxEboov 

avfimjTveiv, а цвдт) sloiv 

al tow dvo OQUOJV ekdoeovez. 

(Нужно потребовать), чтобы всякШ 
разъ , какъ прямая при пересечеши 
съ двумя другими прямыми обра
зуешь съ ними внутренше одно-
сторонн1е углы, сумма которыхъ 
меньше двухъ прямыхъ, эти пря
мыя пересекались съ той сторо
ны, съ которой эта сумма меньше 
двухъ прямыхъ. 

Аксюмы 1, 2 , 3 и 8 содержать основаш'я ариеметики, хотя з д е с ь 
о н е отнесены непосредственно к ъ пространственнымъ величинамъ. Аксюма 
7 содержить понят1е о конгруэнтности. 
xai та ecpaofiogovTa ЕЛ' а/./.цка 1аа (образы) ,которые покрывають д р у г ь 

d?Jj)kotq ioTiv. друга, равны. 

*) Точнее: „безъ ширины"; ср. йл/.ат^'д въ II и лЫтод въ IV. Евклидъ, оче
видно, представляетъ себе лннш начерченной на плоскости. 

file:///iovov
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3. З а Евклидомъ въ древности послъдовалъ целый рядъ выдающихся 
математиковъ, какъ Аполлошй, Архимедъ, Геронъ (I стол, до Р. Хр.), 
Геминусъ, Никомахъ (I стол, по Р . Хр.), Паппусъ (около 300 г. по Р . Хр.), 
в е о н ъ и Проклъ (V стол, по Р. Хр.), изъ которыхъ одни старались 
разъяснить книгу Евклида комментар1ями и исправить его въ отдъпьныхъ 
пунктахъ, д р у п е старались превзойти его собственными трудами. Ихъ 
работы относились, главнымъ образомъ, к ъ аксюмъ о параллельныхъ ли-
шяхъ, к ъ выбору посылокь, къ построешю первой книги, а также к ъ 
устранешю некоторыхъ противор-ЬчШ между шестью первыми и тремя 
последними книгами. Въ целомъ же система Евклида оставалась непри
косновенной, только а к с т м а о параллельныхъ систематически встречала 
серьезныя осуждешя со стороны авторовъ. Причина этого заключалась 
въ томъ, что при наличности гораздо более простыхъ предложешй, ко
торыя Евклидъ все же счелъ необходимымъ доказывать, содержаше этой 
аксюмы казалось недостаточно простымъ, чтобы ее постулировать. 

Когда въ VI в е к е после P . X. угасла греческая культура, геометр!я 
вновь опустилась на степень оруд1я въ рукахъ ремесленниковъ, какимъ 
она была въ Египте ; даже древняя приближенная формула для площади 
треугольника (см. п. 1) опять заняла почетное место. Въ с р е д т е века 
книги Евклида были вновь призваны къ жизни благодаря арабамъ, а 
вместе съ темъ математики съ новымъ усерд!емъ занялись загадочнымъ 
постулатомъ о параллельныхъ лишяхъ. Первое средневековое издаше 
Евклида на латинскомъ языке представляетъ собой переводъ съ араб-
скаго (1482 ) . Лишь съ началомъ возрождешя вновь появились на светъ 
гречесше кодексы Евклида и его комментаторовъ. Въ 1533 году появилось 
первое издаше греческаго текста Евклида, выполненное Симономъ Гри-
наемъ (Simon Grynaeus) . И з ъ попытокъ средневековыхъ математиковъ дока
зать пятый постулатъ (аксюма о параллельныхъ) самымъ старымъ является 
доказательство Насиръ Эддина (Nasrr Eddm, ХШ ст.); въ XVI столетш КлавШ 
(Clavius) опровергъ доказательства Прокла подобно тому, какъ Проклъ обна-
ружилъ неправильность аналогичныхъ доказательствъ своихъ предшествен-
никовъ. Трудность этой задачи становилась все яснее и привлекала много-
численныхъ математиковъ устранить это „пятно" Евклидовой системы. 
Однако, доказательства эти либо просто содержать неправильные выводы, 
либо же явно или неявно принимаютъ другое предложеше, которое на пер
вый взглядъ никакихъ сомнешй не вызываеть. „То, что еще остается посте 
этого доказать, говорить по этому поводу Ламбертъ (Lambert) , сначала 
представляется ничтожной мелочью, и въ этой именно мелочи, если хочешь 
ее со всею строгостью обосновать, по тщательномъ размышленш, оказы
вается вся суть дела . Обыкновенно она предполагаетъ либо то предло
жеше, которое нужно доказать, либо равносильное ему предложеше" . 
Та же неудача постигла основателя неевклидовой геометрш — 1еронима 
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Саккери (Hie ronymus Saccheri, 1 6 6 7 — 1 7 3 3 ) , издавшаго сочинеше „Eucli-
des ab omni naevo v indica tes" , въ которомъ онъ съ необычайнымъ остро-
ум1емъ строить г е о м е т р ш , отвергающую постулать о параллельныхъ ли-
шяхъ . Впрочемъ, Саккери быль далекъ отъ того, чтобы действительно 
усумниться въ справедливости этой аксюмы и ея зависимости отъ остальныхъ 
посылокь . Напротивъ, онъ разсчитывалъ придти этимъ путемъ къ проти
в о р е ч а и такимъ образомъ доказать ненавистную гипотезу. Въ тесной 
связи съ идеями Саккери и, повидимому, также и въ фактической зави
симости о т ъ нихъ стоить Teopifl параллельныхъ лиши Ламберта, которую 
1оаннъ Бернулли после смерти этого великаго человека опубликовалъ 
въ 1786 году въ журнале „Magazin fur reine und angewandte Mathemat ik" . 

4 . Слишкомъ 2 0 0 0 л е т ъ наиболее выдающееся умы, твердо у б е 
жденные въ абсолютной справедливости предложешя, что изъ точки, ле
жащей в н е прямой, можно провести одну и только одну параллельную ей 
прямую, тщетно напрягали усил1Я къ тому, чтобы вывести это предложе
ше, какъ следств1е остальныхъ посылокь . Н о вотъ почти одновременно 
не одинъ, а четыре математика независимо другъ отъ друга разрушили 
эти цепи , сковывавпле умы математиковъ. Первымъ нужно назвать Гаусса, 
который, однако, ничего по этому предмету не опубликовалъ. Однако, 
изъ оставшихся после него бумагъ съ несомненностью явствуетъ, что 
онъ уже во всякомъ случае въ 1799 году сомневался въ возможности 
логически доказать аксюму о параллельности и не позже 1816 года рас-
полагалъ уже основашями гиперболической геометрш*) . Независимо отъ 
него къ тому же результату около 1818 года пришелъ юристъ К. Швей-
карть (Schweikart) въ М а р б у р г е . Н о и эта работа не была опубли
кована. Выступить въ печати съ этимъ новымъ учешемъ впервые решились 
руссюй профессоръ Н . И. Лобачевсшй (Докладъ физико-математическому 
факультету Казанскаго Университета 12-го февраля 1826 года) и юаннъ 
Больэ ( Johann Bolyai) въ 1832 году въ приложение къ сочинешю своего 
отца. Однако, ни т о т ъ ни другой не встретили ни понимашя, ни сочувсгая . 
Новое сочинеше было встречено частью съ полнымъ равнодуийемъ, частью 
съ издевательствомь и въ качестве „Метагеометрш" **) было поставлено 
на одну доску съ метафизикой, которая пользовалась дурной славой. 
Л и ш ь работы Бельтрами, Римана, Гельмгольца, Ли и др . до некоторой 
степени разсеяли предубеждеше , съ которымъ къ неевклидовой геометрш 
относились даже специалисты математики. Однако , новыя воззрешя на 
основы геометрш, вероятно, еще долго оставались бы непризнанными, 

*) Gauss.Werke, Bd.8.TaMb приведены также указашя относительно .Звездной" 
геометрш Швейкарта. См. также E n g e l und S t e c k e l . .Die Theorie der Parallel-
linien von Euklid bis auf Gauss ' . Leipzig, 1895. 

**) Самое слово .метагеометр*я' принадлежитъ Лейбницу. 



если бы развитее современной теорш функщ'й и учешя о комплексахъ 
не привело къ необходимости произвести также пересмотръ основныхъ 
понятШ ариеметики. О т к р ь т е непрерывныхъ функшй, не им%ющихъ про-
изводныхъ (Вейерштрассъ, Weierstrass), которымъ въ аналитической гео
метрш отвЪчаютъ непрерывныя кривыя, не имеюгщя касательныхъ, дока-
зате п ьство возможности изобразить кривую на сплошной площадке, ста
новящаяся все более ясной недостаточность стараго взгляда на числа, въ 
особенности на ирращональныя числа, развитое поняля о непрерывности и 
учешя о сходимости рядовъ, а также целый рядъ другихъ обстоятельствъ, 
привели къ тому, что подорвали въ корне слепую веру въ надежность 
нашихъ чувственныхъ представлежй и создали въ математике критическое 
направлеше, оказавшее услуги и геометрш. 

§ 2. Поняля „точка", „пиш'я", „поверхность". 

1. Развитое современной теорш функшй обнаружило, что критика 
основашй должна была бы начаться не съ пятаго постулата, а еще съ 
перваго опредълешя: 

ащшбч tanv, ov fieoog ovtfiv*). 

Это понятое возникаетъ изъ понятоя—действительна™ или вообра-
ж а е м а г о - - - о матер1альной точке путемъ предъльнаго процесса, т. е. путемъ 
деятельности нашего духа, ставящей определенную цель ряду предста
влежй, который самъ по себе неограниченъ. Представимъ себе , напри-
меръ , песчинку или пылинку, которая непрестанно становится все меньше 
и меньше. При этомъ выделеше отдельныхъ частей внутри этой песчинки 
становится все менее и менее возможнымъ, и такимъ образомъ возни
каетъ, какъ говорять, съ постоянно возрастающей определенностью пред-
ставлеше о точке , какъ о б ъ о п р е д е л е н н о м ъ месте въ пространстве, 
единомъ, не имеющемъ частей. Однако, такая точка з р е ж я несостоя
тельна: мы, пожалуй, можемъ д о н е к о т о р о й с т е п е н и представить себе , 
что песчинка становится все меньше и меньше, но лишь до того момента, 
пока она, по своей малости, не ускользаетъ вовсе отъ нашего глаза. 
С ъ этого же момента процессъ становится совершенно темнымъ, и даль
нейшего уменьшешя мы не можемъ видеть, мы не можемъ себе его пред
ставлять. Что этотъ процессъ закончится, этого мы себе не можемъ пред
ставить; но, съ другой стороны, что ему соответствуетъ определенная 
цель, за которую онъ не можетъ перейти и которой онъ никогда не 

*) Хотя нижеследуюийя разсуждежя непосредственно и связаны съ до-
с л о в н ы м ъ текстомъ евклидовыхъ определены, но они имеютъ въ виду не евкли
довы, а обыкновенныя воззрЪшя. Взгляда ыъ Евклида более соответствуетъ сообра-
жешя, изложенный въ §§ 7 и далъе. 
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можетъ достичь, этому мы должны верить , или иначе, мы должны это 
постулировать. Не сл-Бдуетъ обманывать самого себя: если мы и можемъ 
с е б е представить, что песчинка неограниченно уменьшается, то мы с ъ 
такимъ же усп-вхомъ можемъ с е б е вообразить , что мы разсматриваемъ е е 
въ микроскопъ, увеличительная сила котораго наростаеть въ такомъ ж е 
отношенш, въ какомъ песчинка уменьшается. Въ такомъ случай мы не 
замътимъ никакого изменежя въ песчинке и становится очевиднымъ, какъ 
это впрочемъ ясно и б е з ъ того, что процессъ уменьшежя въ нашемъ 
представлежи никогда не можетъ окончиться. Если мы все же хотимъ 
отнести этому процессу понятое о точке , „которая имъ однозначно опре
деляется" , то нужно относиться къ этому сознательно и понимать, что 
это есть лишь проявлеже нашей воли, а не нашего ума,— что такого рода 
„точка" нашему представленш недоступна, а есть лишь нечто, npiypo4eH-
ное къ ряду представленШ. Такимъ образомъ, къ первому о п р е д ъ л е н ш во 
всякомъ случае долженъ быть присоединенъ и первый постулать, заклю
чающейся въ томъ, что точки вообще существуютъ. Пространственнаго 
существовашя они не имеютъ . Если бы мы въ повседневномъ своемъ 
о п ы т е вращались столь же часто въ царстве объектовъ , представляющихся 
ничтожно малыми, какъ мы вращаемся въ среде большихъ, то мы отно
сились бы къ понятою о точке съ гораздо меныпимъ довер1емъ. Если 
подумать о богатой и многообразной жизни микрокосмоса, доступнаго 
нашим ь чувствамъ только благодаря микроскопу, о жизни водорослей и 
бактерМ, о жизни растительныхъ и животныхъ клетокъ съ ихъ удиви
тельно тонкой структурой; если подумать, что въ человеческомъ з а р о д ы ш е 
заложено существо съ высокой организашей, съ теми или иными особен
ностями телосложешя, характера и ума; если все это взвесить, то мы не 
можемъ отделаться о т ъ представлежи, что все, кажущееся намъ малымъ, 
является таковымъ только относительно нашихъ чувствъ, что разумъ, 
устроенный несколько иначе, нежели человеческШ, могъ бы легко о т р е 
шиться о т ъ чувственнаго различ1я между большимъ и малымъ. 

2. Подобно тому, какъ точка является предельнымъ понятоемъ, ко 
торое мы связываемъ съ безпредельно убывающей песчинкой, мы соеди-
няемъ понятое о (кривой) лиши и (кривой) поверхности съ представле-
ж е м ъ о матер1альной линш или поверхности, которая становится все 
тоньше и тоньше б е з ъ конца. Мы можемъ себе представить, напримеръ, 
л и н ш въ виде тонкой нити, поверхность въ виде тонкаго листа, которые 
становятся все т о н ь ш е , — или какъ острый край, или гладкая поверхность, 
которые становятся все острее и глаже. При образованы понятоя о по
верхности нельзя исходить только о т ъ границы, отделяющей два т е л а ; 
эта точка з р е ж я не охватываетъ всехъ случаевъ. Если мы, напримеръ, 
возьмемъ такъ называемый л и с т ъ Me6iyca (M6bius) (фиг. 1), который 
получимъ изъ прямоугольника ААХ BBV если склеимъ края ААХ и 
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BBV изогнувъ предварительно прямоугольникъ надлежашимъ образомъ ,— 
и попытаемся покрыть его съ одной стороны слоемъ воска или матер1ей, 
то, въ кони.* концовъ, вся поверхность окажется обернутой матер1ей, потому 
что она им%етъ только одну сторону J ) . Процессъ предельнаго пере
хода, который приводить къ понятоямъ о лиши и поверхности, вызы-
ваетъ те же сомнешя, что и относительно точки. Точнаго представлешя 
объ абсолютной гладкой поверх
ности не существуетъ: мы не мо
жемъ представить себе поверхность 
глаже и тоньше матер1альныхъ по
верхностей, которыя мы наблюда-
емъ. И, наоборотъ, относительно 
двухъ матер!альныхъ поверхностей 
мы не въ состоянш указать, кото
рая изъ нихъ тоньше, если о б е 
очень тонки и разница въ толщине 
незначительна; тоже справедливо 
и о гладкости. Даже поверхности 
жидкостей не абсолютно гладки, потому что жидкости непрерывно испу-
скаютъ въ воздухъ безчисленное множество частичекъ; мы называемъ это 
испарешемъ. Жидкость имеетъ, такимъ образомъ, столь же мало опре
деленную поверхность, какъ пчелинный рой. И вотъ отъ этихъ расплыв-
чатыхъ представлешй процессъ предельнаго перехода долженъ привести 
къ чему-то совершенно точному и определенному. Это нечто не можетъ 
быть доступно нашему представлешю; это должно быть чистое понятое, 

Фиг. 1. 

') Когда мы разсматриваемъ обыкновенную поверхность, какъ границу двухъ 
тълъ, то мы себе всегда представляемъ, что поверхность имеетъ две стороны, изъ 
которыхъ одна прилегаетъ къ одному телу, вторая къ другому. Вместе съ тЬмъ 
пространство можно разделить на две части, общей границей которыхъ служить 
наша поверхность. Этого нельзя сделать, когда мы имеемъ дело съ поверхностью 
объ одной стороне — съ поверхностью Me6iyca. Если мы представимъ себе нормаль 
къ обыкновенной поверхности, направленную въ одну сторону, скажемъ. внешнюю 
нормаль, и будемъ непрерывно передвигать ея основание по поверхности, такъ 
что и направлеше нормали будеть меняться непрерывно, то при возвращении въ 
точку исхода нормаль совладеть съ первоначальнымъ своимъ направлешемъ. Точки 
нормали, прилежацця къ основашю, все время будутъ оставаться въ одномъ изъ 
двухъ гЬлъ, разграничиваемыхъ поверхностью. Одно изъ двухъ телъ, соприка
сающихся на поверхности, можетъ быть опредълено, какъ геометрическое место, 
которое образуютъ точки нормали (скажемъ, внешней), прилежания къ ея основа
шю, когда нормаль, непрерывно меняя направление, своимъ основашемъ обходить 
всю поверхность. Между гьмъ на поверхности Me6iyca этого не будеть. Здесь, 
непрерывно меняя направлеше нормали, какъ это видно на чертеже, мы можемъ 
привести ее, при возвращены въ точку исхода, къ совпадешю съ противоиолож-
нымъ направлешемъ. 
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которое мы относимъ (ассоцшруемъ) процессу, какъ ничто имъ опреде 
ляемое. Пространственнаго существовашя „лишя" и „поверхность" не 
имеютъ , какъ его не имеетъ „точка" . 

§ 3. Понятая „прямая", „плоскость", „параллельность". 

1. Трудности и противореч1я еще наростаютъ, когда мы отъ (кривой) 
лиши и поверхности восходимъ к ъ прямой линш и плоскости. Чтобы 
выяснить эти понятоя или представлешя, на которыхъ они основываются, 
намъ предлагаютъ обыкновенно представить себе сначала матер1альную 
прямую, напримеръ , острое ребро кристалла, натянутую нить или лучъ 
с в е т а , — а затъмъ провести процессъ предельнаго перехода, о которомъ 
была р е ч ь въ предыдущемъ параграфе . Грубое представлеше о прямой 
линш можно составить и такимъ путемъ, что между двумя телами А и В 
мы располагаемъ р я д ъ т е л ъ такимъ образомъ, чтобы они при визировали 
покрывали другъ друга („взять направлеше", какъ говорятъ военные). 
Этому соответствуетъ П л а т о н о в о определеше прямой линш, какъ такой, 
„которой середина заслоняетъ края" , т. е. какъ путь светового луча. 
Н е т ь нужды повторять, что съ матер1альной лишей мы не связываемъ 
точнаго представлешя, на которомъ было бы возможно построить геоме
трическое понятое; и световой лучъ не представляетъ собой чего-либо 
неделимаго въ своемъ направленш; да и самыя поперечный колебашя 
обусловливаетъ боковое протяжеше. Еще менее пр1емлемо определеше 
прямой, какъ того , что остается въ п о к о е при вращенш тела вокругъ 
двухъ неподвижныхъ точекъ, ибо это определеше самымъ кореннымъ 
образомъ вводить въ г е о м е т р ш д в и ж е т е съ его загадочными свойствами; 
къ тому же съ этимъ опять нельзя соединять никакихъ определенныхъ 
представлёшй, и з ъ этого определеш'я нельзя извлечь никакого вывода, 
ценнаго для геометрш. Приписываемое обыкновенно Архимеду определеше 
прямой, какъ кратчайшаго разстояшя между двумя точками, предполягаеть 
понятое о длине , по крайней мере , о линейномъ элементе и, следова
тельно, содержитъ уже въ с е б е понятое о прямой линш. 

2. Какъ и ея модель, прямая (въ грубомъ представленш) сначала 
представляется конечной, затЬмъ должна быть продолжаема безконечно; 
это делается, главнымъ образомъ , въ угоду понятою о параллельности, 
потому что определеше параллелизма гласить, что д в е прямыя, располо-
женныя въ одной плоскости, называются параллельными, если о н е не пе
ресекаются, когда мы ихъ продолжаемъ д о безконечности. Между т е м ь 
это требоваше для такой прямой, которую мы с е б е можемъ представить, 
следовательно, для прямой матер1альной, совершенно невыполнимо, потому 
что оно выходить за пределы того, что доступно нашему опыту и пред
с т а в л е н ш ; основываясь на этихъ определешяхъ , совершенно невозможно 



13 

убедиться, действительно ли данныя двъ прямыя параллельны или нить . 
Понятое о параллелизме очень охотно связываютъ съ двумя лишями рель-
соваго пути, которыя поддерживаются шпалами всегда на одинаковомъ 
разстояши одна отъ другой и которыя никогда не могутъ пересечься 
при неограниченномъ продолжены этого пути. Но здесь прежде всего 
нужно было бы доказать, что при этихъ услов1яхъ, если бы одна лишя 
действительно была строго прямой, другая также оказалась бы тако
вой; далее здесь предполагается понятое о перпендикуляре и о равенстве. 
Относительно грубыхъ лиши, къ которымъ исключительно относятся наши 
представлешя и нашъ опытъ, было бы наиболее разумно вовсе не вы
сказывать ничего такого, что необходимо заставляеть выйти за пределы, 
въ которые поставлены наши чувства; если же мы съ этимъ не считаемся, 
то мы должны быть готовы къ тому, чтобы наткнуться на противореч1я 
и неясности. 

3. В с е высказанныя здесь замечания относятся, конечно, и къ пло
скости; еще разъ къ этому возвращаться нетъ , конечно, надобности,— 
но на одно обстоятельство необходимо обратить внимаше. Если мы на-
тянемъ между двумя (грубыми) точками А и В нить, или вставимъ между 
ними промежуточныя точки путемъ визировашя подобно тому, какъ мы на-
правляемъ ружье на центръ цели, помещая его между мушкой и прицъломъ 
ружья ,— то мы убеждаемся экспериментально, что между двумя матер1аль-
ными точками проходить только одна матер1альная прямая. Если мы опре-
деляемъ, далее , плоскость, какъ поверхность, которую описываетъ пря
мая, проходящая черезъ точку Р и скользящая по прямой р, то точка Р 
и две точки прямой р, которая, впрочемъ, не должна проходить черезъ 
точку Р, вполне определяютъ плоскость. Определяется ли эта плоскость 
также и другими тремя своими точками или, что сводится к ъ тому же, 
содержитъ ли плоскость всякую прямую, проходящую черезъ две ея точки, 
этотъ вопросъ можетъ быть разрешенъ только опытомъ. Такой опытъ 
мы можемъ произвести, напримеръ, на поверхности стола, къ которой 
мы прикладываемъ линейку во всехъ направлешяхъ, если мы не претен-
дуемъ на очень большую точность. Но сохранятся ли эти свойства, когда 
мы отъ матер1альной прямой или плоскости перейдемъ къ точнымъ гео-
метрическимъ образамъ? Можно ли, какъ это делаетъ Евклидъ, п о с т у 
л и р о в а т ь , что прямая вполне определяется двумя своими точками, или 
это уже заключается въ самомъ понятой о прямой? Ответить на эти 
вопросы нетрудно. Черезъ две точки можно визировать на третью только 
до т е х ъ поръ, пока эти точки видны. Если въ процессе предельнаго 
перехода, которой мы должны предпринять, эти точки становятся неви
димыми, то мы оказываемся совершенно безпомощными, такъ какъ вста
вить промежуточныя точки становится невозможнымъ; если мы восполь
зуемся зрительной трубой, то и она, конечно, не долго можетъ быть 
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намъ полезной. Не меньше затрудненШ доставить намъ натянутая нить, 
если мы захотимъ произвести процессъ предельнаго перехода; въ самомъ 
д-вле, видь натянутая нить должна оставаться матер1альной, а это нахо
дится въ неизбежномъ противоречш съ задачей предельнаго процесса. 
Выводъ и з ъ всего этого тотп>, что съ матер1альной прямой, какъ бы мы ее 
ни воспроизводили, точнаго предельнаго перехода осуществить невоз
можно. Если же мы все-таки хотимъ придти къ определенному понятою, 
т о нужно ввести въ определеше этого понятоя такой рядъ свойствъ ма-
тер1альной прямой, чтобы мы могли при помощи этого определешя (а не 
представлешя) получить все то, что дастъ утонченная материальная прямая. 
Такимъ образомъ, мы уже з д е с ь видимъ, что евклидовы определешя со
вершенно непригодны для логическихъ доказательствъ. Къ числу т е х ъ 
свойствъ матер1альной прямой, которыя нужно ввести въ определеше 
точнаго понятоя, принадлежитъ именно то , что прямая определяется двумя 
точками; аналогично этому въ определеше плоскости, которое также нельзя 
установить при помощи предельнаго перехода, необходимо ввести либо 
непосредственно то свойство, что она содержить всякую прямую, про
ходящую черезъ д в е ея точки, либо эквивалентное этому свойство. Итакъ, 
прямая и плоскость могутъ быть определены и вообще призваны- къ су-
щ е с т в о в а н ш не путемъ предельнаго перехода отъ объектовъ нашего со-
зерцашя, а помощью определенныхъ свойствъ. 

§ 4. Движете и конгруэнтность. 

1. На р а з б о р е понятоя „между" , которое непосредственно сюда же 
примыкаетъ, мы не будемъ останавливаться, чтобы не утомлять читателя; 
но трудности, съ которыми связано понятое о движеши, мы считаемъ не-
обходимымъ выяснить, такъ какъ на этомъ понятой покоится все учеше о 
конгруэнтности. „Два отрезка считаются равными или конгруэнтными, 
если ихъ можно наложить одинъ на д р у г о й " . Оставаясь на этомъ изве -
стномъ определенш, мы можемъ р е ш и т ь вопросъ о равенстве двухъ от-
р е з к о в ъ только эмпирическимъ путемъ, непосредственно налагая одинъ 
о т р е з о к ъ на другой . С ъ этимъ можно было бы еще мириться, если бы 
позже мы нашли д р у п я средства, которыя давали бы возможность р е ш и т ь 
т о т ъ же вопросъ непосредственно при помощи геометрическихъ образовъ , 
существоваше которыхъ мы признаемъ * ) . Таюя средства действительно 
с у щ е с т в у ю т ъ , какъ это мы увидимъ ниже ; но элементарная геометр1я 
никогда не старалась воспользоваться ими для устранешя эмпирическихъ 

*) Прямыя, окружности и т. п. образы мы будемъ называть „ с у щ е с т в у 
ю щ и м и " , если они есть въ пространстве или если мы ихъ таковыми мыслимъ, такъ 
что нетъ надобности предварительно ихъ „проводить", какъ это обыкновенно де
лается въ школьной геометрЫ. 
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пр1емовъ. Между тъмъ это необходимо еще и по другой причине. Уста
новить, что два отрезка могутъ покрыть другъ друга, возможно только 
на матер1альныхъ прямыхъ. Къ г е о м е т р и ч е с к и м ъ прямымъ вышеприве
денное определеше, такимъ образомъ, вовсе не относится. Точно такъ же 
два угла мы называемъ равными или конгруэнтными, если они могутъ 
быть наложены одинъ на другой такимъ образомъ, что стороны ихъ со-
впадаютъ. З д е с ь мы можемъ, конечно, вновь сделать то же возражеше, 
что объекты чистаго мышлежя, которые мы называемъ геометрическими 
прямыми, не могутъ быть передвигаемы; такимъ образомъ, это определеше 
также падаеть. Или, быть можетъ, мы и д в и ж е т е должны с е б е только 
представлять? Н о что же такое д в и ж е т е ? 

2. Понятое о равенстве матер1альныхъ прямыхъ мы можемъ все же 
основывать на движенш; но въ геометрш это определеше безъ дальней
шего развитоя войти не можетъ. Если бы, такимъ образомъ, те, которые 
утверждаютъ, что геометр1я безъ движешя обойтись не можетъ, были 
правы, то мы стояли бы передъ не-
преодолимымъ препятств1емъ. Точ
ная геометр!я была бы въ такомъ 
случае невозможна. Д е л о , однако, 
обстоить не такъ. 

Разберемся сначала въ томъ, 
что намъ, собственно, даетъ дви
ж е т е въ томъ случае, который 
мы разобрали выше! 

1) Если данъ (матер!альный) о т р е з о к ъ АВ, прямая и и точка А' 
на ней, то д в и ж е т е с о в е р ш е н н о о п р е д е л е н н ы м ъ о б р а з о м ъ ОТНОСИТЬ 
точкамъ АВ и А' въ данномъ направлеши на прямой и некоторую точку 
В', и мы говоримъ, что о т р е з о к ъ А'В' конгруэнтенъ отрезку АВ, сим
волически А'В'^АВ. Въ частности, въ этомъ смысле АВ^АВ. Далее , 
относительно движешя мы можемъ сказать: 

2 ) Если д в и ж е т е ОТНОСИТЬ отрезку АВ два отрезка А'В' и А"В", 
какъ конгруэнтные ему, то отрезки А'В' и А"В" также соответствуютъ 
другъ другу, какъ конгруэнтные. 

Д а л е е : 
3 ) Если на одной и той же прямой а или на двухъ различныхъ 

прямыхъ а, а' тремъ точкамъ А, В, С, изъ которыхъ В лежитъ между 
А и С, соответствуютъ три точки А', В', С, при чемъ В' лежитъ между 
А' и С, если при этомъ АВя^А'В' и ВС^В'С, то АСшА'С. 

Можно было бы установить еще целый рядъ предложены того же 
рода. Аналогичныя услуги оказываетъ д в и ж е т е и по отношежю къ угламъ. 

4 ) Пусть въ плоскости а данъ уголь со сторонами h, к, а въ пло
скости а' (которая можетъ совпадать съ плоскостью а) пусть будуть даны 
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лучъ h' и определенная сторона плоскости а' относительно А ' ; въ такомъ 
случае д в и ж е т е совершенно определенно относить даннымъ образамъ 
некоторый лучъ k' въ плоскости а , проходящЫ черезъ вершину луча h', 
и мы говоримъ, что уголъ h'k' конгруэнтенъ углу hk. Въ частности, въ 
этомъ смысле уголъ hk конгруэнтенъ самому себе . Предложешю 2) со 
ответствуетъ с л е д у ю щ е е : 

5) Если два угла конгруэнтны третьему, то они конгруэнтны между 
собой. 

Такимъ образомъ можно было бы указать еще много свойствъ от-
р е з к о в ъ и угловъ, которыя проистекаютъ только отъ движешя; к ъ этому 
нужно было бы присоединить далее свойства конгруэнтныхъ треугольни-
ковъ , но Гильберть въ своемъ знаменитомъ сочиненЫ „Основашя гео
метрш" *) показалъ, что к ъ этимъ пяти свойствамъ движешя нужно при
соединить еще только одно, чтобы собрать все то, что д в и ж е т е даетъ 
намъ при доказательстве предложены о конгруэнтности; все остальное 
вытекаетъ уже строго дедуктивно. Это шестое предложеше заключается 
въ с л е д у ю щ е м ъ : 

6) Если въ треугольникахъ ABC и А'В'С 

АВшА'В', АС^А'С, ^ВАС^^В'А'С, 
т о 

- 5 С A B C ' з £ - £ А ' В ' С и ^АСВ^^А'С'В'. 

Гильберть при о п р е д е л е н ы конгруэнтности д е л а е т ь даже такое 
ограничеше, что онъ сначала не определяетъ этого свойства, какъ вза
имное, такъ что, напримеръ, въ предложены 1) онъ принимаетъ только, 
что о т р е з о к ъ А В конгруэнтенъ о т р е з к у А'В' и не д е л а е т ь предполо-
жешя, что отр.езокъ А'В', въ свою очередь, конгруэнтенъ А В. Взаим
ность этого соотношешя уже вытекаетъ изъ предложены 2) и 5 ) . Отно-
сяиуяся сюда детали, а также прежде всего доказательства предложены 
о конгруэнтности можно найти непосредственно у Гильберта * * ) . 

3. То обстоятельство, что всякое предложеше, касающееся конгру
энтности, можно доказать съ помощью посылокь 1) — 6) , не обращаясь 
более к ъ д в и ж е н ш , ведетъ к ъ следующему замечательному выводу: 
если бы мы имели такой конструктивный npieMb,— назовемъ его, скажемъ, 
идеальнымъ движешемъ ,—который не имелъ бы съ обыкновеннымъ дви-
жешемъ ничего общаго , к р о м е свойствъ 1) — 6) , то на этомъ идеальномъ 
движенш можно было бы основать понятое объ идеальной конгруэнтности 
и строго логически доказать основныя предложешя о конгруэнтности 

*) D. H i l b e r t . .Die Grundlagen der Geometrie". Leipzig 1903 (2. Auflage) § 5 и 6. 
**) Нашимъ предложешямъ 1)—6) у Гильберта соответствуютъ точно поло

жены Ш , — III,. 
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треугольниковъ- ) . Конгруэнтность, какъ мы ее понимаемъ, представляла 
бы собой лишь частный случай идеальной конгруэнтности. Таюе идеально 
конгруэнтные образы могли бы вовсе не быть конгруэнтными въ обыч-
номъ смысле слова. Такая идеальная конгруэнтность действительно воз
можна. Чтобы таковую установить въ некоторой плоскости 1], выберемъ 
произвольно другую плоскость ц и точку Р вне о б е и х ъ плоскостей; два 
отрезка А1В1 и А.,В., въ плоскости ц мы условимся называть „идеально 
конгруэнтными", если ихъ проекши Л / Я / , А2'В.,' изъ точки Р на пло
скость г)', определяемыя лучами РАХ, РА2, PBlt РВ.,, конгруэнтны въ 
обычномъ смысле этого слова 3 ) . Конечно, эта псевдоконгруэнтность зави-
ситъ отъ обыкновенной конгруэнтности; но она во всякомъ случае дока-
зываетъ, что не всякая идеальная конгруэнтность необходимо тождественна 
съ обыкновенной и что построеше этого поня™ вообще допустимо. На 
этой именно точке зрешя стоить Гильберть, который о п р е д е л я е т ъ 
идеальную конгруэнтность свойствами 1) — 6), т. е. определяетъ ее по
стольку, поскольку она именно этими свойствами характеризуется. Въ 
предълахъ опредъпеннаго геометрическаго разсуждешя нужно всегда пред
полагать, что мы имеемъ дело съ одной определенной формой осуще-
ствлешя этой идеальной конгруэнтности 4 ) . 

4. Если этоть пр1емъ и не можетъ никогда вести къ п р о т и в о р е ч а , 
то онъ все же вызываетъ следующая соображешя. 

2) Авторъ хочегь сказать следующее: если бы имелось правило (или рядъ 
правилъ), которое давало бы намъ возможность чисто геометрически, при помощи 
ряда построешй, безъ пособ1я движешя, отличать конгруэнтные и неконгруэнтные 
образы въ согласш съ положениями 1)—6), то такой пр1емъ содержалъ бы уже въ 
себе точное определеше конгруэнтности. 

3 ) Необходимо себе вполне уяснить, что устанавливаемая этимъ соглаше-
шемъ .псевдоконгруэнтность" обладаеть свойствами, выраженными въ предложе-
шяхъ 1) — 6), какъ и обыкновенная конгруэнтность. Если, напримеръ, отрезки A,Bt 

и АгВг въ э т о м ъ с м ы с л е конгруэнтны отреку А3В„ то это означаетъ, что про
екши А/В/ и А/В/ этихъ отрезковъ на плоскость г/ д е й с т в и т е л ь н о конгру
энтны проекши А/В/ отрезка A,BV Но въ такомъ случае отрезки А/В/ и А/В/ 
действительно конгруэнтны между собой, а потому отрезки А,В, и А2Вг псевдо-
к о н г р у э н т н ы . 

Нужно, однако, сказать, что некоторое затруднеше здесь возникаетъ в с л е д с т е 
того, что некоторый точки плоскости г/ могутъ не иметь проекши на плоскость щ'. 
Это затруднете устраняется, какъ мы увидимъ ниже, если мы оперируемъ въ т. н. 
проективномъ пространстве (правильнее даже, въ эллиптическомъ пространстве). 

4) Иными словами, съ точки зрешя Гильберта за конгруэнтность можно при
нять вся кое соотношеше между геометрическими образами, обладающее свойствами 
1)—6). Въ каждомъ частномъ случае, однако, это соотношеше должно быть фикси
ровано; и на этой именно точке зрешя, что установлено некоторое соотношеше 
между геометрическими образами, удовчетроряющее требовашямъ 1)—6), и что 
это именно соотношеше принимается за конгруэнтность, и стоить Гильберть. 

Веберъ, Эионклоп. элемент, геометрш. 2 
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П е р в о е . Если существуетъ пр1емъ сопряжения отрезковъ и угловъ, 
который выполняетъ услов1я идеальной конгруэнтности, то можно признать 
вполн% справедливымъ требоваше, чтобы такой пр1емъ былъ действи
тельно указанъ, чтобы мы действительно могли геометрш развивать гео
метрически, ибо, пока такого пр)'ема нетъ , до т е х ъ поръ мы не можемъ 
производить построенШ. 

В т о р о е . Такой пр1емъ, какъ и вообще идеальная конгруэнтность, не 
можетъ изгнать изъ геометрш обычную несовершенную конгруэнтность, 
если онъ самъ, какъ въ указанномъ выше случае, зависитъ отъ обыкно
венной конгруэнтности. Д в и ж е т е было бы тогда въ геометрш однимъ 
и з ъ неизбежныхъ золъ . Необходимо ли, такимъ образомъ, втиснуть въ 
г е о м е т р ш , въ виде понятоя о конгруэнтности, начало, имеющее эмпири
ческое происхождеше, совершенно чуждое остальнымъ ея основнымъ по-
нятоямъ и посылкамъ, или мы можемъ безъ этого обойтись,—должны ли 
мы идеальную конгруэнтность просто предполагать, какъ нечто данное, 
о т ъ обычной конгруэнтности независящее, или мы можемъ это понятое 
сами построить ,—это въ системе Гильберта остается недостаточно выяснен-
нымъ. Какое значеше и м е е т ъ уверенность , что идеальная конгруэнтность 
никогда не можетъ привести к ъ п р о т и в о р е ч ш , если мы не въ состоянЫ 
ея осуществить, не прибегая къ обыкновенной конгруэнтности? Идеальная 
конгруэнтность, б е з ъ пособ1я эмпирическихъ и физическихъ средствъ 
(циркуль, линейка), существуетъ только тогда, когда она установлена т е м ъ 
самымъ, ч е м ъ установлены все точки, линш и поверхности. Такимъ обра
з о м ъ должно быть возможно: 

А) воспроизводить равные отрезки и углы посредствомъ „имманент-
наго геометрическаго построешя" , т. е. такого построешя, которое не 
прибегаетъ к ъ матер1альнымъ инструментамъ ни непосредственно, ни даже 
въ представленш; построеже это должно, такимъ образомъ, заключаться въ 
томъ, чтобы мы, предполагая существоваше въ пространстве точекъ, по
верхностей и л и н Ы * ) , вызывали въ нашемъ сознанЫ т е изъ нихъ, при 
посредстве которыхъ устанавливается соответств1е отрезковъ , именуемыхъ 
конгруэнтными. Для того же, чтобы д в и ж е т е все таки, въ конце концовъ, 
не появлялось въ геометры, необходимо, чтобы 

В) на этомъ именно „имманентномъ построены* можно было основать 
также „имманентное определеше конгруэнтности", т. е. нужно, чтобы мы, 
исходя изъ этого построешя, никоимъ образомъ не прибегая к ъ конгру
энтности, могли предварительно чисто логически доказать, что услов1я 
1 ) — 6 ) соблюдены; тогда можно было бы конгруэнтность просто о п р е 
д е л и т ь этимъ п о с т р о е т е м ъ . Такимъ образомъ, вопросъ о томъ, есть ли 
въ строго логической геометрЫ место конгруэнтности, зависитъ отъ дру-

*) См. примечаше на странице 14. 
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гого вопроса: существуетъ ли „имманентное построеше" конгруэнтныхъ 
отръзковъ и угловъ, относительно котораго, не прибегая къ обычнымъ 
предложешямъ о конгруэнтности, можно доказать, что оно допускаетъ 
требуемое предложешями 1 )—6) однозначное сопряжете?'" ' ) 

§ 5. Построеше Штейнера. 

1. Существуетъ построеше, которое удовлетворчетъ, по крайней 
мере, требовашю А) предыдущаго параграфа. Як. Штейнеръ въ знаме-
нитомъ небольшомъ своемъ сочиненш *) , которое должно быть отнесено 
къ перламъ элементарной математики, чрезвычайно простыми средствами 
обнаружилъ, что всякое построеше, которое можетъ быть произведенно 
циркулемъ и линейкой, можетъ быть выполнено одной только линейкой, 
если намъ дана одна окружность и ея центръ. Такъ какъ линейка служить 
зд^сь исключительно для проведешя прямыхъ лиши, то намъ достаточно 
представить себе или, лучше, мыслить эту окружность и все прямыя, какъ 
уже существуюшд'я, и мы получимъ требуемое имманентное построеше. 
Конечно, понятоя п р я м а я и о к р у ж н о с т ь должны быть безукоризненно 
определены; здесь мы должны предварительно допустить, что это сде 
лано. Штейнеръ въ своихъ построешяхъ пользуется свойствами трапецш, 
которыя легко доказать : 

Предложен1е 1. Прямая, соединяющая точку пересечешя непарал-
лельныхъ сторонъ трапецш съ точкой пересечешя ея д1агоналей, д е л и т ь 
параллельныя стороны трапецш пополамъ. 

П р е д л о ж е н 1 е 2. Если прямая, соединяющая точку пересечешя 
двухъ противоположныхъ сторонъ четыреугольника съ точкой пересече
шя диагоналей, делить одну изъ двухъ другихъ сторонъ пополамъ, то 
она д е л и т ь и четвертую сторону пополамъ, и последний две стороны 
параллельны 6 ) . 

Если, следовательно, даны две параллельныя прямыя и и v и на 
одной изъ нихъ, скажемъ, на прямой v, данъ отрезокъ АВ, то мы можемъ 
помощью одной линейки разделить этотъ отрезокъ пополамъ (фиг. 3 ) . 

5 ) Нужно сознаться, что эти идеи изложены здесь крайне неясно. Какъ ихъ 
понимаетъ авторъ, выясняется отчасти въ следующемъ параграфе, — а главнымъ 
образомъ, въ следующей главе, где действительно устанавливаются въ различныхъ 
случаяхъ критерш конгруэнтности. 

*) J a c o b S t e i n e r . .Geometrische konstruktionen*. Ostwalds klassiker der 
exakten Wissenschaften. № 60. 

6 ) Если мы себе представимъ, что на фиг. 3 въ четырехугольнике АВЬа сто
роны АВ и ab пересекаются въ некоторой точке N, то точки N и М дълятъ гар
монически отрезокъ АВ по свойствамъ полнаго четырехугольника. Если поэтому 
точка N уходитъ въ безконечность, то М представляетъ собой середину отрезка 
АВ—и обратно. Таковы соображетя Штейнера; но предложение можно доказать, 
и не прибегая къ гармоническому делению.. 
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Для этого выберемъ на прямой и произвольно двъ точки а и b и точку 
пересъчешя 5 прямыхъ Аа и ВЪ соединимъ съ точкой пересъчешя Т 

, , , прямыхъ АЬ и Ва. Эта 
прямая ST д е л и т ь попо
ламъ не только о т р е з о к ъ 
АВ, но и о т р е з о к ъ ab. 
( П о с т р о е н 1 е 1). 

Наоборотъ , если дана 
_ и середина М о т р е з к а АВ 

и точка а в н е прямой АВ, 
то мы можемъ провести 
черезъ точку а прямую, 
параллельную АВ. Для 

v этого на прямой Аа выби-
раемъ произвольно точку 
S, отличную отъ А к а, 

а проводимъ прямыя SA, SM, SB и аВ. Прямыя аВ и SM опредътгяютъ 
• очку пересЪчешя Т, а прямая А Т встр-Ьчаетъ прямую SB въ точк-fe Ь 
п к и м ъ образомъ, что прямая ab параллельна прямой АВ. ( П о с т р о е ш е 2) . 

Если теперь на нашей плоскости начерчена окружность К съ центромъ 
О (фиг. 4) , то точка О дълитъ пополамъ каждый д1аметръ РР'. С л е д о 
вательно, при помощи построешя 2. , мы можемъ черезъ любую точку Q 

окружности (какъ и черезъ любую 
другую точку) провести прямую, па
раллельную РР\ Если R есть вторая 
точка пересЬчешя этой параллели съ 
окружностью К, то д1аметры QO и 
RO опредъляютъ на нашей окруж
ности две д р у п я точки Q' и Р/ та
кимъ образомъ, что прямыя QR, РР' 
и Q'R' параллельны и отстоять другъ 
о т ъ друга на одно и то же разстояше. 
Эти три прямыя встр-Бчаютъ всякую 
прямую G, имъ не параллельную, въ 

трехъ точкахъ, и з ъ которыхъ две точки также отстоять на равныхъ раз -
стояюяхъ отъ средней точки. Следовательно, при помощи построешя 2 . 
можно черезъ любую точку провести прямую, параллельную прямой G. При 
помощи же построешя 1. мы теперь можемъ на прямой G разделить любой 
о т р е з о к ъ пополамъ. Такъ какъ д1аметръ РР' всегда можно выбрать такъ, 
чтобы о н ъ не былъ параллеленъ заданной прямой G, то мы получимъ теорему: 

П р е д л о ж е ш е 3 . Если начерчена окружность и данъ ея центръ, то 
съ помощью линейки, б е з ъ циркуля, возможно : 

Фиг. 4. 
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1) къ данной прямой черезъ данную точку провести параллельную 
прямую; 

2) разделить данный отрезокъ пополамъ. 

2. После этихъ предварительныхъ разсужденШ мы можемъ прежде 
всего указать пр1емъ Штейнера для „передвижешя" отрезка вдоль по 
своей прямой. Чтобы на прямой и отложить отъ точки А' отрезокъ , 
равный АВ, въ томъ же направленш (фиг. 5) проведемъ, согласно пред
л о ж е н ^ 3 , две прямыя gl g 
v и w, параллельныя w ^ 
прямой и. Далее , про
извольную точку S на 

прямой w соединимъ \ х

х / / 
/ 

прямыми съ точками \ ч / - - \ А ч / 
А и В. Пусть а и Ъ бу- v ^ 

д у т ь точки пересечешя / 
прямой v съ прямыми / 

/ 

\ 
\ 

ч 
SA и SB; тогда прямая / 
Af а определяетъ на пря- и - | B^~A^~ ~В* 
мой w точку S' такимъ ф и г 5 
образомъ, что прямая 
S'b встречаетъ прямую и въ требуемой точке В', т. е. А'В' = АВ. 
Легко уяснить себе , какъ произвести то же построеше, если о т р е з о к ъ 
А'В' долженъ иметь направлеше, противоположное АВ. Заданную точку, 
отъ которой нужно произвести отложеше, лучше всего въ этомъ случае 
обозначить черезъ В' и затемъ указаннымъ выше построешемъ опреде
лить точку А'. Доказательство основывается на подобш треугольниковъ 
aSb и ASB, съ одной стороны, и треугольниковъ aS'b и A'S'B', съ другой 
стороны. Такъ какъ три параллели отсекаютъ на любыхъ двухъ прямыхъ 
пропорцюнальныя части, то 

АВ : ab = SA : Sa = S'A' : S'a = А'В' : ab, 

следовательно, AB = А'В'. 

Къ этому построешю мы присоединимъ еще одно, которое даеть 
возможность произвести повороть отрезка , расположеннаго на д1аметре 
данной окружности и, вокругъ ея центра О. Положимъ, что д!аметръ D , 
на которомъ лежитъ отрезокъ PQ, нужно повернуть такимъ образомъ, 
чтобы онъ заняль положеше а" (фиг. 6 ) . Прямая D' пересекаетъ окруж
ность у. въ двухъ точкахъ; мы можемъ еще произвольно выбрать изъ 
нихъ точку А', въ которую должна упасть точка окружности А, лежащая 
между О я Р. Если мы теперь черезъ точки Р и Q проведемъ прямыя, 
параллельныя АА' (предложеже 3, , ) , то оне встретять прямую DR въ 
двухъ точкахъ Р' и Q', при чемъ, какъ легко показать, PrQ' равно PQ. 
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Положимъ, наконецъ, что намъ нужно произвольный о т р е з о к ъ АВ 
на прямой и перенести на любую другую прямую и', при чемъ конечная 
точка новаго о т р е з к а и его направлеше намъ заданы. Въ такомъ случай, 

Фиг. 6. Фиг. 7. 

очевидно, нужно только изъ центра О провести д в е прямыя v и v (фиг. 7 ) , 
параллельныя даннымъ, перенести о т р е з о к ъ PQ = АВ на прямую v посред-
ствомъ построешя параллелограмма PQAB, далее повернуть о т р е з о к ъ PQ 

въ положеше P'Q' на прямой v и, наконецъ, 
перенести о т р е з о к ъ PQ' на прямую и пу
темъ построешя параллелограмма P'Q'А'В'; 
тогда А'В' = АВ. Смотря потому, отмечена 
ли д а н н а я конечная точка Е отрезка А'В' 
буквою А' или В', искомая точка (соот-

^ Q I вътственно В' или А') расположена на пря
мой и' справа или слева отъ точки Е. 

3. Основная задача измърешя угловъ, за
ключающаяся въ томъ, чтобы отложить дан
ный уголъ (а, Ь) отъ данной прямой а' въ 
данной на ней точки S', допускаеть сле
д у ю щ е е простое р е ш е ш е * ) . 

Черезъ произвольную точку С окруж
ности х (фиг. 8) мы проводимъ къ а и b 
параллельныя; они встрътятъ х въ двухъ 

точкахъ А и В. Черезъ А мы проводимъ параллельную лиши а', кото
рая встретить х въ никоторой точки С. Если теперь черезъ S' мы про-

*) Это р е ш е т е избавляетъ отъ необходимости проводить две параллельныя, 
что необходимо выполнить въ построеши Ш т е й н е р а . 

Фиг. 8. 



23 

ведемъ лишю b', параллельную С В, то •< (а , b') = А С В = АСВ = 
<r, (а , Ь), что к требовалось. 

Въ ц-Ьляхъ большей доступности мы изложили процессъ откладыва-
шя отр-Ьзковъ и угловъ на языке элементарной геометрЫ, въ которой 
каждая разсматриваемая прямая сперва „проводится". Если мы примемъ 
окружность и всъ прямыя просто, какъ данныя, что въ строго логической 
геометрш сделать необходимо, то намъ остается только последовательно 
представлять себе вспомогательныя линш и точки. Въ этомъ и будеть 
состоять требуемое формальное (имманентное) построеше. 

§ 6 Натуральная геометр1я. 
1. Идеализащя при посредстве предельнаго перехода, которая обык

новенно производится надъ сырымъ матер1аломъ геометрш — матер1альными 
точками, прямыми и плоскостями, чтобы освободить его отъ неопределен
ности и всякой произвольности, вызвала такой рядъ сомненЫ, что возни-
каеть какъ бы даже вопросъ объ истинности всей геометрш. С ъ другой 
стороны, какъ мы увидимъ ниже, аналитическая геометр!я, если развивать 
ее, какъ чистый анализъ трехмернаго линейнаго численнаго многообраз1я ") 
безъ всякаго отношешя къ пространственнымъ представлешямъ, обнаружи-
ваетъ, что элементарная геометр1я никогда не можетъ привести къ логи
ческому п р о т и в о р е ч ш . И все же наши критичесюя указашя, что такъ 
называемыя „геометричесюя" точки, плоскости и прямыя не имеютъ про-
странственнаго существовашя, что обыкновенное определеше конгруэнт
ности относится только къ матер1альнымъ, совершенно неизменнымъ об-
разамъ и т. д., остаются въ полной силе. Содержащееся въ этомъ кажу
щееся противореч1е разрешается следующимъ образомъ. 

Евклидъ, конечно, предпосылаетъ своей системе сомнительныя опре-
делешя, и мнопе учебники, даже такой прекрасный, какъ Б а л ь ц е р а 8 ) , 
повторяють то же еще и по настоящее время. Но при дальнейшемъ развитш 
системы изъ этихъ определены не делается никакихъ выводовъ, потому что 
къ этому не представляется повода. Что, собственно, худого даже въ томъ, 
что окружность или другая лишя имеютъ въ толщину несколько десятыхъ 
миллиметра? Лишь въ теорш функшй сказывается н а д о б н о с т ь въ точ
кахъ, не имеющихъ протяжешя, и лишяхъ, не имеющихъ толщины, именно, 
когда мы относпмъ въ комплексной числовой плоскости каждому числу 
точку и обратно. Несоглаая , вызываемыя недопустимой идеализащей основ
ныхъ понятЫ, издавна возникали лишь въ ученш о параллельныхъ лишяхъ и 

') Это понятое выяснится ниже. 
8 ) R. Baltzer. „EIemente der Mathematik", въ двухъ томахъ. Въ шестидеся-

тыхъ годахъ это было наиболее распространенное въ Германш сочинеше по эле
ментарной математике. Во второмъ нзданш этого сочинены, появившемся въ 1867 г., 
была впервые изложена для широкой публики сущность идей Н. И. Лобачевскаго. 
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вообще повсюду, гдъ играетъ роль понятое о безконечности. Если поэтому 
элементарная геометр1я можетъ остаться въ силе , какъ геометр1я созер-
цаемаго, то она должна быть построена, б е з ъ в с я к о й и д е а л и з а ц ш . 

2. В о з н и к а е т , вопросъ, нельзя ли построить г е о м е т р ш — ее можно 
было бы назвать н а т у р а л ь н о й геометр1ей, — которая категорически от
казалась бы о т ъ всякаго предельнаго перехода и придерживалась бы 
только того, что наши чувства действительно воспринимаютъ, или, по край
ней Mtp-fe, того, что мы представляемъ с е б е доступнымъ нашимъ чувствамъ, 
т. е. матер1альныхъ точекъ, линШ и поверхностей въ конечной части про
странства, которая доступна нашему о б о з р е ш ю , въ пределахъ которой мы 
можемъ даже подвергнуть проверки в с е наши суждешя и выводы. На
учная система натуральной геометрш должна была бы прежде всего въ 
вводной главе собрать сырой матер1алъ геометрш въ фактахъ и пред-
ставлешяхъ методами естествознашя. Такого рода глава, какъ мы себе ее 
представляемъ, составила бы прекрасный матер1алъ для пропедевтическаго 
обучешя геометрш, чтобы пробудить и укрепить пространственныя пред
ставлешя, чтобы развить способность к ъ геометрическому созерцашю — этому 
первоисточнику геометрическаго творчества. Чего бы только нельзя было 
сказать о (матер1альной) прямой. Натянутая нить, не слишкомъ большой 
длины, какъ мы уже указывали выше, могла бы пробудить представлеше 
о прямой. Мы можемъ вытянуть проволоку такимъ образомъ, чтобы она 
плотно прилегала къ натянутой нити, это была бы б о л е е устойчивая мо
дель. Визируя вдоль этой проволоки, мы какъ бы сводимъ ее къ т о ч к е : 
„внутренняя ея часть заслоняется наружной" (Платонъ) . Мы подопремъ 
проволоку въ двухъ точкахъ, она остается неподвижной, между тЬмъ 
при одной подпертой т о ч к е (за исключешемъ середины) она не могла 
бы оставаться въ п о к о е . Мы далее сдвигаемъ прутъ, сохраняя т е же д в е 
точки опоры и въ то же время визируемъ: прямая опять-таки сводится 
къ т о ч к е и какъ будто остается въ п о к о е . Такимъ образомъ устанавли
вается, что прямая ( о т р е з о к ъ ) можетъ быть продолжена, а также и тотъ 
фактъ , что посредствомъ двухъ точекъ она можетъ быть, какъ механи
чески построена, такъ и формально определена . З а т й м ъ можно было бы вы
яснить п р о в е ш и в а ш ' е 9 ) прямыхъ линШ въ п о л е путемъ последовательнаго 
визировашя, упомянуть о п р и ц е л е и о многомъ другомъ, на чемъ эмпири
чески осуществляется понятое о прямой. Наконецъ , линейка была бы наи
б о л е е совершенной реализащей прямой линш, но взглядъ въ увеличитель
ное стекло предостерегалъ бы насъ о т ъ иллюз1й, что это осуществлеше 
прямой действительно достигаеть совершенства*) . 

а ) Подъ „ провеши вашемъ" прямой линш въ геодезш разумеютъ последо
вательное нанесете въ поле точекъ, расположенныхъ на одной прямой. 

См. Э. В и х е р т ъ .Введете въ геодез1ю", .Mathesis", стр. 13. 
*) Ср. также P. du B o i s - R e y m o n d , .Die allgemeine Funktionentheorie". 

Tubingen 1882. 
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3. Наблюдешя становятся обильнее, когда мы восходимъ къ понятою 
о натуральной (матер1альной) плоскости. Зеркальная поверхность спокой
ной жидкости можетъ послужить прототипомъ; мы тотчасъ замъчаемъ, 
что мы можемъ прикладывать къ ней ocTpie линейки во всъхъ направле-
шяхъ. Это свойство мы сейчасъ же замъчаемъ и на ряде другихъ поверх
ностей, которыя мы непосредственно прнложимъ для нспыташя къ по
верхности жидкости. Такимъ образомъ мы получимъ въ виде, напримеръ, 
тонкой пластинки прочную модель плоскости. Она механически устана
вливается на трехъ своихъ точкахъ, не расположенныхъ на одной прямой 
(за исключешемъ прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ тяжести, которыя 
достаточно подпереть въ двухъ точкахъ); по тремъ точкамъ опоры пла
стинку можно свободно передвигать, при чемь при визированы она не 
двигается: плоскость определяется тремя точками. Далее было бы инте
ресно показать, какъ различнаго рода ремесленники изготовляютъ (огра
ниченную) плоскость, какъ они ее затЬмъ продолжаютъ во всЪхъ напра-
влешяхъ. Tt> особенныя прямыя, которыя достаточно закрепить, чтобы 
механически привести плоскость въ paBHOBtcie, перемещаются при ея про
должены, какъ и центръ тяжести; они представляютъ собой, такимъ об
разомъ, переменныя свойства натуральной плоскости, тогда какъ способ
ность ея определяться тремя точками, не лежащими на одной прямой, пред-
ставляетъ собой существенное свойство плоскости. Неть, конечно, необ
ходимости выдвигать это различ1е: плоскость во всякомъ случае имеетъ 
центръ тяжести, какъ бы мы ее ни продолжали. Здесь только ясно вы
ражается произвольность, которая проявляется въ построены понятоя о 
плоскости. Если бы при продолжены плоскости мы придавали больше зна-
чешя тому, что она осуществляется спокойной поверхностью воды, то она 
превратилась бы въ то, что мы теперь называемъ сферой *) , конечно, 
необозримо большой. З д е с ь н е т ь места возражешю, что на такой пло
скости не можетъ уместиться прямая. Ведь эту прямую мы должны были 
бы получить лишь путемъ продолжешя сравнительно небольшого прямо-
линейнаго отрезка на плоскости, напримеръ, при помощи визировашя. 
Если бы при этомъ после большого труда было обнаружено некоторое 
уклонеше, то достаточно было бы этоть опытъ повторить, чтобы навер
ное получить другое уклонеше; къ тому же сколько-нибудь гладкихъ 
плоскостей значительнаго протяжеж'я вовсе не существуетъ, такъ что 
экспериментальному р е ш е ш ю вопроса вовсе неть места. Мимоходо.мъ наме-
тимъ здесь вопросъ: что стало бы съ геометр1ей, если бы ея .плоскости" 
въ „действительности" были бы большими „сферами"? О т в е т ь на этотъ 
вопросъ могъ бы поразить того, кто стоить далеко отъ математическихъ 
соображенШ этого рода; мы м о г л и бы , какъ мы увидимъ ниже, въ 

*) Строго говоря, г еоидомъ . 
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этомъ предположены получить всь предложешя нашей геометрЫ; такая 
постановка вопроса для физики имйла бы даже нъкоторыя преимущества. 

4 . Однако, довольно! И з ъ этого очерка достаточно ясно, какъ, на 
нашъ взглядъ, можно было бы провести первое наглядное обучеше эмпи
рической геометрш; это могло бы быть очень полезно! Мы позволимъ себ% 
только еще указать, какой богатый матер1алъ представило бы н а б л ю д е т е 
симметрш въ предметахъ природы. Прежде всего мы грубо воспроизведемъ 
симметрш относительно оси въ плоскости такимъ образомъ, что мы на 
ЛИСТЕ бумаги чернымъ мъломъ нарисуемъ какую-либо фигуру, напримъръ, 
каштановый листъ, а затЬмъ, перегнувъ бумагу по оси симметрш и плотно 
сложивъ оба полулиста, оттиснемъ фигуру по другую сторону оси. Э т о 
даетъ уже намъ переходъ отъ обыкновенной, чисто созерцательной гео
метрш к ъ чертежной. Легко усмотреть и доказать на основанш опредъ-
лешя, что окружность, центръ которой лежитъ на оси симметрш, при 
к о п и р о в а л и переходить сама въ себя. Пользуясь двумя окружностями 
такого рода, можно непосредственно дать построеше точки, сопряженной 
съ д а н н о й 1 0 ) . Это приводить къ р й ш е н ш цвлаго ряда конструктив-
ныхъ задачъ. 

Когда эмпирически матер1алъ геометрш такимъ образомъ въ доста
точной м%ръ собранъ, когда простыя заключеЫя уже привели къ с о з н а н ш 
возможности логической разработки, когда намъ удалось уже пробудить 
вкусъ къ тонкимъ логическимъ выводамъ, которые раскрывають намъ 
глубоко сокрытый свойства фигуръ, то следующая глава „натуральной" 
геометрш должна точно разграничить тЬ свойства геометрическихъ фигуръ, 
которыя могутъ быть доказаны, отъ тЪхъ, которыя нужно заимствовать 
непосредственно и з ъ опыта. Тогда обнаружится, что одно и то же пред-
ложеше иногда можетъ оказаться доказуемымъ, а иногда недоказуемымъ, 
смотря по тому, каюя положешя мы приняли безъ доказательства. Въ 
концъ концовъ, является, такимъ образомъ, въ значительной м ъ р ъ дъломъ 
произвола и вкуса, что принять за основныя положешя: нужно только, 
чтобы основныя посылки легко познавались эмпирически, б е з ъ сложныхъ 
экспериментовъ. 

5. Н о теперь возникаетъ коренной вопросъ. Можно ли изъ этого 
сырого матер1ала, изъ этихъ грубо эмпирическихъ точекъ, линЫ и по
верхностей построить науку? На этотъ вопросъ можетъ дать отвътъ лишь 
успъхъ такого начинашя, и въ этомъ смысли вопросъ нужно считать уже 
ръшеннымъ. Сочинеше Паша „Лекцш по новой геометрш" и ) даетъ такого 

1 0 ) Если мы черезъ данную точку проведемъ двъ окружности, центры кото
рыхъ расположены на оси, то вторая точка пересъчешя этихъ окружностей есть 
точка, симметричная данной относительно оси. 

«) М. P a s c h . .Vorlesungen flber Neuere Geometrie". Leipzig, 1882. Мы p t -
шительно не можемъ согласиться съ тъмъ, что книга Паша воспроизводить ту 
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рода разработку геометрической, въ узкомъ смысли этого слова, части 
геометрш, той части, которую мы выше называли „натуральной геометр1ей". 
Чтобы охарактеризировать эту прекрасную книгу, которую каждому следо
вало бы прочитать, такъ какъ она имеетъ цълью более интенсивное 
углублеше внутрь науки, чЪмъ экстенсивное ея расширеше, мы приведемъ 
следующую выдержку изъ предислов!я. 

„ С ъ геометр1ей можно, конечно, связывать самыя разнообразныя 
соображешя спекулятивнаго характера; но плодотворныя примънешя, ко 
торыя геометр1я постоянно находить въ естествознанш и въ практической 
жизни, во всякомъ случай, основаны на томъ, что геометричесюя понятоя 
первоначально строго соответствовали эмпирическимъ объектамъ, хотя 
постепенно онъ и были обвиты сетью искусственныхъ понятой для со-
д-Ьйств1я теоретическому ея развитою; и посколько мы напередъ ограни-
чиваемъ себя этимъ эмпирическимъ ядромъ, геометр1я сохраняетъ харак-
теръ естественной науки, которая отличается отъ другихъ ветвей естество-
знашя только тЬмъ, что она заимствует» изъ опыта лишь небольшое число 
понятой и законовъ" . 

Сообразно этой точки зрътйя, „точками" у Паша являются не мисти-
чесюе туманные объекты нашего мышлешя, а матер1альныя твла, „делеше 
которыхъ падаетъ за пределы нашего наблюдешя"; такимъ образомъ, это 
не вещи, „не имйюпия частей" (Евклидъ), а таюя, частями которыхъ 
приходится пренебречь. Если по Пашу мы также должны представлять 
себе точки, лиши, поверхности очень тонкими, то это, собственно, совер
шенно несущественно; у Паша (ограниченная) прямая имъетъ, строго го
воря, конечное число такихь точекъ; две точки даже не должны быть 
слишкомъ близки одна отъ другой, если они должны определять прямую 
(1. с. стр. 17); ничего худого не произошло бы и отъ того, что мы ни
сколько увеличили бы точки, линш и поверхности; но только область того, 
что мы на объектахъ непосредственно наблюдаемъ и изучаемъ, нисколько 
бы сократилась. Если кто-либо опасается, что эта натуральная точка 
зрешя , возвращающая насъ на тотъ путь, по которому геометр1я исто
рически достигла современнаго своего развита , вводить въ геометрш 
реализмъ и грубыя чувственныя представлешя, то мы совътуемъ прочитать 
основные параграфы - книги Паша. Нужно иметь чрезвычайно тонкое чутье, 
чтобы оценить все эти незначительные, даже ничтожные объекты, и з ъ 
которыхъ геометр1Я делаеть свои велише выводы. Каждый, повидимому, 

.натуральную" геометрш, о которой говорить авторъ. Мы очень ценимъ это со
чинение, но главную заслугу автора усматриваемъ именно въ томъ, что онъ первый 
далъ аксюмы, которыя даютъ возможность формально обосновать расположете 
точекъ на прямой. (См. сочинеше В. Каганъ . .Основами геометр№\ т. II, гл. 35) 

Вообще, эти разсуждешя относительно .натуральной геометрш" предста
вляются намъ очень шаткими; ихъ значеше въ дальнейшемъ крайне ограничено. 
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знаетъ, что значить „между" , но кто сумътгъ такъ точно указать свойства, 
которыми это понятое о п р е д е л я е т с я ? 1 ' 2 ) 

6 . Мы не им-Ьемъ въ виду излагать здъть идей Паша; мы хотвли 
бы только подчеркнуть одно обстоятельство: было бы совершенно не
возможно установить какёя-либо общёя предложешя, если бы мы оставили 
эмпиричесмя прямыя и плоскости во всемъ ихъ несовершенстве, если бы 
мы даже не устранили ихъ ограниченности въ пространстве. Н о это осу
ществляется не путемъ недопустимыхъ операщй надъ о б ъ е к т а м и чув-
ственнаго воспр1ятоя, вошедшими въ г е о м е т р ш , — э т о осуществляется 
на п о н я т я х ъ . 

Совокупность прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку А, 
называютъ с в я з к о й лучей; лучи, образующее связку, обладають той особен
ностью, что любые два изъ нихъ (которые расположены не слишкомъ близко 
д р у г ь к ъ другу) определяють плоскость. Вей эти образы нужно, конечно, 
представлять с е б е пространственно ограниченными. Если мы въ такой пло
скости возьмемъ два луча связки и и v, на прямой и выберемъ две точки 
В и В', на прямой v две точки Ъ и W, такъ что прямыя В$8 и B'W пере
секутся в ъ т о ч к е S, прямыя В$$' и В'ЗЗ въ точке Т, то прямая ST встре
т и т ь прямую и в ъ т о ч к е А' * ) , положеше которой, какъ мы увидимъ 
ниже, зависитъ только отъ первоначально выбранныхъ точекъ А, В и В' 
и не зависитъ отъ v, Ъ, W, S, Т. Если мы теперь проведемъ черезъ пря
мую и п р о и з в о л ь н у ю плоскость, выберемъ въ ней произвольную точку 
5 , соединимъ ее съ точками В, В' и А'—на прямой SA' возьмемъ вто
рую точку Т, которую также соединимъ съ Б и В ' , то прямая ВТ встре 
ч а е т , прямую SB' и прямая В'Т прямую SB соответственно въ точкахъ 
83 и 33' такимъ образомъ, что прямая х = 3333' проходить черезъ точку А. 
При вейхъ этихъ построешяхъ мы вовсе не пользовались точкой А. Если 
теперь м и г » суть две прямыя въ плоскостяхъ, о которыхъ мы не мо
жемъ у т в е р ж д а т ь , что оне пересекаются, то мы все же можемъ указан-
нымъ выше пр1емомъ построить произвольное число прямыхъ х, по одной 
черезъ каждую точку пространства. Относительно двухъ такихъ прямыхъ 
мы опять таки не можемъ сказать, пересекаются ли оне или н е т ь ; но 
можно показать, что каждые два такихъ луча определяють плоскость 

и ) М ы считаемъ нужнымъ еще разъ сказать, что чтете книги Паша насъ къ этимъ 
заключетямъ не привело.Сила Паша обнаруживается именно тамъ, где онъ становится 
на почву строго теоретическихъ разеуждетй, къ числу которыхъ и прннадлежитъ 
хврактеристика понят!я .между". Но этимъ сбивчивымъ эмпирическимъ разеужде-
шямъ мы придаемъ столь же мало цены здесь, какъ и у Паша; и въ настоящемъ 
сочинеши большую цену имеютъ лишь дальнъйгшя стропя разеуждешя, а не эти 
неясныя соображешя о конечномъ числе „натуральныхъ" точекъ на „натуральной" 
прямой и т. д. 

*) Четвертая гармоническая къ точкамъ Л и В, В'. 
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совершенно такъ же, какъ два луча связки. И вотъ, по Пашу, такая система 
лучей также называется „связкой" и именно „несобственной связкой", и ей 
приписывается „несобственная" точка, черезъ которую „проходятъ" всъ лучи 
связки. Это такимъ образомъ, не более, какъ форма выражешя. Такимъ 
же образомъ определяются „несобственныя" сечешя плоскостей, которыя 
„въ действительности" не пересекаются. Трудности понятоя о конгру
энтности также преодолеваются здесь не путемъ неосуществимыхъ пред-
ставленШ, а помощью надлежащихъ понятой. Очень интересенъ параграфъ 
(§ 9, 1. с,), въ которомъ расширяется понятое „между". Соображешя, ко
торыя необходимы, чтобы выяснить, что мы действительно можемъ гово
рить объ этихъ несобственныхъ прямыхъ и плоскостяхъ, какъ о действи
тельно существующихъ, въ высшей степени интересны. Въ результате же 
получается стройная система натуральной геометрш, свободная отъ проти-
воречШ. Она выясняетъ и оправдываетъ все геометричесюя системы, ко
торыя относятся къ образамъ, действительно доступнымъ нашему пред-
ставлешю, къ точкамъ, лишямъ и поверхностямъ, локализированнымъ въ 
пространстве , 3 ) . 

1 3 ) Понятое о „несобственныхъ" или „идеальныхъ" точкахъ, прямыхъ, пло
скостяхъ и т. д., введенное Клейномъ и развитое Пашемъ, принадлежитъ къ числу 
наиболее трудныхъ понятой въ абстрактной геометрш; мы удивляемся, что авторъ, 
упоминая о немъ здесь лишь вскользь, аппелируегь къ нему ниже неоднократно. 
Мы не считаемъ возможнымъ выяснить это понятое въ пределахъ подстрочнаго 
примечанЫ, а потому посвятили ему особое дополнеше въ конце книги: „О безко-
нечно удаленныхъ элементахъ". Было бы полезно ознакомиться съ этимъ до-
полнешемъ до чтешя дальнейшего. Разсчитывая на это, мы не входимъ уже въ 
пояснеше того, что изложено ниже въ § 7. 
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Натуральная геометр1я, какъ одна изъ без-
численныхъ формъ проявлешя строго отвле

ченной геометрш (метагеометрЫ). 

§ 7 Натуральная геометр1я и приближенная геометр1я. 
Rnnalysis situs. Метагеометр1я. 

Изложенныя выше соображешя о натуральной геометрш должны 
были достаточно выяснить сущность основныхъ ея понятой. Они пред-
ставляютъ своеобразную СМ-БСЬ эмпиризма и формализма. Понятоя „точка", 
„прямая" и т . д. , имъюшдя эмпирическое происхождеше, должны быть 
„расширены" за пред-влы узкой области, къ которой они собственно отно
сятся, если мы хотимъ получать обшля предложешя. Этотъ процессъ расши-
решя совершается чисто формально, путемъ введешя особаго способа вы-
ражен1я, позволяющаго, напримъръ, трактовать прямыя въ плоскости, не 
пересъкаюицяся въ доступной нашему созерцашю области, такъ же, какъ 
rfe, которыя пересекаются. Эта игра фиктивными фактами должна была бы 
привести къ дурнымъ результатамъ, если бы въ основе ихъ не лежала 
истина болъе глубокая, которая недостаточно объективно выражается 
этимъ искусственнымъ языкомъ. Такъ, въ разсмотрънномъ примири есть 
нъчто, что в с е г д а существуетъ, когда дв-Ь прямыя расположены в ъ одной 
плоскости; это есть связка лучей, ими определяемая, т. е. совокупность 
лучей, которые вмъст-fc съ данными двумя прямыми обладаютъ тъмъ свой-
ствомъ, что любые два изъ нихъ опредъляютъ плоскость. Связка суще
ствуетъ всегда, общей же точки всъхъ лучей можетъ и не быть ,— по край
ней мъръ , мы воздерживаемся о т ъ опредъленнаго суждешя въ этомъ отно-
шеши. Необходимость введешя искусственнаго понятоя „несобственной" 
точки пересъчешя сказывается тогда, когда мы желаемъ получить возмож
ность присвоить и с л у ч а й н о е свойство (существоваше точки пересвчешя) 
также и общему понятою. Пашъ совершенно справедливо утверждаеть , что 
понят1е „точка" можно было бы вовсе устранить, замънивъ его связкой, 
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конечно, не съ самаго начала. Но это слншкомъ удалило бы насъ отъ 
обычной точки зрешя на геометричесюя предложешя и создало бы боль
шая затруднешя въ словесномъ ихъ выраженш. 

2. Къ тому же этотъ шагъ необходимо повлекъ бы за собой слъ-
дующШ. Двй плоскости (въ предъпахъ доступной намъ части пространства) 
имътотъ прямую пересечешя лишь с л у ч а й н о , между тъмъ какъ содер
жащая ее связка существуетъ в с е г д а . Чтобы избежать понятоя о „несоб
ственной" прямой, было бы, такимъ образомъ, необходимо устранить изъ 
геометрш также понятое о „собственной" прямой и вместо этого ввести 
понятое о пучки плоскостей. Разсмотрънному въ пункт* 1. случаю двухъ 
прямыхъ, расположенныхъ въ одной плоскости, здесь соответствовали бы 
два пучка плоскостей, имеющихъ общую плоскость; они опредЬляютъ 
тогда связку плоскостей, т. е. такую систему пучковъ (плоскостей), и з ь 
которыхъ каждые два имеютъ общую плоскость. Основными образами 
геометрш при такой постановке служили бы плоскость, пучекъ плоскостей 
и связка плоскостей. Напротивъ, точки и прямыя были бы въ такомъ 
случае лишь вспомогательными образами, которые служили бы лишь для 
построешя основныхъ образовъ. Если принять, такимъ образомъ, что суще-
ствуютъ все пучки и связки плоскостей, то можно было бы вовсе обой
тись безъ точекъ и прямыхъ; но это уже не была бы натуральная гео-
метр1я. Уже самый тоть фактъ, что предложешя этой геометрш тракто
вали бы исключительно о пучкахъ и связкахъ плоскостей, представлялся 
бы въ достаточной мере ненатуральнымъ; но попробуйте выразить въ 
этой форме понятое объ о т р е з к е , объ угле , попробуйте формулировать 
предложешя о конгруэнтности! Мы предпочтемъ поэтому остаться при 
понятояхъ о „несобственныхъ" точкахъ и прямыхъ, хотя и оне не вполне 
•соответствуютъ действительному положешю вещей. З д е с ь нужно осте
регаться еще одной логической ошибки: если логически расширенное 
понятое о точке , охватывающее какъ собственныя, такъ и несобственныя 
точки, не можетъ вести къ п р о т и в о р е ч а , то это имеетъ наиболее 
глубоюя причины не въ томъ, что въ действительности мы въ каждомъ 
случае можемъ считать существующими*) только „собственныя" точки; 
для такого заключешя мы не имеемъ никакихъ основанШ. Когда мы гово-
римъ о „несобственныхъ" элементахъ, то это отнюдь не исключаеть воз
можности въ расширенной области, въ которой мы оперируемъ, во многихъ 
случаяхъ замещать эти „несобственные" элементы при продолженш разсмат-
риваемыхъ прямыхъ и плоскостей „собственными" элементами; эта поста
новка вопроса въ скромномъ самоограниченш старается лишь избегать 
всякаго заключешя, если мы не имеемъ возможности проверить на объ-
ектахъ, справедливо ли оно или н е т ь . 

*) См. примечаше на стр. 14. 
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3. Въ этомъ заключается известный произволъ или, если угодно, 
нерешительность, мало удовлетворяющая умъ, стремящейся къ ясности и 
к ъ определенности. То обстоятельство, что мы должны представлять с е б е 
прямыя и плоскости ограниченными, создаетъ неспокойное состояше на
шей фантазш: мы можемъ представлять себе границы прямой то шире, 
то уже, границы плоскости — расположенными то такъ, то иначе. Къ этимъ 
неопределенностямъ присоединяются еще друпя , б о л е е г л у б о т я . Такъ какъ 
прямыя, плоскости и точки имеютъ известную толщину, безъ чего мы и х ъ 
реально вовсе не можемъ себе представить, то можно вообразить с е б е 
целый рядъ геометрЫ G 1 ; G 2 , G 3 , . . . такимъ образомъ, что основные 
образы въ каждой последующей системе тоньше, чемъ въ предыдущей; 
скажемъ, напримеръ, въ Gx они имеютъ 1 mm. въ толщину, въ 0 2 только 
0,1 т т . , въ G 3 только 0 ,01 и т. д . ; врядъ ли нужно говорить, что и 
самый миллиметръ не имеетъ абсолютно точной величины, а определенъ 
лишь въ пределахъ некотораго интервала, правда, весьма незначительнаго * ) . 
То, что въ системе Gl представляетъ собой лишю, въ системе G 2 есть 
тйло, которое можно заполнить многочисленными лишями этой системы, 
обвести многочисленными касательными лишями. Если мы, обратно, о т ъ 
системы G 2 возвратимся к ъ системе G x , то мнопя тонкости, которыя еще 
доступны въ системе G 2 , з д е с ь совершенно отпадають : о т р е з о к ъ длиною 
въ 1 т . въ системе G1 будеть иметь тотъ же видь , взять ли онъ о т ъ 
прямой лиши или о т ъ окружности съ рад1усомъ въ 3 0 0 т . Внутри (пустой) 
прямой системы О х можно поместить много лиши системы G 2 и, подавно, 
системы G 3 , которыя даже могутъ и не быть непременно прямыми; это 
могутъ быть, напримеръ, узюя синусоиды или части кривыхъ третьяго 
порядка. И отсюда, повторимъ это попутно, вновь вытекаетъ, что нату
ральное понятое о прямой или о плоскости не можетъ быть абсолютно 
определеннымъ. Между тЪмъ математическая мысль, можно сказать, съ 
непреодолимой силой стремится к ъ абсолютнымъ понятоямъ, свободнымъ 
отъ всякаго произвола и неопределенности, стремится къ определенности, 
хотя бы даже за счеть эмпирической правильности. Ч е м ъ глубже мы 
занимаемся натуральной геометр1ей, т е м ъ тверже становится наша вера 
въ возможность геометрш, свободной о т ъ всего случайнаго, геометрш, ко 
торая о п р е д е л я е т ъ свои образы свойствами, оказавшимися плодотвор
ными въ применены къ основнымъ образамъ натуральной геометрш, — 
геометрш, которая изъ этихъ определены, быть можетъ, съ помощью 
постулатовъ, раскрываетъ свои истины строго дедуктивно, независимо о т ъ 
ихъ осуществлешя, доступнаго нашимъ чувствамъ. Конечно, безъ произвола 
при опредьленш основныхъ образовъ нельзя обойтись и здесь , ибо a priori 
нельзя решить , каюя свойства эмпирическихъ прямыхъ нужно считать су-

*) Ср. Дю-Буа Реймондъ, 1. с. 
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щественными и ввести въ определеше идеальныхъ прямыхъ. Въ самомъ 
дълъ, мы видь видели (стр. 25) , что, исходя изъ представлешя о пло
скости, какъ о поверхности неподвижной жидкости, мы могли бы собственно 
придти при продолжены этой ограниченной поверхности къ представлешю 
очень большой сферы; и съ этими „сферическими" плоскостями можно 
было бы столь же хорошо построить нашу обыкновенную геометрш, 
какъ и съ „действительными" плоскостями 1 ) ; „сферы" этой своеобразной 
геометрш были бы также сферами въ обыкновенномъ смысли; экспери
ментально никогда нельзя было бы решить , которая изъ двухъ геометрМ 
отв-Бчаетъ „действительности", хотя бы уже по той причине, что без-
конечныя прямыя и плоскости могутъ иметь только абстрактное, а не 
действительное существоваше 2 ) . 

4 . Наша о ц е н к а натуральной геометрш сложится, однако, совер
шенно иначе, если мы будемъ развивать ее не въ томъ направлены, ко
торое о т в л е к а е т с я отъ ея несовершенствъ, а напротивъ, сделаемъ пред-
метомъ своего изследовашя именно ея неточности, — если мы будемъ 
руководиться при этомъ принципомъ, — не искать въ ея п о с т р о е т я х ъ 
большей т о ч н о с т и , нежели та, которую можно ожидать при неточности 
ея точекъ, лиши и поверхностей. Это будеть тогда „приближенная гео-
метр1я", часть той „приближенной математики", которая въ настоящее 
время составляетъ предметъ горячихъ желашй, которая оказала бы вели
чайшую пользу во всехъ приложешяхъ математики. Н о и въ чистой мате
матике, напримеръ, въ теорш функшй, когда мы разсматриваемъ функш'ю 
въ пределахъ определенной полосы, она нашла бы себе место; мы имеемъ 
здесь въ виду указашя и изследовашя Клейна; ио въ предъдахъ эле-
ментарнаго учебника, которому еще нужно выработать понятое о функшй 
(см. ниже, въ тригонометрш), этого нельзя достаточно выяснить. Но къ 
элементарнымъ частямъ приближенной геометрш отнюдь нельзя относиться 
пренебрежительно, особенно въ виду практическая ея значегая. Мы ука
зывали выше, что въ натуральной геометрш при известной толщине то
чекъ, лиши и поверхностей некоторые образы, которые абстрактно раз
личны, эмпирически не могутъ быть отличены одинъ отъ другого, какъ 

*) Это утверждеже здесь представляется столь же голословнымъ, какъ и 
неяснымъ; но это будеть выяснено вт> следующей главе. 

2 ) Итакъ, мысль автора заключается въ томъ, что строго научной является 
не „натуральная" геометр1я, а геометрия абстрактная, которая развивается изъ це
лесообразно, но все-таки условно установленныхъ опредъленШ и постулатовъ; на
туральная же геометр1я представляетъ собой лишь применете этой абстрактной 
геометрш къ реальнымъ объектамъ, какъ теперь часто говорить .реальное осуще-
ствлеше абстрактной геометрш", - осуществлете, которое никогда не бываегь со-
вершеннымъ. 

Это — основная мысль, которую авторъ проводить черезъ все сочинеше и вы-
яснеше которой, строго говоря, и составляетъ 1гьль самаго сочинешя. 

Веберъ. Э н ц н к л с п . элемент, геометрш. 3 
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наприм4ръ, части прямой и окружности весьма большого рад1уса. Задача 
приближенной геометрш, согласно руководящимъ ея принципамъ, здъсь 
заключалась бы въ томъ, чтобы составить образы, абстрактно определен
ные или заданные какъ-либо иначе, скажемъ, кривыя, изъ б о л е е простыхъ 
образовъ настолько точно, насколько это возможно при принятой тол
щ и н е точекъ и т . д . Чтобы разсмотреть определенный случай, вообразимъ 
эллипсъ съ заданными осями 2а и 2Ь. Построеше эллипса не предста-
вляеть затруднешй, но все же довольно сложно; положимъ, что его нужно 
начертить штрихомъ въ 0 ,5 mm. толщиною. При такой толщине штриха 
некоторыя тонкости точнаго построешя необходимо теряются. Такимъ 
образомъ возникаетъ вопросъ : нельзя ли составить изъ более простыхъ 
кривыхъ, которыя было бы удобно чертить, напримеръ, изъ дугъ окруж
ностей, кривую, которая въ указанныхъ пределахъ погрешности заменяла 
бы эллипсъ? Это была бы типичная задача геометрш, о которой идетъ 
р е ч ь ; р е ш е ш е этой задачи будеть приведено въ о т д е л е „Начертательная 
геометр1я" (въ III т о м е ) ; для этой дисциплины весьма важно иметь воз 
можность съ помощью циркуля и линейки чертить более сложныя кривыя. 
Окружности, которыми мы при этомъ пользуемся, называются „окруж
ностями кривизны", потому что о н е по кривизне въ соответствующемъ 
месте настолько сливаются съ кривой, что въ пределахъ известнаго раз-
стояшя могутъ совершенно ее заменять . Точнее это, конечно, расплывча
тое понятое устанавливается только въ дифференщальной геометрш 8 ) . 

5. Намъ пришлось въ понятояхъ прямой и плоскости обыкновенной 
геометрш столь многое отвергнуть, что именно здесь , прежде чемъ мы 
постараемся подняться д о геометрш, более чистой, будеть уместно по
ставить вопросъ, возможна ли геометр1я, которая вовсе обходится б е з ъ 
этихъ понятой, б е з ъ понятоя о математическихъ лишяхъ и поверхностяхъ во
обще, которая высказываеть только то , что вообще можно сказать о кривыхъ 
лишяхъ и поверхностяхъ. Есть ли въ такой геометрш предложешя, имеюцця 

s ) Выясненная здесь вкратце идея „приближенной геометрш", какъ и при
ближенной математики вообще, принадлежитъ профессору Ф. Клейну (F. Klein, 
GOttingen) и проводится въ его сочинеши: „Anwendung der Differential und Inte-
gralrechnung auf die Geometrie. Eine Revision der Prinzipien". Leipzig, 1901 (второе 
издаше въ 1907 г.). Литографированный лекши. Нужно сказать, однако, что взгляды, 
высказываемые Клейномъ въ названномъ сочинеши, отнюдь не получили всеобщего 
признашя. Противники этихъ взглядовъ указывали,что математика можетъ быть только 
т о ч н а я ; что задача ТБХЪ дисшшлинъ и npieMOBb, которые Клейнъ называегъпри
ближенной математикой, можетъ заключаться лишь въ томъ, чтобы с ъ т о ч н о с т ь ю 
оценивать пределы ошибокъ, которыя мы получимъ, если будемъ заменять одни 
выражешя другими, более простыми. Клейнъ, однако, твердо проводить свою точку 
зрешя, что отражается и на его взглядахъ на задачи математики въ средней школе. 
См. F. Klein und Е. Riecke. „Neue Beitrage zur Frage des mathematischen und phy-
sikalischen Unterrichts an den heheren Schulen". Leipzig, 1904. 
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действительно интересъ? Возьмемъ шарообразную поверхность, пустую 
внутри, скажемъ, тыкву, изъ которой вырезана сердцевина. Если мы где-либо 
на этой поверхности воткнемъ ножъ и поведемъ его по какой угодно лижи, 
пока концы разреза не сойдутся, то поверхность распадется на два куска. 
„Совершенно тривдальный фактъ" , скажетъ нематематикъ. Н о именно не-
математикъ будеть склоненъ утверждать, что такъ будеть всегда, что 
р а з р е з ъ , концы котораго сойдутся („кольцевой" разрезъ ) , всегда разде
л и т ь поверхность на части. Если мы, однако, къ этой поверхности, ко
торую мы представляемъ себе тонкостенной, придълаемъ „ у ш к о " изъ 
согнутой тонкостенной трубки (см. фиг. 9), то разрезъ , который начи
нается на первоначальной поверхности, переходить на ушко, огибаетъ 
его и загвмъ вновь по первоначальной поверх
ности безъ поворота возвращается въ точку 
исхода, не делить поверхности на две части. 
Точно такъ же, если мы, не снимая ушка, 
разрежемъ его поперекъ, то мы не получимъ 
двухъ кусковъ. Можно даже оба эти разреза 
произвести совместно, они все-таки не разде
лять поверхности; но после этого, какъ легко 
себе уяснить, каждый кольцевой разрезъ уже 
разделить поверхность на куски. 

Если мы къ первоначальной поверхности 
приделаемъ р такихъ ушекъ, то можно бу- л ф и г . 9. 
д е т ь произвести 2р такихъ разрезовъ , которые 
не разделяютъ такой поверхности на куски, но сообщаютъ ей то свойство, 
что каждый следуюип'й кольцевой р а з р е з ъ уже разделить ее на куски. 
Можно показать, что на такого рода поверхности можно разнообразно 
провести таюя не раздъляющ1я ея сечешя, такую „систему поперечныхъ 
сечешй" и другими способами; можно это выполнить даже такъ, что они 
р а з р е ж у т ь несколько ушекъ . Но и въ этомъ случае имеются 2р сече-
нШ, которыя сообщаютъ поверхности свойства такъ называемой о д н о 
с в я з н о с т и , заключающейся въ томъ, что всямй кольцевой разрезъ уже 
разделяетъ поверхность на куски. Если мы вообразимъ с е б е две такихъ 
системы поперечныхъ разрезовъ , то разрезы одной системы въ некото-
рыхъ точкахъ будуть встречать разрезы другой системы. Можно ли что-
либо сказать относительно числа точекъ пересечешя? Конечно, можно, 
но выводъ этихъ предложений настолько труденъ, что для этого обыкно
венно прибегали къ интегрировашю въ комплексной области и къ высшимъ 
трансцендентнымъ функшямъ*) . Совершенно ясно такимъ образомъ, что 

*) Чисто геометрическое доказательство предложено авторомъ, Mathem. 
Annalen. Bd. 54. 
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мы имеемъ зд*сь своеобразную г е о м е т р ш , которая ведетъ не только к ъ 
интереснымъ, но и весьма труднымъ задачамъ. Это такъ называемый 
analysis s i tus*) , т в о р е т е Римана, развитое главнымъ образомъ Клейномъ 
и Дикомъ (Dyck) . Эта дисциплина представляетъ одно изъ наиболее д-вй-
ствительныхъ орудШ теорш функшй, и все же она оперируетъ только 
общимъ поняиемъ о линш и поверхности (въ приближенномъ смысле 
слова) и связности, а потому она гораздо проще обыкновенной геометрш. 
Въ полномъ учебно-научномъ плане геометрш analysis situs долженъ 
былъ бы занять место до элементарной геометрш. 

§ 8. Евклидова геометр1я въ параболической СБТИ сферъ. 

1. Прежде, ч е м ъ мы решимся противопоставить натуральной гео
метрш со всеми ея недостатками чисто идеальную систему, необходимо 
прежде всего вполне выяснить себе , к а т я свойства основныхъ геометри-
ческихъ образовъ являются носителями геометрическихъ истинъ. Мы ви
дели, что процессъ предельнаго перехода, который долженъ заместить 
натуральныя точки, линш и поверхности чемъ-то вполне определеннымъ, 
не только недопустимъ, но и ненуженъ. При всемъ томъ могло бы ка
заться, что точка необходимо представляетъ собой нечто такое , разме
рами котораго можно пренебрегать, лишя — есть образъ с ь преоблада-
ющимъ линейнымъ протяжешемъ и т. д . Следуюшля соображешя имеютъ 
въ виду преодолеть глубоко внедрившШся предразсудокъ, будто видъ, 
форма геометрическихъ образовъ что-либо вносить въ существо геоме
трическихъ предложены, обусловливаетъ ихъ правильность. Мы увидимъ, 
что можно безчисленнымъ множествомъ способовъ заменить объекты, 
соответствуюцце понятошъ „точка, прямая и плоскость", другими, отъ нихъ 
совершенно отличными объектами; и если мы будемъ эти последше на
зывать соответственно точками, прямыми и плоскостями, то мы осуще-
ствимъ обычную г е о м е т р ш 4 ) . 

ПростБйипй примерь такого рода заключается въ следующемъ: въ 
пространстве R Евклидовой геометрш **) мы выберемъ точку О и подъ 

*) Терминъ принадлежать Лейбницу, который въ письме къ Гюйгенсу (1679), 
точно по предчувствш, называетъ этимъ именемъ то, что мы теперь называемъ 
и с ч и с л е н 1 е м ъ о т р е з к о в ъ (кватернюны, учете о протяжении, Ausdehnungslehre); 
вместо analysis situs было бы правильнее называть эту дисциплину у ч е ш е м ъ о 
с в я з н о с т и (Zusammenhangslehre). См. Leibniz, Mathematische Schriften, herausgege-
ben von C. J. Gerhardt, I, 19. 

**) Такъ называють обычную геометрш, въ отличие отъ другихъ геометри
ческихъ системъ, съ которыми мы вскоре познакомимся. 

4 ) Авторъ выясняетъ эту идею на примере, къ которому онъ сейчасъ и пе
реходить. Этотъ примерь, указанный Пуанкарэ и развитый авторомъ настоящего 
сочинешя, онъ называетъ просгвйшимъ. Это, однако, далеко не такая простая идея, 
и мы считаемъ целесообразнымъ предпослать действительно простой примерь. 



/ ? ' будемъ разуметь пространство, которое будеть иметь всъ тЬ же точки, 
что и пространство R, кроме точки О. Совокупность всвхъ сферъ и окруж
ностей пространства /?, которыя проходять черезъ точку О, называютъ 

ВсякШ шаръ, д1аметръ котораго равенъ некоторой постоянной длин* г, 
мы условимся называть точкой г е о м е т р ш ф и г у р ъ . 

Всяий безконечный цилиндръ, Д1аметръ поперечнаго съчешя котораго 
также равенъ г, будемъ называть прямой лин1ей г е о м е т р ш ф и г у р ъ . 

П л о с к о с т ь ю геометр1и ф и г у р ъ мы условимся называть ограни
ченный двумя параллельными плоскостями слой, толщиною въ г. 

Если шаръ лежитъ цъликомъ внутри цилиндра, касаясь его по боль
шому кругу, мы будемъ говорить, что въ г е о м е т р ш ф и г у р ъ точка ле
ж и т ъ на прямой. 

Если шаръ лежитъ цъликомъ внутри слоя, касаясь его границъ въ 
двухъ д!аметрально противоположныхъ точкахъ, то мы будемъ говорить, что 
въ г е о м е т р ш ф и г у р ъ точка л е ж и т ъ въ плоскости или плоскость 
п р о х о д и т ъ ч е р е з ъ точку. 

Фиг. а. 

Точно такъ же, если цилиндръ лежитъ цъликомъ внутри слоя, касаясь 
его границъ по двумъ д'шметрально противоположнымъ образующимъ, то мы 
будемъ говорить, что въ г е о м е т р ш ф и г у р ъ прямая л е ж и т ъ въ пло
скости или п л о с к о с т ь п р о х о д и т ъ ч е р е з ъ прямую. 
Очевидно, что въ нашей г е о м е т р ш ф и г у р ъ всямя двъ точки определяють 

собой прямую: въдь вокругъ двухъ шаровъ д1аметра г можно всегда описать ци
линдръ, касающейся ихъ внешне; и д1аметромъ поперечнаго съчешя этого цилиндра 
будеть служить г. 

Точно такъ же убеждаемся, что всяюя три точки г е о м е т р ш ф и г у р ъ опре
дъляютъ собой одну и только одну п л о с к о с т ь : ибо къ тремъ шарамъ Д1аметра г 
можно всегда построить одну и только одну пару внЪшне-касательныхъ плоскостей, 
которыя и опредъляютъ собой слой толщиною въ г. V 

Далее, мы условимся считать д в ъ прямыя г е о м е т р ш ф и г у р ъ п е р е с е к а 
ющимися только тогда, когда онъ имеютъ общую точку ; двъ п л ос кост и—если онъ 
имеютъ общую п р я м у ю ; п л о с к о с т ь и п р я м у ю — если имъ принадлежитъ общая 
точка . 

Поэтому, когда два цилиндра, изображающихъ прямыя г е о м е т р ш фи
г у р ъ , пересекаются въ обычномъ значеши этого слова, то эти п р я м ы я въ геометрш 
фигуръ еще отнюдь не должны непременно п е р е с е к а т ь с я . Только въ томъ случае, 
когда оси нашкхь цилиндровъ пересекаются, мы можемъ вписать въ нихъ шаръ. 



§ 8 38 

„сферической с е т ь ю " и притомъ параболическаго типа, въ отлич1е отъ д р у -
гихъ видовъ сетей , съ которыми мы познакомимся ниже. Плоскости и 
прямыя пространства R, проходяшля черезъ точку О, также принадлежать 

изображающей собой точку геометрш фигуръ; а потому только въ этомъ случае 
мы будемъ считать прямыя геометрш фигуръ пересекающимися. 

Покажемъ, что въ нашей геометрш фигуръ имеетъ место аксюма о парал
лельныхъ, т. е. во всякой п л о с к о с т и изъ любой ея точки можно провести къ любой 
ея прямой, черезъ точку не проходящей, одну и — т о л ь к о одну параллельную. 

Возьмемъ въ обыкновенномъ пространств* (фиг. е) ограниченный двумя парал
лельными плоскостями слой толщиною въ г и впишемъ въ него цилиндръ, д1аметръ 
съчешя котораго тоже равенъ г. По опредълешямъ, эти образы дадутъ намъ то, 
что мы называемъ п л о с к о с т ь ю и лежащей на ней прямою геометрш фигуръ. За-
ТБМЪ впишемъ въ слой шаръ д1аметра г; при чемъ центръ шара выберемъ не 

лежащнмъ на центральной линш построеннаго цилиндра. Шаръ этотъ будеть, оче
видно, изображать въ геометрш фигуръ лежащую въ построенной п л о с к о с т и 
точку, черезъ которую построенная п р я м а я не проходитъ. Опишемъ теперь 
вокругъ нашего шара касающейся его по большому кругу цилиндръ такъ, чтобы 
образуюиш этого цилиндра были параллельны образующимъ цилиндра, построен
наго выше. Цилиндръ этотъ, очевидно, также будеть вписанъ въ слой, т. е. онъ 
представить собой п р я м у ю , лежащую въ п л о с к о с т и геометрш фигуръ и парал
лельную первой п р я м о й ; въдь общей точки у этихъ п р я м ы х ъ быть не можетъ: 
чтобы въ два цилиндра можно было вписать общш шаръ, касающШся ихъ поверх
ностей, необходимо, чтобы ихъ центральный прямыя пересекались. Итакъ, въ 
геометрш фигуръ изъ точки плоскости , лежащей вне любой прямой этой пло
скости, можно провести къ последней параллельную. Теперь покажемъ, что эта 
параллельная единственная. Действительно, если мы вокругъ нашего шара д1аметра г 
опишемъ любой касающейся его цилиндръ такъ, чтобы онъ лежалъ внутри нашего 
слоя толщины г, и если его образующая не параллельны образующимъ перваго 
цилиндра, то и центральныя прямыя этихъ цилиндровъ будутъ непараллельны другъ 

Фиг. Ь. 
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съти въ качеств* „предъльныхъ сферъ" и „предъльныхъ окружностей" (съ 
безконечно болылимъ рад1усомъ) — точка зръшя, которая вообще оказы
вается полезной въ сферической геометрш. Теперь примемъ. за „прямыя" 

другу; но такъ какъ оба цилиндра эти вписаны въ одинъ и тотъ же слой, то цен-
тральныя линш ихъ лежать въ одной плоскости; итакъ, он* перес*каются. Описавъ 
изъ точки ихъ перес*чешя шаръ диаметра г, получимъ шаръ, одновременно впи
санный въ оба цилиндра; т. е. эти цилиндры изображаюгъ въ геометрш фигуръ 
п е р е с * к а ю щ 1 я с я прямыя. Этимъ аксюма параллельныхъ доказана для всякой 
плоскости нашей геометрш фигуръ. 

Покажемъ теперь, что въ геометрш фигуръ точки расположены на пря
мыхъ, а прямыя въ п л о с к о с т я х ъ и, наконецъ, плоскости въ т р е х м * р н о м ъ 
п р о с т р а н с т в * точно такъ же, какъ обыкновенныя точки на обыкновенныхъ пря
мыхъ, обыкновенный прямыя на обыкновенныхъ плоскостяхъ и посл*дшя въ обык-

Фиг. с. 

новенномъ пространств* трехъ измъренш. Для этого мы установимъ следующее 
однозначное соотв*тств1е между образами геометрш фигуръ и обыкновеннаго 
пространства. 

Пусть всякой плоскости обыкновеннаго пространства соотв*тствуетъ та пло
скость геометрш фигуръ, которая получится, если провести къ первой по об* ея 

стороны дв^в параллельныя плоскости на разстоянш обыкновенной прямой —. Пусть, 

дал*е, всякой обыкновенной прямой соответствуетъ та п р я м а я геометрш фигуръ, 
которая получится, если мы вокругъ первой, какъ вокругъ центральной прямой, 
опишемъ цилиндръ д1аметра г. Наконецъ, всякой точ къ обыкновеннаго пространства 
пусть соотвътствуетъ та точка геометрш фигуръ, которая получится, если мы во
кругъ первой, какъ центра, опишемъ Д1аметромъ г шаръ. 

Нетрудно уб*диться въ томъ, что соотв*тств1е, установленное такимъ обра
зомъ, однозначно, т. е. каждому образу геометрш фигуръ соотв*тствуетъ одинъ и 
только одинъ образъ обыкновеннаго пространства, и наоборотъ. 
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и „плоскости" пространства R' окружности и сферы пространства R, 
принадлежащая нашей сети. Чтобы избежать путанницы, мы будемъ упо-

Но что еще важн*е — это соотвътств1е такого рода, что при немъ распре-
двлеше элементовъ какой-либо фигуры въ обыкновенномъ пространств* перено
сится безъ измънетя на соответствующую фигуру нашей геометрш фигуръ. Такъ, 
напримеръ, ряду точекъ некоторой прямой обыкновеннаго пространства соответ
ствуетъ рядъ т о ч е к ъ , лежащихъ на соответствующей прямой и п р и т о м ъ в ъ 
томъ же п о р я д к е . 

Читатель, безъ сомнъшя, уже видитъ, что наша геометр1я фигуръ, съ фор
мальной точки зрешя, нич*мъ не отличается отъ геометрш обыкновеннаго про
странства. Для полнаго совпадешя необходимо еще установить, что мы будемъ въ 

Фиг. d. 

геометрш фигуръ понимать подъ разстояшемъ и угломъ. Но после сказаннаго 
выше это не можетъ представить затруднешя. 

Подъ р а з с т о я H i e M ъ д в у х ъ т о ч е к ъ г е о м е т р ш ф и г у р ъ мы б у д е м ъ 
п о н и м а т ь р а з с т о я ш е м е ж д у ц е н т р а м и т е х ъ ш а р о в ъ о б ы к н о в е н н а г о 
п р о с т р а н с т в а , к о т о р ы е н з о б р а ж а ю т ъ собой эти точки г е о м е т р ш фи
г у р ъ ; т. е. мы выбираемъ определеше разстояшя такъ, чтобы въ вышеприведен-
номъ соответствш разстояше между любыми двумя точками геометрш фигуръ 
было бы равно разстоятю соответствующихъ имъ обыкновенныхъ точекъ. 

Аналогично этому опредвляемъ и уголъ въ геометрш фигуръ: подъ у г л о м ъ 
д в у х ъ п р я м ы х ъ г е о м е т р ш ф и г у р ъ мы б у д е м ъ п о н и м а т ь у г о л ъ , обра
з у е м ы й ц е н т р а л ь н ы м и п р я м ы м и ц и л и н д р о в ъ , с л у ж а щ н х ъ и з о б р а ж е -
Н1емъ э т и х ъ п р я м ы х ъ г е о м е т р ш ф и г у р ъ . 

Изъ всего вышесказаннаго мы можемъ теперь безъ труда заключить, что, 
съ формальной точки зрен1я, н а ш а геометр1я ф и г у р ъ есть не что иное, 
к а к ъ Е в к л и д о в а г е о м е т р 1 Я т р е х ъ и з м е р е н ^ . Это многообраз1е, какъ и 
обыкновенное пространство, даетъ намъ систему объектовъ, подходящую подъ ло
гическую схему Евклидовой геометрш. 
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треблять для этихъ „прямыхъ" и „плоскостей" термины „псевдо-прямыя" 
и „псевдо-плоскости" 5 ) . Тогда будутъ справедливы слъдуюшля предложешя. 
1 Г Д в ъ различныя точки А и В пространства R' постоянно опредъляютъ 

псевдо-прямую. 
1 2. Та же псевдо-прямая определяется также любыми двумя другими раз

личными своими точками. 
13. На каждой псевдо-прямой всегда имеются по меньшей мъръ две точки, 

на каждой псевдо-плоскости по меньшей м%ръ три точки, не распо
ложенный на одной псевдо-прямой. 

1 4. Три точки, не лежапи'я на одной псевдо-прямой, всегда опредъляютъ 
псевдо-плоскость. 

1 5. Эта псевдо-плоскость определяется также любыми тремя другими своими 
точками, не расположенными на одной псевдо-прямой. 

Фигура а поясняетъ, что две точки опредъляютъ прямую въ нашей гео
метрш фигуръ. Фигура Ь изображаетъ двъ прямыя, пересекающаяся въ одной 
точке. Фигура с поясняетъ, что черезъ одну точку проходитъ безчисленное мно
жество прямыхъ. Фигура d поясняетъ, что черезъ точку вне прямой можно къ 

Фиг. е. 

ней провести одинъ и только одинъ п е р п е н д и к у л я р ъ ; наконецъ, фигура е по
ясняетъ, что черезъ точку вне прямой можно къ ней провести только одну 
п а р а л л е л ь н у ю прямую. 

Д. Ш о р ъ , „Геометр1я фигуръ". .Вестникъ Оп. Физики", № 386. 
5 ) Итакъ, значить: подъ п с е в д о - п р я м о й въ пространстве R' мы будемъ 

разуметь любую окружность (конечнаго pafliyca или безконечно большого - прямую) 
въ пространстве R, проходящую черезъ точку О. Точно такъ же подъ псевдо 
п л о с к о с т ь ю въ пространстве R" — любую сферу (конечнаго ралеуса или безконечно 
большого — плоскость) въ пространстве R, проходящую черезъ точку О. 
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I e. Если двъ точки псевдо-прямой лежать въ псевдо-плоскости, то в с е 
точки этой псевдо-прямой лежать въ этой плоскости. 

1 7. Если две псевдо-плоскости имъютъ общую точку, то онъ имъютъ е щ е 
по крайней м ъ р ъ одну общую точку. I 

1 8. Существують по крайней мъръ четыре точки, не расположенныя в ъ 
одной псевдо-плоскости. 

Число этихъ предложены можно было бы легко увеличить; мы при
вели здесь первыя восемь основныхъ положений Гильбертовой системы 
евклидовой геометрш, именно его „аксюмы сопряжения"; мы будемъ имьть 
еще случай говорить о нихъ ниже. Доказательства крайне просты, если мы 
будемъ разсматривать предложешя этой псевдо-геометры въ пространстве 
R' съ точки з р е ш я евклидовой геометрш въ пространстве R. Такъ, на
примеръ , две точки, о которыхъ идеть речь въ предложены Ij, в м е с т е 
съ точкой О всегда определяють о к р у ж н о с т ь 6 ) ; точка О всегда опреде
ляетъ съ тремя точками, о которыхъ идеть речь въ предложены 14, 
сферу, включая сюда и предельный случай, когда четыре точки располо
жены въ одной плоскости. Въ случае 17 сферы имеютъ, конечно, о б щ у ю 
лишю пересечешя. 

2. Образы нашей псевдо-геометры обладаютъ также всеми теми 
свойствами, которыя въ евклидовой геометрш можно высказать относи
тельно понятоя „между" . Мы приведемъ только те предложешя, которыя 
по Гильберту служатъ основными положешями (аксюмами). Эти „аксюмы 
расположешя", какъ ихъ называетъ Гильберть, въ нашемъ случае гласять: 
IIj. Если А, В, С суть точки псевдо-прямой, при чемъ точка В лежитъ 

между точками А и С, то точка В лежитъ также между С к А. 
И 2 . Если А и С суть две точки псевдо-прямой, то на ней всегда сущест-

JJ вуеть по крайней м е р е одна точка 

£ 1 С " " ^' л е ж а щ а я м е ж д У А и С, и по 
крайней мере одна такая точка D, 

Фиг. 10. 
что точка С лежитъ между А и D. 

Н 3 . И з ъ трехъ точекъ псевдо-прямой всегда одна и только одна лежитъ 
между двумя другими. 

И 4 . Пусть А, В и С будуть три точки, не лежапи'я на одной псевдо
прямой, а ц псевдо-прямая въ псевдо-плоскости ABC, не проходящая 
ни черезъ одну изъ точекъ А, В, С. Еслн прямая и имеетъ о б щ у ю 
точку съ одной изъ сторонъ псевдо-треугольника ABC, лежащую 

в ) Предложете I, утверждаетъ, что въ пространстве черезъ две псевдо
точки Л и В проходитъ одна псевдо-прямая. При переводе на обыкновенный языкъ 
это означаетъ, что въ евклидовомъ пространстве R черезъ две точки А и В про
ходить одна и только одна окружность, проходящая въ то же время черезъ посто
янную точку О. Это хорошо известное предложеше евклидовой геометрш. Такимъ 
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между крайними точками этой стороны, то она встречает» также 
одну изъ другихъ сторонъ треугольника въ точке , лежащей между 
крайними точками этой стороны. 

Замътимъ, что эти предложешя имеютъ место въ пространстве R', 
которое точки О не содержитъ, а не въ пространстве R; въ самомъ д е л е 
въ пространстве R соотношеше „между" относительно двухъ точекъ А и С 
на окружности вовсе не установлено, потому 
что точка на окружности можетъ перейти 
изъ А въ С какъ движешемъ въ одну 
сторону, такъ и движешемъ въ другую 
сторону; но, выключая точку О, мы делаемъ 
это невозможнымъ. (См. фиг. I I ) 7 ) . 

3. Особенно интересно, что въ нашей 
псевдо-геометрш справедлива также аксюма 
параллельности. „Параллельными" мы дол
жны называть две псевдо-прямыя, если въ 
евклидовомъ пространстве R о н е предста-
вляютъ собой две окружности, соприкасающаяся въ точке О н). Точно такъ 
же д в е псевдо-плоскости мы должны считать параллельными, если в ъ 
пространстве R о н е представляютъ собой сферы, соприкасающееся въ 
точке О. Эти „параллели" обладают , всеми свойствами обыкновенныхъ 
параллелей и, въ частности, удовлетворяют , аксюме параллельности, обо
значенной у Гильберта номеромъ IV: 

IV. Черезъ точку, лежащую вне прямой, можно провести к ъ 
ней только одну параллельную прямую. 

Чтобы установить теперь въ пространстве / ? ' также понятте о конгру
энтности, мы воспользуемся, за отсутств^емъ наглядной аналогш, построе-
шями Штейнера при помощи линейки. „Псевдо-середину" М „псевдо
отрезка" АВ мы установимъ построешемъ помощью трапецш (§ 5 , 1 ) 9 ) . 
Однако, чтобы этотъ пр1емъ можно было признать правильнымъ, нужно 
доказать, что положеше точки М не зависитъ отъ выбора определяющихъ 
ее вспомогательныхъ л и н Ш 1 0 ) . Прежде, чемъ приводить доказательство, 

же образомъ переводятся на языкъ обыкновенной геометрш остальныя предло
жешя и легко доказываются. 

") Эта терминолопя принадлежитъ Пашу. Если мы выключаемъ точку О и 
ТБМЪ делаемъ невозможнымъ непрерывное движете по окружности черезъ точку О 
(фиг. 12), то отъ точки А къ точке С можно перейти, непрерывно передвигаясь по 
окружности только черезъ точку В. Въ этомъ смысле, при выключенной точке О, 
точка В лежитъ между точками А и С. 

8) Ибо только въ этомъ случае оне въ пространстве R1 не имеютъ общей точки. 
'-') Иными словами, мы въ нашей псевдо-плоскости по даннымъ псе в до-

точка мъ А и В произведемъ то построеше, которое указано на фиг. 3. 
1 0 ) Т. е. отъ выбора прямой ab и точки S. 
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мы хогимъ довести до конца самую идею. Раздъливъ „пополамъ" псевдо-
отръзокъ АВ, мы будемъ, обратно, иметь возможность, какъ указано 
въ § 5, проводить черезъ каждую точку параллель къ прямой АВ; это 
можно непосредственно видеть на фиг. 12, обозначешя которой совер
шенно совпадаютъ съ обозначешями на фиг. 3 въ § 5 и ) . Мы можемъ 
перенести также въ нашу г е о м е т р ш указанный въ § 5 пр1емъ, посред-
ствомъ котораго любой о т р ъ з о к ъ можно передвинуть вдоль по его прямой 
на произвольное разстояше. С ъ точки з р е ш я обычной геометрш о т р е з о к ъ 

Фиг. 12. 

будеть становиться тъмъ меньше, чьмъ более онъ приближается къ вы
ключенной т о ч к е О. Чтобы осуществить также вращеже отрезковъ , мы 
должны иметь еще въ каждой плоскости „окружность" . Для этого мы 
возьмемъ некоторую шаровую поверхность ft въ пространстве R и ее 
будемъ разсматривать также, какъ „сферу" въ пространстве , а ея се -

1 ! ) Это значить, намъ дана псевдо-прямая АВ, на ней отрезокъ АВ и его 
псевдо-серединаМ; кроме того, дана точка а. Мы проведемъ псевдо-прямыя Аа и ВЬ, 
которыя пересекаются въ точке S. Далее проводимъ псевдо-прямыя MS и аВ, кото
рыя пересекаются въ точке Т. Теперь проводимъ псевдо-прямую AT, которая 
пересекаегь псевдо-прямую BS въ точке Ь. Псевдо-прямая аЪ параллельна АВ. 
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чешя съ псевдо-плоскостями примемъ за „окружности" на нихъ. Какъ 
опредълять „псевдо-центры" этихъ „окружностей" (и „сферъ") , мы пока
жемъ ниже, въ пункт* 9 ; такимъ образомъ на всъхъ псевдо-плоскостяхъ, 
которыя пересъкаютъ сферу к, мы имеемъ нужныя намъ окружности и 
ихъ центры. Чтобы иметь возможность производить также построешя въ 
псевдо-плоскости г), которая не съчетъ сферы к, нужно только спроекти
ровать псевдо-плоскость г) при помощи параллельныхъ псевдо-прямыхъ на 
параллельную ей псевдо-плоскость встречающую сферу к; загЬмъ вы-
полняемъ построеше въ плоскости г\' и проектируемъ весь чертежъ об
ратно на плоскость ц. 

Если мы будемъ теперь называть два „псевдо-отрезка" или „псевдо
угла" конгруэнтными, если они переходягь одинъ въ другой при помощи 
этого построешя, однозначность котораго мы сейчасъ докажемъ, то на 
этомъ определены можно легко построить Teopi io конгруэнтности и ра
венства площадей 1 а ) . 

4 . Что наша псевдо-геометр1я въ пространстве R' совпадаеть съ 
евклидовой геометр1ей, совершенно ясно; но полное доказательство этого 
•мы воспроизведемъ такимъ образомъ, что укажемъ способъ отображешя, 
который превращаетъ „псевдо-плоскости" и „псевдо-прямыя" пространства 
R' въ действительныя плоскости и прямыя пространства R. Это отобра-
жеше заключается въ и н в е р с ш (или о б р а щ е н ш ) . 

„Ин верая" въ плоскости, или „круговое сопряжеше", предполагаетъ 
постоянную окружность а>, „окружность инверсш", центръ и рад1усъ кото
рой мы будемъ обозначать черезъ О и г. Различаютъ два вида и н в е р с ш — 
„гиперболическую" и „эллиптическую". К а ж д о й т о ч к е Р в ъ п л о с к о с т и 
п о с т о я н н о й о к р у ж н о с т и со г и п е р б о л и ч е с к а я и н в е р а я о т н о с и т ъ 

1 2 ) Построешя Штейнера даютъ возможность въ обыкновенной геометрш 
построить на плоскости при помощи прямыхъ лиши фигуру, конгруэнтную данной 
прямолинейной фигуре въ любомъ другомъ положенш. 

Эти Штейнеровы построешя могутъ быть выполнены и въ нашихъ псевдо-
плоскостяхъ, если въ каждой изъ нихъ дана „псевдо-окружность". Авторъ и 
устанавливаетъ прежде всего „псевдо-окружность" въ каждой псевдо-плоскости, 
какъ указано въ текст*, и при помощи ея производить построешя Штейнера. 
Вместе съ т*мъ онъ о п р е д * л я е т ъ .конгруэнтныя" фигуры въ своей псевдо-гео-
метрш, какъ таюя, которыя могутъ быть преобразованы одна въ другую посред-
ствомъ Штейнерова построешя. Но зд*сь возникаетъ вопросъ, не приведегь ли 
такое определеше конгруэнтности къ противореча въ самой системе. Авторъ 
доказываетъ, что это не можетъ случиться, при помощи метода инверсш. Этотъ 
методъ играетъ во всехъ дальнейшихъ разсуждешяхъ какъ здесь, такъ и ниже 
очень важную роль. Между ГБМЪ теорш самаго метода посвящены только немнопя 
строю! въ сл*дующемъ пункт* и въ § 24. Мы сочли поэтому необходимымъ изло
жить подробнее въ особомъ дополнены Teopiio инверсш. Читатель найдеть тамъ 
же и пояснеюя того применен!я, которое эта Teopia находить здесь въ п. 4-омъ. 
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„ о б р а т н у ю " и л и „ г и п е р б о л и ч е с к и и н в е р т и р о в а н н у ю " т о ч к у Р'; 
и м е н н о , т о ч к а Р' л е ж и т ъ н а л у ч * ОР, в ы х о д я щ е м ъ и з ъ т о ч к и О, 
т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о ОР. ОР' = г213). Точка Р, въ свою очередь, 
является, такимъ образомъ, обратной точкой относительно Р'; инверая 
есть с о п р я ж е т е в з а и м н о е или и н в о л ю т о р н о е . То же относится и к ъ 
эллиптической инверсш, которая отличается отъ гиперболической только 
тЬмъ, что взаимно обратныя точки, будучи также расположены на пря
мой, проходящей черезъ точку О, лежать , однако, по разныя стороны 
точки О; поэтому теперь отръзкамъ ОР и ОР", п р о и з в е д е т е которыхъ по 
абсолютной величине попрежнему равно г2, присваиваются противополож
ные знаки. Такимъ образомъ, при эллиптической инверсш ОР. ОР" = — г2. 
Если поэтому Р' и Р" суть д в е точки, обратныя Р въ гиперболической 
и эллиптической инверсш, то онъ расположены симметрично относительно 
точки О, какъ центра симметрш. 

П р е д л о ж е ш е 1. Э л л и п т и ч е с к а я и н в е р а я о т н о с и т е л ь н о о к р у ж н о 
с т и со п о л у ч а е т с я , т а к и м ъ о б р а з о м ъ , и з ъ г и п е р б о л и ч е 
с к о й и н в е р с ш о т н о с и т е л ь н о т о й ж е о к р у ж н о с т и п у т е м ъ 
с и м м е т р и ч е с к а г о п р е о б р а з о в а ш я о т н о с и т е л ь н о т о ч к и ' 
О, к а к ъ ц е н т р а с и м м е т р ш . 

Намъ б у д е т ь поэтому „достаточно остановиться подробнее на ги
перболической инверсш. 

5, Построеше точки Р', гиперболически обратной к ъ точке Р, 
производится непосредственно по формул* , которой она определяется: 
ОР. ОР' = г2. Если точка Р лежитъ вне окружности со (фиг. 13), то 
мы строимъ окружность на о т р е з к е ОР, какъ на д1аметре; она пересе-
каетъ окружность со въ двухъ точкахъ U и V; прямая UV пересекаетъ 
о т р е з о к ъ ОР въ искомой т о ч к е Р'. Действительно, въ прямоугольномъ 
треугольнике OUP, согласно Пиеагоровой теореме , 

OP'. OP=OU2 = r2. 

Если же данная точка лежитъ внутри окружности со и совпадаетъ, 
скажемъ, съ точкой Р' (фиг. 13) , то мы возставляемъ изъ точки Р' пер-
пендикуляръ P'U, который встретить окружность со въ т о ч к е U. И з ъ 
точки U проводимъ перпендикуляръ къ прямой OU (это будеть каса
тельная къ окружности со), который пересекаетъ прямую ОР' въ иско
мой т о ч к е Р. 

1 3 ) Точка Р" лежитъ, следовательно, на прямой ОР по ту же сторону точки 
О, что и точка Р (фиг. 13). 
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Если Я есть окружность, проходящая черезъ взаимно обратныя 
точки Р, Р' (фиг. 13), и некоторый лучъ OQ, выходящей изъ точки О, 
встръчаетъ окружность Я въ точкахъ Q и Q', то, по известному свойству 
свкущихъ , OQ . OQf = 
= ОР . ОР' =г2; иными 
словами, Q и Q' также 
суть взаимно обратныя 
точки въ гиперболиче
ской инверсш относительно 
окружности СО. 

П р * д л о ж е н 1 е 2 . К а ж д а я 
о к р у ж н о с т ь , проЧ, 
х о д я щ а я ч е р е з ъ 
две в з а и м н о - о б -
р а т н ы я т о ч к и , ин
в е р т и р у е т с я в ъ 
с е б я с а м о е . 

Благодаря этому, если уже построены две взаимно обратныя точки 
и окружность со, то можно очень просто находить точку R', обратную 
любой данной точке R (фиг. 13), для этого проводимъ изъ точки О, какъ 
изъ центра, окружность, проходящую черезъ точку R; она встретить окруж
ность Я въ точк-fe Q; пусть Q' будеть вторая точка пересъчешя прямой 
OQ съ окружностью Я; тогда изъ точки О, какъ изъ центра, проведемъ 
окружность, проходящую черезъ точку Q'; 
она встръчаетъ прямую OR въ искомой 
точк-fe R'. 

6. Пусть А и А' будутъ двъ взаимно-
обратныя точки. Черезъ одну изъ нихъ, ска
жемъ черезъ А, проведемъ перпендикуляръ 
а, къ прямой OA (фиг. 14 ) ; пусть Р' будеть 
точка, обратная некоторой точк-fe Р прямой а. 
Такъ какъ 

OA . OA' = OP . OP' = г2, 

то четыре точки А, А', Р, Р' лежать на 
одной окружности, а потому -=с А'Р'Р есть 
прямой уголъ, какъ и уголъ А'АР. Поэтому А'Р'О есть прямой уголъ, 
и точка Р' лежитъ на окружности а , имеющей д1аметромъ о т р е з о к ъ OA'. 

Если точка Р перемещается по прямой а, то точка Р' занимаетъ друпя 
положешя на окружности а'; иными словами, а' есть геометрическое место 
точекъ , обратныхъ точке а. Итакъ : 
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П р е д л о ж е н и е 3 . Е с л и т о ч к а Р о п и с ы в а е т ъ п р я м у ю , т о о б р а т н а я 
е й т о ч к а Р' о п и с ы в а е т ъ о к р у ж н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч е 
р е з ъ ц е н т р ъ и н в е р с ш О, и о б р а т н о 1 4 ) . 

Точке О окружности а' на прямой а естественно отвечаетъ безко
нечно удаленная ея точка ; плоскость по о т н о ш е н ш къ инверсш имъетъ 
какъ бы только одну безконечно удаленную точку, черезъ которую п р о -
ходятъ все ея прямыя. 

7 . П р е д л о ж е н 1 е 4 . Е с л и т о ч к а Р о п и с ы в а е т ъ о к р у ж н о с т ь х, 
н е п р о х о д я щ у ю ч е р е з ъ ц е н т р ъ и н в е р с ш , т о и о б р а т н а я 
т о ч к а Р о п и с ы в а е т ъ о к р у ж н о с т ь 1 5 ) . 

Д!аметръ окружности х, проходящий черезъ точку О (фиг. 1 5 ) , 
встречаетъ последнюю въ точкахъ А и В; пусть А' и В' будутъ соот-

Фиг. 15. 

ветственно обратныя точки; пусть, наконецъ, С' будетъ точка, обратная 
произвольной третьей т о ч к е С окружности х. В ъ такомъ случае 

OA . OA' = г2=ОС. ОС; OA : ОС = ОС : OA'. 
Поэтому треугольникъ ОАС~ОСА' и -=с ОС А' = «с ОАС = а. 

Такимъ же о б р а з о м ъ : 

ОВ . ОВ' = ОС . ОС, OB : ОС=ОС : ОВ'; 
ОВС-ОСВ', <:ОС'В' = ОВС = 2d — р. 

Такъ какъ въ прямоугольномъ треугольнике АСВ углы а и (1 д о -

полняютъ другъ друга до прямого, то 

<: А'С В' = 2d—a — fi=d. 

u ) Если прямая, которую пробегаетъ точка Р, проходитъ черезъ центръ ин
версш, то обратная точка, по самому ея опредвлетю, пробегаетъ ту же прямую. 
Иными словами: п р я м а я , п р о х о д я щ а я ч е р е з ъ ц е н т р ъ и н в е р с ш , и н в е р т и 
р у е т с я въ себя самое . Это предложеше содержится въ предыдущему если мы 
будемъ смотреть на прямую, какъ на окружность безконечно большого pafliyca. 

1 5 ) Это предложеше въ томъ предположены, что на прямую мы смотримъ, какъ 
на окружность безконечно большого рад*уса, представляетъ собой развитое преды
дущего: окружность, проходящая черезъ центръ инверсш, обращается въ прямую, 
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Отсюда сл-Ьдуетъ, что точка С лежитъ на окружности х', имеющей 
своимъ д1аметромъ отрезокъ А'В', что и требовалось доказать. Однако, 
ц е н т р ы о к р у ж н о с т е й х и х' не о б р а т н ы д р у г ъ д р у г у . 

Все эти предложешя, по способу ихъ вывода, относятся къ гипербо
лической инверсш; но въ виду соображешй, изложенныхъ въ конце п. 4., 
они остаются въ сил* и для эллиптической инверсш. 

7. Если две окружности к и л пересекаются въ точке S, то подъ 
ихъ угломъ въ точк-fe 5 разумеютъ уголъ, который въ точке 5 образуютъ 
ихъ касательныя. Внро-
чемъ, это понятое остается 
еще многозначнымъ какъ 
и уголъ двухъ пересека
ющихся прямыхъ; его лег
ко, однако, установить од
нозначно (фиг. 16). Имен
но, окружности х и Я 
разделяютъ плоскость на 
четыре области а, /3, у, 
д, ограниченныя дугами 
окружностей, на такъ на
зываемые „круговые дву
угольники" ; самыя дуги 
ограничиваются точками 5 
и 7" пересечешя окружно
стей х и Я. За уголъ дву
угольника въ т о ч к е 5 мы 
принимаемъ тоть изъ уг-
ловъ между касательными 
въ точке S, который цЬ-
ликомъ содержитъ сходя
щейся ВЪ ТОЧКе 5 ВЫре- ФИГ. 16. 

зокъ 1 6 ) . Это уголъ вполне определенный, и въ этомъ именно смысле дву-
угольникъ имеетъ одинаковые углы при обеихъ вершинахъ. 
П р е д л о ж е т е 5 . Х а р а к т е р и с т и ч е с к а я о с о б е н н о с т ь и н в е р с ш за

к л ю ч а е т с я в ъ т о м ъ , ч т о о п р е д е л е н н ы е т а к и м ъ о б р а 
з о м ъ у г л ы к р у г о в о г о д в у у г о л ь н и к а не м е н я ю т с я п р и 
и н в е р с ш . 

т. е. также въ окружность, но безконечно большого рад1уса. Вотъ почему пре-
образоваше, состоящее изъ одной или нбсколькихъ инверсШ, относится къ к р у г о -
в ы м ъ преобразовашямъ (Kreisverwandschaft). 

1 6 ) Это определеше трудно признать вполне точнымъ. Такъ, напримеръ, уголъ 
-/, къ которому относятся дальнейипя разсуждешя, не только не содержитъ иъликомъ 

Веберъ . Энциклоп. элемент, геометрш. 4 
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Это значитъ, точкамъ двуугольника у отв-вчаютъ при инверсш точки, 
заполняющая другой двуугольникъ у', и оба двуугольника имъютъ одина
ковые углы. Въ самомъ дълъ , уголъ двуугольника у въ точк-fe 5 содер
жится между двумя лучами а и Ь, которымъ въ обратной фигуръ отвъ-
чаютъ д в ъ круговыя дуги Oa'S' и Ob'S'; касательный къ этимъ дугамъ 
въ точк-fe О, а в а г Б д с т е этого и въ точк-fe S', параллельны лучамъ а и bl')\ 
иными словами, эти двъ дуги образуютъ двуугольникъ, углы котораго 
равны угламъ двуугольника у. Н о касательныя въ точке S' касаются 
также окружностей х ' и Я', обратныхъ окружностямъ к и Я. Эти окруж
ности образуютъ такимъ образомъ 4 двуугольника, одинъ изъ которыхъ 
соответствуетъ двуугольнику у и имЬетъ тъ же углы. 

Какъ и при прямолинейныхъ углахъ, здесь представляетъ особенный 
интересъ тотъ случай, когда двуугольники а, /9, у, д прямоугольны; въ 
этомъ случа* говорятъ, что окружности х и X пересекаются п о д ъ п р я 
м ы м и у г л а м и или о р т о г о н а л ь н о . На фиг. 20 окружности Ж и С пере
секаются ортогонально; рад1усы о б е и х ъ окружностей, проведенные въ 
точку пересечешя, взаимно перпендикулярны, и каждый изъ нихъ касается 
другой окружности. Э т о с в о й с т в о о р т о г о н а л ь н а г о п е р е с е ч е ш я ин
в е р а я п е р е н о с и т ъ т а к ж е на о б р а т н ы я о к р у ж н о с т и . 

Если общая хорда двухъ окружностей проходитъ черезъ центръ 
одной и з ъ нихъ, то говорятъ, что эта последняя пересекается второй 
окружностью д 1 а м е т р а л ь н о или по д 1 а м е т р у или, что она делится 
второй окружностью пополамъ. Это свойство, однако, не сохраняется при 
инверсш. Окружность разсекается своимъ д1аметромъ одновременно какъ 
ортогонально, такъ и д1аметрально 1 8 ) . 

8. Все эти соображешя легко переносятся на пространство. И н в е р а я 
в ь пространстве предполагаеть постоянную сферу со— „сферу инверсш", 
центръ которой называется „центромъ инверсш". Определеше гиперболи
ческой и эллиптической инверсш остается то же, что и на плоскости (п. 4 ) . 
Предложеше 1 также остается въ силе, при чемъ только подъ со нужно 
разуметь сферу инверсш. Если мы будемъ разсматривать фиг. 13-ую, какъ 
с е ч е т е сферы инверсш одной изъ ея д1аметральныхъ плоскостей, то мы 
получимъ следующее предложеше, аналогичное предложешю 2 . 

соответствующаго двуугольника, но не содержитъ, строго говоря, даже конца этого 
двуугольника въ точке S, какъ это, повидимому, разумеетъ авторъ. Уголъ двууголь
ника есть уголъ между лучами, выходящими изъ точки S въ направлеши дугъ, 
ограничивающихъ двуугольникъ, и касающимися этихъ дугъ въ точке S. 

1 7 ) Изъ построешя, указаннаго на чертеже 14, видно, что касательная въ 
точке О къ окружности а', обратной прямой а, параллельна прямой а. Касательныя 
въ точке S' обыкновенно не параллельны лучамъ а и Ь, но заключаютъ тотъ же уголъ. 

1 8 ) При этомъ Д1аметръ данной окружности, въ свою очередь, разсматривается, 
какъ окружность безконечно большого радауса. 
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П р е д л о ж е н и е 6. К а ж д а я с ф е р а , п р о х о д я щ а я ч е р е з ъ д в е в з а и м н о 
о б р а т н ы я т о ч к и , и н в е р т и р у е т с я в ъ с е б я с а м о е . 

Если мы будемъ вращать фигуры 14 и 15 вокругъ оси OA, то 
мы получимъ: 
П р е д л о ж е н 1 е 7. П л о с к о с т ь п р е в р а щ а е т с я и н в е р а е й в ъ с ф е р у , 

п р о х о д я щ у ю ч е р е з ъ ц е н т р ъ и н в е р с ш , и о б р а т н о . 
П р е д л о ж е ш е 8. К а ж д а я с ф е р а и н в е р т и р у е т с я т а к ж е в ъ с ф е р у . 

О б е сферы имъютъ точку О центромъ подоб1я; при гиперболиче
ской инверсш это будеть В Н - Б Ш Н Ш центръ подоб1я, а при эллиптической — -
внутреннШ. Предложеше 5-ое съ соответствующими измънешями также 
переносится въ пространство. 

9. Если мы теперь примънимъ инвераю къ псевдо-прямымъ и къ 
псевдо-плоскостямъ пространства F? (п. 1—4), принимая точку О за центръ 
и при совершенно произвольной степени инверсш + г-, то онъ превра
щаются въ прямыя и плоскости пространства R. Напротивъ, вспомога
тельная сфера, которой мы воспользовались для производства Штейне-
ровыхъ построенШ, переходить въ сферу пространства / ? ; всъмъ указан-
нымъ выше „псевдо-построешямъ" отв-Ьчаютъ обыкновенныя Штейнеровы 
построешя, если псевдо-центры псевдо-окружностей (и псевдо-сферы) 
представляют, собой обращешя дъйствительныхъ центровъ обратныхъ 
имъ окружностей (и обращенной с ф е р ы ) 1 Э ) . Этимъ не только доказана 
допустимость этихъ построены для опредъпешя конгруэнтности, но 
вместе съ т е м ъ обнаружено, что псевдо-геометр1я никогда не можетъ 
привести к ъ логическимъ противореч1ямъ; въ самомъ деле , всякое про-

1 9 ) Въ пункте 3. авторъ выяснилъ, какъ онъ устанавливаетъ конгруэнтность 
въсвоемъ .псевдо-пространстве*. Точкой отправлешя для него служатъ Штейнеровы 
построешя, для осуществлены которыхъ въ пространстве R' ему нужно иметь 
.сферу' и „окружность" въ каждой псевдо-плоскости. Въ п. 3 выяснено, какъ онъ 
этого достигает.. Но кроме сферы и окружности въ каждой плоскости, для про
изводства Штейнеровыхъ построенш нужно еще знать центръ этой сферы и центръ 
каждой окружности. Что же принять за „псевдо-центръ" этой псевдо-сферы и за 
„псевдо-центръ" каждой псевдо-окружности въ псевдо-пространстве R'? Авторъ 

обещаетъ установить это въ п. 9. Вотъ какъ онъ здесь это осуществляет.. Онъ 
производить некоторую инверсш относительно точки О. Эта инверая превращаетъ 
псевдо-сферу а псевдо-пространства R' въ некоторую сферу о' въ пространстве 
R; пусть С будеть центръ сферы о' въ пространстве R, а С точка, обратная отно
сительно С; эту точку С авторъ принимает, за псевдо-центръ псевдо-сферы о въ 
псевдо-пространстве / ? ' ; эту псевдо-точку онъ принимает, за .равноотстоящую* 
отъ всехъ точекъ псевдо-сферы въ /? ' . Только при этомъ соглашенш между Штейне-
ровыми построешями въ псевдо-пространстве /? ' и аналогичными построешями въ 
пространстве/?устанавливается тосоотв*тств1е, которое автору нужно: если псевдо
прямая проходитъ черезъ псевдо-центръ некоторой псевдо-окружности, то соотве
тствующая прямая въ пространстве R проходитъ черезъ центръ соответствующей 
•окружности. 

4* 



52 

THBopiiHie въ этой системе путемъ инверсш привело бы къ противоре
ч а въ Евклидовой геометрш, которая, какъ мы увидимъ ниже, можетъ 
быть абстрактно обоснована, такъ что отсутств1е въ ней п р о т и в о р ъ ^ я стано
вится очевиднымъ. Сейчасъ мы имели въ виду только обнаружить, что 
можно построить г е о м е т р ш , которая въ словесномъ выраженш ея пред
ложены буквально совпадаетъ съ обычной геометр1ей, между ТБМЪ какъ 
ея „плоскости" и „прямыя" совершенно отличаются отъ обыкновенныхъ. 

§ 9. Сферическая СЕТЬ. 

1. Если лучи пучка О ' 2 0 ) встречаютъ окружность М соответственно 
въ точкахъ А и А', В и В', С и С (см. фиг. 17 и 18), то, согласно 
известному предложешю, 

OA • OA' = ОВ • ОВ' = ОС • ОС = 
независимо отъ того, расположена ли точка О вне или внутри окруж

ности. Въ первомъ случае это постоянное п р о и з в е д е т е , такъ называемая 

Фиг. 17. Фиг. 18. 

„ с т е п е н ь т о ч к и О о т н о с и т е л ь н о о к р у ж н о с т и " , можетъ быть опре
делена, какъ квадрать касательной ОТ, во второмъ случае, какъ квадратъ 
полухорды ОХ, перпендикулярной къ прямой ОМ. Если прямая ОМ 
встречаетъ окружность въ точкахъ В и В', то мы можемъ также поло
жить въ первомъ случае : 

ОВ • ОВ' = (ОМ- г) (ОМ + г) = ОМ2 - г2, 

во второмъ случае : 

ОВ • ОВ' = (г ОМ) (г + ОМ) = г2-- ОМ2 = - (ОМ2 ~ г2), 

**) Подъ п у ч к о м ъ лучей разумеютъ совокупность прямыхъ, расположен-
ныхъ въ одной плоскости и проходяшихъ черезъ общую точку, ц е н т р ъ пучка. 
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гд-fe М означаетъ центръ, а г рад1усъ круга. Это выражеше степени точки 
относительно окружности + (ОМ2 — г2) дълаетъ цълесообразнымъ при
своить этой „степени" также знакъ; именно, считать степень точки О 
относительно окружности положительной, если она лежитъ вн* окружно
сти, и отрицательной въ противоположномъ случаъ; это можно обосновать 
еще и гЬмъ, что въ первомъ случаъ оба отр-Ьзка СЕкущей всегда распо
ложены по одну сторону точки О, во второмъ случа *— по разныя стороны 
точки О; если этимъ отрЪзкамъ въ первомъ случа* приписать одинаковые 
знаки, то во второмъ они естественно получаютъ различные знаки. Та
кимъ образомъ, степень точки О относительно окружности М 

на фиг. 17 есть +(ОМ2 /•'-) = + 0 7 " 2 , 

на фиг. 18 „ - (r2-OM2) = ^ OX2 

Эти п о н я т можно также распространить и на сферу. Если лучи 
связки О 2 2 ) встр-Бчаютъ сферу центра М въ точкахъ А и А', В и В', 
С и С . . . , то плоскость, опредъляемая лучами ОАА' и ОВВ', с-вчетъ 
ч:феру по окружности, для которой OA • OA'= ОВ • ОВ'; точно такъ же 
въ плоскости лучей ОВВ' и ОСС степень точки О относительно съче
шя есть ОС • ОС = ОВ • ОВ'. Такъ что и здъсь соотношеше 

OA • OA' = ОВ • ОВ' = ОС • ОС . . . 

справедливо для вс*хъ лучей связки О. Это постоянное п р о и з в е д е т е на
зывается „степенью точки О относительно сферы", его берутъ со зна
комь -4- или —, смотря по тому, лежитъ ли точка О вн* сферы или 
внутри ея ; въ томъ и другомъ случаъ степень равна -4-(ОМ 2 — г2). 

З а д а ч а 1. Каково геометрическое мътто точекъ, имъющихъ одина
ковую степень р2 (или — р2) относительно данной окружности? 

З а д а ч а 2. Построить всъ точки, степень которыхъ относительно 
окружности М1 есть ±р2, а относительно окружности М2 есть +р.?. 

З а д а ч а 3 . Распространить т в же задачи на сферу. 

2. Положимъ, что точка Р (фиг. 19) имъетъ одинаковую степень 
(съ одннмъ и тЪмъ же знакомь) относительно двухъ окружностей, произ
вольно расположенныхъ въ одной плоскости, такъ что 

РМ2 г 2 = РМ2-г2. 

2 1 ) Такимъ образомъ, степень точки относительно окружности всегда выра
жается разностью ОМ* — г1. 

ш ) Подъ с в я з к о й лучей разумъютъ совокупность прямыхъ въ пространств*, 
выходящихъ изъ одной точки. 
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Если Q есть основаше перпендикуляра, опущеннаго изъ точки Р 
на прямую МХМ2, то , вычитывая изъ об-вихъ частей предыдущаго ра
венства PQ2, мы получимъ: 

(РМ2 - PQ2) - г 2 = (РМ.2 - PQ2) - г2, 

QM2 

Н о въ такомъ случа* точка Q также им-Ьеть одинаковую степень 
относительно об4шхъ окружностей; если мы теперь къ обЪимъ частямъ 
посл-Ьдняго равенства прибавимъ QS2, гд-Ь 5 есть произвольная точка 
прямой PQ, то 

(QM2 + Q 5 2 ) г» = (QM2 + Q&) - г.2, 

SM2- г 2 = SM2 — г2

2. 

Фиг. 19. 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что и точка 5 имъетъ одинаковую степень 
относительно о б ъ и х ъ окружностей. Съ другой стороны, на центральной 
оси МУМ2 есть только одна точка Q, въ которой имъетъ мъсто соот
ношеше 

или 
QM2 — г 2 = QM.,2 г.2, 

QM2 -QM.2 = r2 г.?. 

Въ самомъ дълъ, такъ какъ QM^-4-QM2 = МУМ, = с, то предыдущее 
соотношеше даетъ : 

c[QM% (с -QMl))=r2-r2, 

откуда мы получаемъ для QMX значеше: 

1 г 2 г2--\ с2 

с 
QMr = 
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Изъ этого слъдуетъ: 
П р е д л о ж е н и е I. Точки, имЪюшл'я одинаковую степень относительно двухъ 

окружностей, расположенныхъ въ одной плоскости, образуютъ 
прямую, перпендикулярную къ ихъ линш центровъ. 

Степень точки относительно двухъ окружностей, естественно, имъетъ 
въ различныхъ точкахъ этой прямой, такъ называемой „ р а д и к а л ь н о й 
о с и д в у х ъ о к р у ж н о с т е й " , различный значешя. 

Если окружности пересекаются, то радикальной осью служить об
щая хорда (теорема объ отр-Ьзкахъ хорды) 2 3 ) . Чтобы найти по крайней 
м-fept одну точку, имеющую одинаковую степень относительно двухъ 
окружностей въ томъ случае, когда П О О Т Б Д Ш Я не пересекаются, прибе
г а ю т , к ъ третьей окружности, которая пересекаетъ обе данныя окруж
ности; точка пересечешя двухъ общихъ хордъ этой третьей окружности 
съ двумя данными удовлетворяет , требовашю. Темъ же способомъ можно 
построить и другую такую же точку. Прямая, соединяющая эти две точки 
или перпендикуляръ, опущенный изъ первой точки на лишю центровъ, и 
б у д е т , радикальной осью двухъ окружностей. 

Если мы будемъ вращать обе окружности вокругъ линш центровъ, 
то мы получимъ две сферы. Вместе съ т е м ъ мы приходимъ къ сле
дующему выводу: 

Предложен1е II. Геометрическое место точекъ, имеющихъ одну и ту же 
степень относительно двухъ сферъ, есть плоскость, такъ на
зываемая „радикальная плоскость" этихъ с ф е р ъ ; эта плоскость 
перпендикулярна къ лиши центровъ двухъ сферъ, а въ томъ 
случае, когда последшя пересекаются, она содержитъ окруж
ность, по которой это п е р е с е ч е т е происходить. 

З а д а ч а 4. Построить радикальную плоскость двухъ непересекаю
щихся сферъ kt и к, при помощи двухъ вспомогательныхъ сферъ, кото
рыя п е р е с е к а ю т , данныя сферы А, и к,. 

3. Если три окружности расположены въ одной плоскости, и ихъ 
центры /И, , М>, Af3 образуютъ треугольникъ, то радикальный оси этихъ 
окружностей ргу, р.м, р.Л1 пересекаются въ одной точке С, въ такъ на-
зываемомъ „радикальномъ центре" этихъ окружностей; въ самомъ деле , 
точка пересечешя прямыхъ р12 и р.а имеетъ одинаковую степень относи
тельно всехъ трехъ окружностей; поэтому черезъ эту точку необходимо 
должна пройти также третья радикальная ось р,п. Въ томъ же случае, 
когда точки AI,, М.,, Мя расположены на одной прямой, прямыя р12, 

я ) Согласно тому, что сказано выше, чтобы найти радикальную ось двухъ 
окружностей, нужно на лиши центровъ найти точку Q, имеющую одинаковую 
степень относительно обеихъ окружностей, и изъ нея возставить перпендикуляръ 
къ линш центровъ. Если окружности пересекаются, то точкой Q служить пересь-
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чеше общей хорды съ лишей центровъ, такъ какъ ея степень относительно объихъ 
окружностей равна квадрату общей полухорды. 

ы ) Каковымъ служить принимаемая въ проективной геометрш безконечно 
удаленная точка пересъчешя этихъ параллельныхъ лиши. См. дополнеше I въ концъ 
книги (ср. также стр. 29). 

ь > ) Т. е. если три радикальныя оси параллельны. 
ж ) Если степень радикальнаго центра С относительно окружностей равна + г \ 

то точка С лежитъ внъ окружностей, и степень представляетъ собой квадратъ ка
сательной, проведенной изъ точки С къ любой изъ трехъ окружностей. Касатель-

рш, рш либо р а з л и ч н ы — и въ такомъ случаъ о н * параллельны, либо онъ 
совпадаютъ. В ъ первомъ случаъ говорятъ о такъ называемомъ „несоб-
ственномъ" радикальномъ ц е н т р * 2 4 ) ; послъдшй же случай им*етъ мъсто 
тогда, когда двъ изъ радикальныхъ осей совпадаютъ. Въ самомъ дълъ, 
въ этомъ случа* точка пересъчешя двойной оси съ лишей центра имъетъ оди
наковую степень относительно всЬхъ трехъ окружностей; а мы видъли, что 
такая точка на линш центровъ двухъ окружностей можетъ быть только одна. 

Если три окружности Mlt М.,, М3 имъютъ несобственный, ради
кальный центръ 2 D ) , то лишя центровъ свчетъ ортогонально и д1аметрально 
ВСЕ три окружности; вмътть съ ТБМЪ помимо этой прямой нътъ ни одной 
окружности, которую пересекали бы ортогонально или д1аметрально ВСБ 
три окружности, ибо центръ такой окружности имълъ бы одинаковую 
степень относительно трехъ данныхъ окружностей. Напротивъ, если С есть 

конечная точка и +г3 

есть ея степень отно
сительно трехъ окруж
ностей, и мы прове
демъ изъ центра С 
окружность paAiyca г, 
то она, согласно п. 2 . , 
разсвкается окружно
стями Mlt М2, Мн ор 
тогонально (фиг. 2 0 ) 
или д1аметрально (фиг . 
21) , смотря по тому, 
имъетъ ли степень по
ложительное или отри
цательное значеше 2 6 ) . 

Аналогичныя предложешя справедливы и относительно трехъ сферъ . 
Если ихъ радикальныя плоскости л г 1 2 и л2Я пересъкаются по прямой линш, 
то каждая точка этой прямой имъетъ одинаковую степень относительно 
трехъ сферъ ; следовательно, и третья радикальная плоскость л . м должна 
проходить черезъ эту прямую. 
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П р е д л о ж е н и е I I I . Если изъ трехъ радикальныхъ плоскостей трехъ сферъ 
дни; пересекаются по прямой лиши а и 2 г я , то последняя лежитъ 
также и въ третьей плоскости; эта прямая называется „ради
кальной осью" трехъ сферъ. 

П р е д л о ж е н 1 е IV. Если каждыя три изъ четырехъ сферъ определяють 
радикальную ось, то эти три оси пересекаются въ одной точке , 
въ „радикальномъ центре" этихъ четырехъ сферъ. Въ самомъ 
деле , каждыя две радикальныя оси расположены въ одной 
плоскости, а потому должны пересекаться. 

Фиг. 21 . 

П р е д л о ж е ш е V. Радикальный центръ С четырехъ сферъ служить цен-
тромъ некоторой сферы к, которая разсекается всеми четырьмя 
сферами ортогонально или д1аметрально, смотря по тому, имеетъ 
ли общая степень положительное или отрицательное значеше. 

ными служать поэтому радиусы окружности С, которая, такимъ образомъ, сечетъ 
данныя окружности ортогонально (фиг. 20). 

Если степень радикальнаго центра С относительно окружностей есть — г 1, то 
онъ лежитъ внутри трехъ окружностей, и полухорда каждой окружности, перпен
дикулярная къ ея д1аметру въ точке С, равна г. Окружность С сечетъ три 
окружности д1аметрально (фиг. 21). 
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Только въ томъ случаъ, когда точка С уходить въ безконеч-
ность и сфера k вырождается въ плоскость, п е р е с е ч е т е стано
вится одновременно ортогональнымъ и д1аметральнымъ. 

Кроме того , нужно упомянуть еще о томъ предъльномъ случаъ, когда 
степень равна нулю, т. е. сферы касаются другъ друга въ точк-fe С; общая 
диаметральная или ортогональная сфера вырождается въ этомъ случат, в ъ 
точку С. Врядъ ли нужно перечислять частности, которыя могутъ иметь 
мъсто, если одна изъ данныхъ сферъ неограниченно возрастаетъ или убы-
ваеть . Мы приведемъ еще несколько задачъ ; предварительно, однако, с д ъ -
лаемъ еще следующее общее зам-Ьчаше. 

Въ то время, какъ построеше обыкновенной элементарной геометрш 
въ ея догматическомъ изложенш производитъ впечатлъше тяжеловесности, 
и отд-Ьльныя теоремы часто оказываются изолированными, часто пора-
жаютъ своими неожиданными особенностями, — сферическая геометр1я 
даетъ намъ возможность въ первмй разъ заглянуть въ богатую область 
новой геометрш, факты которой разматываются естественно изъ немно-
гихъ плодотворныхъ основныхъ понятой и внимательному изслъдователю 
являются сами собой. 

З а д а ч а 5 . Найти геометрическое место точекъ, изъ которыхъ вы-
ходятъ равныя касательныя къ двумъ сферамъ. 

З а д а ч а 6. Найти точки, которыя имеютъ относительно данныхъ 
трехъ сферъ klt k2, k3 данныя степени Р , , P.,, Р3 (Р, = ±dj2, / = 1 , 2 , 3) . 

З а д а ч а 7 . Найти геометрическое мъсто центровъ вс-Ьхъ сферъ, пе-
ресъкающихъ данную сферу k подъ даннымъ угломъ. 

З а д а ч а 8. Найти геометрическое мъхто центровъ всъхъ сферъ, ко
торыя перес-Ькаютъ данныя д в * плоскости подъ данными углами. 

З а д а ч а 9. Найти геометрическое мъсто центровъ всъхъ сферъ, ко
торыя пересъкаютъ двъ данныя пересъкаюцияся сферы подъ данными углами. 

4. Подъ „пучкомъ окружностей" разумъютъ совокупность окруж
ностей, расположенныхъ въ одной плоскости и имъющихъ общую ради
кальную ось. Если две окружности такого пучка имеютъ общую точку, 
то степень последней относительно окружности равна нулю; она лежитъ 
на радикальной оси, и все окружности пучка черезъ нее необходимо про
ходить, потому что каждая точка оси имеетъ одинаковую степень относи
тельно всехъ окружностей пучка. Въ зависимости отъ того, сколько общихъ 
точекъ имеютъ окружности пучка, различаютъ пучки трехъ типовъ: 

1. Гиперболичесюе пучки, въ которыхъ окружности вовсе не имеютъ 
общихъ точекъ ; 

2 . Параболичесюе, въ которыхъ окружности имеютъ одну о б щ у ю т о ч к у ; 
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3 . Эллиптичесюе, въ которыхъ окружности имеютъ д в е обиця точки. 
Окружности парабелическаго пучка касаются другъ друга по общей 

радикальной оси а въ одной и той же точке А; центры ихъ расположены 
на одной прямой а', перпенди
кулярной къ а въ точк^ А 
(фиг. 22 ) . Окружности пучка, 
„ортогональнаго" к ъ этому, цен
тры которыхъ расположены на 
прямой а, а радикальной осью 
которыхъ служить прямая а', пе-
ресъжаютъ окружности даннаго 
пучка подъ прямыми углами. 

Эллиптичесюй пучекъ(фиг .23) 
также очень легко построить: 
его окружности проходятъ че
резъ двъ неподвижныя точки Ах и А2 („основныя точки") , центры же 
ихъ расположены на прямой а, перпендикулярной къ Ах Аг въ сере-
нЪ отрезка АУА2. Са
мой большой окружностью 
пучка, какъ и въ параболи-
ческомъ пучке, служить 
радикальная ось а; са
мая же малая окружность 
пучка имъетъ д1аметромъ 
отрезокъ АХА2, такъ что 
все остальныя окружности 
пучка пересъкаютъ ее д1а-
метрально. И здъть каждая 
точка радикальной оси 
имъетъ одинаковую сте
пень относительно всъхъ 

окружностей пучка. Въ точкахъ Р оси а, которыя лежать внь отрезка 
А1А2, степень имъетъ положительныя значешя р2, такъ что изъ точки Р 
всегда можно провести ко всЪмъ окружностямъ пучка касательныя, име
ющей общую длину р. Окружность рад1уса р, имеющая центръ въ точкъ Р, 
сечетъ такимъ образомъ ортогонально все окружности пучка. Если Мх 

и М, суть центры двухъ окружностей пучка (см. фиг. 24) , гх и г., ихъ 
рад!усы, то Ж, имеетъ относительно окружности Р степень г, 2, точка 
М., степень г.,2. Если Q есть другая окружность, относительно которой 
мы предположимъ только, что она съчетъ ортогонально окружности Af4 

и М.„ то относительно нея точка Мх также имеетъ степень rx-, а 
точка М2 степень г / . Следовательно, прямая а', соединяющая точки 
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Мх и M2, есть общая радикальная ось всъхъ окружностей, которыя съкутъ 
ортогонально окружности даннаго пучка. Такъ какъ, съ другой стороны, 
прямая а сама также принадлежит , первому пучку, то центры ортогональ-
ныхъ окружностей расположены на прямой а; ортогональныя окружности 
также образуютъ пучекъ, „ортогональный" къ первому пучку; осью второго 
пучка служить прямая а'. Но второй пучекъ будеть гиперболическимъ. 
Въ самомъ дълъ , если О есть середина отрезка АуА2, то въ первомъ 
эллиптическомъ пучке 

РМ2 = р2 + г 2 = МХСР- + РО2. 

Такъ какъ Ж 1 0 < г 1 , то отсюда слъдуетъ, что р < РО, иными словами, 
окружность Р не встръчаетъ прямой а; а такъ какъ а' принадлежит . 

второму пучку въ каче
ств* предельной окруж
ности, то окружности 
этого пучка не пере
секаются. Эта зависи
мость двухъ пучковъ 
взаимная, потому что 
окружности второго 

• пучка, въ свою очередь, 
п е р е с е к а ю т , ортого
нально окружности пер-
ваго пучка; если мы, 
такимъ образомъ, исхо-
димъ отъ гиперболиче-
скаго пучка, то тъмъ же 

путемъ придемъ къ ортогональному эллиптическому пучку. Такъ какъ 
внутри каждой окружности гиперболическаго пучка расположены менышя 
окружности пучка, то эти окружности съ каждой стороны пучка прибли
жаются к ъ некоторой точк* . Эти две точки Ах и А2 расположены симмет
рично относительно радикальной оси и называются „нулевыми окруж
ностями" гиперболическаго пучка, или „основными точками" соответствую
щего ортогональнаго эллиптическаго пучка. Эллиптичесюй пучекъ вовсе 
не и м е е т , нулевыхъ окружностей, параболичесюй имеетъ одну, а гипер
болически имеетъ две (см. также фиг. 2 5 ) . 

Чтобы перейти отъ эллиптическаго пучка к ъ ортогональному ги
перболическому, мы исходили изъ точки Р, расположенной вне отрезка , 
соединяющаго основныя точки. Теперь интересно взять точку Р внутри 
этого отрезка (фиг. 2 5 ) ; въ такомъ случае степень точки Р относительно 
окружностей пучка имеетъ отрицательное значеше р2; окружность Р, 
имеющая центръ въ точке Р и рад1усъ р, въ этомъ случае разсекается 
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д1аметрально всеми окружностями пучка 2 7 ) . Если точка Р пробегаетъ весь 
о т р е з о к ъ АХА2, то окружность Р изменяется по величине и положешю, 
но при этомъ постоянно касается эллипса е, имеющего точки Ах и А2 

своими фокусами и малую ось, равную Ах А,. Впрочемъ, последнимъ 
фактомъ намъ ниже не придется пользоваться, вследств1е чего мы и огра
ничиваемся этимъ указашемъ. 

5. Совокупность окружностей на плоскости, относительно которыхъ 
некоторая точка Р имеетъ одну и ту же степень, называется „ с в я з к о й 
о к р у ж н о с т е й " . Такъ какъ все окружности, проходяиця черезъ одну и т у ж е 

Фиг. 25. 

точку плоскости, сообщаютъ последней одну и ту же степень 0, то о н е об
разуютъ предельный случай связки, такъ называемую „ п а р а б о л и ч е с к у ю " 
связку. Связка называется „ г и п е р б о л и ч е с к о й " или „ э л л и п т и ч е с к о й " , 
если обшдй радикальный центръ имеетъ соответственно положительную или 
отрицательную степень относительно окружностей связки. Если въ гипер
болической связке значеше степени есть + / ? 2 , то окружность у., имеющая 
центръ въ точке О и рад1усъ р, пересекаетъ ортогонально все окружности 
связки. Связка можетъ быть въ этомъ случае определена, какъ сово
купность окружностей, пересекающихъ ортогонально окружность у.. Это 
соображеше даетъ также способъ для построешя окружностей связки 
(фиг. 2 6 ) : въ произвольной точке А окружности у. проводимъ къ ней 

Я) Если степень точки Р относительно окружности М (фиг. 26) есть— р1, 
то р есть полухорда окружности М', перпендикулярная къ М'Р въ точке Р, какъ это 
изображено на чертеже. Поэтому окружность М' сечетъ окружность Р д1аметрально. 
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касательную и изъ произвольной точки С этой касательной проводимъ 
окружность, проходящую черезъ точку А; такъ какъ точка О имт>етъ 
относительно этой окружности степень -\-р2, то последняя принадлежить 
нашей связке. Нашей связке принадлежить также каждый пучекъ, опре
деляемый двумя окружностями связки. Нулевые круги всъхъ гиперболи-
ческихъ пучковъ расположены на окружности х; основныя точки каждаго 

ваются „парой точекъ связки". Поэтому черезъ двъ точки плоскости, не 
взаимно обратныя, проходитъ только одна окружность связки, которую 
можно построить, определяя точку, обратную одной изъ данныхъ. Вообще 
эта инверая преобразовываеть связку въ себя с а м о е 2 8 ) . 

28) Нужно помнить, что въ гиперболической связке касательная изъ центра 
къ каждой окружности связки равна р. 

На фиг. 26 изображены три пучка, принадлежащее связке ортогональной 
окружности х: слева гиперболическШ, внизу параболическШ, справа эллиптическШ. 
Нулевыя окружности гиперболическаго пучка, какъ и все окружности пучка, пере-
секаютъ окружность у. (ортогонально), т. е. попросту лежать на этой окружности. 
Обратно, если мы возьмемъ произвольныя две точки на окружности х и построимъ 
гиперболическШ пучекъ, для котораго эти две точки служатъ нулевыми окружно
стями, то все окружности пучка имеютъ (какъ и нулевыя) относительно точки О 
степень р1, секутъ окружность х ортогонально, а потому принадлежать связке (О). 

Если две окружности связки (О) пересекаются въ точкахъ О, и 0 „ то про
изведете O Q t . OQt равно квадрату касательной, проведенной изъ О къ каждой 
изъ этихъ двухъ окружностей, т. е. равно Поэтому точки О, и Q2 взаимно об-
ратны при инверсш, имеющей центръ О и степень рг. Обратно, если точки О, и 0 5 

взаимно обратны въ этой инверсш, т. е. 0 0 , . 0 0 2 = Р1, то касательная изъ точки 
О къ любой окружности, проходящей черезъ точки Q, и Qv имеетъ длину р; иначе 
говоря, все окружности, проходящая черезъ точки Oi и 0 „ принадлежать нашей 
связке (О). Если поэтому О, и 0 / 4 суть две взаимно обратныя въ нашей инверсш 
точки, то черезъ нихъ проходитъ безчисленное множество окружностей связки, оне 

Фиг. 26. 

эллиптическаго пучка взаимно 
обратны другъ другу при ин
версш, центромъ которой слу
жить точка О, а степенью р2. 
Обратно, всякая окружность, 
проходящая черезъ две вза
имно обратныя въ этой ин
версш точки, принадлежить 
пучку. Вообще, каждая пря
мая, проходящая черезъ точку 
О, пересекаетъ каждую ок
ружность связки, которую она 
в с т р е ч а е т , въ двухъ точкахъ, 
взаимно обратныхъ въ этой 
инверсш; таюя две точки назы: 
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З а д а ч а 10. Найти общую окружность двухъ пучковъ, принадле-
жащихъ одной связке 2 9 ) . 

З а д а ч а 1 1 . Превратить эллиптичесюй пучекъ окружностей путемъ 
инверсш въ пучекъ лучей. Во что обратится въ этомъ случа-fe ортого
нальный пучекъ? 

Эллиптическая связка отличается ббльшимъ единообраз1емъ, нежели 
гиперболическая. Такъ какь общШ радикальный центръ им-Ьетъ въ этомъ 
случаъ- отрицательную степень р2 относительно всъхъ окружностей связки, 
то послъ\дшя всъ пересЬкаютъ д1аметрально окружность k, имъющую центръ 
въ точк-fe О и pafliyeb р. Между тЬмъ, какъ ортогональная окружность х 
гиперболической связки не при
н а д л е ж и м самой связк-fe, такъ 
какъ точка О им-Ьетъ относи
тельно нея отрицательную сте
пень, — „д1аметральная окруж
ность" k эллиптической связки 
входить въ составь последней. 
И зд-Ьсь весь пучекъ, опред-Ьля-
емый двумя окружностями связ
ки, принадлежить связкъ; но такъ 
какъ въ этомъ случаъ точка О 
находится внутри всъхъ окруж
ностей связки, то посл-Ьдшя по
парно пересекаются въ двухъ 
точкахъ. Такимъ образомъ, въ составь связки въ этомъ случаъ входятъ исклю
чительно эллиптичесюе пучки (см. фиг. 27 и 2 8 ; на фигуръ 2 8 основныя 
точки эллиптическаго пучка расположены на диаметральной окружности) ; 
основныя точки этихъ пучковъ естественно и въ этомъ случа-fe взаимно 
обратны относительно центра О при степени инверсш — р2. Вообще, какъ 
и въ гиперболической связкъ, каждая прямая, проходящая черезъ точку О, 
встръчаетъ каждую окружность связки въ двухъ точкахъ, взаимно обрат-
ныхъ въ этой инверсш,— въ „пар-fe точекъ связки". 

З а д а ч а 1 2 . Построить общую окружность двухъ пучковъ связки. 
З а д а ч а 1 3 . Черезъ любыя дв-fe не-обратныя точки проходитъ окруж

ность связки. Построить е е 3 0 ) . 

не опредъляютъ окружности связки. Но если он* не взаимно обратны, то мы по-
строимъ точку О,, обратную 0 „ и проведемъ окружность, проходящую черезъ 
точки 0 „ Q', и 0 2 ; это будетъ окружность связки и притомъ единственная, про
ходящая черезъ точки О, и О' , . Если точки О,, О ' , и О, лежать на одной прямой, 
то окружность вырождается въ прямую, проходящую черезъ точку О. 

2 Э ) Центръ искомой окружности лежитъ въ пересъченш осей обоихъ пучковъ. 
ж ) Въ виду важности, которую им-вютъ эти двъ задачи для дальнъйшаго, 

мы приведемъ ихъ ръшеше. 

Фиг. 27. 
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Если даны дв-Ь связки съ совпадающими или различными центрами 
О, и 0 „ а / \ и Р., суть точки, обратныя въ этихъ связкахъ относи-

демъ разсматривать этотъ пучекъ лучей, какъ предельный случай эллипти
ческаго пучка окружностей, въ который онъ къ тому же можетъ быть 
превращенъ методомъ инверсш, то мы получимъ теорему: обиця окруж
ности двухъ связокъ образуютъ пучекъ окружностей. 

6. Намъ остается только распространить эти результаты на сферы. 
Прежде всего, вращая пучекъ окружностей вокругъ лиши центровъ, мы 
получимъ ,пучекъ с ф е р ъ " , т. е. совокупность сферъ, ИМ-БЮЩИХЪ о б щ у ю 
радикальную плоскость. Если окружности, принадлежаищя связкъ (не от
нося сюда ортогональнаго круга, когда онъ существуетъ) вращаются каж
дая вокругъ своего центра, то онъ описываютъ сферы, которыя въ сово-

Для ръчжешя задачи 12 замътимъ, что пучекъ въ эллиптической связкъ опре
деляется либо двумя его основными точками, либо двумя его окружностями; въ 
послъднемъ случаъ эти две окружности своимъ перегёчешемъ опять таки опредъ
ляютъ основныя точки пучка. Лищя центровъ пучка есть перпендикуляръ, возста-
вленный къ отрезку, соединяющему основныя точки, изъ его середины. Если даны 
два пучка связки, то ихъ линш центровъ своимъ пересЪчешемъ определяють 
центръ окружности, принадлежащей обоимъ пучкамъ. Если линш центровъ парал
лельны, то основныя точки обоихъ пучковъ лежать на одной прямой, въ которую 
въ этомъ случаъ и вырождается общая окружность. 

Для р е ш е т я задачи 13 строимъ точку, обратную относительно одной изъ 
данныхъ, и проводимъ окружность черезъ данныя двъ точки и вновь построенную 
точку. Если эти три точки лежать на одной прямой, то въ нее вырождается иско
мая окружность. 

S 1 ) Какъ мы видели въ п. 5, всякая окружность, проходящая черезъ две 
точки, взаимно обратныя въ инверсш связки, принадлежить этой связкъ; поэтому 
окружность я принадлежить какъ связкъ 0„ такъ и связкъ О,. Радикальная ось 

Фиг. 28. 

тельно одной и той же точки 
Р, то окружность л, прохо
дящая черезъ точки Р, Pv Р2, 
принадлежить обеимъ связ-
камъ. Если г есть другая та
кая же окружность, то Ох02 

есть радикальная ось этихъ 
двухъ окружностей, и опре
деляемый ими пучекъ принад
лежить обеимъ связкамъ s l ) . 
Если точка 0 2 совпадаетъ с ъ 
точкой Ov то этотъ пучекъ 
вырождается въ совокупность 
прямыхъ, проходящихъ че
резъ точку О,. Если мы бу-
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купности образуютъ „связку сферъ" , т. е. совокупность сферъ, имеющихъ 
общую радикальную ось; эта радикальная ось перпендикулярна къ плоскости 
вращающейся связки окружностей въ радикальномъ центр* последней. 
Итакъ, центры сферъ, образующихъ пучекъ, въ совокупности составляютъ 
прямую л и н ш ; центры же сферъ, образующихъ связку, составляютъ пло
скость. Сферы, принадлежацпя связкъ, либо проходятъ все черезъ двъ 
точки, либо это не имеетъ м е с т а 3 - ) . Въ первомъ случаъ прямая, соединя
ющая эти д в в точки, есть общая радикальная ось ; все сферы такой связки 
пересъкаютъ д1аметрально некоторую сферу, имеющую центръ въ точке 
пересечешя S плоскости центровъ съ радикальной осью. Во второмъ 
случаъ точка .S служить центромъ сферы, которая пересекаетъ ортого
нально В С Е сферы, принадлежащая пучку. Рад1усъ сферы въ томъ и 
въ другомъ случаъ равенъ корню квадратному изъ абсолютной величины 
степени точки S относительно сферъ связки. 

Легко видеть, что каждой связи* сферъ отв*чаетъ пучекъ сферъ, 
с*кущихъ ортогонально в с * сферы связки, и о б р а т н о 3 3 ) . 

Совокупность сферъ, относительно которыхъ н*которая точка О 
им*етъ одну и ту же степень, называется „с*тью с ф е р ъ " . Такую с*ть 
образуютъ прежде всего сферы, проходяиця черезъ одну точку, — частный 
случай, съ которымъ мы уже познакомились выше подъ назвашемъ „парабо
лической с*ти" ; ея степень равна нулю. С*ти, степени которыхъ отличны 
отъ нуля, называются гиперболическими или эллиптическими, смотря по 
тому, им*етъ ли соответствующая степень положительное значеше (+ /> 2 ) 

окружностей л и т должна проходить черезъ радикальный центръ каждой связки, 
а потому совпадаегь съ прямой О, О-,. 

и ) Какъ и въ случае пучка окружностей на плоскости, радикальная ось либо 
встречаетъ вс* сферы связки въ одной и той же паре точекъ, либо вовсе ихъ не 
встречаетъ. 

т ) Если Р есть точка на радикальной оси связки, то она имеетъ одну и ту 
же степень относительно всехъ сферъ связки. Если эта степень положительная, 
скажемъ р2, то все касательныя изъ точки Р къ каждой с ф е р * имъютъ длину р. 
Поэтому сфера л, имеющая центръ въ точке Р и рад1усъ р, сечетъ ортогонально 
все сферы связки. 

Итакъ, все сферы х имеютъ центры на радикальной оси связки. Нетрудно 
обнаружить, что плоскость, въ которой лежать центры вс*хъ сферъ связки, есть 
общая радикальная плоскость сферъ л. Въ самомъ деле, пусть 5 будеть произ
вольная точка этой плоскости, ч — сфера связки, имеющая центръ въ точке 5. Сфе
ра я сечетъ ортогонально все сферы л , а потому имеетъ относительно нихъ одну 
и ту же степень (ср. п. 4). Сферы л образуютъ, такимъ образомъ, пучекъ, секуицй 
ортогонально все сферы связки. 

Если радикальная ось связки пересекаетъ ея сферы въ двухъ точкахъ А, и Л „ 
то ортогональный пучекъ будеть гиперболическШ, At и Аг будутъ его предельный 
точки. Между точками А, и Аг неть центровъ сферъ, принадлежащихъ пучку. 

В е б е р ъ. Энциююп. элемент, геометр»!. 5 
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или отрицательное ( р2). Сфера, имеющая центръ въ радикальномъ 
ц е н т р * О гиперболической сети и рад1усъ р, пересекаетъ ортогонально 
в с * сферы сети, но сама ей не принадлежить. Въ эллиптической же сети 
эта сфера разсекается всеми сферами д1аметрально и представляетъ собой 
особенную сферу сети, которая при построешяхъ часто бываетъ очень по
лезной. Прямая, проходящая черезъ точку О, встречаетъ каждую сферу сети , 
которую она пересекаетъ , въ двухъ точкахъ, взаимно обратныхъ при инвер
сш, центромъ которой служить точка О, а степенью — степень с е т и 3 4 ) . 
Каждая сфера сети при этой „инверсш с е т и " переходить въ себя с а м о е 3 3 ) . 
Если две сферы сети пересекаются, то окружность сечешя, плоскость ко
торой, конечно, проходитъ черезъ точку О, обратна самой с е б е ; такую 
окружность называють „окружностью сети" , а две взаимно обратныя 
точки называють короче „парой точекъ сети" 3 6 ) . Черезъ две пары то
чекъ сети всегда проходить одна и только одна окружность сети , черезъ 
три пары — одна и только одна с ф е р а 8 7 ) . Относительно двухъ сетей 
(Oj) и ( 0 2 ) можно построить точки Рг и Р2, обратныя любой данной 
т о ч к е Р. В с е сферы, проходяцця черезъ точки Р, Рх и Р2, принадлежать 
какъ одной, такъ и другой сети и имеютъ прямую 0102 общей радикаль-

м ) Это основное свойство сети вытекаетъ изъ того, что степень точки О от
носительно сферы равна произведешю изъ любой секущей на ея внешнюю часть 
въ гиперболической сети и произведешю отрезковъ хорды въ эллиптической сети. 
Нужно иметь въ виду, что въ гиперболической сети предполагается гиперболи
ческая инверая, а въ эллиптической — эллиптическая. 

3 5 ) Согласно предыдущему замечашю, две точки М и М', въ которыхъ пря
мая MOM', проходящая черезъ центръ сети О, встречаетъ сферу этой сети, вза
имно обратны при инверсш сети. Иными словами, эта инверая замещаетъ точки 
М и М! другъ другомъ, и сфера переходить въ себя самое (см. предл. 6 въ § 8). 

з*) Если сфера проходитъ черезъ две точки А и А', взаимно обратныя отно
сительно точки О при степени инверсш ± рг, то степень точки О относительно этой 
сферы есть ± рг. Иными словами, сфера принадлежить сети, имеющей центръ въ 
точке О и степень ± р1. 

3 7 ) Пусть А и А', В и В1 будутъ две пары точекъ сети, такъ что 

ОА'.ОА = ОВ'.ОВ = +р\ 

Тогда окружность, проходящая черезъ точки А, А' и В, въ виду предыдущаго со
отношения, проходитъ также черезъ точку В'. Если точки А, А' и В лежать на одной 
прямой, то на той же прямой въ силу ннверсш лежитъ и точка ff; эта прямая и 
представляетъ собой въ этомъ случае окружность сети, проходящую черезъ две 
пары точекъ (см. прим. 30). 

Если теперь А и А', В и К, С и С суть три пары точекъ сети, не лежащш 
на одной окружности сети, то мы проведемъ окружность, определяемую двумя па
рами точекъ А и А', В и В', и сферу, проходящую черезъ эту окружность и точку 
С; эта сфера проходитъ также черезъ точку С; это есть сфера сети, определяемая 
двумя парами точекъ. 
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ной о с ь ю 3 8 ) ; мы получаемъ такимъ образомъ безчисленное множество 
пучковъ, принадлежащихъ сътямъ (О х ) и ( 0 2 ) , которые въ совокупности 
образуютъ связку съ общей радикальной осью Ох02. Н ъ т ъ возможности 
исчерпать обширный матер1алъ, который отсюда легко разматывается, 
и мы вынуждены указать на спещальныя сочинешя * ) . Для нашего изсле-
довашя о б ъ основашяхъ геометрш изложеннаго вполне достаточно. 

§ 10. Частичное осуществлеже евклидовой геометрш въ СЕТИ 

сферъ. Дв% неевклидовы геометрш. 

1. Если осуществлеше евклидовой геометрш въ параболической съти 
все еще можетъ поддерживать убъждеше, что „точка" есть нечто недъ-
лимое, то мы располагаемъ теперь средствомъ построить геометричесюя 
системы, въ которыхъ „точками" служатъ то сферы, то окружности, то 
пары взаимно обратныхъ точекъ гиперболической или эллиптической съти. 

А) Если мы подъ „псевдо-точками" будемъ разуметь сферы съти 
(О) , подъ „псевдо-прямыми" пучки этой съти, подъ „псевдо-плоскостями" 
ея связки, то мы можемъ высказать относительно этихъ образовъ все 
положешя группы I Гильбертовыхъ аксюмъ, съ которыми мы познакоми
лись въ § 8. Въ частности, имеетъ место следующее предложеше. 

Две п с е в д о - т о ч к и в с е г д а о п р е д е л я ю т * п с е в д о - п р я м у ю ; 
т р и п с е в д о - т о ч к и , не л е ж а н и я на о д н о й п с е в д о - п р я м о й , в с е г д а 
о п р е д е л я ю т ъ п с е в д о - п л о с к о с т ь . 

Въ самомъ деле, две сферы сети определяють пучекъ; три сферы, 
о которыхъ идеть речь, определяють связку, все сферы которой при
надлежать с е т и 3 9 ) . Можно было бы также распространить на „точки" 
нашихъ псевдо-прямыхъ вторую группу Гильбертовыхъ аксюмъ, характе-

з8) Такъ какъ каждая такая сфера проходить черезъ точки Р и Р„ то она 
принадлежить сети (О,) (см. прим. 36); такъ какъ она проходитъ черезъ точки Р и Р , , 
то она принадлежить сети (О,). Такимъ образомъ, какъ точка О,, такъ и точка О, 
имеетъ каждую одну и ту же степень относительно всехъ сферъ, проходящихъ че
резъ точки Р, Рг, Рг. Поэтому 0 , 0 , есть общая радикальная ось этихъ сферъ. 

*) Лучше всего изучить геометрш сети сферъ конструктивнымъ методомъ, 
т. е. ръшешемъ многихъ задачъ. Мы можемъ указать задачникъ Мил ино века го 
(Milinowski, II Th.), въ которомъ свойства сети подробно разработаны. Изящное 
изложеше сферической геометрш, выполненное элементарными средствами, можно 
найти въ книге Р а й э : Th. Reye , .Synthetische Geometrie der Kugel". Leipzig, 1879. 

m ) Если мы возьмемъ две сферы се™, то совокупность сферъ, имеющихъ съ 
ними общую радикальную плоскость, образуетъ пучекъ сферъ, принадлежащей сети. 

Три сферы сети, не принадлежащая одному пучку, имеютъ общую радикаль
ную ось; совокупность сферъ, имеющихъ ту же радикальную ось, образуетъ 
связку, принадлежащую сети. 

5 » 



68 

ризующихъ понятое „между" , въ той модификации, впрочемъ, которую уста
н а в л и в а е т Пашъ (1. с. § 1, 18), вводя понятое о „выключенной" точкъ ; 
здесь ръчь идетъ собственно о томъ, чтобы установить значеше выраже-
нля: двъ пары точекъ „раздвляють" или „неразд-вляють" другъ друга. 
Къ этому мы возратимся ниже. 

В) Другое осуществлеше группъ I и II Гильбертовыхъ аксюмъ (въ ука
занной выше модификации), бол-fee доступное конструктивной о б р а б о т к е 
въ чертеж*, основывается на томъ, что мы принимаемъ за „псевдо-точки", 
„псевдо-прямыя" и „псевдо-плоскости" окружности, пучки и связки окруж
ностей на некоторой плоскости ц. Посредствомъ инверсш можно превратить 
плоскость 1) въ сферу и такимъ образомъ перенести „псевдо-пространство" 
нашей всевдо-геометрш на сферу. Две различныя псевдо-точки всегда 
определяють псевдо-прямую; псевдо-точки, не расположенныя на одной 
псевдо-прямой, всегда определяють псевдо-плоскость. Было бы очень по
лезно и поучительно проверить все предложешя Гильбертовой группы I 
и ея с л е д с т я помощью соответствующихъ п о с т р о е н ^ . Чтобы, по крайней 
Mopfe, указать всю плодотворность такого рода аналопй, мы выведемъ 
предложеше, которое соответствуетъ здесь теореме Дезарга. 

Предложеше Дезарга разсматриваеть два треугольника АХВХСХ и 
Л^ВоС, въ двухъ пересекающихся плоскостяхъ цх и rj2, расположенные 
такимъ образомъ, что прямыя АХВХ и А2В2, ВХСХ и В.2С2, АХС^ и А2С2 

пересекаются соответственно въ трехъ точкахъ X, Y, Z, лежащихъ на пере-
сеченш ^ плоскостей г]х и rj2. Въ такомъ случае эти три пары прямыхъ опре
д е л я ю т ь три плоскости, пересекающаяся въ некоторой точке S; такимъ об
разомъ прямыя АХА.,, ВХВ2, СХС.,, соединяющая соответственныя вершины 

.. треугольниковъ, проходятъ черезъ одну точку 5 . Если мы теперь возьмемъ 
еще одинъ треугольникъ А(А/А/ въ той же плоскости цх, стороны 
котораго проходятъ соответственно черезъ точки X, Y, Z , то прямыя 
А(А.,, ВХ'В„, СХ'С2 также проходятъ черезъ одну точку S'. Вместе с ъ 
т е м ъ плоскости АХАХА2, ВХВХВ2, СХСХС2 содержать прямыя АХА2 и 
А1'А2, ВХВ2 и ВХ'В2, СХС2 и СХС2, а потому оне содержать также 
точки S и S'; следовательно, эти три плоскости образуютъ пучекъ с ъ 
осью SS'. Этотъ пучекъ пересекается плоскостью 1}Х по прямымъ АХАХ, 
ВХВ{, СХСХ', проходящимъ черезъ точку 2, въ которой прямая SS' пе
ресекаетъ плоскость цх. Теорема Дезарга, такимъ образомъ, гласить: 

Е с л и д в а т р е у г о л ь н и к а и А2ВгС2 р а с п о л о ж е н ы в ъ 
о д н о й и л и в ъ р а з л и ч н ы х ъ п л о с к о с т я х ъ т а к и м ъ о б р а з о м ъ , 
ч т о с о о т в е т с т в е н н ы я с т о р о н ы АХВХ и А,Д>, ВХСХ и В.,С2, СХАХ 

и СоА., п е р е с е к а ю т с я в ъ т р е х ъ т о ч к а х ъ , р а с п о л о ж е н н ы х ъ 
на о д н о й п р я м о й s, то в е р ш и н ы А1 и А.,, Вх и В2, Сх и С2 

р а с п о л о ж е н ы на т р е х ъ п р я м ы х ъ , п р о х о д я щ и х ъ ч е р е з ъ о д н у 
т о ч к у 5 . 
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Это предложение остается также въ сил* въ псевдо-геометр1яхъ А) и 
В) . Такъ, напрнмъръ, на обычномъ языке геометрш круговъ это предло-
ж е ш е въ систем* В) гласить: 

В о з ь м е м ъ в ъ о д н о й п л о с к о с т и 6 о к р у ж н о с т е й AvBvClt 

А2,В2,С2, и з ъ к о т о р ы х ъ к а к ъ п е р в ы й т р и , т а к ъ и в т о р ы я т р и 
не п р и н а д л е ж а т ь о д н о м у п у ч к у ; п о л о ж и м ъ д а л е е , что п у ч к и , 
о п р е д е л я е м ы е о к р у ж н о с т я м и 

Вх и Q , В2 и Са и м е ю т ъ о б щ у ю о к р у ж н о с т ь X, 
„ Ах, С2 „ А2 „ » » Y, 

Ах „ В±, А% я В2 я п » Z\ 
е с л и с в я з к и , о п р е д * л я е м ы я о к р у ж н о с т я м и А1,В1,С1 и А2,В2,С2 

с о в п а д а ю т ъ , а т р и о к р у ж н о с т и X, Y, Z п р и н а д л е ж а т ь о д н о м у 
п у ч к у , т о т р и п у ч к а (Av А2), (Вх, В2), (С\ , С2) и м е ю т ъ о б щ у ю 
о к р у ж н о с т ь 5 . 

Если связки (Av Bv Сх) и ( Л 2 , В2, С2) различны, то окружности 
X, Y, Z также принадлежать одному пучку. Эта теорема легко допу-
скаетъ обращеше. Кто знакомь съ проективной геометр1ей, тотъ легко 
усмотритъ, что теорема о совершенномъ четырехугольник* также спра
ведлива въ нашей геометрш В), и это приводить къ опред*лешю гармо-
ническаго расположешя четырехъ псевдо-точекъ на псевдо-прямой; это, въ 
свою очередь, даетъ непосредственно понятое о проективной зависимости 
двухъ псевдо-прямыхъ, и мы можемъ, такимъ образомъ, построить образъ, 
аналогичный кривымъ второго порядка. Однако, зд*сь еще мы не пред-
полагаемъ знакомства съ проективной геометр1ей, и потому не станемъ 
останавливаться на дальнъйшемъ развитой этихъ фактовъ. 

2. Гораздо подробн*е мы разовьемъ другое осуществлеше двухъ 
группъ Гильбертовыхъ аксюмъ I и II (см. § 8) , которое такъ же, какъ 
система А), разматывается въ гиперболической или эллиптической с*ти 
сферъ . Пусть О будеть радикальный центръ, -4- г2 или — г- степень съти. 
Будемъ теперь разуметь подъ „псевдо-точкой" пару точекъ въ инверсш 
с*ти, подъ „псевдо-прямой" окружность сети, подъ „псевдо-плоскостью" 
сферу этой с е т и ; въ такомъ случае и здесь черезъ две псевдо-точки 
всегда проходитъ псевдо-прямая и при томъ только одна; черезъ три 
псевдо-точки, определяющая три различныя псевдо-прямыя, проходитъ одна 
и только одна псевдо-плоскость, при чемъ посл*дняя содержитъ упомянутыя 
три псевдо-прямыя. Въ самомъ деле , две пары точекъ, соотв*тствуюиця 
двумъ псевдо-точкамъ, опредъляютъ окружность, которая устанавливается 
уже собственно тремя изъ этихъ четырехъ точекъ и проходитъ черезъ 
четвертую точку. Три псевдо-точки содержать шесть точекъ, кото
рыхъ, собственно, было бы слишкомъ много для опредълешя сферы; 
но, въ силу теоремы о б ъ отр*зкахъ секущей, сфера, проходящая черезъ 
четыре и з ъ этихъ точекъ, необходимо должна также пройти черезъ осталь-
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ныя д в ъ 4 0 ) . Теперь легко видъть, что въ нашей псевдо-геометрш имъютъ 
мъхто акс1омы Гильбертовой группы I. 

Въ этой псевдо-геометрш имеется только одна связка псевдо-прямыхъ, 
которая въ то же время представляетъ собой связку прямыхъ и въ обыч-
номъ смысле слова; это совокупность прямыхъ, проходящихъ черезъ ра
дикальный центръ О 4 1 ) . С ъ другой стороны, каждая „действительная", а 
следовательно, и псевдо-прямая, проходящая черезъ точку О, пересекаетъ 
каждую окружность и каждую сферу сети , которыя она встречаетъ, въ 
п а р е взаимно обратныхъ точекъ, т. е. пересекаетъ каждую псевдо-прямую 
и псевдо-плоскость въ одной псевдо-точке; поэтому на псевдо-плоскости 
и на псевдо-прямой остаются въ силе все свойства, которыя высказы
ваются относительно понятоя „между" въ действительной связке прямыхъ. 
Такъ, напримеръ, изъ четырехъ лучей связки а, Ь, с, d, расположенныхъ 
въ одной плоскости, всегда два и только два разделяють два другихъ ,— 
скажемъ, a, b и с, d, — между темъ какъ при другомъ распределены две 
пары лучей другъ друга не р а з д е л я ю т ь ; точно такъ же четыре псевдо
точки на псевдо-прямой однимъ и только однимъ способомъ разбиваются 
на д в е пары, разделяюиця другъ друга 4 ' 2 ) . Д р у п я предложешя этого рода 
приведены у Паша (1. с. § 1, 18) . Такимъ образомъ, вторая группа Гиль
бертовыхъ аксюмъ остается въ силе въ нашей геометрш въ той модифи-

*>) См. примечаше 37. 
4 1 ) Что плоскости и прямыя, проходяшдя черезъ точку О, могутъ быть раз-

сматриваемы, какъ сферы и окружности безконечно большого рад1уса,— это ясно, 
такъ какъ на это неоднократно уже указывалось. Ясно также, что въ параболи
ческой сети оне входятъ въ составь последней, такъ какъ точка О и относительно 
нихъ имеетъ степень 0. Можетъ показаться страннымъ, что онь входятъ въ составь 
сети, когда г ф О , такъ какъ эти плоскости и прямыя и въ этомъ случае, какъ 
сферы и окружности безконечно большого рад1уса, повидимому, сообщаютъ точке 
О степень 0. Но возьмемъ для примера въ эллиптической сети, некоторую плоскость, 
проходящую черезъ центръ сети О; эта плоскость служить радикальной плоскостью 
пучка, входящаго въ составь сети; все сферы этого пучка въ эллиптической сети 
пересекаются по одной окружности (п. 6 § 9), плоскость которой и есть наша ра
дикальная плоскость. Центры сферъ этого пучка лежать на прямой, перпендикуляр
ной къ нашей плоскости въ центре общей окружности. Когда рад1усъ сферы пучка 
неограниченно возрастаетъ, последшя приближаются къ радикальной плоскости, 
которая входить такимъ образомъ въ составь сети, какъ предельная сфера этого 
пучка. Когда рад1усъ сферы возрастаетъ, то степень точки О относительно нея все 
время остается равной г1. Точка О делить хорду сферы на два отрезка, изъ кото
рыхъ одинъ можетъ неограниченно убывать, другой же возрастаетъ такъ, что ихъ 
произведете будетъ равно г1. Разсматривая поэтому нашу плоскость, какъ пре
дельную сферу пучка, мы сообщаемъ точке О и относительно нея степень г1. 

-12) Т. е. мы будемъ принимать, что две пары псевдо-точекъ разделяють другъ 
друга, если соответствуюцце лучи попарно другъ друга разделяють; этимъ опре
деляется расположеше псевдо-точекъ на псевдо-прямой въ согласш съ Гильберто
выми аксюмами расположена (въ проективномъ пространстве). 
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каши, которую мы уже указывали въ пункт* 1 и которую разовьемъ 
подробнъе въ глав* III. 

3. Чтобы теперь занять также определенную позищю относительно 
аксюмы о параллельности, мы должны различать два типа сферическихъ 
свтей, имъющихъ степень, отличную отъ нуля. Въ эллиптической с*ти 
всъ окружности и вс* сферы содержать радикальный центръ внутри себя; 
поэтому вс* сферы, а также вс* окружности на одной и той же с ф е р * 
необходимо перес*каются. Перенося это на соотв*тствующее „ э л л и п т и 
ч е с к о е п р о с т р а н с т в о " 4 3 ) , мы получимъ: всяюя д в * псевдо-плоскости в ъ 
эллиптическомъ пространств* всегда им*ютъ общую псевдо-прямую; любыя 
д в * псевдо-прямыя на одной псевдо-плоскости им*ютъ общую псевдо-точку. 
Т а к и м ъ о б р а з о м ъ , в ъ э л л и п т и ч е с к о й г е о м е т р ш а к с ш м а о п а р а л 
л е л ь н о с т и не и м * е т ъ м * с т а : д в * п р я м ы я в ъ о д н о й п л о с к о с т и 
в с е г д а в с т р * ч а ю т с я . 

Напротивъ, въ гиперболической с*ти всегда им*ется безчисленное 
множество сферъ, которыя не встр*чаютъ данной сферы. Зд*сь можно, 
не впадая въ противор*ч1е, развить систему выражения такого рода, что 
д в * не перес*каюцп'яся сферы им*ютъ мнимую окружность перес*чешя. 
ГиперболическШ пучекъ сферъ (происходящШ путемъ вращешя гипербо
лическаго пучка окружностей вокругъ лиши центровъ) можно тогда раз-
сматривать, какъ совокупность сферъ, им*ющихъ общую мнимую окруж
ность, которая „лежитъ" въ радикальной плоскости пучка. Каждая прямая, 
проходящая черезъ точку О въ этой плоскости, „встр*чаетъ" мнимую 
окружность въ двухъ взаимно обратныхъ мнимыхъ точкахъ. Эта пара то 
чекъ въ совокупности образуетъ „идеальную" точку перес*чешя; мнимой 
окружности соотв*тствуетъ, такимъ образомъ, „идеальная" прямая. 

Итакъ, д в * не перес*кающ1яся псевдо-плоскости им*ютъ „идеальную" 
прямую перес*чеш'я: мы получаемъ, такимъ образомъ, пучки и связки 
псевдо-плоскостей съ идеальной общей псевдо-прямой или соотв*тственно 
съ идеальной общей псевдо-точкой. Он*, очевидно, составляютъ аналопю 
съ несобственными точками и прямыми въ натуральной г е о м е т р ш 4 4 ) . 

Промежуточное м*сто между этими двумя случаями, когда сферы и 
окружности гиперболической с*ти пересЬкаются, и когда о н * не перес*-
каются, занимаетъ третШ случай, когда о н * соприкасаются. Такъ какъ точка 
соприкосновешя должна быть обратной самой себ*, то она необходимо 
должна быть расположена на ортогональной сфер* со этой с*ти. Каждая 
окружность съти встр*чаетъ сферу со въ двухъ точкахъ А и В. Если Р 

й ) Т. е. пространство, которое представляетъ эллиптическая с*ть, если „псевдо-
точки", „псевдо-прямыя" и „псевдо-плоскости" им*ютъ установленныя выше значешя. 

w ) Какъ уже было сказано въ своемъ м*ст*, объ идеальныхъ образахъ 
будетъ р*чь въ особомъ дополнеши. 
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есть произвольная точка, а Р' обратная ей точка, то окружности, прохо
дящая черезъ точки А, Р, Р' и В, Р, Р', будуть касаться каждая данной 
окружности соответствен но въ точкъ А или В; вообще, все окружности, 
проходящая черезъ точку ортогональной сферы, соприкасаются въ этой 
т о ч к е 4 б ) . Если мы хотимъ теперь въ нашей гиперболической псевдо-г-еометрш 
иметь нечто подобное параллелизму, то нужно определить „пространство" 
этой геометрш, какъ то, что мы получаемъ, если мы изъ обыкновеннаго 
пространства геометрш сферъ устранимъ ортогональную сферу со. В ъ 
остающемся такимъ образомъ гиперболическомъ пространстве имеетъ место 
предложеше, что к ъ п с е в д о - п р я м о й АВ ч е р е з ъ п с е в д о - т о ч к у Р 
в с е г д а п р о х о д я т ъ две п с е в д о - п а р а л л е л и . Чтобы изобразить это 
наглядно на рисунке , припомнимъ, что плоскости, проходящая черезъ 
точку О, принадлежать сети въ качестве предельныхъ сферъ и въ такомъ 
смысле тоже могутъ считаться псевдо-плоскостями. Въ такого рода псевдо
плоскости мы выберемъ псевдо-прямую g и черезъ точку Р проведемъ 
параллели РА и РВ. С е ч е т е псевдо-плоскости съ ортогональной сферой 
обозначимъ черезъ х (см. фиг. 29 ) . 

Две параллели образуютъ въ т о ч к е Р четыре угла; одинъ изъ 
нихъ содержитъ псевдо-прямую g, мы его обозначимъ черезъ у; это 

к ъ д а н н о й п р я м о й в с е г д а м о ж н о п р о в е с т и две п а р а л л е л и , к о т о 
р ы я о п р е д е л я ю т ь д в а в е р т и к а л ь н ы х ъ у г л а ср, ср т а к и м ъ о б р а з о м ъ , 
ч т о в с е п р я м ы я , п р о х о д я ш л я в н у т р и э т и х ъ у г л о в ъ , в о в с е н е и м е ю т ъ 
д е й с т в и т е л ь н ы х ъ т о ч е к ъ п е р е с е ч е ш я с ъ д а н н о й п р я м о й * ) . 

te) Оне будутъ иметь общей касательной проходящШ черезъ эту точку ра-
Д1усъ ортогональной сферы. 

*) Строго говоря, все эти прямыя можно было бы считать параллельными 
данной прямой; но (ассимптотичесмя) параллели РА и РВ имеютъ больше сходства 
е ь Евклидовыми параллелями. 

Фиг. 29. 

такъ называемый уголъ параллельности, 
играющий важную роль въ геометрш 
Больэ и Лобачевскаго. Въ двухъ углахъ 
ср, <р, смежныхъ съ / , проходятъ те 
псевдо-прямыя, которыя в с т р е ч а ю т , пря
мую g въ идеальныхъ точкахъ, между 
т е м ъ какъ внутри угла параллельности у 
проходятъ те псевдо-прямыя, которыя 
действительно встречаютъ псевдо-прямую 
g. Соединяя такимъ образомъ все ска
занное, мы приходимъ къ следующему 
выводу: в ъ г и п е р б о л и ч е с к о й г е о 
м е т р ш а к с ю м а о п а р а л л е л ь н о с т и 
т а к ж е не и м е е т ъ м е с т а : н а п р о т и в ъ , 
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4. Мы имеемъ, такимъ образомъ, двъ геометрш; въ каждой изъ нихъ 
черезъ д в * точки всегда проходитъ одна и только одна прямая, черезъ 
три точки, определяющая три различныя прямыя, всегда проходитъ одна 
и только одна плоскость; вообще, все предложешя евклидовой геометрш, 
которыя относятся к ъ пересъчешю прямыхъ и плоскостей, справедливы въ 
об-Ьихъ этихъ геометр1яхъ, за исключешемъ только аксюмы о параллель
ности. Это приводить, такимъ образомъ, къ безупречному и совершенно 
наглядному доказательству того, что попытки доказать аксюму о парал
лельности или, какъ было бы правильнее ее назвать, пятый постулатъ 
Евклида, попытки вывести это предложеше изъ остальныхъ посылокь, не 
прекращавппяся въ течеше двухъ тысячелетой, необходимо должны были 
потерпеть крушеше. А к с ш м а о п а р а л л е л ь н о с т и н е п р е д с т а в л я е т ъ 
с о б о й л о г и ч е с к а г о с л е д с т в 1 я и з ъ о с т а л ь н ы х ъ о с н о в н ы х ъ п о л о 
ж е н ^ г е о м е т р ш . Мы можемъ даже сказать: Е с л и б ы обе г е о м е т р ш , 
в ъ к о т о р ы х ъ а к с ю м а о п а р а л л е л ь н о с т и не и м е е т ъ м е с т а , к о г д а -
л и б о п р и в е л и к ъ п р о т и в о р е ч 1 я м ъ , т о и е в к л и д о в а г е о м е т р 1 я не
о б х о д и м о с о д е р ж а л а б ы п р о т и в о р е ч 1 я ; въ самомъ деле, было бы 
достаточно перевести эти противоречия неевклидовой геометрш на языкъ 
обыкновенной геометрш сферъ въ евклидовомъ пространстве, и мы по
лучили бы здесь противореч1я. Что же касается того, что евклидова 
геометр1я опирается на посылки, не содержания никакого противореч1я, 
то это мы будемъ иметь возможность обнаружить въ одномъ изъ сле-
дующихъ параграфовъ. Однако, это относится, конечно, только къ иде
альной геометрической системе. 

И з ъ независимости аксюмы о параллельности, съ одной стороны, и 
изъ недопустимости понятоя о параллельности въ натуральной геометрш, съ 
другой стороны, следуетъ, что средствами натуральной геометрш вопросъ 
о трехъ возможныхъ допущешяхъ въ теорш параллельности никогда не 
можетъ быть р е ш е н ъ въ пользу какого-либо одного изъ нихъ. Фактически 
и Пашъ въ своихъ „лекшяхъ" , о которыхъ мы неоднократно упоминали, 
вынужденъ былъ оставить этотъ вопросъ открытымъ; въ небольшой области, 
въ пределахъ которой остаются плоскости и прямыя, доступный нашему 
наблюдешю, можно очень хорошо описать все факты натуральной гео
метрш независимо отъ того, проходятъ ли черезъ данную точку две парал
лели къ данной прямой, одна или ни одной. Можно даже сказать больше: 
эмпирически никогда не будеть возможно решить, представляетъ ли 
собой то, что мы называемъ прямыми и плоскостями, „действительныя" 
прямыя и плоскости или псевдо-прямыя и псевдо-плоскости сферической 
сети съ чрезвычайно большой степенью. Если бы, напримеръ, солнце было 
радикальнымъ центромъ, а ортогональная или соответственно д1аметраль-
ная сфера была бы столь велика, что все планеты были бы расположены 
внутри ея, то псевдо-плоскости и псевдо-прямыя, т. е. сферы и окружности 
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съти въ пределахъ нашей земли такъ мало отличались бы о т ъ прямыхъ 
и плоскостей натуральной геометрш, что этого различ1я невозможно 
было бы обнаружить. Если мы себе представимъ касательную къ одной 
и з ъ этихъ окружностей, то она на протяженш 11 километровъ отъ точки 
касашя была бы удалена о т ъ окружности всего на 0,001 миллиметра. 
Различ1е между обеими лишями существовало бы только въ нашемъ в о -
ображенш, эмпирически установить его было бы невозможно. 

Можно было бы указать еще многочисленный д р у п я системы, осуще-
ствляюцця три геометрш, которыя отличаются одна отъ другой только 
аксюмой о параллельности, а въ области, доступной нашему эмпирическому 
изслъдовашю, вполне совпадаютъ съ натуральной геометр1ей: но элемен-
тарныхъ средствъ, которыми мы располагаем^ для этого недостаточно. 

Мы должны еще указать назвашя, присвоенный этимъ тремъ гео-
метр!ямъ. Геометр1я, въ которой имеетъ место аксюма о параллельности, 
называется е в к л и д о в о й и л и п а р а б о л и ч е с к о й . Именно поэтому мы 
назвали связку сферъ съ нулевой степенью, вполне осуществляющую эту 
г еометрш, также п а р а б о л и ч е с к о й . Д в ъ д р у п я геометрш называются 
хат' e§o%i)v н е е в к л и д о в ы м и . Строго говоря, подъ этимъ назвашемъ сле
довало бы разуметь всякую геометрш, посылки которой не вполне совпа
даютъ съ Евклидовыми. Та неевклидова геометр1я, въ которой параллелизма 
вовсе н е т ь , которая иллюстрируется эллиптической сетью сферъ, назы
вается э л л и п т и ч е с к о й геометр1ей, а вторая г и п е р б о л и ч е с к о й ; послед
няя осуществляется въ гиперболической се™ сферъ . Гиперболическую гео
м е т р ш открыли Больэ и Лобачевсюй, эллиптическая была позже открыта 
Риманомъ. Характерное различ1е этихъ трехъ геометрШ можетъ быть 
также выражено следующимъ о б р а з о м ъ : 

В ъ п а р а б о л и ч е с к о й г е о м е т р ж с у м м а у г л о в ъ в ъ т р е у г о л ь н и к е 
р а в н а д в у м ъ п р я м ы м ъ , в ъ э л л и п т и ч е с к о й о н а б о л ь ш е д в у х ъ п р я 
м ы х ъ , в ъ г и п е р б о л и ч е с к о й о н а м е н ь ш е д в у х ъ п р я м ы х ъ , п р и ч е м ъ в ъ 
п о с л е д н и х ъ д в у х ъ с л у ч а я х ъ о н а н е и м е е т ъ п о с т о я н н а г о з н а ч е ш я . 

Чтобы обнаружить это также въ обоихъ типахъ сферическихъ сетей, 
мы будемъ измерять углы между псевдо-прямыми, т. е. углы, которые 
окружности образуютъ въ т о ч к е пересечешя, углами между соответ
ствующими касательными. Однако, здесь , несколько иначе, чемъ въ § 8, 7, 
мы будемъ подъ угломъ А въ треугольнике ABC разуметь тотъ изъ 
четырехъ угловъ при вершине А, внутри котораго расположена сторона 
ВС. Если мы возьмемъ теперь въ гиперболической сети для удобства 
псевдо-плоскость, проходящую черезъ радикальный центръ (см. фиг. 30) , 
то каждый треугольникъ, вершины котораго А, В, С лежать на окруж
ности со, обладаетъ той особенностью, что три прямыя образуютъ другъ 
съ другомъ во в с е х ъ трехъ точкахъ А, В а С углы, равные нулю. Сумма 
угловъ такого треугольника, такимъ образомъ, также равна нулю. Стороны 
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его, согласно предыдущимъ опредълешямъ, попарно параллельны. Что въ 
другихъ треугольникахъ въ этой геометрш сумма угловъ всегда меньше 2d, 
этого нельзя доказать безъ довольно сложныхъ тригонометрическихъ вы-
числешй. Возможность треугольниковъ съ нулевыми углами была уже 
известна творцамъ неевклидовой геометрш; 
противники же ихъ оспаривали это, какъ не
что, совершенно противоречащее очевидности. 
Если, однако, мы представимъ себе , какъ было 
указано выше, ортогональную сферу настолько 
большой, что въ ней заключены все планеты, 
то въ нашихъ псевдо-плоскостяхъ въ обла-
стяхъ, доступныхъ нашему созерцанш, не мо
гутъ быть расположены отрезки, принадлежа-
mie всемъ тремъ сторонамъ такого треуголь
ника; никакого противореч1я съ опытомъ мы 
бы не имели. О т с у т с ш е нагляднаго воплощешя неевклидовой геометрш 
служило болынимъ препятсгьчемъ для ея уяснешя. Указанная Бельтрами въ 
1868 г. реализащ'я элементарной геометрш на поверхностяхъ постоянной отри
цательной кривизны недостаточно элементарна и не можетъ быть доказана 
безъ помощи высшей математики. Риманъ ука-
залъ, что эллиптическая геометр1я плоскости 
осуществляется на сфере , если д в е ея полярныя 
точки принимать за одну „точку" . Однако, ав
торы не указывали достаточно определенно, 
что при этомъ осуществлен^ эллиптической 
геометрш подъ „точкой" необходимо разуметь 
совокупность двухъ различныхъ обыкновен
ныхъ точекъ; это привело къ целому ряду не-
доразу менШ, сводившихся, главнымъ образомъ, 
къ тому, что геометрш Римана не признавали ф и г 31 

тождественной съ геометр1ей сферы. Правильно 
понимая это осуществлеше эллиптической „плоскости" на сфере , мы безъ 
труда узнаемъ въ ней нашу псевдо-плоскость эллиптической с е т и : Рима-
нова сфера есть ддаметральная сфера с е т и ; две полярныя ея точки взаимно 
обратны и потому действительно образуютъ одну псевдо-точку. Поэтому 
не было, собственно, необходимости присваивать такую исключительную 
роль двумъ конечнымъ точкамъ д1аметра. З а псевдо-точку можно было бы 
также принять две конечныя точки каждой хорды, проходящей черезъ 
постоянную точку, расположенную внутри сферы. Если мы возьмемъ 
точку О вне сферы, то мы получимъ гиперболическую плоскость*) . 

*) Этотъ именно путь привелъ автора пять летъ тому назад ь къ осуществле-
шю неевклидовой геометрш въ сферической сети (Вступительная лекшя въ летнемъ 
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Въ заключение мы хотели бы показать, по крайней м*р* , на одной 
ф и г у р ъ (см. фиг. 3 1 ) , что въ эллиптической геометрш сумма угловъ въ 
треугольник* больше 2d; общее доказательство этого предложешя тре-
буетъ сложныхъ тригонометрическихъ выкладокъ. Псевдо-плоскостью слу
ж и т ь плоскость чертежа, проходящая черезъ радикальный центръ О; 
k есть сЬчеше д*аметральной сферы; начерченный зд*сь треугольникъ, 
очевидно, им*етъ три тупыхъ у г л а * ) . 

§ 11. Метрика неевклидовыхл» геометрш. 

1. Какъ мы вид*ли, геометр1я с*ти сферъ, степень которой отлична 
о т ъ нуля, какъ и евклидова, удовлетворяет , групп* I Гильбертовыхъ 
аксюмъ, а также и г р у п п * II съ небольшой проективной модификашей, 
о которой б у д е т ь р*чь ниже. Чтобы теперь дополнить доказательство, 
что геометр1я сферической с*ти отличается отъ евклидовой только аксюмой 
о параллельности и проистекающими изъ нея логическими выводами, намъ 
остается еще обнаружить, что группы III и V Гильбертовыхъ аксюмъ 
зд*сь остаются въ сил*. П о существу д*ло зд*сь сводится къ аксюмамъ 
о конгруэнтности, на которыхъ основывается изм*рен1е геометрическихъ 
о б р а з о в ъ и связанныя съ этимъ с о о т н о ш е ш я — „ м е т р и к а " . Лишь въ томъ 
случа*, если о б * неевклидовы геометрш действительно въ этихъ пред*лахъ 
не отличаются о т ъ евклидовой, мы можемъ утверждать, что о н * характе
ризуются суммой угловъ въ треугольник*. Напротивъ, если мы устранимъ 
въ евклидовой геометрш, наприм*ръ, Архимедову аксюму (Гильберть, 1. с. 
§ 8, V ) , то можно построить г е о м е т р ш , въ которой сумма угловъ тре
угольника постоянно равна 2d, между т*мъ какъ аксюма о параллельности 
не им*етъ м*ста * * ) . Однако, мы не будемъ выводить теоремъ, касающихся 
конгруэнтности съ точки зр*шя о б * и х ъ неевклидовыхъ геометрШ, изъ 
аксюмъ конгруэнтности, потому что Гильбертовы доказательства этихъ 
теоремъ составлены такимъ образомъ, что они не опираются на теорему 
о параллельности и потому с о х р а н я ю т , свою силу не только въ пара
болической геометрш, но также въ эллиптической и гиперболической. 

семестре 1898 г. въ Страсбург*, въ которой была также развита и метрика этой 
системы). 

*) Изв*стныя доказательства предложешя, что сумма угловъ въ треугольник* 
не можетъ быть больше двухъ прямыхъ, основываются на неявномъ допущенш, 
что прямая им*етъ безконечную длину, или что она раздъляетъ плоскость на дв* 
отд*льныя части. Ни то ни другое, однако, въ эллиптической геометрш не нм*етъ 
м*ста. Поэтому въ эллиптической плоскости и выражение аксюмы о параллельности 
iff,' а /мдг) eloiv (съ той стороны, съ которой . . . ) теряетъ смыслъ, такъ какъ 
прямая не д*литъ этой плоскости на дв* стороны. См. Gauss, Werke Bd. 7 стр. 190. 

**) Ср. М. D e h n , Die Legendreschen Satze liber die Winkelsumme im Dreteck. 
Math. Ann. 53. 
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Вообще, привлекательность, которую представляетъ необычное осуществле-
Hie той или иной геометрш, заключается не въ томъ, что мы смотримъ на 
нее съ точки зрешя этой именно геометрической системы, а въ томъ, что 
мы ее созерааемъ съ точки зрешя другой геометрш. Напримеръ, гиперболи
ческая геометр1я, осуществленная въ гиперболической съти, какъ таковая, 
не отличается ни однимъ предложешемъ отъ любого другого осуществле-
шя той же геометрш; но ея предложешя тотчасъ прюбрътаютъ величайплй 
интересъ, если мы вновь переводимъ ихъ на языкъ евклидовой геометрш. 
Сравните, напримеръ, теорему Дезарга съ ея оригинальнымъ переводомъ, 
приведеннымъ въ § 10, 1. Обратно, иногда можетъ быть также интересно 
разсмотръть систему геометрическихъ образовъ съ точки зрешя той или 
иной неевклидовой геометрш. Такъ, напримъръ, въ дисциплине, лежащей, 
на первый взглядъ, далеко отъ геометрш, въ современной теорш функшй, 
именно въ теорш аутоморфныхъ функщй, оказывается полезнымъ изотЬ-
довать въ комплексной числовой плоскости некоторые криволинейные 
многоугольники, сторонами которыхъ служатъ дуги окружностей, ортого-
нальныхъ къ некоторой окружности k\ обращешя этихъ MHOIоугольниковъ 
относительно сторонъ, какъ круговъ инверсш, называють „отражешями" 
ихъ. Стороны многоугольника, очевидно, принадлежать связкъ окружно
стей, ортогональной окружностью которой служить к. Наименьшая сфера 
О, проходящая черезъ окружность к, представляетъ собою въ такомъ 
случае также ортогональную сферу гиперболической съти, которой при
надлежить также числовая плоскость вместе съ лежащей въ ней связкой. 
Н а ш и к р и в о л и н е й н ы е м н о г о у г о л ь н и к и с ъ т о ч к и з р ъ ш я г и п е р б о 
л и ч е с к о й г е о м е т р ш , о с у щ е с т в л я е м о й с ф е р о й О, о к а з ы в а ю т с я 
п р я м о л и н е й н ы м и м н о г о у г о л ь н и к а м и 4 6 ) , и, ч т о о с о б е н н о и з я щ н о , 
т а к ъ н а з ы в а е м ы я о т р а ж е ш я п л о с к о с т и о т ъ с т о р о н ъ м н о г о у г о л ь 
н и к а , к а к ъ мы с е й ч а с ъ у в и д и м ъ , о б р а щ а ю т с я в ъ д ъ й с т в и т е л ь н ы я 
о т р а ж е т я , т. е. п р е д с т а в л я ю т ъ с о б о й о т о б р а ж е т я п л о с к о с т и в ъ 
с а м о й с е б е п р и п о м о щ и с и м м е т р ш о т н о с и т е л ь н о о с и . Здесь , та
кимъ образомъ, действительно оказывается целесообразнымъ предпочесть 
Евклидовымъ пространственнымъ представлежямъ точку зрешя гипербо
лической геометрш, которая въ этомъ случае даетъ наиболее простое, 
наиболее целесообразное выражеше фактовъ. 

2. Относительно инверсш сети сферъ имеетъ место следующее 
основное предложеше: 

I. С е т ь с ф е р ъ п р и г и п е р б о л и ч е с к о й и н в е р с ш о т н о с и 
т е л ь н о о д н о й и з ъ н и х ъ в с е г д а п е р е х о д и т ь в ъ с е б я с а м о е . 

**) Потому что дуги, изъ которыхъ составлены эти многоугольники, съ точки 
зрешя гиперболической геометрш суть прямолинейные отрезки. 
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Въ самомъ деле, гиперболическая съть состоитъ изъ всехъ сферъ, 
перес*кающихъ ортогонально некоторую сферу k. Если Я есть одна изъ 
с ф е р ъ этой съти, то ея центръ L имеетъ относительно сферы к степень 
4 - / 2 , гдъ / есть рад1усъ сферы Я. Поэтому каждая прямая, которая про
ходитъ черезъ точку L и встречаетъ сферу k, пересекаетъ ее въ двухъ 
точкахъ А и А' такимъ образомъ, что LA . LA' = / 2 ; иными словами, 
инверая относительно сферы Я преобразовываеть сферу k въ себя самое 4 7 ) . 
Такъ какъ, съ другой стороны, инверая не меняетъ угла, подъ которымъ 
пересекаются две сферы, то в с * сферы, ортогональныя относительно 
сферы к, вновь переходятъ въ сферы того же типа. Иными словами, ин
в е р а я относительно сферы Я перетасовываеть только сферы этой съти 
между собой, самая съть, какъ целое , преобразовывается въ себя самое. 

Если х есть сфера эллиптической съти, и намъ ,нужно произвести 
относительно нея гиперболическую (не э л л и п т и ч е с к у ю ) инвераю, то 
нужно только обратить внимаше на то , что сфера х пересекаетъ каждую 
сферу Я, принадлежащую с е т и ; пусть окружность сечешя будеть у. При 
гиперболической инверсш относительно х каждая точка этой окружности 
переходить въ себя с а м о е 4 8 ) ; вместе съ т е м ъ сфера Я, проходящая черезъ 
окружность у, переходить въ сферу Я', которая также принадлежить сети, 
т а к ъ какъ она проходитъ черезъ окружность этой сети (см. § 9, 6, прим. 36) ; 
э т о и требовалось доказать . На просгЬйшемъ случае параболической сети 
намъ не стоить останавливаться. Вместе съ темъ наша теорема доказана 
во всемъ ея объеме , и мы можемъ перевести ее теперь на языкъ соответ
ствующей неевклидовой геометрш. Она гласить: 

II. Г и п е р б о л и ч е с к а я и н в е р а я с е т и с ф е р ъ о т н о с и т е л ь н о 
о д н о й и з ъ н и х ъ х с ъ т о ч к и з р е ш я , с о о т в е т с т в у ю щ е й н е е в 
к л и д о в о й г е о м е т р ш , п р е д с т а в л я е т ъ с о б о й о т р а ж е т е о т ъ 
п с е в д о - п л о с к о с т и х. 

Въ самомъ деле, гиперболическая инверая относительно сферы х 
прежде всего представляетъ собой съ точки з р е ш я этой псевдо-геометрш 
коллинеащю, т. е. непрерывное отображеш'е пространства въ себе самомъ, 
которое относить каждой псевдо-точке Р некоторую псевдо-точку Р' 
такимъ образомъ, что каждой псевдо-плоскости, которую пробегаетъ Р, 
отвечаетъ псевдо-плоскость (вообще говоря, другая), которую пробегаетъ 
точка Р'; если поэтому Р пробегаетъ прямую, то Р' также пробегаетъ 
прямую. Эта коллинеащя обладаетъ, однако, следующими спещальными 
свойствами: 

а) Точки псевдо-плоскости х и только эти точки отвечаютъ каждая 
самой себе. 

4 7 ) Ибо точка А переходить въ А', и обратно. 
**) Гиперболическая инверая относительно сферы х превращаетъ к а ж д у ю 

точку этой сферы въ себя самое. 
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b) Псевдо-прямыя, перпендикулярный к ъ х , — какъ окружности, пере
секающая ортогонально сферу к, — также переходятъ каждая въ 
себя самое, но такимъ образомъ, что каждой точке Р такой 
прямой g отвъчаетъ точка Р' той же прямой, которая, однако, 
совпадаетъ съ точкой Р только въ томъ случае, если последняя 
лежитъ на псевдо-плоскости х. 

Н о такого рода коллинеащя обращается въ отражеше о т ь псевдо
плоскости х, если она въ то же время при преобразован!и с о х р а н я е т ъ 
углы, какъ это действительно имеетъ место при и н в е р с ш 4 9 ) . 

3. Это предложеше вместе съ симметр1ей въ пространстве устана-
вливаеть также въ плоскости симметрш относительно оси. И з ъ симметрш 
же въ плоскости известнымъ способомъ получаются предложешя о конгру
энтности. Доказательство, по существу, основывается на томъ, что два 
конгруэнтныхъ треугольника, расположенные въ одной плоскости, всегда 
могутъ быть превращены одинъ въ другой при помощи отражешй, число 
которыхъ не превосходить трехъ ; если при этомъ мы имеемъ два одно-
сторонне-конгруэнтныхъ треугольника (совмещеше которыхъ возможно 
безъ поворота плоскости), то для этого нужно четное число отражешй; 
если же треугольники разносторонне-конгруэнтны, то для осуществлешя 
этого нужно нечетное число отражешй. Въ самомъ д еле , если мы имеемъ 
два разносторонне-конгруэнтныхъ треугольника, которые еще не располо
жены симметрично относительно некоторой оси, то, отражая одинъ изъ 
нихъ относительно любой прямой нашей плоскости, мы делаемъ его 
односторонне-конгруэнтнымъ со вторымъ. Чтобы теперь привести въ со
вмещеше два односторонне-конгруэнтныхъ треугольника ABC и А'В'С', 
возьмемъ отражеше треугольника А'В'С относительно перпендикуляра, 
возставленнаго изъ середины отрезка АА', если точки А, А' не совпадали 
уже и безъ того. Отраженный треугольникъ АВ"С" теперь необходимо 
имеетъ о б щ у ю вершину съ треугольникомъ ABC. Вместе съ т е м ъ тре
угольники ABC и АВ"С" теперь разносторонне-конгруэнтны, и отражеше 
одного изъ нихъ относительно биссектрисы угла ВАС" или CAB" при
водить ихъ въ совмещеше 5 0 ) . 

4 9 ) Пусть Р будеть произвольная псевдо-точка, не лежащая на псевдо-пло
скости х. Пусть РК будеть псевдо-прямая, выходящая изъ Р перпендикулярно къ 
псевдо-плоскости х и встречающая последнюю въ точке К- Такъ какъ точка К, какъ 
и вся псевдо-плоскость х, инвертируется въ себя самое, а углы сохраняются, то и 
псевдо-прямая РК инвертируется въ себя самое. Если точка Р переходить въ точку 
Р', a L есть точка на псевдо-плоскости х, то уголъ PLK равенъ углу P'LK- Теперь 
ясно, что эта инверая есть не что иное, какъ отражеше всехъ точекъ отъ псевдо
плоскостей х. 

т ) Авторъ недостаточно подчеркиваетъ выводъ, который онъ отсюда делаеть, 
конгруэнтными въ псевдо-пространстве являются гЬ образы, которые могутъ быть 
приведены въ совмещеше путемъ отражешй отъ псевдо-плоскостей (т. е. путемъ 
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Если въ некоторой геометрш, какъ въ разсматриваемомъ случае, 
отражеше задано непосредственно, то мы можемъ, какъ показываютъ эти 
соображешя, откладывать отрезки и углы, совершенно не прибегая к ъ 
помощи циркуля. Однако, съ точки з р е ш я неевклидовой геометрш въ 
сферической сети, г д е все псевдо-прямыя суть окружности, нельзя ска
зать, что въ этой геометрш планиметр1я обходится однимъ только цирку-
лемъ б е з ъ noco6iH линейки, ибо циркуль евклидовой геометрш съ точки 

з р е ш я неевклидовой не есть 
циркуль. Не менее важенъ, чемъ 
циркуль, быль бы для о б е и х ъ 
неевклидовыхъ геометрШ инвер-
соръ, т. е. инструментъ, кото
рый—выражаясь языкомъ евкли
довой геометрш — при данныхъ 
центре и рад1усе инверсш даетъ 
точку, обратную каждой данной 
т о ч к е . Наиболее известный ин-
версоръ принадлежитъ Поселье 
(Peaucellier) * ) ; это первый меха
нически приборь, посредствомъ 

котораго былъ р е ш е н ъ вопросъ о проведенш прямой лиши путемъ превра-
щешя кругового движешя въ прямолинейное. О н ъ состоить изъ ромба 
PQP'Q/, стороны котораго сочленены въ вершинахъ (фиг. 3 2 ) ; изъ двухъ 
противоположныхъ вершинъ Q и Q ' идутъ два равныхъ стержня QO и 
Q'O, которые также могутъ вращаться вокругъ точекъ Q, Q' и О. Если 
М есть центръ ромба, то 

ОР . ОР' = (ОМ - MP) (ОМ + MP) = 

= ОМ~~ МР2 = 

= (OQ2 - ОМ2) - (ОР2 - ОМ2) = 

= OQ2- QP2 = const . ; 

это п р о и з в е д е т е зависитъ, такимъ образомъ, отъ неизменяющихся длинъ 
стержней, а не отъ переменнаго разстояшя ОР. Если теперь мы закре 
пило, точку О, и точка Р будеть описывать некоторую фигуру, то точка 
Р' опишетъ обратную фигуру при центр* инверсш О и степени инверсш 
г2 = OQ2 — ОР2. Если присоединить къ инструменту еще седьмой стер
жень СР, длина котораго равна ОС, то при неподвижности точекъ О и С, 

инверай относительно сферъ сети). Если мы желаемъ отличить конгруэнтность отъ 
симметрш, то мы должны считать конгруэнтными г* образы, которые могутъ быть 
приведены въ совмещеше четнымъ числомъ отражешй. 

*) Nouvelles Annates, II serie, 3 (1864), p. 344 и 11 serie 12 (1873), p . 71. 
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точка Р можетъ еще описывать окружность, проходящую черезъ центръ 
инверсш О; обратная точка Р' описываетъ при этомъ прямолинейный от
р е з о к ъ ; если же Y C I O B I E CP = СО не выполнено, то точки Р и Р' опи-
сываютъ взаимно обратныя окружности. 

Чтобы инверсоръ осуществлялъ эллиптическую инверпю, нужно, 
очевидно, только сделать равные стержни OQ и OQ' меньше, чъмъ PQ 
(см. фиг. 3 3 ) ; тогда: 

OP . OP' = (РМ ОМ) (РМ + ОМ) = 

= РМ1 ом- = 

--(PQ2 QM2) (OQ2 QM2)-= 

= PQ2 OQ2 = const. ; 

вмъстЪ съ тъмъ точка О лежитъ между точками Р и Р''. Услов1е прямо-
линейнаго движешя точки Р' такое же, какъ и для гиперболическаго 
инверсора. 

4. Конечно, не будеть лишено интереса познакомиться съ важней
шими элементарными построешями объихъ неевклидовыхъ геометр)й. Прежде 

Фиг. 33. 

всего спросимъ, какой видъ имъютъ въ этихъ псевдо-геометр1яхъ окруж
ность и сфера? Мы опредътшемъ оба образа, какъ геометрическое мътто 
точекъ (соответственно, лишю или поверхность), равноотстоящихъ о т ъ 
некоторой определенной точки, — псевдо-центра. Такъ какъ псевдо-отрезки 
равны, когда они переходятъ другъ въ друга путемъ отражешя, то мы 
можемъ определить сферы съ псевдо-центромъ С, какъ поверхности, ко
торыя переходятъ въ самихъ себя при отраженш отъ всякой псевдо-пло
скости, проходящей черезъ точку С. Точно такъ же окружность можно 
определить, какъ кривую, которая переходить въ себя самое при отра
женш отъ любого д1аметра. Но псевдо-плоскости, проходяиця черезъ 

Be б ер ъ. Энцнклоп. элемент, геометрш. 6 
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точку С, образуютъ связку, которая при отражены о т ъ одной изъ своихъ 
плоскостей, какъ цълое , переходить въ себя самое. Теперь ясно, что сферы 
нучка, ортогональнаго этой связке , образуютъ систему поверхностей, ко
торыя не м-вняются при упомянутомъ отраженш; это гиперболическШ 
пучекъ, ось котораго С'С" проходить черезъ центръ О всей нашей съти 
•сферъ; С' и С" суть составныя точки псевдо-точки С и въ то же время 
нулевыя точки гиперболическаго п у ч к а 5 1 ) . Мы приходимъ такимъ обра
з о м ъ к ъ следующему выводу: 

III. П с е в д о - с ф е р ы и п с е в д о - о к р у ж н о с т и о б е и х ъ н е е в -
к л и д о в ы х ъ г е о м е т р и ч е с к и х ъ с и с т е м ъ т а к ж е с ъ т о ч к и з р е ш я 
е в к л и д о в о й г е о м е т р ш п р е д с т а в л я ю т ъ с о б о й с о о т в е т с т в е н н о 
с ф е р ы и о к р у ж н о с т и . Н е н у ж н о т о л ь к о у д и в л я т ь с я т о м у , ч т о п р и 
э т о м ъ о с у щ е с т в л е н ^ д в у х ъ н е е в к л и д о в ы х ъ г е о м е т р е п с е в д о 
с ф е р а с о с т о и т ъ и з ъ д в у х ъ е в к л и д о в ы х ъ с ф е р ъ в з а и м н о о б -
р а т н ы х ъ о т н о с и т е л ь н о с е т и 5 2 ) . О б р а т н о , к а ж д а я п а р а с ф е р ъ , 
в з а и м н о о б р а т н ы х ъ о т н о с и т е л ь н о с е т и , п р е д с т а в л я е т ъ с о б о й 

5 1 ) Что псевдо-сфера въ нашемъ псевдо-пространстве есть поверхность, кото
рая переходить въ самое себя при отражены отъ любой псевдо-плоскости, прохо
дящей черезъ псевдо-центръ С (подобно тому, какъ это имеетъ место въ обыкно-
венномъ пространстве),—это, полагаемъ, ясно вытекаетъ изъ п. 3 и примечания 50. 
Совокупность псевдо-плоскостей, проходящихъ черезъ псевдо-точку С, съ точки 
зрешя обыкновенной геометрш, есть совокупность сферъ, проходящихъ черезъ 
точки С и С", составлявшая псевдо-точку С. Все эти сферы имеютъ общую хорду 
ОС", а стало-быть, и общую радикальную ось ОС", проходящую также черезъ 
центръ сети О; иными словами, оне образуютъ эллиптическую связку (п. 6, § 9 и 
прим. 32). Связка эта при отраженш отъ любой изъ ея сферъ (псевдо-плоскостей) 
переходить въ самое себя; въ самомъ деле, отражеше есть гиперболическая ин-
верс1я (п. 2) относительно этой сферы; такъ какъ эта инверая оставляетъ точки 
О и С" въ покое, то она превращаетъ всякую сферу, проходящую черезъ С и С", 
въ другую сферу, также проходящую черезъ эти две точки, т. е. превращаетъ 
всякую сферу связки въ сферу той же связки. Согласно п, 6 § 9 (см. также прим. 33) 
этой связке соответствуетъ гиперболическШ пучекъ сферъ, секущихъ сферы связки 
ортогонально. При отраженш (инверсш) каждая изъ этихъ сферъ, перейдетъ въ 
сферу того же ортогональнаго пучка. Но окружность, по которой сфера пучка се
четъ ту сферу, относительно которой производится инверая, остается безъ изменешя; 
а такъ какъ черезъ эту окружность проходитъ только одна сфера ортогональнаго 
пучка, то каждая сфера ортогональнаго пучка переходить въ себя самое. Этотъ 
пучекъ и представляетъ собой, такимъ образомъ, совокупность поверхностей, кото
рыя не меняются при отраженш отъ любой псевдо-плоскости, проходящей черезъ 
псевдо-точку С. 

Те сферы, которыя служатъ псевдо-сферами въ нашей псевдо-геометрш, 
секутъ ортогонально сферы сети, а потому не принадлежать сети. Если / / есть 
одна изъ такихъ сферъ и L' любая ея точка, a L" есть точка, обратная L' въ 
инверсш сети, то точка L" не принадлежить сфере ибо всякая сфера, проходя
щая черезъ две взаимно обратныя точки, принадлежить сети. Между темъ точки 
L' и L" образуютъ одну псевдо-точку и не могутъ быть отделяемы въ нашемъ 
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п с е в д о - с ф е р у 3 3 ) . П с е в д о - ц е н т р ъ п с е в д о - с ф е р ы или п с е в д о -
о к р у ж н о с т и о б ы к н о в е н н о не с о в п а д а е т ъ с ъ ц е н т р о м ъ Е в к л и -
д о в ы м ъ . К ъ п с е в д о - с ф е р а м ъ п р и н а д л е ж а т ь т а к ж е в с ъ о б р а з ы , 
к о т о р ы е в ъ с м ы с л * е в к л и д о в о й г е о м е т р и и д о л ж н ы н а з ы в а т ь с я 
п л о с к о с т я м и , е с л и о н * не п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ ц е н т р ъ с е т и . 

Въ частности, ортогональная сфера гиперболической СЕТИ предста
вляетъ собой псевдо-сферу, такъ называемую „абсолютную" сферу гипер
болической геометрш; между гЬмъ диаметральная сфера эллиптической съти 
представляетъ собой псевдо-плоскость эллиптическаго пространства. Если 
мы будемъ усматривать существенный признакъ сферы въ томъ, что она 
съчетъ ортогонально ВСЕ плоскости и лучи связки ея д1аметровъ, то въ 
гиперболической геометрш придется признать псевдо-сферами также два 
типа своеобразныхъ образовъ, именно ортогональныя сферы всъхъ содер
жащихся въ съти параболическихъ и гиперболическихъ связокъ. Мы изу-
чимъ эти соотношешя сначала на окружностяхъ, такъ какъ здесь легче 
сделать ихъ наглядными при помощи чертежа. 

5. Какъ мы это уже неоднократно делали, мы возьмемъ плоскость 
чертежа проходящую черезъ центръ съти, такъ что она будеть также 
служить псевдо-плосхтстъго J соответствующей неевклидовой геометрш, и 

псевдо-пространстве. Когда точка L сбегаетъ всю сферу /.', то точка L" обътаетъ 
сферу Я", обратную / / въ инверсш С Е Т И ; совокупность сферъ }.' и Я" содержитъ 
каждую пару точекъ (L L"), оне вместе образуютъ псевдо-сферу. (Пользуемся 
случаемъ, чтобы сделать следующее замечаше; слово п с е в д о - с ф е р а мы употре-
бляемъ въ смысле „сферы" въ нашемъ псевдо-пространстве. Не нужно смешивать 
этого значешя съ темъ, которое присваивается тому же термину въ теорш по
верхностей). 

м ) Положнмъ, что Я' и Я" суть две сферы, взаимно обратныя въ инверсш 
сети. Мы предположимъ, что сеть эллиптическая. Въ такомъ случае сферы Я' и Я" 
не имеютъ общихъ точекъ, ибо центръ сети О есть внутренней центръ подобия 
сферъ (см. п. 8 § 8-го); обе сферы расположены по разный стороны плоскости, 
проходящей перпендикулярно къ линш центровъ черезъ точку О. Эти две сферы 
определяють пучекъ сферъ, центры которыхъ расположены все на одной прямой; 
это будетъ пучекъ гиперболическШ, такъ какъ радикальная плоскость сферъ Я' и Я" 
ихъ раздъляетъ. Связка, ортогональная къ этому пучку, будетъ эллиптическая (см. 
прим. 33); вс* сферы связки проходятъ поэтому черезъ дв* точки С и С", кото
рыя совокупно образуютъ псевдо-центръ, псевдо-окружности (/.', Я") (см. прим. 52). 

Если связка гиперболическая, то дело не обстоитъ такъ просто. Самое пред-
ложеше справедливо только при некоторыхъ весьма существенныхъ оговоркахъ, 
такъ какъ самыя сферы въ гиперболической сети могутъ быть различнаго типа; 
трудность заключается въ томъ, что здесь пучекъ, определяемый сферами Я' и Я", 
можетъ оказаться эллиптическимъ и параболическимъ; тогда ортогональная связка 
не будетъ эллиптической и не определить двухъ точекъ (С, С"), составляющие 
псевдо-центръ псевдо-сферы (Я', Я"). Авторъ на это указываетъ ниже и выяснешю 
этого вопроса посвящаетъ пунктъ 5. 
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поставимъ c e 6 t задачу построить псевдо-окружность, проходящую черезъ. 
данную псевдо-точку Р и и м е ю щ у ю данный псевдо-центръ С. Пусть С и 
С" будуть д в * точки (фиг. 34 , 3 5 , 36 ) , которыя въ совокупности соста
вляютъ псевдо-точку С; пусть Р' будеть одна изъ составляющихъ псевдо
точки Р, а со с е ч е т е плоскости £ съ ортогональной сферой сети, кото
рую мы сначала будемъ считать гиперболической. Такъ какъ составляющая 
окружность х', которая въ совокупности съ окружностью х", обратной ей 
относительно со, образуетъ искомую псевдо-окружность х, должна пересе
кать ортогонально в с е окружности а, Ь,..., проходяцця черезъ С и С", то-
она принадлежить пучку, ортогональному къ пучку (а,Ь). Такимъ образомъ,. 

Фиг. 34. Фиг. 35. 

п с е в д о - о к р у ж н о с т я м и с ъ п с е в д о - ц е н т р о м ъ С с л у ж а т ъ , в ы р а ж а я с ь 
я з ы к о м ъ е в к л и д о в о й г е о м е т р ш , п а р ы о к р у ж н о с т е й п у ч к а , о р т о г о 
н а л ь н а г о к ъ п у ч к у д 1 а м е т р о в ъ . Посредствомъ (гиперболической) инвер
сш относительно окружностей а, Ь,... мы получаемъ изъ точки Р ' даль-
нейипя точки Ра', Ръ,... окружности х', которыми она вполне опреде
л я е т с я 5 4 ) . Точка Ра', очевидно, лежитъ на одной прямой съ Р' и съ 
центромъ А окружности а; точно также прямая Р'Рь проходитъ черезъ 
центръ В окружности Ь. Каждая прямая, проходящая черезъ точку А, 
встречаетъ окружность х' въ двухъ точкахъ Н' и К', взаимно обратныхъ 
относительно окружности а (на чертеже ихъ н е т ь ) ; съ точки зрешя ги
перболической геометрш эти точки симметричны относительно псевдо-

ы ) Это та же идея, которая была положена выше въ основу определешя 
псевдо-сферы: отражеше псевдо-точки отъ псевдо-д1аметра даетъ псевдо-точку, при
надлежащую той же псевдо-окружности. 
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прямой а. Такъ какъ окружность х" (см. фиг. 36 , на фиг. 34 и 3 5 
окружность к" не начерчена) также сечетъ окружность а подъ прямымъ 
угломъ, то точки, обратныя Н' и К' относительно со, также лежать на 
окружности х" и взаимно обратны относительно окружности а 5 5 ) . Пары 
точекъ съти Н', Н" и К', К" образуютъ, такимъ образомъ, двъ псевдо
точки Н, К псевдо-окружности х, расположенныя симметрично относи
тельно псевдо-прямой а, т. е. п с е в д о - о к р у ж н о с т ь х д е й с т в и т е л ь н о 
п р е о б р а з у е т с я в ъ с е б я с а м о е п р и о т р а ж е н ш о т ь л ю б о г о и з ъ 
с в о и х ъ п с е в д о - д 1 а м е т р о в ъ . Если псевдо-д1аметры образуютъ э л л и п 
т и ч е с к и пучекъ, какъ на фиг. 34 , то мы будемъ и самую псевдо-
окружность называть э л л и п 
т и ч е с к о й . 

Пучекъ д1аметровъ а, Ь,... 
можетъ оказаться параболи-
ческимъ только въ томъ слу
чае, если точки С' и С" со
впадаютъ (естественно, — на 
окружности со, см. фиг. 35) ; 
его окружности соприкаса
ются въ общей точке ( С ' , С"). 
Ортогональный пучекъ въ 
этомъ случае также парабо
лически и имеетъ радикаль
ной осью касательную къ 
окружности со въ т о ч к е С 
Д в е окружности этого пучка, 
взаимно обратныя относитель- <И, 

но со, образуютъ въ сово- ф и г ^ 
купности псевдо-окружность 
съ центромъ С. Псевдо-окружности, псевдо-д1аметры которыхъ образуютъ 
п а р а б о л и ч е с к и пучекъ, мы будемъ называть п а р а б о л и ч е с к и м и . 

Г и п е р б о л и ч е с к о м у пучку окружностей а, Ь,... (фиг. 36 ) соот
ветствуетъ эллиптичесюй ортогональный пучекъ; пусть U и V будутъ 
основныя его точки. Если мы склонны разсматривать а, Ь,..., какъ пучекъ 
псевдо-прямыхъ, проходящихъ чрезъ идеальную псевдо-точку С, то теперь 
г и п е р б о л и ч е с ю я псевдо-окружности состоять каждая изъ двухъ простыхъ 
окружностей, которыя проходятъ чрезъ точки U, V и взаимно обратны при 
(гиперболической) инверсш относительно окружности со, какъ напримеръ, 
х и х" на фиг. 36 . Только въ томъ случае, когда окружность х' совпа-

х ' ) При инверсш относительно о> окружности а и Ь переходятъ каждая въ 
себя самое (§ 8, п. 5. пред. 2 ) , а окружность у/ въ х". 
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даетъ съ х", т . е. окружность х сама принадлежить съти, не можетъ быть. 
р*чи о псевдо-окружности: мы имъемъ тогда передъ собою псевдо-пря
мую, перпендикулярную к ъ а, Ь,...56). Однако, существуетъ только одна 
окружность g, проходящая черезъ точки U, V и съкущая ортогонально 
окружность со; центръ ея О расположенъ на перпендикуляръ, возста-
вленномъ изъ середины отрезка UV такимъ образомъ, что GVO есть 
прямой уголъ. 

Сводя все это воедино, мы можемъ сказать : 
IV. В ъ г и п е р б о л и ч е с к о м ъ п р о с т р а н с т в * и м ъ е т с я т р и т и п а 

п с е в д о - о к р у ж н о с т е й : э л л и п т и ч е с к и , п а р а б о л и ч е с ю я и г и п е р -
б о л и ч е с к 1 я . 

a) Э л л и п т и ч е с ю я п с е в д о - о к р у ж н о с т и и м ъ ю т ъ п с е в д о - ц е н -
т р о м ъ д е й с т в и т е л ь н у ю , к о н е ч н у ю т о ч к у . 

b ) П с е в д о - ц е н т р ъ п а р а б о л и ч е с к о й о к р у ж н о с т и л е ж и т ъ 
на а б с о л ю т н о й п с е в д о - с ф е р * ; ея п с е в д о - д ! а м е т р ы па
р а л л е л ь н ы д р у г ъ д р у г у , п с е в д о - о к р у ж н о с т ь п р о х о 
д и т ъ ч е р е з ъ с в о й п с е в д о - ц е н т р ъ . 

c) Г и п е р б о л и ч е с ю я о к р у ж н о с т и и м * ю т ъ и д е а л ь н ы й п с е в 
д о - ц е н т р ъ ; д ! а м е т р ы т а к о й о к р у ж н о с т и не п а р а л л е л ь 
ны, н о о н и и н е п е р е с ъ к а ю т с я . В ъ э т о м ъ с л у ч а * су
щ е с т в у е т ъ п с е в д о - п р я м а я g, к о т о р а я т а к ж е с * ч е т ъ -
о р т о г о н а л ь н о п у ч е к ъ д 1 а м е т р о в ъ 5 7 ) . 

х ) Какъ сфера, такъ и окружность, принадлежащая съти, обращается при ин
версш съти, въ себя самое; и обратно, каждая окружность, обратная самой себ* въ 
инверсш съти, принадлежить съти, а потому ортогональна къ окружности w и 
представляетъ собой псевдо-прямую въ нашемъ гиперболическомъ пространств*. 

5 ' ) Только эллиптическая псевдо-окружность представляетъ собой „окруж
ность", какъ мы таковую обыкновенно понимаемъ, т. е. геометрическое м*сто 
(псевдо)-точекъ, равно удаленныхъ отъ центра. Параболическая окружность им*етъ 
безконечно удаленный центръ; это та кривая, которую Лобачевскш называлъ „пре-
д*льной круга" или „орицикломъ". Гиперболическая окружность имъетъ мнимый 
центръ; она можетъ быть определена, какъ геометрическое м*сто псевдо-точекъ 
на псевдо-плоскости, равно удаленныхъ отъ некоторой псевдо-прямой. 

Чтобы уяснить себ* еще, съ другой точки зр*шя, т* же соображешя, зам*-
тимъ, что окружность въ обыкновенной плоской геометрш можно разсматривать какъ 
ортогональную траекторию пучка лрямыхъ, т. е. какъ кривую, секущую ортого
нально вс* лучи пучка. Если пучекъ вырождается въ пучекъ параллелей, т. е. когда 
центръ пучка уходить въ безконечность, то траектор!Я обращается въ прямую, на ко
торую мы и смотримъ, какъ на предельную окружность, какъ на окружность безко
нечно большого pafliyca. Этимъ двумъ случаямъ въ гиперболической геометрш от-
вьчаетъ эллиптическая и параболическая окружность. Или еще иначе: если центръ 
окружности въ обыкновенной плоскости уходить въ безконечность, то окружность 
обращается въ прямую; въ гиперболической плоскости —она обращается въ особую 
линш, въ „параболическую окружность", какъ ее называетъ авторъ нестояща го 
сочинешя,—- въ „орициклъ", какъ ее называетъ Лобачевскш. (На сл*д. стр). 
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Последнее предложеше допускаетъ обращение: с о в о к у п н о с т ь п с е в -
д о - п е р п е н д и к у л я р о в ъ к ъ о д н о й и т о й ж е п с е в д о - п р я м о й о б р а 
з у е т ъ п у ч е к ъ , а и м е н н о — г и п е р б о л и ч е с к и в ъ г и п е р б о л и ч е с к о й 
г е о м е т р ш и э л л и п т и ч е с ю й в ъ э л л и п т и ч е с к о й . 

Теперь обратимся къ эллиптической съти. Пусть плоскость чертежа, 
какъ псевдо-плоскость, опять проходитъ черезъ центръ съти, пусть d 
будетъ ея сЬчеше съ д1аме-
тральной сферой (фиг. 37) . 
Пусть, какъ и прежде, С, С" 
будутъ составляются точки 
даннагопсевдо-центра .Р 'иЯ" 
составляющая данной псевдо
точки, черезъ которую дол
жна проходить псевдо-окруж
ность. Отражежемъ отъ псев-
до-д1аметровъ а и b мы по
лучимъ изъ Р' д в * дальней-
ипя точки Ра' и Рь' одной 
составляющей х' искомой 
псевдо-окружности х, кото
рая этимъ уже вполне опре
делена. Вторая составляющая 
х" построена по тремъ точ
камъ Р", Q", S", которыя по
лучаются изъ точекъ окруж
ности х' посредствомъ элли
птической инверсш относи
тельно окружности d. Впро-
чемъ, для определешя центра 
N окружности х" достаточно 
знать одну точку S", распо
ложенную на окружности, такъ какъ OS''N есть прямой уголъ. Такъ 
какъ въ эллиптической сети имеются только эллиптичесюе пучки окруж
ностей, то отсюда следуетъ : 

Фиг. 37. 

Въ обыкновенной плоскости совокупность перпендикуляровъ къ одной и той 
же прямой образуютъ пучекъ паралелей; ортогональная ихъ траектор!я есть пре
дельная круга —прямая. Но въ гиперболической плоскости совокупность перпенди
куляровъ къ одной прямой (какъ ниже указано и въ тексте) не представляетъ собой 
пучка паралелей; это своеобразный пучекъ (которому можетъ быть отнесена иде
альная точка пересечешя) расходящихся прямыхъ; ортогональныя траектории такого 
пучка суть „гиперболичесия окружности*. 
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V . В ъ э л л и п т и ч е с к о м ъ п р о с т р а н с т в * с у щ е с т в у ю т ъ т о л ь к о 
э л л и п т и ч е с ю я п с е в д о - о к р у ж н о с т и (съ дъйствительнымъ псевдо-
центромъ) . 

Поел* этого подробнаго разбора псевдо-окружностей мы можемъ 
относительно сферъ ограничиться зам*чашемъ, что теоремы IV и V mu
tatis mutandis остаются также въ сил* относительно сферъ. 

6. Что касается вычислетй неевклидовой метрики, то мы оставимь 
ихъ въ сторон*, такъ какъ для выяснешя поставленнаго зд*сь вопроса о 
сущности основныхъ понятой, они вносятъ очень м а л о м ) . Метрика не
евклидовой геометрш представляетъ высоюй интересъ, если мы о б о з р * -
ваемъ ее сразу, какъ бы съ птичьяго полета; возможность окинуть ее 
такимъ взглядомъ даетъ намъ, съ одной стороны, проективное м*роопре-
дълеше Кели, а съ другой стороны, - теор1я группъ Софуса Ли. Напротивъ, 
проникнуть въ эту своеобразную область при помощи методовъ элементар
ной геометрш представляетъ довольно неблагодарную работу; къ тому же 
чтеше основныхъ изсл*довашй затрудняется массой новыхъ искусствен-
ныхъ выражешй и символовъ, которые каждый и з ъ авторовъ вводить по 
своему; къ этому присоединяются еще обыкновенно соображешя фило-
софскаго характера, съ которыми далеко не всегда можно согласиться. 
Неудобство представляетъ также и то обстоятельство, что эти идеи не 
проводятся рядомъ точныхъ п о с т р о е ш й 5 9 ) ; однако, зд*сь приходить на 
помощь геометр!я сферъ, если мы относимъ всю систему къ сферической 
с*ти. Н о тогда эти предложешя гораздо легче обозр*ть съ точки зр*шя 
Евклидовой геометрш сферической с*ти, ч*мъ съ точки зр*шя неевкли
довой геометрш. Сферическая тригонометр!я такимъ путемъ легко пере
носится въ псевдо-геометрш. 

Для аналитической разработки о б в и х ъ неевклидовыхъ системь ука
зали очень удобный путь Ш у р ъ * ) и Гильберть**) Теория Гильберта 
п р е д п о л а г а е т знакомство съ началами аналитической геометрш. Эта тео-
pifl становится поразительно ясной, если мы пользуемся гиперболической 
с*тью, такъ что развитое ея этими средствами доставляетъ высокое на-
слаждеш'е. Гильбертовы „концы" прямой въ гиперболической геометрш, 
очевидно, представляютъ собой не что иное, какъ перес*чеше ея съ 

-*) Хотя это замЪчаше не фактическаго свойства, мы все же считаемъ ум*-
стнымъ высказать, что мы решительно не раздъляемъ этого взгляда. Напротивъ, мы 
считаемъ, что только изучете тригонометрш неевклидоваго пространства, какъ 
первой метрической дисциплины, вполн* выясняетъ самую неевклидову геометр1ю. 

5 9 ) Этотъ упрекъ мы также считаемъ р*шительно несправедливымъ. 
*) F. Schnr , „Ueber die Grundlagen der Geometrie". Math. Ann. 55. 

**) D. H i l b e r t , „Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie". 
Math. Ann. 57. Перепечатано во второмъ издаши его сочинешя. .Grundlagen der 
Oeometrie". 
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ортогональной сферой. Гильбертову лемму 4 въ § 1 указаннаго мемуара, 
на которой основываются операцш надъ „концами", нужно сначала выяснить 
•себ* въ евклидовой геометрш; по существу, эта теорема тогда сводится 
к ъ тому, что перпендикуляры, возставленные изъ серединъ сторонъ тре
угольника ABC, пересекаются въ одной точке , въ центре описанной 
окружности •/.. Въ гиперболической геометрш эти перпендикуляры могутъ 
оказаться параллельными, могутъ и вовсе не пересекаться; въ последнемъ 
-случае они перпендикулярны къ некоторой прямой. Въ псевдо-плоскости ^ 
предыдущаго пункта мы видели непосредственно, что эти перпендикуляры 
принадлежать эллиптическому, параболическому или гиперболическому 
пучку (пучку потому, что они пересекаютъ ортогонально, какъ окруж
ность, проходящую черезъ вершины А, В, С, такъ и абсолютную окруж
ность со). Такъ какъ мы въ гиперболической геометрш присваиваемъ всвмь 
прямымъ, расположеннымъ въ 
гиперболической плоскости пер- ®/ \ 

пендикулярно къ одной прямой 
идеальную точку пересечешя 
(теорема IV), то эта лемма 
Гильберта остается въ силе не 
только въ томъ случае, когда 
перпендикуляры параллельны, 
но и въ томъ случае, когда они 
имеютъ идеальную точку пе
ресечешя. На фигуре 38 все 
э т о показано, опущена только 
часть, обратная чертежу отно
сительно окружности со (какъ и въ пункте 5 ) ; А', В', С' и х' суть со
ответственно составляющая точекъ А, В, С к окружности х. Псевдо
перпендикуляры изъ серединъ псевдо-отрезковъ В'С', С А', А'В' пред
ставлены здесь окружностями х, у, z, центры которыхъ X, Y, Z лежать 
на общей хорде UV окружностей ы и х'. На чертеже нанесены все 
вспомогательныя линш; касательныя, впрочемъ, проведены на глазъ, но 
точки касашя определены перпендикулярами изъ центра при помощи 
двухъ чертежныхъ треугольниковъ. Если разрешить себе такого рода 
вольности, которыя къ тому же допускаются также въ начертатель
ной геометрш, то такого рода построешя мало затруднительны. Если мы 
найдемъ п е р е с е ч е т е псевдо-перпендикуляра х къ АВ съ прямой АВ 
(на фигуре не начерченной), то мы получимъ точку М, которую опре
д е л я е м ^ какъ с е р е д и н у псевдо-отрезка АВ. „Середина", определяемая 
такимъ образомъ, во всякомъ случае имеетъ больше аналогш съ евкли
довой серединой, чемъ точка, определяемая согласно предложешю 1 § 5-го; 
въ этомъ смысле „серединой" служила бы точка, которая вместе съ без-

X 

X / 

Фиг. 38. 
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конечно удаленной точкой : дълитъ гармонически псевдо-отрезокъ АВ. Т а 
кимъ образомъ, въ гиперболической геометрш о т р е з о к ъ имъетъ двъ „сере
д и н ы " : въ эллиптической геометрш последнее определеше совершенно не
пригодно, тогда какъ первое определеше всегда находить себе п р и м е н е ш е 6 0 ) . 

7. Мы уже указали выше, что объ псевдо-геометрш эмпирически 
не могутъ быть отличены отъ обыкновенной, если мы примемъ рад1усъ 
R ортогональной или, соответственно, д1аметральной сферы достаточно 
большимъ (см. стр. 7 4 ) . Но зд-Ьсь уместно поставить вопросъ, не обна
ружились ли бы непосредственно особенности неевклидовой с ф е р ы , такъ 
какъ ни о б ъ одномъ пространственномъ о б р а з е мы не имеемъ такого 
яснаго представлешя, какъ о с ф е р * . Чтобы ответить на этотъ вопросъ, 
мы выведемъ н-Ькоторыя формулы, которыя покажутъ, сколь большимъ 

нужно выбрать рад1усъ R, чтобы неевклидова плоскость или сфера доста 
точно приблизились къ евклидовой, т. е. чтобы разница между ними 
оставалась въ произвольныхъ указанныхъ предъпахъ. Для этого намъ 
нужны сл-Бдуюцця предложешя евклидовой геометрш. 

а) Къ окружности pafliyca г (фиг . 3 9 ) мы проведемъ касательную и 
опустимъ на нее перпендикуляръ СБ изъ точки окружности С. Положимъ, 
что намъ при этомъ дано разстояше СВ = h и требуется найти разстояше 
а точки В о т ъ точки касашя А. И з ъ чертежа мы находимъ непосред
ственно: г- = (г А)~ + а- такъ что 

Если мы будемъ разсматривать окружность, какъ псевдо-прямую в ъ 
неевклидовой геометрш, то мы будемъ называть величину h к а с а т е л ь -
н ы м ъ у к л о н е ю е м ъ о т ъ е в к л и д о в о й п р я м о й на р а з с т о я н ш а. 

Фиг. 39. Фиг. 40. 

а = 1 2rh К1. (1) 

*>) Мы не входимъ здесь въ объяснение этихъ довольно трудныхъ сообра-
жешй, потому что они находятся въ связи съ идеями Гильберта, которыхъ мы не 
имеемъ возможности здесь излагать. 
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b) Положимъ, какъ на стр. 7 3 , что центръ солнца 5 служить цен-
тромъ с*ти; пусть раддусъ R ортогональной или д1аметральной сферы бу
детъ равенъ п рад1усамъ земной орбиты е; черезъ центръ земли Е про
ведемъ сферу ,Si, принадлежащую нашей съти, и постараемся найти ея 
рад1усъ р. На фиг. 40 и 4 1 , соотв*тствующихъ случаямъ эллиптической 
и гиперболической съти, е изобра
ж а е т , эклиптику (которую мы при-
нимаемъ круговой). Согласно теоре
мъ объ отръзкахъ свкущей и хорды 

на фиг. 4 0 : e(2g + e) = R2, 

„ » 4 1 : е(2д e) = R2, 

такъ что вообще 

2о = (R2 - е^)1е = ( л 2 - е)е, (2) 

гдъ е = -f-1 для гиперболической 
съти и е = — 1 для эллиптической. 

c) Изъ некоторой точки, до
ступной съ земли, мы проведемъ 
касательную плоскость къ с ф е р * $£ и найдемъ разстояше а о т ъ точки 
касашя А той точки плоскости В, надъ которой сфера подымается на 
высоту А, какъ это выясненно подробно въ рубрик* а) . Для этого нужно-
въ формул* (1) положить г=д, и мы получимъ: 

a = n\eh ehein2 h2 п2 n \ e h \ \ tn2 hen2. (3) 

d) Пусть К будеть произвольная сфера (фиг. 42 и 43) , Q рад1усъ, К ея 
центръ въ евклидовомъ пространств*, U ея псевдо-центръ съ точки зр*шя 
неевклидовой геометрш соотв*тствующей с*ти, d разстояше послъдняго отъ 
центра съти 5 . Разыщемъ разность z = SU' SK, „аномалш" сферы 
относительно соотв*тствующей неевклидовой геометрш, гд* U' есть та 
изъ двухъ составляющихъ точекъ псевдо-точки U, которая лежитъ ближе 
къ точк* S. Чтобы въ гиперболической с*ти U было д*йствитель-
ной точкой, сфера К должна проходить внутри ортогональной с ф е р ы 6 1 ) . 
Мы примемъ, что плоскость чертежа С по прежнему проходитъ черезъ 
точку S, а также черезъ К; поэтому и точка U падаетъ въ ту же пло
скость. Черезъ точку U проходитъ сфера с*ти Q, которая с*четъ орто
гонально окружность К. На фиг. 42 и 4 3 изображены съчешя этихъ 

6 1 ) Псевдо-окружностью съ д*йствительнымъ центромъ въ гиперболической 
с*ти, какъ выяснено въ п. 5 и изображено на фиг. 35, служатъ дв* взаимно об
ратныя окружности, не им*юиия общихъ точекъ; поэтому одна изъ составляктщихъ 
окружностей лежитъ внутри ортогональной окружности, а другая лежитъ вн* ея. 
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-сферъ съ плоскостью чертежа; -на ф и г у р * 42 , кроме того, наглядно изобра
ж е н о построеше точки (У 0 -) . Треугольникъ QAK въ объихъ случаяхъ даетъ: 

(Л 

Фиг. 42. Фиг. 43. 

r2 + Q--=(r+tzf, (о) 

где по прежнему е = -\-1 въ гиперболической съти и t = - l въ эллип
тической . Далее , треугольникъ QBS даетъ : 

на фиг. 4 2 : r2-\-R2=(d-\-zJ

rrf, такъ что 
F? = d2 _|_ z2+ 2dz + 2zr + 2rd; 

на фиг. 4 3 : г2 Rr=(r z df, такъ что 
- R2= сР+ z2+ 2dz 2zr 2rd. 

Объединяя оба случая, получимъ: 

е R2 = о* 2 + 2 - + 2dz + 2ezr - f 2 ^ , 
6 R2 = d2+ (z2+ 2ezr) + 2de (r -f- ez). 

Въ виду соотношешй ( а ) , мы можемъ въ формул* 0) положить: 

r + ez - +^'r2+Q2, z2+2ezr^Q2. (у) 

В 2 ) Составляющая точки U и V псевдо-центра U взаимно обратны въ ин
версш съти и служатъ основными точками эллиптическаго пучка окружностей, с*-
кущихъ ортогонально пучекъ, определяемый окружностью £ и ея инвераей. Въ 
частности, следовательно, окружность О, имеющая W U" своимъ д1аметромъ, се
четъ ортогонально окружность К- Такъ какъ SiF.SU" = K2=SB2, то эта окруж
ность Q сечетъ подъ прямымъ угломъ и ортогональную окружность S. Отсюда 
•следуеть, что точка О имеетъ степень г 2 какъ относительно окружности S, такъ и 
-относительно окружности К. Это значить, точка Q лежитъ на радикальной оси 
окружностей К и S. Чтобы разыскать эту радикальную ось, строимъ третью вспо
могательную окружность / , находимъ радикальный центръ Р трехъ окружностей и 
опускаемъ изъ Р перпендикуляръ на лишю центровъ SK. Этимъ путемъ находимъ 
точку Q. Изъ нея проводимъ касательную QB къ окружности 5 и рад4усомъ QB 
лроводимъ окружность, которая пересечетъ прямую SK въ точкахъ U' и U". 
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Отсюда получаемъ: 

е /?-' d 2 + 0 - + 2de > о - ' , 
или 

1 г -Чо- : - - [/?- £ ( d 2 + о-)]/2d, л 1 [ Я 2 e ( d 2 + о-))-' 4d-' о-. (<5> 

С ъ другой стороны, въ виду соотношешя (-/), 

t-z г ] r--\-o-, (f) 

откуда мы, наконецъ, получаемъ: 

2ezd -= [R2- £(d '4<Г)1 I |АГ- e ( d 4 р 2 )]- ' 4 d V , (4) 

где радикалъ имъетъ о д н о определенное значеше. 
И з ъ формулы (4) мы получаемъ при помощи простого вычислешя: 

о'2 ezR2: (г + d) - zd ezR* d zd e(zRdf (1 +zd). (5) 

Эти обиц'я формулы значительно упрощаются, однако, если мы при-
мемъ во внимаше порядокъ входящихъ въ нихъ величинъ и ограничимся 
приближешемъ въ несколько десятичныхъ знаковъ. Если проведенная 
вокругъ центра солнца ортогональная или д1аметральная сфера настолько 
велика (см. стр. 73) , что она охватываетъ ВСБ планеты, то рад1усъ R--ne 
содержитъ, по крайней м е р е , п 30 рад1усовъ земной орбиты е. Пусть 

л й 30, 
е 148 . 10 H km (приблизительно), 

1 ( 6 ) 

A 1 0 0 0 n , m . 10 "km, 

т. е. А равно единиц*, употребляемой при наиболее тонкихъ микроско-
пическихъ измерешяхъ. Тогда съ точностью до двухъ десятичныхъ знаковъ 

а п У^ек = 0,38 • л km. (л 30) . (7) 

На фиг. 42 и 4 3 К есть центръ сферы, относительно которой мы 
теперь примемъ, что ея центръ доступенъ съ земли. Тогда его разстояше d 
отъ солнца лишь незначительно отличается отъ рад1уса земной орбиты е. 
Но при d - е и R пе формула (5) даетъ: 

р' 2 ezn-e — ze fz-ri- (1 -\-z е). 

Пос.теднимъ членомъ этого выражешя, очевидно, можно пренебречь, если, 
скажемъ, z-ri1 < 1 0 4 ьгл < 1 0 ~ * и г очень мало по сравнешю съ е\ 
ег им*етъ всегда положительное значеше. При такомъ предположены мы 
имеемъ приближенно: (fi t-ze(n- f) , 
такъ что о- возрастаетъ или убываеть вмъсте СЪ произведешемъ tz. Если. 
fz не превосходить А 10 9 km, то р не превосходить значежя 

р - 0 , 3 8 • л km ( я > 3 0 ) , (8 ) 
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•съ т е м е приближешемъ, какъ и въ формуле (7 ) . Результатъ этихъ 
вычисленШ можно формулировать следующимъ образомъ. 

VI. О б ъ н е е в к л и д о в ы г е о м е т р ш н е т о л ь к о л о г и ч е с к и 
р а в н о п р а в н ы с ъ е в к л и д о в о й г е о м е т р 1 е й , н о и э м п и р и ч е с к и . 
В ъ ч а с т н о с т и , о с у щ е с т в л е н 1 е н е е в к л и д о в ы х ъ гео'м-ет-рлй в ъ 
э л л и п т и ч е с к о й и л и г и п е р б о л и ч е с к о й СЕТИ у д о в л е т в о р я е т е 
с а м ы м ъ с т р о г и м ъ т р е б о в а н 1 я м ъ т о ч н о с т и . Е с л и ц е н т р ъ с о л н ц а 
с л у ж и т е ц е н т р о м ъ с е т и , a p a f l i y c e о р т о г о н а л ь н о й и л и д1аме-
т р а л ь н о й с ф е р ы в з я т ъ в ъ п р а д 1 у с о в ъ з е м н о й о р б и т ы , я > 3 0 , 
т о к а с а т е л ь н о е у к л о н е н 1 е п с е в д о - п л о с к о с т и , д о с т у п н о й н а м ъ 
на з е м л е , с о с т а в л я е т ъ mm т о л ь к о на р а з с т о я н ш 

а = 0 ,38 - п k m ; 
т а к ъ ч т о п р и п=30 

а = 11 km 

о т ъ т о ч к и к а с а ш я . Э л л и п т и ч е с к а я а н о м а л 1 я п с е в д о - с ф е р ы 
и м е е т ъ о т р и ц а т е л ь н о е з н а ч е ш е , а г и п е р б о л и ч е с к а я п о л о ж и 
т е л ь н о е ; д л я т о г о , ч т о б ы она в ъ т о м ъ и в ъ д р у г о м ъ с л у ч а е б ы л а 
м е н ь ш е 1 / м о о mm ( Е в к л и д о в ъ ) р а д 1 у с ъ м о ж е т ъ б ы т ь не б о л ь ш е 

0 = 0 ,38 п, 

т. е. в ъ с а м о м ъ н е б л а г о п р 1 я т н о м ъ с л у ч а * п = 30 о н ъ м о ж е т ъ 
н е п р е в ы ш а т ь 11 km. 

Для сферъ и окружностей обыкновенной величины приближеш'е 
псевдо-центра к ъ евклидову центру необычайно велико. Было бы непра
вильно возразить на это, что такимъ образомъ устанавливается хотя и 
н е б о л ь ш а я разница, но все же р а з н и ц а между тремя геометрическими 
системами. Эмпирически эту разницу врядъ ли возможно обнаружить уже 
при п = 3 0 , при большихъ же значешяхъ п она фактически вовсе исчезаетъ. 
В ы ч и с л е н н ы я уклонешя гиперболической и эллиптической геометрш отъ 
евклидовой остаются, такъ сказать, только на бумаге ; они существуютъ 
только въ нашемъ воображенш. Совершенно такъ же, какъ мы, съ точки 
зр"БШя евклидовой геометрш, говоримъ, что псевдо-плоскость гиперболи
ческой или эллиптической геометрш всегда имеетъ уклонеше отъ пло
скости евклидовой геометрш, доступное вычислешю, можно было бы 
обратно, съ точки з р е ш я неевклидовой геометрш, возразить, что такъ 
называемая плоскость евклидовой геометрш должна быть кривой по
верхностью, ибо она отъ касательной плоскости, проведенной въ какой 
либо т о ч к е (въ этой неевклидовой геометрш), уклоняется на разстояше, 
которое мы можемъ точно вычислить. Точно такъ же и относительно 
окружности можно противопоставить одно утверждеше другому. Если бы 
все три геометрш пользовались однимъ и т е м ъ же (матер1альнымъ) мае-
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штабомъ, то онъ при всей точности измъренШ и вычисленШ получили бы, 
по существу, ТБ же значешя величинъ л и г , хотя формулы были бы 
различныя. Если поэтому обыкновенно говорятъ, что въ безконечно малой 
области въ общихъ неенклидовыхъ геометрляхъ остается въ силъ Евкли
дова метрика, то мы теперь видимъ, что эта область, по сравнению съ 
малостью нашего человеческаго масштаба, еще очень велика. 

8. Въ заключеше остается только доказать, что объ неевклидовы 
геометрш въ сферическихъ сетяхъ удовлетворяютъ также Гильбертовымъ 
аксюмамъ непрерывности V, и V 2 . Первая изъ нихъ, такъ называемая „ак
сюма Архимеда", утверждает . , что по прямой, передвигаясь равными ша
гами, всегда возможно, сдъпавъ конечное число шаговъ, перешагнуть за 
любую точку прямой. Доказательство очень легко провести въ пучке 
окружностей, если мы примемъ во внимание, что изъ двухъ точекъ, вза
имно обратныхъ относительно окружности х, та, которая расположена 
внутри круга, ближе (въ евклидовомъ значенш слова) къ его периферш. 
Это справедливо какъ для элли
птической, такъ и для гиперболи
ческой инверсш. 

Аксюма „полноты системы" 
V , также выполняется въ съти, 
потому что последняя охватывает , 
также „плоскости", „прямыя" и 
„точки" евклидова пространства. 
И з ъ двухъ аксюмъ непрерывности 
группы V Архимедова аксюма важ-
н е е д а к е какъ она составляетъ осно
ву измерешя отрезковъ . 

Мы изследуемъ поэтому, въ какой связи находится измереше от
ръзковъ двухъ неевклидовыхъ геометрШ съ той же задачей евклидовой 
геометрш; мы остаемся при томъ осуществлены неевклидовой геометрш, 
которое д а е т сферическая съть. „Длина (АВ) псевдо-отрЪзка АВ бу
детъ въ такомъ случа* некоторое число, зависящее о т составляющихъ 
точекъ А', А" и В', В" его концовъ и не меняющее своего значешя 

1) если точки А' и А", В' и В" замещаютъ другъ друга, 

2) если точки А', А" и В', В" замещаются ихъ отражешями W, "Й" 
33' 23" о т какихъ-либо изъ сферъ съти. 

Этимъ требовашемъ „длина" (АВ) еще не вполне определена; но 
во всякомъ случае мы, по крайней м е р е , знаемъ, что мы должны ее 
искать среди выраженШ, которыя не меняются при инверсш. Таюя выра-
жешя называются инвар1антами инверсш. Если точки А' и А", В' 
и В"... попарно обратны (фиг. 44) , и S есть центръ инверсш, такъ 

S 

Фиг. 44. 
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что SA' • SA" = SB' • SB" = . . . , то точки А', А", В, В" лежать на одной 
окружности ,— точно также С, С", D', D" и т. д. , а потому Л : SA'В' 
= -с_ SB"А",.... И з ъ подоб1я треугольниковъ SA'B" SB"А" слъдуетъ: 

А'В': SA' = А"В" : SB", А'В': SB' = А"В" : SA", 
а потому 

А'В' _ А" В" 

ISA -SB' ~~ } 'SA~'~SB" ( 9 ) 

И з ъ этого наиболее простого инвар1анта точекъ А', В', А", В'г 

легко получить д р у п е ; такъ напримъръ, мы имеемъ тождественно: 

А'С A'D' _А'С YSA~S(^.AD';YSA^ SD' 

ВС " B'D' в с \ SB • SC B'D' ~YSB~^~~SD' ' 

такъ какъ, съ другой стороны, къ виду соотношешя (9), мы можемъ в ъ 
правой части в е з д * заменить А', В', С, D' соответственно черезъ А", В\ 
С", D", то корни вновь извлекаются, и мы получаемъ: 

А'С A'D' _ Л"<Г А"Р" 
ВС ' ВО' " В "С '' B"D"' <1 °) 

Каждая часть этого равенства называется а н г а р м о н и ч е с к и м ъ о т -
н о ш е ш е м ъ соответствующихъ четырехъ точекъ. 

VII. А н г а р м о н и ч е с к о е о т н о ш е н 1 е ч е т ы р е х ъ п р о с т ы х ъ 6 3 ) 
т о ч е к ъ н е м е н я е т с я п р и и н в е р с ш . 

Наши четыре точки могутъ и не лежать въ одной плоскости. Въ т о 
время, какъ выражеше (9) остается неизменнымъ только при той инверсш, 
о которой тамъ была речь , ангармоническое отношеше остается инвар1ан-
томъ при всякой инверсш. Меньшее число точекъ такого инвар1'анта не 
и м е е т ъ ; однако, элементарными средствами мы не можемъ этого доказать . 
Итакъ, чтобы приписать двумъ псевдо-точкамъ А, В длину (АВ), мы неиз
б е ж н о должны прибегнуть еще къ двумъ точкамъ прямой АВ. Истинная, 
глубоко сокрытая причина этого факта можетъ быть выяснена только при 
помощи теорш инвар!антовъ. Въ гиперболической геометрш мы, естественно, 
сейчасъ же обратимся къ „концамъ" псевдо-прямой, т. е. къ точкамъ ея 
пересечешя U, V съ ортогональной сферой. Въ эллиптической се™, 
однако, д1аметральная сфера, какъ мы видели, не представляетъ собой 
такого особеннаго образа, и потому точки ея пересечешя съ псевдо
прямой для насъ непригодны. Аналопю съ ортогональной сферой з д е с ь 
представляетъ другая сфера, также имеющая центръ въ центре с е т и ; но 
рад1усъ этой сферы выражается чисто мнимымъ числомъ, абсолютная вели-

т ) .Простыхъ' — въ противоположеше псевдо-точкамъ, составленнымъ каждая 
изъ двухъ простыхъ точекъ. 
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О, 
CFC: 

чина котораго выражаетъ рад1усъ д1аметральной сферы. Такъ какъ, однако, 
этотъ образъ не можетъ быть наглядно представленъ, то мы ограничимся 
гиперболической геометрией. Мы предположимъ, что точки А', А", В', В" 
и центръ съти О расположены въ одной плоскости £, которая служить 
также плоскостью чертежа (фиг. 45) . Ея с е ч е т е съ ортогональной сферой 
есть окружность со; 
„концы" псевдо-прямой 
АВ суть U и V. При от
ражены отъ одной изъ 
псевдо-плоскостей съти 
ортогональная сфера 
переходить въ себя са
мое; отсюда следуете : 
к о н ц ы п с е в д о - п р я 
м о й п р и о т р а ж е н ш 
п е р е х о д я т ъ в ъ к о н 
ц ы п с е в д о - п р я м о й , 
с л у ж а щ е й и з о б р а -
ж е ш е м ъ п е р в о й . От-
разимъ теперь псевдо
прямую АВ отъ псевдо
прямой / въ плоскости 
чертежа, перпендику
лярной къ АВ въ точкъ 
В. Центръ L окруж
ности / лежитъ на прямой UV, радикальной оси пучка окружностей, опредъ-
ляемаго окружностями со и АВ. Следовательно, точки U и V взаимно 
обратны относительно окружности /. Пусть изображения точекъ А' и А" 
при отраженш отъ / будутъ §Г и W; эти двъ точки взаимно обратны отно
сительно СЕТИ и образуютъ псевдо-точку Ш, изображеше точки А при от
раженш отъ /. Въ виду соотношешя (10) мы имъемъ, съ одной стороны: 

A'U B'U A"U B"U 

Фиг. 45. 

съ другой стороны: 

A'U B'U 

A'VB'V 

%'V B'V 
A'VB'V WUB'U' 

Если мы для с о к р а щ е т я положимъ: 

' A"VB"V 

A"U B'U 
А" V B'V 

WV B'V 
WU' B'V' 

то 

PV QV ~ ' W " 

(А'В } = (А'В'}; { А'В} = {B%'), [ А"В') = (B'W}; 
В е б е р ъ, Энциклоп. элемент, геометрш. 

( И ) 

(12) 

(13 ) 

(14) 
7 
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эти равенства мы можемъ объединить въ одно следующимъ образомъ: 

{АВ}={&11}. (15) 
Д а л е е : 

{А'В У А'В') [B'W] 

_ ( A ' U B ' U \ ( B ' U W U ) - A ' U W U 1 
- \A'V:B'V) \B'V:WVJ~~A'V:WV~ 1 

и точно такъ ж е : 

{ А"В" } 2 = { А"В" } { В " З Г } = {Л"2Г } 

или, короче : 

{АВ}2 = {АВ} {Вй} = {А%}. (16) 

Псевдо-отрезокъ А"& представляетъ собой сумму псевдо-отрезковъ 
А'В' и B'W, которые, съ точки з р е ш я гиперболической геометрш, равны 
между собой ; иными словами, съ точки з р е ш я этой геометрш о т р е з о к ъ A'W 
вдвое больше отрезка А'В'. Въ равенств* (16) с у м м * A'W отръзковъ 
А'В' и A'W соответствуетъ п р о и з в е д е т е ангармоническихъ отношенШ, 
у д в о е н н о м у о т р е з к у А'В' отвечаете к в а д р а т ъ его ангармоническаго 
отношешя. В с л е д с г а е этого, е с л и г е о м е т р и ч е с к о м у с л о ж е ш ю о т 
р ъ з к о в ъ д о л ж н о о т в е ч а т ь а р и е м е т и ч е с к о е с л о ж е ш е и з м е р я -
ю щ и х ъ и х ъ ч и с е л ъ , т о т а к о в ы м и д о л ж н ы с л у ж и т ь н е а н г а р м о -
н и ч е с ю я о т н о ш е ш я , а и х ъ л о г а р и е м ы . Поэтому мы определяемъ 
д л и н у {АВ) псевдо-отрезка АВ, полагая: 

{AB) = k\og {АВ} =k\og ^ : | ^ ) , (17 ) 

г д * k представляетъ собой постоянную, которая еще подлежитъ опреде-
л е ш ю . Мы принимаеме з д е с ь натуральную систему логариемовъ; если бы 
мы выбрали другое основаше, то изменилось бы только значеше числа k. 
Если это число k не зависитъ о т ъ А' и В', то въ виду соотношешя ( 1 1 ) 
эта величина действительно представляетъ собой инвар1антъ при инверсш 
сети , а потому можетъ быть разсматриваема, какъ число, зависящее о т ъ 
псевдо-точекъ А и В. Согласно теореме VII, выражеше (АВ) не меняется 
также и при отраженш о т ъ псевдо-плоскости. Равенства (16) можно теперь 
написать въ такомъ в и д е : 

(АВ) + (М) = (АЩ, 2{АВ) = (АЩ, ( 18 ) 

г д е В есть псевдо-середина о т р е з к а AW 

Пусть теперь А0, А1г А2,..., А„ будетъ рядъ псевдо-точекъ на 
псевдо-прямой g, при чемъ Л х есть псевдо-середина отрезка Ду4 2 > ^2 — 
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псевдо-середина отрезка АхАа,..., Ля__х—отрезка Ап-^Ап\ въ такомъ слу
чае, обозначая черезъ Л,-' и Л,-" составляюцц'я псевдо-точки Л,-, будемъ 
им*ть: 

Л ^ . Л 1 7 / = Л Д / Л/<У_ ЛЛУ 
А0'УА,'У Л / V A 2 ' V ' ' A'n^VA„'V (l*> 

ибо A'v+i есть изображеше псевдо-точки A'v—1 при отражении отъ псевдо
перпендикуляра, возставленнаго къ псевдо-прямой g изъ Л,'. Такое же 
соотношеше имеетъ место и для точекъ Av". Изъ равенствъ (19) пу
темъ перемножешя можно получить: 

(А0'Ц А/иу^Ар'Ц An'U 
{A^VA.'VJ A0'VA„'V 

такъ что 
ЩА^) = <Л0Л„), (20) 

какъ оно и должно быть. Если {AqAJ содержитъ т единицъ длины е, 
принятыхъ при измеренш псевдо-отрезковъ, то 

{А„Ап) = % . (21) 

Формула (21) даетъ, такимъ образомъ, въ этомъ случае результатъ 
измерешя псевдо-отрезка А0А„ при помощи единицы е. Подобно тому, 
какъ это делается въ евклидовой геометрш, можно доказать при помощи 
аксюмы Архимеда, что для каждаго псевдо-отрезка А0А„ можно съ любымъ 
приближешемъ найти вспомогательный отрезокъ Л 0 Л 1 такого рода, что 
онъ, съ одной стороны, представляетъ собой я-ую часть отрезка А0А„, 
а, съ другой стороны, /и-ую часть единицы е, где тип суть целыя числа. 
Этимъ исчерпанъ вопросъ объ измеренш отрезковъ. 

Мы теперь можемъ безъ труда определить постоянную к. Если S, 
и 6 2 суть конечныя точки того псевдо-отрезка, который принять за еди
ницу длины, при какомъ угодно положенш его въ пространстве, то 

« № = 1, 
а потому 

l = * l o g { б Д , } . (22) 

Результатъ всего этого изследовашя мы выразимъ такимъ образомъ: 
VIII. Длина отрезка АВ въ гиперболическомъ простран

стве представляетъ собой число, которое зависитъ отъ по-
ложешя крайнихъ точекъ Л и В отрезка относительно абсо
лютной поверхности, т. е. поверхности, на которой располо
жены безконечно удаленный точки; именно, длина отрезка 
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о т л и ч а е т с я т о л ь к о п о с т о я н н ы м ъ м н о ж и т е л е м ъ о т ъ л о г а р и е м а 
а н г а р м о н и ч е с к а г о о т н о ш е ш я к о н е ч н ы х ъ т о ч е к ъ А и В о т 
р е з к а и б е з к о н е ч н о - у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ п р я м о й АВ: 

/лоч ы 1 А ' и в ' и \ А 1 ( А " и в " и \ {АВ) = k log ^ : ^ = k log ^ : ^ ) , 

i = A i o g { ^ E J . 

Если точка В ' совпадаете съ Л " , а, следовательно, точка В " съ точкой А', т о 

/ллч 1,1 (A'U A"U\ IA"U A'U\ 
{ A B ) - k X O g { A ^ : A ^ ) = k X ° g \ A ^ : W v y 

т. е. 
(AB)=-{AB), (ЛВ> = 0, 

какъ оно и должно быть, такъ какъ въ этомъ случа* псевдо-точка В 
совпадаете съ А. 

Эллиптическое пространство имеетъ мнимую абсолютную поверх
ность, но длина отрезка попрежнему зависите отъ положешя крайнихъ 
точекъ отрезка относительно абсолютной поверхности. Однако, мы не бу-
деме выводить здесь предложешя, соответствующего теореме VII, т аке к а к ъ 
это можетъ быть осуществлено только методами аналитической геометрш. 
Оба предложешя в м е с т е д а ю т е намъ, однако, возможность хотя б ы 
скромно заглянуть въ сущность мероопределешя Кели, которое приво
д и т е к ъ совершенно тому же результату и относительно угловъ. 

§ 12. Евклидова геометр1я въ пинейномъ чиспенномъ много-
образш третьей ступени. 

1. Геометричесюе результаты предыдущаго изследовашя доказы-
вають, что изыскашя въ области основъ нашей науки не только имеютъ 
интересъ для теорш познашя, но сохраняютъ и практическое значеше, 
такъ какъ они даютъ, можно сказать, безпредельныя завоевашя въ области 
мысли, которыя необходимо должны привести к ъ строго дедуктивному 
развитою геометрш: в с е предложешя геометрш, касаюппяся относительнаго 
положешя точекъ, прямыхъ, плоскостей и другихъ образовъ, которые и з ъ 
нихъ составляются, могутъ быть перенесены на любое другое многообра-
3ie объектовъ, если последше въ надлежащей группировке удовлетво-
ряютъ т е м е посылкамъ, изъ которыхъ строго дедуктивно выводятся пред
ложешя геометрш. Форма геометрическихъ образовъ, въ которой мы вос-
принимаемъ ихъ нашими чувствами,— напримеръ, преобладаше линейнаго 
протяжешя прямой, совершенная форма с ф е р ы , — в с е это не имеетъ ни ма-
лейшаго значешя для геометрш, какъ таковой. Для вывода теоремъ с о 
вершенно не нужно насиловать свое воображеше представлеш'емъ без ко -



101 § 12 

нечно убывающей материальной точки; какъ мы видели, ту же роль 
могутъ играть сферы СЕТИ или окружности въ связкъ, если мы прини-
маемъ ихъ за точки. Более того, мы можемъ теперь показать, что н е т ь 
необходимости даже въ томъ, чтобы точки представляли собой простран
ственные объекты: о н * могутъ даже не находиться ни въ какой связи съ 
пространствомъ, если мы умееме развить аналитическую геометрш строго 
формально, какъ геометрш трехмернаго линейнаго численнаго много-
образ1я. Знашя аналитической геометрш мы ЗДЕСЬ, однако, не предпола
гаема , напротивъ, читатель, не знакомый еще съ этой областью матема
тики, представляетъ для насъ даже некоторое преимущество, такъ какъ 
о н ъ будетъ вынужденъ строго придерживаться определешй, между темь 
какъ лицо, осведомленное въ аналитической геометрш, можетъ безсозна-
тельно воспользоваться своими познашями и сделать выводы, которые 
изъ нашихъ опредълешй вовсе не вытекаютъ. 

2. Подъ „точкой" мы будемъ здесь разуметь любую совокупность 
трехъ вещественныхъ чиселъ, написанныхъ въ определенной последо
вательности; д в е точки (а, Ь, с) и ( а ' , Ь', с') мы будемъ считать тожде
ственными только въ томъ случаъ, если а = a ' , b = b', с = с'. Подъ 
„плоскостью" мы будемъ разуметь совокупность всехъ „точекъ", т. е. 
совокупность всехъ возможныхъ числовыхъ комбинащй х, у, z (по три 
въ каждой), удовлетворяющихъ уравненш первой степени 

с ъ численными коэффициентами А, В, С, D, которые совмъхтно не обра
щаются въ нуль. Р е ш е ш я этого „уравнешя плоскости" не меняются, если 
мы умножимъ о б е его части на какое-либо число. Д в е плоскости, кото
рыя имеютъ о д н е и т е же точки, мы считаемъ тождественными; ихъ 
уравнешя могутъ отличаться другъ отъ друга разве только численнымъ 
множителемъ. Наконецъ, подъ „прямой" мы будемъ разуметь совокуп
ность точекъ, принадлежащихъ двумъ плоскостямъ; тройныя комбинацш 
чиселъ (х, у, z), которыя представляють эти точки, удовлетворяютъ, сле
довательно» двумъ уравнешямъ первой степени. Пусть 

будуть уравнешя прямой g, а (х\ у', z') пусть будетъ точка этой прямой. 
Въ такомъ случае не только / , (х',у, / ) = 0 и / , (х',у', z') = 0, но и 

Ax + By + Cz + D = 0 

и 
/, (х, у, z) = А, х + В, у + С, z + £>, = 0 
/2 (х, у, z) = А2 х + В2у + С2 z + Д , = 0 

(1) 

*/, (*',/, -О + >-h (*'./,z') = 0 (2) 

при любыхъ значешяхъ чиселъ х и л . Каждое ръшеше системы (1) удо
влетворяете также уравненш (2); въ виду того, что это также есть 
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уравнеше первой степени, это означаете , что каждая прямая принадле
ж и т ь безчисленному множеству различныхъ п л о с к о с т е й Ч т о б ы плоскость 

xfi(x,y,z) + Xf2(x,y,z) = Q (3 ) 

„проходила черезъ определенную точку (а, Ь, с)", т. е. содержала эту 
точку, необходимо, чтобы 

x / i (а, Ь, с) 4 - Я/ 2 (а, Ъ, с) = О, 
откуда 

х = — cof2(a,b,c), ?. = cofx(a,b,c), 

г д е со есть коэффициенте пропорщональности, который остается произ
воль ным и Если мы подставимъ эти значешя въ уравнеше (3 ) , то полу
чимъ уравнеше плоскости 

Л (х> У' z)fi ( д . *. с) - h (•*> У> z)fi (а> Ъ, с) = 0, (4) 

которая "не только содержитъ прямую g, но и точку (а,Ь,с). Это уравне
ше обращается въ тождество 0 = 0, если f1 (а, Ь,с) = 0 и / 2 (а, Ь, с) = 0, 
т . е. если точка (а , Ь, с) принадлежить прямой g. Мы можемъ, такимъ 
образомъ, сказать: ч е р е з ъ п р я м у ю и т о ч к у , в н е ея л е ж а щ у ю , м о ж н о 
„ п р о в е с т и п л о с к о с т ь " . 

3. При помощи безчисленнаго множества плоскостей, проходящихъ 
черезъ прямую g, определяющая ее пара уравнешй можетъ быть приве
дена к ъ очень наглядному виду. Если прямая g была первоначально за
дана уравнешями (1 ) , и (x',y',zJ) есть одна изъ ея точекъ, то каждое 
р е ш е т е системы /х (х,у, z) = 0 и / 2 (х,у, z) = 0 удовлетворяете также 
уравнешямъ 

/, (х,у, z) - Д ( * ' , / , z') = 0, / 2 (х,у, z) - Д ( У , / , z") = 0 

и обратно, такъ что уравнешя 

<Pi (*,У, г) = Л (Х>У>z) - Л (* ' , / , z') = Ах (х х') + Вх (у - / ) 
+ С1(г-гГ) = 0 

ср2 (x,y,z) =f2ix,y, z) ~ft (х,,У, z') = A2 (x - x') + B2(y / ) W 
+ C2(z z ' ) = 0 

также определяють прямую g. С ъ другой стороны, прямая g содержится 
также въ плоскостяхъ 

ех (х,у, z) = xxcfx (х,у, z) 4 - х , д п 2 ( х , _ у , г ) = 0, 
е2 (х> У'z) = КЧ>\ (х,у, z) + 12ср2 (х, у, z) = 0, 

и ) Или иначе, каждая плоскость, выражаемая уравнешемъ вида (2), содер
жите прямую (1). 
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где х 1 ; X G , Я , , Aj обозначаютъ произвольныя числа; эти плоскости навер
ное могутъ служить для определешя прямой g, если и обратно <рх и д>2 

могутъ быть выражены изъ равенства (6) черезъ et и е2, т. е. если опре
делитель X J A J — х ^ , который мы будемъ обозначать символомъ 

XI/ J J х ^ = (х, А) = — ( А ^ А ^ ) = — (А, х) , (7) 

не обращается въ н у л ь 6 5 ) . 

Теперь возьмемъ частныя значешя: 

х1 = - С2, х 2 = + С 1 ; A t = - Я , , А2 = + В 1 ; = - Л 2 , / ^ = 4 - ^ , 

изъ которыхъ последняя пара отвечаете третьей плоскости 

* З (Х,У,z) = Z * ^ ! С*. . У , • * ) + № , ( Р 2 ( J F , J , 2 ) = 0. 

При помощи простого вычислешя мы получимъ, пользуясь символическимъ 
обозначешемъ ( 7 ) : 

(С, А) (х - *') - (В, С) (у / ) = 0, 
(А, В) (х х') - (В, С) ( z - г') = 0, (8 ) 
(А,В)(у y')-(C,A)(z z') = 0. 

Эти уравнешя попарно опред-Ьляють прямую g, если определители (х, А), 
( A , / * ) , (ji, х), или ( В , С), — (А, В), (С, А) отличны отъ нуля. Если 
бы эти определители были в с * три равны нулю, то мы бы имели: 

где e есть коэффищентъ пропоршональности, т. е. плоскости (5 ) были 
бы тождественны, что не имеете места. Поэтому, по крайней м е р е , одно 
изъ чиселъ (А, В), (В, С), (С, А) отлично отъ нуля; такимъ образомъ, 
уравнешя (8) даютъ, по крайней м е р е , одну пару, определяющую пря
мую S't если мы к е этимъ двумъ уравнешямъ присоединимъ третье, то 
это не можетъ повредить делу , потому что каждое р е ш е ш е этихъ двухъ 
уравнешй удовлетворяеть также третьему. Изъ уравнешй (8) прежде 
всего вытекаетъ 

(х *') : (у -У) = (В, С): (С, А); (х х'): (z z') = (B,Q: (А, В); 

(у~ y'):(z z') = (C,A):(A,B), 

если ни одинъ изъ определителей не обращается въ нуль; такимъ обра
зомъ, мы получаемъ для прямой g трехчленную пропоршю: 

(х - х'): (у у'): О - г') = (В, С): (С, А): (А, В), (9) 

*) Если этотъ определитель отличенъ отъ нуля, то система уравнешй 

е,{х,у,г) = 0, ег(х,у,г) = 0 

эквивалентна системе (2). 
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которой мы будемъ, однако, пользоваться и въ томъ случаъ, когда не 
всЬ определители въ правой части отличны отъ нуля; именно, въ этомъ 
случаъ мы о т ъ этой пропорщи снова перейдемъ к ъ определенной системе 
уравненШ ( в ) 6 8 ) . Во в с е х е случаяхе уравнешя (9) определяють , такимъ 
образомъ, нашу прямую, проходящую черезъ точку (х',у'', zf); и, обратно, 
каждой системе уравнешй 

(х х!): (у у'): (z z') = a:b:c (10 ) 

отвечаете прямая, если три числа а, Ь, с не обращаются совместно въ 
нуль, и прямая эта проходитъ черезъ точку (х?,у', z'). Отсюда следуетъ , 
что ч е р е з ъ д в е т о ч к и (x',y',zJ) и (x",y",z") в с е г д а п р о х о д и т ъ 
о д н а и т о л ь к о о д н а п р я м а я . Въ самомъ д е л е , подставляя x",y",z" 
въ уравнеше (10) , мы получаемъ соответствующее нашей прямой трех
членное отношеше: а: b: с = (х" — х'): (у" - у'): ( z " — z ' ) , и „уравнеше" 
нашей прямой, какъ мы будемъ выражаться короче, приметь видъ : 

(JC - * ' ) : (у -У): (z - z ' ) = (х" - х'): (у" у'): ( z " - (11 ) 

4. Такъ какъ мы можемъ разделить уравнеше плоскости 

Ax + By + Cz + D = 0 (12) 

на одинъ изъ коэффищентовъ , то оно по существу содержитъ только 3 
постоянныхъ. Эти постоянныя мы можемъ определить , если даны три точки 
(х!,у',2?), (x",y",z"), (х"',у"',/"), расположенныя въ этой плоскости. Можно, 
напримеръ, определить отношеше A:D,B:D,C.D изъ уравненШ: 

Ах' +Ву' +Cz' +D = 0, 

Ах" +Ву" +Cz" +D = 0, (13 ) 
Ах"' + By'" + Cz'" + D = 0 . 

Эти уравнешя не о п р е д е л я ю т ь однозначно неизвестныхъ отношен1й только 
въ томъ случае, если (известные) коэффициенты одного изъ этихъ уравне
ш й выражаются одной и той же линейной зависимостью черезъ коэффи-
щенты каждаго изъ двухъ другихъ уравненШ: 

х"' = хх' + кх", У" = х/ + ЯУ, яГ = xz' + W, 1 = х + X. (14 ) 

Н о отсюда х"' — х' — {х - Х)х' -\-Хх" = X(х" х/), такъ ч т о : 

(х"' - х'): СУ" -У): (z" ' z ' ) = (* " - х'): (У у'):(/'- z ' ) , 

м ) Если бы, напримеръ, (А, В) = 0, то пропоршя 

(х—х'): (г —г') — (B.Q: (А, В) 

потеряла бы смысле; но мы ее заменили бы вторымъ уравнетемъ (8). 
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т . е. точка (x"',y"',z"r) лежитъ на прямой, проходящей черезъ точки 
ix-,/,z>) и (x",y,z"): 

(х - х/) : (у -У): ( г V ) = (*" ж' ) : (у" -у'): (г" г'). 

Итакъ, т р и т о ч к и , не л е ж а н и я на о д н о й п р я м о й , в с е г д а о п р е д ъ 
л я ю т ъ п л о с к о с т ь , ибо при этихъ уокнияхъ уравнения (13) , служаип'я для 
определешя отношенш A:D, B.D, C.D, другъ отъ друга не зависятъ. 

5. Мы такимъ образомъ убеждаемся, что наши основные образы обла-
.дають ВСЕМИ тьми свойствами обыкновенныхъ точекъ, прямыхъ и плоскостей, 
которыя касаются определешя этихъ образовъ по даннымъ элементамъ, 
а также общихъ злементовъ двухъ образовъ (см. § 8, I). Теперь нужно 
еще присвоить „точкамъ" нашихъ „прямыхъ" поня-rie „между". Какъ 
известно, расположеше точекъ на прямой находить полное изображеше 
въ ряде вещественныхъ чиселъ: число z либо лежите „между" двумя 
числами а, Ь—тогда a ^ z ^ b — , либо не лежитъ между ними; въ 
последнемъ случае либо г < а , либо z>b. Соотношеше „между", та
кимъ образомъ, несомненно имеетъ место на прямой х = 0, у = 0, ибо 
точки этой прямой имеютъ видь (0 , 0, z), где z пробегаетъ черезъ все 
вещественный значешя. Эту прямую мы будемъ называть „осью z -овъ" . 
Точно такъ же на оси _у-овъ х = 0 , z = 0 и на оси х-овъ у = 0, z = 0 
поняпе „между" определяется „большимъ" или „меньшимъ" значешемъ 
соответствующаго числа. Точки этихъ трехъ осей имеютъ видъ (х, 0, 0) , 
(0 , у, 0 ) , (0 , 0, z); мы можемъ поэтому установить соответств1е между 
точками этихъ трехъ прямыхъ такимъ образомъ, что отнесемъ другъ 
.другу т е точки, въ которыхъ числа, отличныя о т ъ нуля, имеютъ одина-
ковыя значешя. Этимъ устанавливается также с о о т в ъ т с ш е между распо-
ложешями точекъ на трехъ прямыхъ: то, что въ этомъ отношенж можно 
сказать относительно точекъ одной прямой, справедливо также относи
тельно соответствующихъ точекъ другой прямой. Поэтому, чтобы устано
вить требуемое расположеше точекъ на прямой, отличной о т ъ этихъ трехъ 
•осей, намъ остается только однозначно отобразить ее на одной изъ трехъ 
осей . Это достигается следующимъ (предварительнымъ) определешемъ: 
Точка Q — (x,y,z) некоторой прямой лежитъ „между" двумя другими ея 
точками Я , = ( а р bv сх) и Р., = (а,, Ь.,, с.г), если 

точка (х, 0 , 0) лежите между точками ( a t , 0, 0 ) и ( а 2 , 0, 0 ) , 

. (0 , У, 0) , „ (0 , й„ 0 ) и (0 , Ь,, 0 ) , 

„ (0, 0 , z) , . „ (0 , 0 , <•,) и (0 , 0, с г ) ; 

при этомъ принимается, что относительно точки Q на оси можно ска
зать , что она лежитъ между Q и Q. Эти услов1я не независимы одно 
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отъ другого. Въ самомъ деле, такъ какъ уравнеше прямой можно пред
ставить въ двоякомъ виде: 

(х - ах) : (у - bx) : (z - cj = (а2 - ах) : (b2 - bx) : (с2 - сх) и 
(x-a2):(j>-b2):(z-c2) = <ax-a2): (bx-b2): (cx-cj, 

TO 
У—Ь-1 * ^ r = K 0 5 ) 

г д е „параметре" Яд можетъ, очевидно, принимать все веще-
ственныя значешя, кроме Я з = 1 ; при Яд=1 мы бы имели ах = а^, 
bx = b2, Cj = с2, что, разумеется, противоречить предположен^, что Рх иг 
Р2 суть две различныя точки. Обратно, каждому вещественному значешю-
числа Яд (кроме Ад=1) отвечаете точка прямой РХР2. Be частности, 
мы должны допустить также значеше Я8 = оо. 

Если теперь точка Q лежитъ между точками Рх и Р2 въ смысле, 
приведеннаго определешя, то въ каждой изъ трехъ паръ разностей 

х — ах или х — а2; у — Ьх или у b2; z — cx или z — с2 

одна необходимо имеете положительное, другая отрицательное значеше; 
поэтому и Яд имеете отрицательное значеше. Обратно, если Яд имеете 
отрицательное значеше, то предыдуцпя разности имеютъ попарно проти
воположные знаки. Напротивъ, если точка Q не лежитъ между точками 
Рх и Р2, то те же разности имеютъ попарно одинаковые знаки, таке что 
Яд имеете положительное значеше. Итакъ, точка Q лежитъ между 
точками Рх и Р2 или не лежитъ между ними, смотря по тому, 
имеете ли параметръ Яд отрицательное з н а ч е т е или положи
тельное. 

Совокупность в с е х е точеке прямой, расположенныхъ между 
точками РхиР2, называется „отрезкомъ" РХР2, точки Рг и Р2 назы
ваются „конечными точками" отрезка РХР2, остальныя точки прямой 
лежатъ на „ п р о д о л ж е т я х е " отрезка РХР2. 

Изъ уравнешй (15) мы получаеме таке называемое „параметри
ческое" выражеше точеке прямой: 

_ а 1 - Яда2 _ h - K b 2 , _ c i - У г п к л 

* 8 ~ 1~лГ' У ' ~ Т ^ ~ ' 2 8 ~ Т = Л ~ ' ( 1 6 ) 

изг котораго вновь легко усмотреть, что параметре Яд не можетъ рав
няться 1. Точно такъ же въ форме 

у - Д 2 ~ ^ 1 Д 3 , , _ h " • M s _ _ С 2 - V s 
1 1 - Я г ' l - A j ' 1 _ 1 - ^ 

Г _ a 3 - ^ 2 f l l „ _ h - h b \ , _ C 3 " V ! 

* 2 ~ i-% • л ~ т = а р * ^ - " I ^ R 

выражаются точки прямыхе PgP 8 и Я 3 Р , , где Р 3 = (а 8 , />8, ся) есть точка, 
не принадлежащая прямой РХР2. 
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Т р и т о ч к и P j , Р2, Ря о б р а з у ю т ъ „ т р е у г о л ь н и к ъ " , о т р ъ з к и 
Р1Рг>-Р»Рл, р з Р 1 е г о . с т о р о н ы " . 

Пусть S l t S2, S8 будутъ точки пересъчешя прямыхъ Р2РЪ, PnPI, 
РгР2 съ некоторой прямой, которая расположена въ плоскости треуголь
ника 7} и служить пересъчешемъ последней съ другой вспомогательной 
плоскостью 

Ax + By + Cz + D = 0. 

Системы чиселъ, представляющая собой точки S l t S2, Ss, имЪють видъ 
(16) или ( 1 6 ' ) и должны удовлетворять уравнению вспомогательной пло
скости. Мы получаемъ такимъ образомъ по одному линейному уравнешю 
для опредвлежя параметровъ A t, А,, Я д 6 7 ) ; мы найдемъ: 

Aa, + Bb2+Cc2 + D 
Aa3 + Bba + Cc3 + D' 

^Aa3+Bb3 + Cc3 + D 
^ A^ + Bbt + C^ + D' 1 ' 

Aat + Bbt + Cct + D 
л Aa2 + Bb2 + Cc2 + D 

и отсюда получимъ очень важное соотношеше: 

Я 1 Я 2 / 3 = 1 . (18) 

Это соотношеше представляетъ собой аналитическое выражеше извъстной 
теоремы Менелая, но на этомъ мы не будемъ останавливаться. Мы вос
пользуемся этимъ соотношежемъ только для доказательства „аксюмы рас-
положешя въ плоскости" (Гильбертъ), которую мы приводили выше ( § 8, Н 4 ) . 
П р я м а я , р а с п о л о ж е н н а я в ъ п л о с к о с т и т р е у г о л ь н и к а , л и б о в с т р ъ -
ч а е т ъ дв-Ь е г о с т о р о н ы (не п р о д о л ж е ш я и х ъ ) , л и б о не в с т р ъ ч а е т ъ 
ни о д н о й . Въ самомъ дьлъ , въ виду соотношешя ( 1 8 ) изъ трехъ пара
метровъ Aj , А, , Ад либо два имъютъ отрицательныя значежя, либо ни одинъ. 

Этимъ доказано предложеше Н 4, а вмъстъ съ тъмъ всъ предложешя 
I и II въ § 8. 

6. Мы переходимъ теперь къ конгруэнтности. Два отръзка мы бу
демъ называть конгруэнтными, если они имъютъ одинаковую „длину", 

6 Г ) Каждая точка прямой Р, Рг выражается уравнениями (16), въ которыхъ 
Я, имъетъ соответствующее значение. Если мы хотнмъ определить то значеше па
раметра Я,, которое отвъчаетъ точкв пересъчен1я прямой Я, Р , съ прямой s, то мы 
должны принять во внимаше, что соотвьтствуюцця значежя х„ у3, z 3 удовлетво 
ряюгь уравнешю вспомогательной плоскости 

Ах + By + Cz = D; 

подставляя ихъ сюда, мы получимъ значеше Я,. Такимъ же образомъ получимъ зна
чены параметровъ Я, и Я,, соотвътствукишя точкамъ пересъчешя прямыхъ Р, Р, и 
Р, Pt съ прямой s. 



108 

а два угла мы будемъ называть конгруэнтными, если они имъютъ одина
ковое „ и з м е р е ш е " ; то и другое понятое намъ еще предстоит , установить. 
Отрезку , имеющему конечный точки (х, у, z) и (х', у', z"), мы отнесемъ 
положительное число /, определяемое формулой 

/ = VJx - x'f + (y^Tf^Az^f, (19) 

которое мы и будемъ называть его „длиной" . Число это не меняется, 
если мы замениме его крайшя точки д р у г е д р у г о м е ; „длину" отрезка 
мы будемъ также называть „разстояшеме" его концовъ. 

Тригонометрическихъ ф у н к щ й мы, конечно, не можемъ здесь ввести 
обыкновенным!, способоме ; напротиве, мы определиме и х е совершенно 
независимо отъ какихъ бы то ни было геометрическихъ соображенШ по-
казательнымъ рядомъ (т. I, § 123 ) : 

2 cos ср = e'v -4- е ~'ч>, 2 / sin ср = е*9 — е -'«", i = V— 1. 

Двумъ о т р е з к а м е РХР2 = d2 и РХР3 = d3, выходящиме изъ общей 
точки Рх (ах, bx, сх) и имеющиме конечныя точки Р2 = (а2, Ь2, с2) и 
Ра = ( а 8 , b3, cs), мы при помощи формулы 

4А c ° s срх = (a2 - ax) ( о , - ax) + (b2 - bx) (b3 ~ bx) + (c2 - ct) ( c g - cx) (20) 

и добавочнаго услов1я cpx^n о д н о з н а ч н о отнесеме у г о л е или, вер
нее , отвлеченное число <рх, которое мы назовеме „угломъ между этими 
двумя о т р е з к а м и " ; срх называется также числоме, и з м е р я ю щ и м е э т о т , 
уголъ . Однако, придерживаясь этой терминологии, не нужно придавать 
этиме выражешяме никакого содержашя помимо того, которое въ нихъ 
вложено о п р е д е л е ш е м е 6 8 ) . Косинусе угла срх, каке и в е обыкновенной 
тригонометрш, представляетъ собой правильную дробь , которая можете 
принимать все значешя отъ — 1 д о -4- 1 ; въ самомъ д е л е , его числитель 
Z по абсолютной величине не превышаете знаменателя N, ибо, если мы 
въ тождестве 

(А г + в* + С?) (А2 + В2 + С/) (Л А + ВХВ2 + CxC2f 

= (АХВ2 A^Y 4 - (ВХС2 - B2Cxf + (СХА2 - СИ,) 2 

положим ь 
Л, = a,, Bx = b2~bv Cx = cs — Cv 

А2 = <h — a v в г = К b v Q = cs ~~ c v 

то получимъ для разности N2 — Z 2 сумму т р е х е квадратовъ, которая не 
можетъ иметь отрицательныхъ значешя, а потому N2 — Z * ; > 0 , N^Z. 

*) Иными словами, при указанномъ въ тексте заданш точекъ Я„ Р „ Р, мы 
подъ угломъ P,PtP, будемъ разуметь не что иное, какъ число q>v определяемое 
уравнежемъ (20). 
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Если мы напишемъ уравнешя двухъ прямыхъ, на которыхъ л е ж а т ь 
наши отръзки : 

(х - а,): (у - ft,): {z - сх) = u2:v2 : w2, 
С* - а,) : СУ ^ *i): (г-с,) = и3: v3 : wa, 

при чемъ первая прямая проходить, скажемъ, черезъ точку ( а ^ b2, C G ) F 

а вторая черезъ точку ( O G , ft3, CG), то 

u2:v2:w2 = (a2~a1): (b2 - ft,): {c2 - c , ) , 
us:v3:w3 = (a3-a1):(b3~b1): ( c 3 - c , ) , 

такъ что 

x a a = a 2 — a , , xv2 = b2 blt xw2 = c2 — c1, 
Xus = as — a1, Awg = ft8 —ft,, Яи»8 = с 8 - с , , 

гдъ x и Я суть коэффициенты пропорциональности. Вставляя эти выраже-
шя въ уравнешя (20), получимъ: 

им» 4 - VM, 4 - ш д а . 
cos a>, = ± —, — — 8 , - 3 . 

Хотя коэффишенты х и Я здъсь опять исчезли, но двойной знакъ оста
ется въ сил*, потому что корни должны быть здъсь взяты съ такими 
знаками, чтобы длины d2 и d3, фигурирующая въ равенств* (20), имъли 
положительныя значежя; такъ, напримъръ, радикалъ 

V(a2-a1f + ( V ^ r N F t e F c J * = Vy^-Wf^wf) 

при отрицательномъ ж нужно взять въ такомъ вид* : 

— х Vug 4 - v2

2 4 - w 2

2 . 

Итакъ, д в ъ п р я м ы я о п р е д ъ л я ю т ъ д в а д о п о л н и т е л ь н ы х ъ у г л а , 
а д в а о т р ъ з к а — т о л ь к о о д и н ъ у г о л ъ , п р и у с л о в ш , ч т о у г л ы с ч и 
т а ю т с я н е в ы ш е п. 

Именно, чтобы получить, такимъ образомъ, однозначное опредЪлеше 
угла, мы ограничили его значеше въ формул* (20). 

7. Чтобы вычислить теперь треугольникъ, определяемый тремя точками 

Р, = (а,, <",), Pi = (a2, ft.,, с2), Р?, = (а3, ft,, ся), 

мы положимъ: 

<У Р3 Я, Р2 = у„ Р, Р 2 P s = Щ, * Р2 Ря Р, = у, , 
P2P3^dx/P^l = a\,Pf2 = d3. 
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В ъ виду соотношения ( 2 0 ) : 

dxd2 C O S go3 = ( a t - a g ) (a2 - OG) -f- ( ^ - 6 3 ) (ft 2 - ft3) -4- ( c t - (c2 - c 3 ) , 
DGRF8 COSGPI =!(a2 - A X ) («3 - A , ) + ( * 2 - * I ) (*з - 6 I ) + ( c 2 ( c 8 - c t ) , (21 ) 

DGDI C O S < P 2 = (AG - 02) ( A ! - A, , ) -F- (ft, - b2) (bx - b2) - F - ( c 3 - c 2 ) ( c t - C 2 ) , 

г д е 

4 = *>2 а з ) 2

 + (& 2_ h? + (c2~ cB)2, 
d 2 = V ( a 3 - а ^ 4 - ( А 3 - •СгУ, (22) 

d 8 = У ( a , сг)2-

Складывая уравнешя (21) попарно, мы получимъ: 

a\ = d2 cos <р3 -{- d 3 cos <p2, 

d 2 = d 3 cos g>j 4- D J cos cps, (23) 
d 3 = d x cos g>2 4- d 2 cos g>j. 

Определяя теперь изъ первыхъ двухъ уравнешй (23) c o s g > 2 H cosgjj 
и подставляя въ третье, мы получимъ: 

d 8

2 = d, 3 -4- d2 - 2 d 1 d 2 c o s y 3 . ( 24 ) 

Это есть такъ называемая „теорема косинусовъ* элементарной тригоно
метрш. При <ps = -у яг мы получаемъ отсюда, какъ частный случай, теорему 
Пиеагора ; формулы ( 2 3 ) опредъляютъ въ этомъ случаъ cos од и cos од 
по отношешямъ сторонъ прямоугольнаго треугольника. 

Простое с л е д с г а е теоремы косинусовъ представляетъ собой теорема 
синусовъ. В ъ самомъ д е л е , такъ какъ sin2<jc3 = 1 — cos2<jc>3, то соотноше
ше (24) д а е т е : 

4 d t

2 d 2

2 sin 2g> 3 = 4 d t

2 d 2

2 - ( d 8

2 - d2 - d2f 
= ( 2 d t d 2 - d 8

2 + d2 + d2) (2d,d2 + d 2 - d 2 - d 2 ) 
= < ft + d2f - d2) (d2 - ft - d2f) = 16Л 2 , 

г д е мы, для сокращешя, положили 

d1 + d2 + d.i = 2s (25) 
и 

А = V s j T ^ d , ) (s-d2)Js^da). ( 26 ) 

Такимъ образомъ, 

D J ^ s i n g ^ G = DGDGSINGPI = ^ D J S I N G I G = 2Л, ( 27 ) 

при чемъ корень долженъ быть з д е с ь взять с е положительнымъ знакомь, 
т а к ъ какъ уголъ, менышй тс, не можетъ иметь отрицательнаго синуса. 
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Соотношеше (27) есть не что иное, какъ теорема синусовъ плоской 
тригонометрш: 

S I N G P J : s ingp 2 : S I N Q P 3 = d1: d2: d6. (28) 

Если мы раздълимъ первое изъ уравнений (23) на одно изъ трехъ 
чиселъ d и ихъ отношешя, по теорем* синусовъ (28) , замънимъ отно-
шешями синусовъ соответствующихъ угловъ gt>, то получимъ: 

S I N G ? , = s i n y 2 C O S < J P 8 4 - C O S G P 2 S I N < ) P 8 , 

или, согласно теорем* сложешя, 

S I N ^ = S I N ( G ) 2 + 9f)3); 
точно такъ же 

singe 2 = s i n ( У „ 4 - G P J , sing>8 = SIN(GR>, 4 - q>2) 

Такимъ образомъ, либо 

<Pi + V2 + 9>3 = л< 
либо 

<Р2 = <Рз+Ч>1> 

<Рз = Ч>1 + Уъ, 

т. е. q)t 4 - <р2 4 - ср„ — 0 ; отсюда мы получили бы, однако, у , = <р2 = <р8 = О, 
такъ какъ вс* углы им*ютъ положительный значешя. Но тогда уравнешя 
( 2 3 ) даютъ : dx-\-d2-\-d3 = Q, и опять, стало быть, dl = d2 = da= 0 ; это 
же невозможно, потому что соотношеше ^ = 0, наприм*ръ, даетъ : 

( в , - а,? + (А, - ЬЬУ + (с 2 - с# = 0 ; 

такъ какъ зд*сь вс* три слагаемыя могутъ им*ть только положительныя 
значешя, то они вс* должны обращаться въ нуль, т. е. точки Р2 и Р3 

должны совпадать. Итакъ, изъ двухъ исключающихъ другъ друга допу-
щешй (31) и ( 3 2 ) последнее неправильно, а потому: с у м м а у г л о в ъ в ъ 
т р е у г о л ь н и к * с о с т а в л я е т ъ д в а п р я м ы х ъ . 

8. Уголъ треугольника вполн* определяется своимъ косинусомъ, 
между т е м ь какъ по данному синусу всегда отвечаютъ два угла, допол
няющее другъ друга д о двухъ прямыхъ. Это сказывается при вычисленш 
треугольника по даннымъ его сторонамъ или угламъ. Если треугольникъ 
определяется данными элементами о д н о з н а ч н о , то онъ „конгруэнтенъ" 
всякому другому треугольнику, въ которомъ эти элементы имеютъ т е же 
значешя, т . е. т р е у г о л ь н и к и и м * ю т ъ о д и н а к о в ы я с т о р о н ы и о д и 
н а к о в ы е у г л ы м е ж д у с о о т в е т с т в е н н ы м и с т о р о н а м и ; это мы при-
мемъ здесь за опредълеше конгруэнтности. Этимъ путемъ мы должны, 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
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следовательно, придти к ъ четыремъ предложешямъ о конгруэнтности т р е -
угольниковъ. Прежде всего, если въ треугольник* даны двъ стороны У , 
и d„ и у г о л ь „между ними заключенный" щ, то мы сначала по теорем*. 
косинусовъ опредълимъ однозначно положительное число d3\ затъмъ мы 
опредълимъ c o s y , и cos<p 2 , следовательно, также д>2, о д н о з н а ч н о -
при помощи той же теоремы, хотя э тоть именно способъ вычислешя не 
можегь считаться наиболее удобнымъ. П е р в а я т е о р е м а о к о н г р у э н т 
н о с т и , т а к и м ъ о б р а з о м ъ , и м * е т ъ м * с т о в ъ н а ш е й г е о м е т р ш . Если 
даны сторона d^ и два „прилежащихъ" угла д>х и <р 2, то две друпя с т о 
роны rf, и ^ определяются проще всего по теореме синусовъ, такъ какъ-
третлй уголъ д>3 = л — rpi --- (р2 известенъ. Э т и м ъ д о к а з а н а в т о р а я т е о 
р е м а о к о н г р у э н т н о с т и т р е у г о л ь н и к о в ъ . К о н г р у э н т н о с т ь д в у х ъ . 
т р е у г о л ь н и к о в ъ , и м е ю щ и х ъ о д и н а к о в ы й с т о р о н ы , н е п о с р е д 
с т в е н н о о ч е в и д н а , такъ какъ углы могутъ быть однозначно определены 
по теореме косинусовъ. Для доказательства последней теоремы о конгру
энтности треугольниковъ намъ нужна лемма, ч т о в ъ т р е у г о л ь н и к е 
п р о т и в ъ б о л ь ш е й с т о р о н ы л е ж и т ъ б о л ы ш й у г о л ъ . Если мы изъ. 
второго уравнешя ( 2 3 ) вычтемъ первое, то мы получимъ: 

rf8(cos<pj — cosg> 2 )= — (1 +cosgp 8 ) {dt — d2), 

такъ что : 

cosg^ — c o 5 y 8 = 2cos 2 ^y 8 ^ 3 3 ^ 
d\ — d2 d3 

Правая часть этого равенства во всякомъ случае имеетъ отрица
тельное значеш'е, такъ какъ въ дроби знаменатель d3 всегда есть п о 
ложительное число, а числитель представляетъ собой квадратъ. Если 
поэтому rf,>rf2, то cosgpj — cosg>2 есть отрицательное число, а поэтому 
cosgp 2 >cosgr; 1 , т. е. <р,>9Р 2 , такъ какъ въ интервале отъ 0 д о п с ь 
возрасташемъ угла косинусъ уменьшается. Наша лемма, такимъ образомъ, 
доказана. Если поэтому по даннымъ d, , d2 и <рх мы определимъ уголь. 
<р2 при помощи теоремы синусовъ, то и з ъ двухъ возможныхъ угловъ, 
согласно нашей лемме, нужно взять острый уголъ, и треугольникъ такимъ-
образомъ определяется однозначно. Итакъ, д в а т р е у г о л ь н и к а к о н г р у 
э н т н ы , е с л и д в е с т о р о н ы и у г о л ъ , п р о т и в о л е ж а ш л й б о л ь ш е й с т о 
р о н е , о д н о г о т р е у г о л ь н и к а р а в н ы т * м ъ ж е э л е м е н т а м ъ д р у г о г о 
т р е у г о л ь н и к а . 

9. Этимъ установлено, что въ нашей геометрш остаются въ с и л е 
вс* теоремы о конгруэнтности. Намъ недостаетъ еще только характернаго-
предложешя Евклидовой геометрш, пятаго постулата: ч е р е з ъ д а н н у ю -
т о ч к у п р о х о д и т ь о д н а и т о л ь к о о д н а п р я м а я , р а с п о л о ж е н н а я съ . 
д а н н о й п р я м о й в ъ о д н о й п л о с к о с т и и не в с т р е ч а ю щ а я е я . 
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Это предложенле легче всего доказать, пользуясь соображениями 
п. 5-го. Пусть РгР2 будетъ данная прямая, Sx—данная точка и s—парал
лель, которую намъ нужно провести. Мы будемъ называть двъ прямыя въ 
плоскости параллельными, если онъ не имеютъ общихъ точекъ. Поэтому, 
чтобы прямая 5 была параллельна прямой Я 2 Я 2 , выражеше (16) для точки 
Ss должно перестать существовать; какъ мы указали въ замъчанш къ 
уравнешямъ (15) , это наступаете только въ томъ случаъ, если Ад при
нимаешь недопустимое для него значеше 1. Такъ какъ точка Sx дана, то , 
въ виду соотношенШ (17) , Я , ^ 1 ; далее, вслъдсгае соотношешя (18) 
въ этомъ случаъ Я, А., = 1, а потому Я2 также не равно 1; этимъ уста
навливается действительная точка S2. Прямая StS2 представляетъ собой, 
такимъ образомъ, единственную параллель къ прямой РхР2

т). Формулы 
(16 ' ) , въ виду соотношешя Я 1 Я 2 = 1 , поел* простого вычислешя д а ю т ъ : 

а.. - a. ba — Ь, с, - с, 
*г хх = - Т г ' Уг " Л = ~ 1 Г ' z* ~ z i = ~ " 1 ) п

 г - Г 1 1 - А, ' 2 1 1 - А, ' 

итакъ, п р я м а я , п р о х о д я щ а я ч е р е з ъ т о ч к у S1 = (xl,yi, zx) п а р а л 
л е л ь н о п р я м о й 

(х а,): (у - А , ) : (г - с,) = (а2 - а ,) : (b2 Ьх) : (с, с,), (34) 

и м ъ е т ъ у р а в н е ш е : 

(х - xt): (у у,) : (z - zj = (а , - а,) : {Ь, - 6,) : (с, с,). (35) 

6 9 ) Это разеуждеше, кажется, недостаточно ясно. Авторъ возвращается къ обо-
значешямъ, принятымъ въ п. 5. Три точки Я, , Я „ Я 3 , не расположенныя на одной 
прямой, опредъляютъ собой плоскость. Каждая точка (х3, у3, г,) на прямой Я , Я , 
можетъ быть выражена уравиен1ями (16), ГДЕ /.3 есть определенное число, отличное 
отъ 1; и обратно, при любомъ зкачеши параметра / 3 , отличномъ отъ 1, уравнешя 
(16) выражаютъ точку на прямой Я , Я 3 . Такимъ же образомъ уравнешя (16') выра-
жаютъ точки прямыхъ РгР3 и Я 3 Я, . Если мы разеечемъ эти три прямыя четвертой 
прямой s, расположенной въ той же плоскости и именно представляющей собой 
с е ч е т е этой плоскости съ плоскостью 

Ах + By^-Cz-+-D = 0). (!) 
то точки пересечешя St, 5 2 , S3 выразятся теми же уравнемями (16) и (16'), при 
чемъ параметры Я,, ).3, / . 3 будутъ иметь значешя (17), которыя даютъ 

;v . 2 ; . 3 = i . (М) 
Теперь авторъ ставить вопросъ такъ: положимъ, что точка S , намъ задана; при 
какихъ услов1яхъ прямая, представляющая собой с е ч е т е плоскости Я, Я, Я, съ 
плоскостью (!) и проходящая черезъ точку S,, будетъ параллельна прямой Я,Я 4 ? 

Чтобы прямая была параллельна прямой Я,Я, , необходимо и достаточно, чтобы 
точка S 3 не существовала, т. е. чтобы / 3 = 1. Съ другой стороны, такъ какъ точка 
S, дана, то дано значеше отличное отъ 1. Но въ такомъ случае соотношение (!!) 
даетъ однозначно значеше А,, определяетъ точку S3, и, стало быть, требовашю 
удовлетворяетъ одна и только одна прямая 

Веберъ . Энциклоп. элемент, геометрш. 8 
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Наша цель , такимъ образомъ, достигнута. Дальнейшее р а з в и т эле
ментарной геометрш уже не представляетъ никакихъ затрудненШ, и по
тому мы этимъ зд*сь заниматься не будемъ. Въ заключеше мы остано
вимся еще только на аналитическихъ предпосылкахъ предложешя о па
раллельности. 

10. Прямая s оказывается параллельной прямой PtP2, потому что 
при Яд = 1 выражешя, определяющая точку S3, принимаютъ видъ: 

_ a t - а2 __ bt - Ь2 _ СД - с2 

* 3 - 0 , Л - о ' 8 ~ 0 " 

Если, однако, мы дадимъ параметру Л 8 значеше 1 не непосредственно, а 
будемъ давать ему значешя, постоянно возрастающая отъ 0 и неогра
ниченно приближающаяся к ъ 1, то числа х3, у3, z3 будутъ в о з р а с т а т ь 7 0 ) 
безпредъльно. Въ п р е д е л * мы получаемъ, такимъ образомъ, безконечно 
болышя „значешя" xx, ух, zx чиселъ х3, у3, z3, которыя сохраняютъ, 
однако, конечныя отношешя: 

*«, :Уоо • zx = (at - fla): (*! - b2): (ct - с2). 

Если мы теперь расширимъ определеше точки въ томъ смысле, что до-
пустимъ также безконечно болышя „значешя" чиселъ х, у, z, съ темъ, 
однако, чтобы они сохраняли конечныя отношешя, и такого рода точки 
назовемъ „несобственными", то мы д о л ж н ы б у д е м ъ к а ж д о й п р я м о й 

{х - aj : (у - bj : (z - с,) = ( д 2 - а , ) : {Ь2 - bj: (с2 - с,) 

п р и п и с а т ь о д н у и т о л ь к о о д н у н е с о б с т в е н н у ю т о ч к у (х^, ух, zx) 

и и м е н н о т а к ъ , ч т о 

Какъ непосредственно обнаруживаете заключительное предложеше п. 9-го, 
д в е п р я м ы я б у д у т ъ в ъ э т о м ъ с л у ч а е п а р а л л е л ь н ы , е с л и о н е 
и м е ю т ъ о б щ у ю н е с о б с т в е н н у ю т о ч к у 7 1 ) . 

Если (х3, у3, z3) и (х3",у3", z3") суть две с о б с т в е н н ы я точки пря
мой РХР2 съ параметрами Х3=х/ и Х3 = х", то простое вычислеше д а е т ъ : 

хъ — хз" = (ai - «г) *> Уз ~Уъ = (bi ~ Ьг) *> гз ~ гг = ( c i ~
 с2> 

г д е х = (х' - х") I (1 - х') (1 - х"), 

такъ что 

У « - х з " ) 2 + (Уз ~Ув")2 + ( V - V ) 2 = ± x d 3 , 

"°) По абсолютной величине. 
п ) См. дополнеше въ конце книги. 
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гдъ d3 имъегь значеше, выражаемое формулой (22) . Поэтому разстоянле 
точекъ (х3, у3, z3) и (xs", у3", z3") возрастаетъ безпредъльно, если па-
раметръ х ' сохраняетъ постоянное значеше, отличное отъ 1, а другой па-
раметръ х" возрастаетъ отъ 0 до 1; это значить : н е с о б с т в е н н а я т о ч к а 
п р я м о й и м ъ е т ъ б е з к о н е ч н о б о л ь ш о е р а з с т о я н 1 е о т ъ к а ж д о й и з ъ 
с о б с т в е н н ы х ъ ея т о ч е к ъ . 

Сущность понятоя о несобственной точке лучше всего выясняется, 
если опредъляемъ точку не т р е м я , а ч е т ы р ь м я к о н е ч н ы м и действи
тельными числами, при томъ, однако, соглашенш, чтобы при вещественномъ 
значенш множителя д, отличномъ отъ 0, системы чиселъ (xv х2, ха, хА) 
и ( Q X V QX2, QX3, ох/) представляли одну и ту же точку х, а числа 
(О, 0, 0, 0 ) не представляли бы точки въ этой геометрш .£). Плоскость и 
прямая определяются, какъ въ геометрш @ предыдущихъ пунктовъ: пло
скость — линейнымъ однороднымъ уравнешемъ 

alx1-\-a2x2-\-a3x3-\-aixi = 0, ( 36 ) 

которое мы короче будемъ выражать символомъ a(x) — 0; коэффициен
тами этого уравнешя служатъ вещественный числа, которыя не обраща
ются совместно въ нуль; прямая определяется, какъ совокупность точекъ, 
общихъ двумъ различнымъ плоскостямъ. Две плоскости а(х) = 0 и 
Ь(х) = 0 считаютъ тождественными, если о н е содержать т е же точки, 
т . е. если можно определить множитель д такимъ образомъ, что ах = gbx, 
a2 = gb2, а3 = gb3, а 4 = gb±. Услов1е, чтобы две плоскости не совпадали, 
можно формулировать такъ, что величины (a, b)u, (а , Ь).а, (а , Ь)м не 
должны быть равны нулю, где для краткости полагаемъ: 

( а , Ь)Нк = афк — афк; (37) 

такъ какъ (а, Ь)ыг равняется нулю тождественно, то мы можемъ сказать 
вообще: ч е т ы р е в е л и ч и н ы (a, b)ik , (а, А)г* , (а , Ь)зь , (а , Ь)ш ( п р и п р о -
и з в о л ь н о м ъ k) н е д о л ж н ы о б р а щ а т ь с я въ н у л ь с о в м е с т н о . Точно 
такъ же две точки (xlt х2, х3, х 4 ) и (ylt у2, у3, у^) различны, если 
четыре величины (х, _y)i*, (дг, _y)at, (х, у)т , (х, у )4* ни при какомъ k 
не обращаются совместно въ нуль. По двумъ различнымъ точкамъ х и у 
прямой а(х) = 0 и Ь(х) = 0 мы получаемъ безчисленное множество дру-
гихъ ея точекъ при помощи формулы: 

zh = xnx+y„X, А = ( 1 , 2, 3 , 4), (38) 

где коэффишенты х и Я могутъ принимать всевозможныя конечныя зна
чешя; въ самомъ д е л е , совершенно ясно, что a(z) = xa(x)-j-Xa(y) = 0, 
b(z) = xb(_x) -4- )Jb{y) = 0, такъ какъ въ отдельности а(х) = 0, а(у) = 0, 
b(x) = Q, 6 ( у ) = 0 . Формула (38) заменяла бы, такимъ образомъ, пара
метрическое выражеше прямой (16) , если бы можно было обнаружить, 

8* 
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что каждое общее р ъ ш е ш е уравненШ a (z) = 0 и b (z) = 0 при надлежа-
щемъ в ы б о р * постоянныхъ р и q можетъ быть представлено формулой: 

zh=xhp+yhq (h = 1 , 2 , 3 , 4 ) . (39) 

Н о возможность р е ш и т ь совмъстныя уравнешя 

zh = XhP +УнЯ, 
Zk^xkp+yhq 

относительно р и q зависитъ отъ того, обращается ли определитель 
(х, y)h,u въ нуль, или нътъ . Такъ какъ точки х, у другъ отъ друга 
различны, то определители (х, y)hk не могутъ обращаться въ нуль при 
всехъ комбинащ'яхъ указателей h, k. Положимъ поэтому, что определитель 
(х, у)ар отличенъ о т ъ нуля. Тогда мы можемъ привести za и 2д к ъ виду: 

za = хар + yaq, zfi = xfp+ypq. (40) 

Къ индексамъ а, {3 мы присоединимъ индексы у, д такимъ образомъ , 
чтобы числа а, /?, у, д представляли некоторую перестановку чиселъ 1, 2 , 
3 , 4 . Тогда и з ъ уравненШ a ( z ) = 0 и b(z) = 0 вытекаетъ: 

a{z)bfl~b(z)atl=0; уи = 1, 2 , 3 , 4 

или п о д р о б н о : 

{a, b)wzi + (a, b).2flz2 + (a , b\jz» 4- (а , b)^ = 0, или 

(a,b)a,,zn-\- (a, b)?pZf-\- (a,b)mzr+ (а, Ь)Лигл= 0. 
(41) 

Этимъ уравнешямъ удовлетворяютъ также х17 х.2, х3, хА и ylt у2> 

у ; ! , yi. И з ъ нихъ въ виду соотношешй (40) вытекаетъ: 

((a, b)ailxa + (a, b)frjCjt)p 4- ((а, Ь)щ,уа + (a, b)?t,y?)q 

+ (a, b)7!,z., + (а, Ь)А„гй = 0; 

а такъ какъ величины х и у сами также удовлетворяютъ уравнешямъ 
(41) , т о : 

— ((a, Ь)Г1,х., + {а, Ь)й/1х6)р - ((a, b)rt,yr+{a, b)6,,y6)q 

4- ( a , b).,„z., + (a, Ь)д„гй = 0, 
такъ что 

(a, b).,,, [ z-. — рх.. — qyy } + (a, b)6u {z6— рхй - qyb } = 0. 

Теперь, если (а, Ь)гъ не равно нулю, т о полагая въ этомъ уравненм 
и = д или [I = •/, получимъ: 

zr=pxr + qyr, 

га~рхй + дул. 
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С ъ другой стороны, такъ какъ равенство (а, Ь)гц = 0, въ виду урав
нешй (41) (при (1 = 6), влекло бы за собой уравнеше: 

(a, b)a6za + (a, b)pizp = 0, 

которому должны также удовлетворять ха, х$ и уа, у$, то мы имели бы: 
ха '• Хр=уа :ур; это противоречить сделанному д о п у щ е н ш , что (х, y)Ul] 

не равно нулю. Итакъ, соотношеше (a, b)yt = 0 не можетъ иметь места, 
и мы такимъ образомъ доказали, что в с е т о ч к и п р я м о й м о г у т ъ б ы т ь 
в ы р а ж е н ы п о д в у м ъ и з ъ н и х ъ в ъ ф о р м е : 

zh = xhp +yhq. ' (43) 

Мы отобразимъ теперь геометрш однородныхъ координатъ въ 
прежней неоднородной системе @, полагая: 

1± = х, 
Z4 

=У, 
*1 

*}. 
Xi 

= xf, FA 

Xi 
= / , £ 3 

Xi 
(44) 

у± 
У* 

= х" УА 
У4, 

УА 
УА, 

з д е с ь слева стоять координаты пространства справа — пространства ®, 
такъ что смешать ихъ съ обозначешями въ уравнешяхъ (16) и (16 ' ) 
нельзя. Теперь выражешя (43) даютъ: 

х _ х 1 Р + у , д (х, У 1 д yMi д уЛх'-Хх" 
XiP+ytf \Xt yi р xtJl\ р xt) 1 - Я ' 

где 

и однородное параметрическое выражеше прямой принимаетъ прежшй видъ: 

х'~Хх" у'-Ху" z'-Xz" 
х=-т=Г' • у = - т ^ я - ' * = - т = г -

З н а ч е н ш параметра Я = 1 , которое мы прежде считали недопу
с т и м ы м ^ соответствуетъ теперь равенство рх^ду^ = 0, т . е . z 4 = 0 . 
Иными словами: В ъ г е о м е т р ш & з н а ч е н ш п а р а м е т р а Я = 1 н е 
о т в е ч а л а с о б с т в е н н а я т о ч к а п р я м о й ; м е ж д у т е м ъ в ъ г е о м е т р ш 
$ э т о м у з н а ч е н ш о т в е ч а е т ъ та т о ч к а п р я м о й , к о т о р а я л е ж и т ъ 
в ъ п л о с к о с т и zi = 0. С ъ точки зрешя геометрш & мы можемъ такимъ 
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образомъ сказать: н е с о б с т в е н н ы м ъ т о ч к а м ъ п р о с т р а н с т в а & о т в ъ -
ч а ю т ъ в ъ п р о с т р а н с т в * ,£> т о ч к и п л о с к о с т и zi = 0; д в * п р я м ы я 
и л и п л о с к о с т и в ъ п р о с т р а н с т в * & п а р а л л е л ь н ы , е с л и о н * п е р е 
с д а ю т с я в ъ т о ч к * и л и , с о о т в * т с т в е н н о , п о п р я м о й э т о й п л о 
с к о с т и . М о ж н о п о э т о м у с к а з а т ь , ч т о н е с о б с т в е н н ы я т о ч к и п р о 
с т р а н с т в а & о б р а з у ю т ъ „ н е с о б с т в е н н у ю " п л о с к о с т ь , к о т о р а я 
с ъ к а ж д о й с о б с т в е н н о й п л о с к о с т ь ю и м * е т ъ о б щ у ю п р я м у ю — 
„ н е с о б с т в е н н у ю " п р я м у ю э т о й п л о с к о с т и . Такова современная 
„проективная" точка з р * м я на п а р а л л е л и з м ъ 7 2 ) . 

§ 13. Сущность ОСНОВНЫХЪ ПОНЯТИЙ. 

1. Первымъ и важн*йшимъ результатомъ изложеннаго изсл*довашя 
является то, что е в к л и д о в а г е о м е т р 1 я не с о д е р ж и т ъ н и к а к о г о п р о -
т и в о р * ч 1 я ; въ самомъ д*л%, мы обнаружили существоваше, по крайней 
м*р* , о д н о г о многообраз1я, или комплекса, составленнаго изъ тройныхъ 
числовыхъ группъ, элементы котораго, будучи поставлены въ надлежащую 
другъ о т ъ друга зависимость, вполн* подходятъ подъ основныя опредълешя 
и основныя предложешя евклидовой геометрш. Конечно, эти элементы, 
а вм*ст* съ т*мъ и вся эта геометрия, не им*ютъ вовсе конкретнаго су-
ществовашя; устанавливая п о н я в е „о длин*" и „объ у г л * " , мы катего
рически указывали, что зд*сь подъ этими понятсями не нужно разум*ть 
р*шительно ничего, к р о м * чиселъ, опред*леннымъ образомъ отнесенныхъ 
к ъ другимъ числамъ. Н о именно то обстоятельство, что обыкновенныхъ 
свойствъ ариеметическихъ чиселъ оказалось достаточно, чтобы отобра
зить систему евклидовой геометрш такимъ образомъ, что каждое ея предло-
жеше остается въ сил* въ этой геометрш чиселъ, и, обратно, каждое 
предложеше ариеметической геометрш можетъ быть перенесено въ про
странство, именно это удостов*ряетъ , что основныя понят1'я и основныя 
положешя Евклидовой геометрш другъ съ другомъ вполн* совм*стимы. 

Установивъ отсутств1е противор*чШ въ евклидовой геометрш, мы 
т * м ь самымъ устанавливаемъ правильность двухъ неевклидовыхъ геометрШ, 
такъ какъ эти послъдшя только вм*ст* съ евклидовой геометр1ей оста
ются правильными или п а д а ю т ь : п о с т р о е н н а я в ъ с ф е р и ч е с к о й с * т и 
а р и е м е т и ч е с к о й г е о м е т р ш п р е д ы д у щ а г о п а р а г р а ф а ни э л л и п т и 
ч е с к а я ни г и п е р б о л и ч е с к а я г е о м е т р 1 я н и к о г д а не м о ж е т ъ п р и 
в е с т и к ъ л о г и ч е с к о м у п р о т и в о р * ч 1 ю . Такъ какъ, съ другой стороны, 
отсюда вытекаетъ, что постулатъ о параллельныхъ лишяхъ не предста-
вляетъ собой логическаго сл*дств1я остальныхъ понятШ и посылокъ гео
метрш, то намъ не покажется у ж е страннымъ, что т а т о ч к а з р * ш я н а 

^ Еще разъ указываемъ, что къ выяснешю этихъ идей мы еще возвра
тимся въ особомъ дополнеши въ конц* книги. 
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п а р а л л е л и з м ъ , к о т о р а я , какъ мы выяснили въ предыдущемъ параграф*, 
у с т а н о в и л а с ь в ъ у ч е ш и о п е р с п е к т и в * и в ъ п р о е к т и в н о й г е о 
м е т р ш , т а к ж е о к а з ы в а е т с я л о г и ч е с к и д о п у с т и м о й . Согласно этой 
теорш, параллельный прямыя также им*ютъ точку перес*чешя, которая, 
однако, какъ „несобственная" точка, принадлежитъ особенной плоскости 
пространства— „несобственной" плоскости. На это, однако, можно либо смо
треть только какъ на описательное выражеше того факта, что точка пере-
с*чешя въ д*йствительности не существуетъ, либо же можно представлять 
себ* „несобственную" плоскость, какъ д*йствительно существующую. Въ 
строго абстрактной геометрш такое выд*леше одной плоскости изъ вс*хъ 
остальныхъ представляетъ собой, конечно, актъ произвольный, но самъ 
по себ* вполн* допустимый. Такъ какъ, съ другой стороны, эта осо
бенная плоскость, какъ таковая, отъ остальныхъ плоскостей нич*мъ не 
отличается, то мы можемъ сказать: с ъ т о ч к и з р * ш я на п а р а л л е 
л и з м ъ , у с т а н о в и в ш е й с я в ъ п р о е к т и в н о й г е о м е т р ш , э л л и п т и ч е с к а я 
г е о м е т р 1 я , в ъ к о т о р о й в с * п л о с к о с т и , а т а к ж е в с * п р я м ы я о д н о й 
и т о й ж е п л о с к о с т и в с е г д а п е р е с * к а ю т с я д р у г ъ с ъ д р у г о м ъ , 
п р е д с т а в л я е т ъ с о б о й а б с т р а к т н у ю о с н о в у п а р а б о л и ч е с к о й и ги
п е р б о л и ч е с к о й г е о м е т р ш ; въ самомъ д*л*, путемъ введешя въ гипер
болическую геометрш идеальныхъ точекъ и прямыхъ, мы достигаемъ 
того, что и въ этой геометрш вс* плоскости и вс* прямыя въ плоскости 
взаимно перес*каются. 

Евклидова геометр1я въ параболической с*ти даетъ возможность 
установить еще четвертую точку зр*шя на геометрическую безконечность, 
также не содержащую внутренняго лротивор*ч1я: зд*сь вс*мъ прямымъ 
и плоскостямъ отнесена одна общая точка на безконечности т з ) . Паралле
лизмъ зд*сь определяется, какъ и въ евклидовой геометрш, темъ, что 
прямыя не пересекаются, при чемъ несобственная точка за точку пересе-
чешя не считается. Впрочемъ, на обыкновенное евклидово пространство 
можно также смотреть, какъ на предельный случай параболической сети , 
центръ которой уходить въ безконечность. Окружности и сферы при 
этомъ переходятъ въ „действительныя" прямыя и плоскости. 

2. То обстоятельство, что оказываются возможными (по крайней 
м е р е ) четыре совершенно различныя, даже противоречивый точки з р * ш я 
на безконечность и на параллелизмъ, наводить на очень серьезныя раз -
мышлешя. Въ самомъ д*л*, кто станетъ теперь серьезно утверждать, что 
геометр1я исключительно описываетъ „факты" пространственнаго воспр1я-
Tia? Разв* , говоря о безконечно удаленныхъ элементахъ, мы не им*емъ 
передъ собой чисто абстрактныхъ построешй, которыя остаются за пре
делами не только каждаго в о з м о ж н а г о опыта, но и всякаго вообще 

га) Это общая точка, черезъ которую проходить вс* сферы с*ти. 



120 

опыта, какой мы только можемъ с е б е п р е д с т а в и т ь ; не обнаруживается 
ли здъсь ясно, что не только представлешя оказываютъ вл1ян1е на поняие , 
но и обратно: поняие оказываетъ свое вл1яше на наше представлеше? 
Это вопросы, которые настойчиво приходятъ въ голову каждому мысля
щему человеку. Прежде, ч-Ьмъ мы решимся дать ответы на эти вопросы, 
будетъ полезно несколько обстоятельнее выяснить при помощи тъхъ 
<;редствъ, которыя развиты въ § 12, что здъсь затронуты также интересы 
чисто математическаго характера. Въ § 12, 1 мы показали высокое на
учное значеше логическаго анализа нашихъ пространственныхъ предста-
вленш и чисто логическаго построешя геометрш. Оно заключается въ 
томъ, ч т о п р е д л о ж е н 1 я г е о м е т р ш , п о с т р о е н н о й с т р о г о ф о р м а л ь н о , 
п р и м е н и м ы к о в с я к о м у л и н е й н о м у т р е х м е р н о м у м н о г о о б р а з 1 ю , 
т . е. къ каждой системе объектовъ, которые находятся другъ съ другомъ 
соответственно въ такихъ же соотношешяхъ, какъ точки, прямыя и пло
скости. Выражеше псевдо-точка, псевдо-прямая, псевдо-плоскость были 
термины, которыми мы пользовались во избежаше смешешя съ обычными 
понятоши; будемъ ихъ называть теперь основными образами „нулевой", 
„первой", „второй" ступени, или, короче, © 0 , © х , ® 2 ; самое многообра-
3ie пусть будетъ © 3 ; слово „ступень" означаетъ здесь то же, что и из
мерение. Основные образы нулевой ступени мы будемъ также называть 
элементами, какъ это принято въ учеши о комплексахъ. Вся эта терми-
нолопя находить себе оправдаше въ томъ, что, помимо сферическихъ 
сетей, существуетъ еще безчисленное множество трехмерныхъ много-
образШ, какъ мы это сейчасъ обнаружимъ, такъ что точки, прямыя и 
плоскости могутъ быть рассматриваемы, какъ индивидуумы р о д о в ы х ъ 
п о н я л и @ 0 , © , , (32. 

3. Изъ дидактическихъ соображешй представляется нецелесообраз-
нымъ съ самаго начала развивать абстрактную геометрш, какъ геометрш 
трехмерныхъ линейныхъ многообразШ, потому что самое поняэте это не 
дается непосредственнымъ представлешемъ, а предполагаетъ уже обыкно
венную геометрш. Лишь тогда, когда обыкновенная геометр1я развита 
уже настолько, что мы имеемъ въ СЕоемъ распоряженш достаточно при-
меровъ линейныхъ многообразШ третьей ступени, мы можемъ освободить 
наши теоремы отъ обычныхъ точекъ, прямыхъ и плоскостей, которыя 
служатъ ихъ субстратомъ; мы можемъ показать, что образы © 0 , & l t 

этихъ многообраз1й также удовлетворяютъ (Гильбертовымъ) аксюмамъ 
геометр1и, а следовательно, и логическимъ ихъ с л е д с г а я м ъ ; но съ этого 
момента геометр1я должна уже развиваться совершенно абстрактно въ 
примененш ко всемъ известнымъ и мыслимымъ многообраз!ямъ. 

Если, напримеръ, обыкновенная геометр!я строго абстрактно развита 
въ такой мере , что мы владеемъ уже Teopieft сферической сети, то мы 
имеемъ въ параболической сети первое переоблачеше евклидовой гео-
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метрш (не включая сюда лишь учешя о безконечности 7 4 ) . Если мы далее 
назовемъ пары точекъ, окружности и сферы гиперболической и эллипти
ческой съти псевдо-точками, псевдо-прямыми и псевдо-плоскостями и обна-
ружимь, что онъ удовлетворяютъ всъмъ аксюмамъ Евклидовой геометрш, 
кроме аксюмы о параллельныхъ лиш'яхъ, то мы можемъ утверждать, не 
п о в т о р я я в н о в ь н и к а к и х ъ д о к а з а т е л ь с т в ъ , что къ нимъ применимы 
все предложешя евклидовой геометрш, не зависяап'я отъ аксюмы о па
раллельности. 

Далее , средствами проективной геометрш мы можемъ построить Teopiio 
кривыхъ второго порядка совершенно независимо отъ какихъ бы то ни 
было метрическихъ соображешй; эта теор1я непосредственно распростра
няется на сферичесюя сети, если разсматривать последшя опять какъ 
псевдо-пространства. Изъ кривыхъ и поверхностей второго порядка этой 
псевдо-геометрш мы разсмотрели выше только псевдо-окружности и 
псевдо-сферы; гораздо интереснее, однако, обпне образы второго по
рядка, т е о р ш которыхъ мы можемъ заимствовать изъ обыкновенной гео
метрш безъ малейшихъ доказательствъ. И, что особенно изящно, съ точки 
з р е ш я обыкновенной геометрш это оказываются кривыя и поверхности 
четвертаго порядка (циклиды), непосредственное изследоваше которыхъ 
представляетъ болышя затруднешя. Между темъ, перенося на нихъ гото
вый матер!алъ, мы неожиданно прюбретаемъ неизсякаемый источникъ 
геометрическаго познашя. Достаточно указать на учеше о полюсахъ и 
полярахъ. 

Такимъ образомъ, геометрш каждаго трехмернаго линейнаго много-
образ!я можно изучать съ двухъ совершенно различныхъ точекъ зрешя, 
постепенно переходя на практике отъ одной къ другой, хотя по существу 
о н е совершенно различны: мы можемъ разсматривать основные образы 
нулевой, первой и второй ступени (У„, © , , ($.г многообраз!я @ 3 то какъ 
образы обыкновенной геометрш, и тогда они имеютъ очень сложную 
природу, то какъ объекты, аналогичные точкамъ, прямымъ и плоскостямъ 
обыкновенной геометрш, удовлетворяюипе всемъ ея аксюмамъ; тогда и 
следаъйя этихъ аксюмъ могутъ быть применимы къ (%, @, , &.2. Т а к и м ъ 
о б р а з о м ъ , у м с т в е н н а я р а б о т а , з а т р а ч е н н а я на п о с т р о е ш е ч и с т о 
а б с т р а к т н о й г е о м е т р ш , п о с л у ж и т ъ н е и з с я к а е м ы м ъ и с т о ч н и к о м ъ 
н о в ы х ъ и с т и н ъ . Итакъ, не изъ пренебрежешя къ творческой силе ин-
туицш, не изъ склонности к ъ разрушительной критике или педантичной 
логике, но изъ строго взвешенныхъ интересовъ нашей науки надо на
стаивать на строгой кодификацш ея предпосылокъ, ч т о б ы ея п р е д л о -

7 4 ) Если въ евклидову геометр1ю вводятся .безконечно удаленный" точки, то 
оне заполняютъ .безконечно удаленную" плоскость; въ параболической же сети 
имеется только одна .безконечно удаленная" точка (см. прим. 73). 
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женЧя с р а з у п р ю б р ъ т а л и в с ю т у с и л у , к о т о р а я и м ъ д е й с т в и 
т е л ь н о п р и н а д л е ж и т ъ . Э т о — т р е б о в а ш е , которое, по Маху, принято 
называть „эконоиней мышлешя". 

4. Еще и по другой причин* представляется желательнымъ владеть, 
такъ сказать, несколькими геометрическими языками и развить некоторую 
упругость нашего воображешя. Именно, въ геометрш трехмернаго простран
ства имеются задачи, которыя, по аналитическому своему характеру, скорее 
падаюгъ въ область пространствъ четырехъ и большего числа измерешй. 
При этомъ въ первоначальной своей ф о р м е о н е не поддаются синтетическому 
изследовашю, потому что мы не привыкли разсматривать евклидово про
странство, какъ образъ третьей ступени въ четырехмерномъ пространстве. 
Между т*мъ въ евклидово.чъ пространств* имеется много линейныхъ 
многообразМ четырехъ и бол*е высокаго числа изм*ренШ. Наиболее 
известно многообраз!е вс*хъ сферъ : чтобы установить центръ сферы, 
должны быть даны его разстоянш отъ трехъ взаимно перпенликулярныхъ 
плоскостей; рад1усъ представляетъ собой четвертое численное задаше. 
Итакъ, существуеть четырехкратно-безконечное множество сферъ, т. е. 
элементы многообраз1я вс*хъ сферъ отличаются одинъ отъ другого 
четырьмя числовыми задашями, которыя могутъ принимать всевозможный 
вещественныя значешя. В с * сферы образуютъ, по этой причин*, четырех
мерное многообраз1е ® 4 . Это многообраз1е л и н е й н о е , т. е. каждые два 
образа @з (с*ти) опред*ляютъ одинъ образъ © 2 (связку); каждые три 

опред*ляютъ одно © 1 (пучекъ) ; наконецъ, каждые четыре © 3 одно 
& 0 (сферу) . Иначе: каждые два ® 0 опред*ляютъ одно (У^ каждые три 
& 0 , не принадлежащее одному устанавливаютъ одно @ 2 ; наконецъ, 
четыре элемента, не принадлежащее одному образу @ 2 , опред*ляютъ одно 
С$3. Аналогично определяется принципъ л и н е й н о с т и для многообразШ 
пяти и бол*е высокаго числа изм*решй. Аналитически линейности много-
образ1я соотвътствуетъ тотъ фактъ, что основные его образы-въ коорди-
натахъ выражаются „линейными" уравнешями, т. е. уравнениями первой 
степени. 

Если мы наткнемся на задачу, которая (съ точки зр*шя аналити
ческой геометрш) приводить к ъ тому, чтобы разсматривать пространство 
точекъ, прямыхъ и плоскостей, какъ основной образъ третьей ступени в ъ 
четырехм*рномъ линейномъ многообразш, то достаточно перенести задачу на 
MHoroo6pa3ie сферъ — и мы будемъ въ состояши подойти къ задач* чисто 
синтетически, сделать ее наглядной. Однако, такой переходъ изъ одного 
многообраз1я въ другое допустимъ только въ томъ предположен^ , что о б а 
многообраз1я подчиняются однимъ и т е м ъ же аксюмамъ и ихъ геометрш 
опираются и с к л ю ч и т е л ь н о на эти аксюмы; какъ только мы въ д о -
казате1ьствахъ допускаемъ мотивы, не имеюише чисто логическаго харак
тера, то такого рода п е р е н е с е т е не можетъ a priori считаться законнымъ. 
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Что существують геометрическая задачи, которыя удовлетворительно 
разрешаются лишь въ томъ случаъ, когда мы ихъ переносимъ въ много-
o6pa3ie более высокаго числа измерешй, в е этоме мы уже имели случай 
убедиться на теореме Дезарга (см. § 10, 1). Это предложеше, отнесенное 
только къ треугольникамъ на плоскости, образуетъ основу синтетической 
геометрш плоскости. Но въ то время, какъ все остальныя предложешя этой 
планиметрш могутъ быть доказаны средствами плоской геометрш и при томъ 
чисто с и н т е т и ч е с к и , т. е. безъ пособ1я аксюмъ конгруэнтности,—найти 
такое доказательство для этого основного предложешя не удавалось; 
наконецъ, Гильбертъ въ своихъ „Основашяхъ геометрш" (§ 23) обна-
ружилъ, что все старашя въ этомъ направлеши необходимо должны 
остаться тщетными. Гильбертъ показать, что это предложеше необхо
димо предполагаетъ либо пространственную геометрш, либо аксюмы 
конгруэнтности. Н о такъ какъ аксюмы конгруэнтности противны духу 
чистаго с и н т е з а 7 5 ) , то это планиметрическое предложеше синтетически 
можетъ быть доказано только при помощи пространства трехъ измерешй 
и именно посредствомъ простыхъ соображешй, изложенныхъ нами выше 
въ § 10, 1. 

5. Насколько задача можетъ иногда получить неожиданно яркое 
освещеше, когда мы переносимъ ее въ другое многообраз1е, это мы 
постараемся выяснить на примере, тесно примыкающемъ къ теореме 
Дезарга. 

П о д ъ плоской к о н ф и г у р а ц 1 е й К$. (л*) разумеютъ систему, со
стоящую изъ п точекъ и я прямыхъ на плоскости, которыя расположены 
такимъ образомъ, что черезъ каждую точку системы проходитъ k ея 
прямыхъ и на каждой изъ прямыхъ системы лежитъ k ея точеке . Про
странственная конфигуращя K i (л*, gs) есть система, составленная изъ п 
точекъ, п плоскостей и g прямыхъ следующиме образоме : черезе каждую 
точку системы проходить k ея плоскостей и въ каждой плоскости системы 
лежитъ k ея точекъ; каждая же прямая проходитъ черезъ 5 точекъ и ле
жите въ 5 плоскостяхъ. 

Определеше всехъ конфигуращй, соответствующихъ даннымъ зна-
чешямъ чиселъ п, g, k, s, представляетъ очень интересную, но трудную 
задачу, которая ждете еще полнаго решешя. Въ нижеследующемъ мы 
дадимъ два первыхъ члена безконечнаго ряда конфигуращй, принадлежа-
щихъ. однако, пространствамъ возрастающего числа измеренШ. Очень 

7 5 ) Что идея конгруэнтности чужда духу чисто синтетической геометрш, это 
конечно, дело точки зрешя и, во всякомъ случае, зависигь отъ тЬхъ предьловъ, 
которые мы сами ставимъ чистой геометрш. Но дело заключается въ томъ, что 
теорема Дезарга есть основное предложеше п р о е к т и в н о й геометрш, а этой 
дисциплине идея о конгруэнтности действительно остается совершенно чуждой. 
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простую плоскую конфигурацию и именно Кд". ( Ю 3 ) даетъ фигура теоремы 
Дезарга, если мы беремъ перспективные треугольники, расположенные въ 
одной плоскости т). Какъ показываетъ фигура 46 , мы можемъ каждую изъ 
10 точекъ этой конфигурацш пометить двумя индексами изъ ряда чиселъ 
1,2,3,4,5 такимъ образомъ, что каждая изъ 10 возможныхъ (парныхъ) комби-
наш'й фигурируете только одинъ разъ, а пары индексовъ, принадлежащая 
точкамъ одной прямой, составлены только изъ трехъ различныхъ цифръ, ко
торыя такимъ образомъ могуть служить для обозначешя этой прямой. Такое 
положеше д*ла наводить на мысль, что, быть можетъ, въ трехмърномъ 
пространств* можно взять систему изъ пяти точекъ , ^ 2 , Щ.А, <JJ4, та

кимъ образомъ, что точка 
h, k этой конфигурацш слу
жить с*чешемъ плоскости 
ц съ прямою $РЙ ^ * , пря
мая же конфигурацш h, k. I 
служить съчешемъ пло
скости ц съ плоскостью 
Ун%% (Л, * , / = 1 ,2 , 3 , 
4, 5) . Это действительно 
оказывается возможнымъ, 

и плоская конфигуращя Kf . (10 3 ) оказывается, 
такимъ образомъ, съчешемъ плоскости съ 
с о в е р ш е н н ы м ъ пятиугольникомъ въ про
странств*, т. е. съ системой 5 точекъ, пря
мыхъ, соединяющихъ ихъ попарно, и плоско
стей, соединяющихъ ихъ по три. 

Это наводить на мысль разсмотр*ть, 
восходя къ пространству, два перспективныхъ 
тетраэдра, т . е. два тетраэдра, вершины ко-

торыхъ всл*дств1е особаго ихъ расположешя могуть быть приведены въ 
соотв*тств1е такимъ образомъ, что прямыя, соединяющая соотв*тственныя 
вершины, проходить черезъ одну точку. Изъ этого задашя нетрудно вы
вести путемъ повторнаго прим*нешя теоремы Дезарга, что соотв*тству-
ЮЩ1Я грани и ребра двухъ тетраэдровъ перес*каются въ точкахъ и по 
прямымъ, расположеннымъ въ одной плоскости. Фигура, которую мы та
кимъ образомъ получаемъ, образуете конфигурашю Kf. ( 1 5 и , 2 0 3 ) . Какъ 
показываетъ фиг. 47 , ея точки могуть быть обозначены индексами 1, 2 , 
3 , 4, 5 , 6 (подобно ф и г у р * 46) такимъ образомъ, что каждая изъ 15 
возможныхъ паръ цифръ фигурируете только одинъ разъ, пары же то
чекъ одной прямой нашей конфигурацш составлены только изъ трехъ 
цифръ, пары точекъ одной п л о с к о с т и — и з ъ четырехъ; эти тройныя и 
четвертныя комбинацш могуть служить для обозначешя соотв*тствующихъ 

8*, s 

Фиг. 46. 
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прямыхъ и . плоскостей. По аналогш съ K f - ( Ю я ) мы естественно прихо-
димъ къ мысли о полномъ шестиугольник* ^^^тУРгРв^Рв въ четырехмер-
номъ пространстве, с е ч е т е котораго съ трехмерныме пространствомъ RE 
нашей евклидовой геометрш давало бы конфигурацию Kf. ( 1 5 6 , 2 0 8 ) ; 
точка я , k, прямая я , k, /, плоскость я , k, I, т нашей конфигурацш пред
ставляли бы тогда с е ч е т е пространства RE СЪ прямой ^ д ^ З * , съ плоскостью 
^ ^ V J * , , съ трехмерныме пространствомъ ЩнЩкЩ$т ( я . k, I, т=1, 2, 3 , 
4, 5, 6) . Аналитически это предположеше очень легко подтверждается * ) ; 
но провести все 
эти вычислен1я чи
сто геометрически 
очень трудно, по
тому что мы не 
можемъ наглядно 
представить про
странство RE ВЪ 

вид* образа въ 
пространств* / ? 4 . 
Но такъ какъ мы 
знаемъ, что все 
сферы, пучки, 
связки, и съти 
сферъ могутъ быть раз-
сматриваемы, какъ основные 
образы нулевой, первой, 
второй и третьей ступени 
линейнаго многообраз1я @ 4 , 
то эта трудность легко устра
няется, если мы переносимъ 
изследоваше въ многооб-
pa3ie всъхъ сферъ. Образы 

> ® 1 > ® 2 > ® 8 э т о г о м н ° -

гообраз1я мы будемъ назы
вать псевдо-точками, псев-
до-прямыми, псевдо-плоско-

Фиг. 47. 

стями, псевдо-пространствами; 
мы вообразимъ здесь шесть 
произвольныхъ псевдо-точекъ 

что черезъ каждыя двъ псевдо
точки проходитъ одна псевдо
прямая, черезъ каждыя три 
псевдо-точки одна псевдо-пло
скость, черезъ каждыя четы
ре—одно псевдо-пространство. 
„ С е ч е т е " , т. е. совокупность 
общихъ элементове этого „со-
вершеннаго" четырехмернаго 

шестиугольника с е псевдо-пространствоме R представляетъ собой конфи-
гурашю Kf. ( 1 5 в , 20 3 ) , которая открыта такимъ образомъ не только для 
геометрическаго изследовашя, но и для непосредственнаго созерцашя. B e 
дальнейипя подробности мы здесь входить не можеме, мы должны были бы 

*) См. работы Рихмонда и Функа о конфигурацш Kf. (15,, 20,): R ichmond , 
Math. Ann. 53, R. F u n c k . (Strassburg, Diss. 1901). 
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только упомянуть еще объ одномъ обстоятельств*. Къ числу псевдо-
пространствъ принадлежитъ также пространство точекъ, прямыхъ и плоско
стей евклидовой геометрш, какъ предельный случай параболической съти 
съ безконечно удаленнымъ центромъ. С ъ ч е ш е ч е т ы р е х м - в р н а г о с о в е р -
ш е н н а г о ш е с т и у г о л ь н и к а с ъ э т и м ъ ч а с т н ы м ъ ( п с е в д о - ) п р о с т р а н -
с т в о м ъ д а е т ъ к о н ф и г у р а ц и ю Kf. ( 1 5 6 , 2 0 3 ) в ъ о б ы к н о в е н н ы х ъ 
т о ч к а х ъ п р я м ы х ъ и п л о с к о с т я х ъ ; именно, это не что иное, какъ ра-
дикальныя плоскости каждыхъ двухъ, радикальный оси каждыхъ трехъ, 
радикальные центры каждыхъ четырехъ изъ шести сферъ, которыя пред-
ставляютъ собой псевдо-вершины шестиугольника. 

Если мы даже оставимъ совершенно въ сторон* то случайное, осо
бенно благопр1ятное для насъ совпадете , что изсл*дуемая конфигуращя, 
въ к о н ц * концовъ, приняла свою первоначальную форму, то отображеше 
нашей задачи въ геометрш сферъ, само по себ*, уже представляетъ зна
чительное завоеваше, такъ какъ область синтетической геометрш расши
ряется благодаря этому на ц*лое изм*реше. То же повторяется во мно-
гихъ другихъ случаяхъ. Поэтому представляется желательнымъ познако
миться н*сколько ближе съ объемомъ понят1'я о линейномъ многообразш; 
для яснаго же понимашя сущности основныхъ геометрическихъ понятШ 
это и само по с е б * необходимо. Мы вынуждены при этомъ предполагать 
знакомство съ началами аналитической геометрш. Кто ими не владЬетъ, 
тому придется принять выводы сл*дующаго пункта на в*ру. 

6. Мы будемъ пользоваться обыкновенной прямоугольной системой 
координатъ х, у, z, хотя бы т*ми, которыми мы пользовались въ § 12. 
Точки поверхности и-ro порядка определяются уравнешемъ л-ой степени 
f(x, у, z) = 0, точки алгебраической кривой — общими р*шешями 5 та-
кихъ уравненШ. Эти s уравненШ gt = 0, g2 = О, g3 = 0, . . . , gs = О можно 
соединить въ одно (р = О, если мы положимъ 

<Р = gi « i «г + g-i «а Н \~gs us 

и ограничимся только такими р*шешями уравнешя (р = 0, которыя н е 
з а в и с я т ъ отъ неопредъленныхъ параметровъ и , , и2, и3, . . ., us. При та-
комъ соглашен!и относительно значенШ, обращающихъ функщю у въ нуль, 
е е п р и н я т о н а з ы в а т ь ф у н к щ о н а л о м ъ * ) . 

Если поверхности = 0, / 2 = 0, . . . , fr = 0 им*ютъ только систему 
изолированныхъ общихъ точекъ, въ крайнемъ случае, хотя бы только 
одну точку, то, приравнивая функщоналъ Ф = ft vx +/2 v2 -4- • • • + frvr 

съ неопределенными коэффищентами нулю, мы выразимъ эту систему то
чекъ. Если же эти поверхности вовсе не им*ютъ общихъ точекъ, то 
уравнеше Ф = 0 не выражаетъ никакого геометрическаго места. Итакъ, 
отметимъ первый результатъ нашихъ соображен1й: 

*) См. Н. W e b e r , Lehrb. der Algebra, 2 Aufl. Bd. 11 § 153. 
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С ъ п о м о щ ь ю ф у н к ш о н а л о в ъ м о ж н о в ы р а з и т ь н а и б о л е е о б 
щ е й а л г е б р а и ч е с к и о б р а з ъ , с о с т о я щ е й и з ъ о т д ъ л ь н ы х ъ с и с т е м ъ 
т о ч е к ъ Ф 1 = = 0 , Ф2 — 0, ф 3 = 0, . . . , Фр = 0, о т д - Ь л ь н ы х ъ к р и в ы х ъ 
9>j = 0, <р2 = 0, 9>3 = 0 <р* = 0 и о т д ъ л ь н ы х ъ п о в е р х н о с т е й 

/ г = 0 , / 2 = 0, . . . , /щ = 0, в ы р а з и т ь п р и п о м о щ и о д н о г о у р а в н е 
ш я Q = 0, гдъ 

Q = ФХФ2ФА . . . Фр. tp&jp, • . . щ • Ah • • • fm • 

Два такихъ алгебраическихъ образа Q = 0 и Q' = 0 опредъляютъ 
пучекъ Q, именно xQ 4 - XQ' = 0; три такихъ образа, не принадлежащее 
одному пучку, опредвляютъ связку Q, именно xQ 4 - Xi¥ 4 - fiQ" = 0; 
наконецъ, четыре образа, не принадлежапце одной связке, опредъляютъ 
С - Б Т Ь Q, именно xQ 4 - Яй' 4 - /лО" 4 - г < Й ' " = 0, если во всъхь этихъ случаяхъ 
параметры х, Я, г» пробъгаютъ все возможныя численныч значешя. 
Дальше этого мы не пойдемъ. Если теперь уравнешя fit = О, = О, 
й 3 = О, й 4 = О суть уравнешя въ текущихъ координатахъ х, у, z 
четырехъ алгебраическихъ образовъ, не принадлежащихъ одной связкъ, 
и отдельные образы (индивидуумы) съти 

мы будемъ называть псевдо-точками, а параметры | , ц, f координатами 
соответствующей псевдо-точки, то мы можемъ применить къ нимъ поня
ли, выясненныя въ § 12, и такимъ образомъ составить псевдо-прямыя и 
псевдо-плоскости. Координаты псевдо-точки ц, £, принадлежащей пря
мой, которая проходить черезъ две псевдо-точки (f ' , щ', £ ' ) и (£" , т\", £"), 
согласно § 12, 5, могуть быть выражены при помощи одного параметра 
Я формулами: 

ь. . Г - Я Г „ п' - Н , Г - К" 
s ~ 1 - Я ' v ~ 1 - Я ' ь _ 1 - я • 

Такъ какъ 

1 ^ 4 - ^ + £ 0 , 4 - ^ = 0, 

то мы поэтому имеемъ: 

Q' - Ш' = 0, 
где 

iT = А,Г 4 - 4 - Ц £ ' 4 - й 4, 

Псевдо-точки псевдо-прямой составляютъ, такимъ образомъ, пучекъ Q, 
индивидуумы котораго принадлежать с е т и ; легко также показать, что 
псевдо-точки псевдо-плоскости образуютъ связку Q, элементы которой 
также принадлежать сети. 
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Мы п р и ш л и , т а к и м ъ о б р а з о м ъ , к ъ т р е х м е р н о м у л и н е й н о м у 
м н о г о о б р а з 1 ' ю , в е с ь м а м н о г о о б ъ е м л ю щ е м у п о с о с т а в у э л е м е н -
т о в ъ , к о т о р ы е я в л я ю т с я е г о п с е в д о - т о ч к а м и . К а ж д ы й о б р а з ъ 
т и п а Q, — въ ч а с т н о с т и , к а ж д а я к р и в а я или п о в е р х н о с т ь , — м о 
ж е т ъ б ы т ь п р и н я т а з а „ т о ч к у " н о в о й „ г е о м е т р ш " , п о с т р о е н н о й 
п о о б р а з ц у е в к л и д о в о й и у д о в л е т в о р я ю щ е й в с е м ъ т е о р е м а м ъ -
п о с л е д н е й . 

7. Однако, этимъ еще отнюдь не исчерпанъ объемъ понятоя о ли-
нейномъ многообразш, да врядъ ли это и возможно сделать. Можно 
было бы взять функцш Q въ линейныхъ и плоскостныхъ координатахъ, 
исходя отъ системы матрицъ, можно было бы принять за элементы мно-
гообраз1я линейный преобразовашя пространства и т. д . Мы хотимъ еще 
остановиться только на одномъ способе построешя; именно: мы разсмо-
тримъ примере , который охватываете о б е геометричесюя системы, изложен-
ныя в е § 10, 2 , какъ частные случаи, и который легко допускаетъ об-
общеше. С ъ этою цЪлью мы будемъ исходить отъ сети поверхностей: 
второго порядка (сеть F2) 

F1(x,y,z)£+F2(x,y,z)r) + F;i(x,y,z)i;+Fi(x,y,z) = 0. 

Если поверхность этой сети проходите черезе точку (x',y',z'), то 

F1 (̂ ,У, F2 «У,/, + F, (•*',/, ЮС+ F, (х',У, z) = 0, 

а потому также 

(F, F: - F,'F^+ (F2 F/ - F2'Ffr + (F, F[ - FJF& = 0 , 

где для сокращешя Fh и Fh' з а м е н я ю т . Fh(x,y,z) и Fh(x',y',zr). По
верхности, проходящдя черезе точку (х?,у\ /), образуютъ, такимъ обра
зомъ, связку и все проходятъ черезъ восемь точекъ пересечешя трехъ 
поверхностей второго порядка 

F,F[ - f / ^ - 0 , F2Fl •— F2F4 = 0, F,F{ F,'F^0; 

(x',y',z') есть одна изъ этихъ точекъ . 
П о в е р х н о с т и с е т и F2, п р о х о д я и и я ч е р е з е т о ч к у (х', у', z'), 

и м е ю т е , т а к и м е о б р а з о м е , е щ е с е м ь д р у г и х е о б щ и х ъ т о ч е к е , 
к о т о р ы я н а з ы в а ю т с я с о п р я ж е н н ы м и с ъ п е р в о й ; к а ж д а я п о в е р х 
н о с т ь с е т и , п р о х о д я щ а я ч е р е з ъ о д н у и з ъ э т и х е т о ч е к ъ , н е о б х о 
д и м о п р о х о д и т ъ ч е р е з ъ о с т а л ь н ы я с е м ь . 

Такимъ образомъ,труппа восьми сопряженныхъ точекъ определяетъ въ 
сети F2 только одну связку F2, д в * таюя группы определяют» только о д и н е 
пучекъ, наконецъ, три группы сопряженныхъ точекъ определяють только 
одну поверхность второго порядка, проходящую черезъ эти точки, между 
темъ какъ девять точекъ расположенныхъ произвольно уже определяють п о -
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верхность второго порядка въ пространств*. Такъ какъ поверхности пучка 
пересъкаютъ другъ друга по кривой 4-го порядка, то мы можемъ сказать: двъ 
группы сопряженныхъ точекъ опредъляютъ въ пространств* одну и только 
одну кривую 4-го порядка, проходящую черезъ ихъ точки. Мы видимъ, 
что группы сопряженныхъ точекъ играютъ для опредълешя кривыхъ 4-го 
порядка въ пространств* и поверхностей 2-го порядка такую же роль, 
какую пары взаимно-обратныхъ точекъ играютъ для опред*лешя сферъ 
и окружностей сферической с*ти. Итакъ, мы приходимъ къ выводу: Е с л и 
п р и м е м ъ г р у п п ы с о п р я ж е н н ы х ъ т о ч е к ъ с * т и F2 з а п с е в д о 
т о ч к и , ея к р и в ы я 4 - г о п о р я д к а в ъ п р о с т р а н с т в * за п с е в д о - п р я -
мыя, ея п о в е р х н о с т и в т о р о г о п о р я д к а за п с е в д о - п л о с к о с т и , т о 
э т и п с е в д о - т о ч к и , п с е в д о - п р я м ы я , п с е в д о - п л о с к о с т и о б р а з у ю т ъ 
т р е х м е р н о е л и н е й н о е м н о г о о б р а з 1 е , у д о в л е т в о р я ю щ е е а к с ш -
м а м ъ е в к л и д о в о й г е о м е т р ш , — е с т е с т в е н н о , т а к ж е и а к с ш м а м ъ 
д в у х ъ н е е в к л и д о в ы х ъ г е о м е т р Ш , с м о т р я п о т о м у , в ы д * л и м ъ ли 
мы о д н у и з ъ п о в е р х н о с т е й с и с т е м ы в ъ к а ч е с т в * н е с о б с т в е н н о й 
или н * т ъ * ) . Мы считаемъ необходимымъ подчеркнуть, что теорема эта 
и.мъетъ м*сто только въ томъ предположены, что вся группа изъ восьми 
сопряженныхъ точекъ принимается за о д н у псевдо-точку; нельзя, напри-
м*ръ, выразиться такъ : если А и В суть сопряженныя точки, то А есть 
та же псевдо-точка, что и В. Въ высшей степени интересно разсмотр*ть 
съ этой точки зр*шя у ч е т е о сътяхъ F- и уяснить с е б * въ этомъ осв*-
щеши предложешя, приведенныя въШ-емъ том* книги Райэ „Геометр1я поло-
жешя" **) . Вм*сто кривыхъ и поверхностей второго порядка обыкновенной 
геометрш мы получаемъ зд*сь важныя кривыя и поверхности бол*е вы-
сокихъ порядковъ, которыя въ этой постановк* получаютъ самое яркое 
осв*щен1е. Къ этому остается только прибавить, что с*ть сферъ пред
ставляетъ собой частный случай с*ти F2; роль сопряженныхъ точекъ 
здъсь играютъ взаимно-обратныя точки. 

8. Если мы въ предыдущихъ формулахъ дадимъ перем*нной z по
стоянное значеже и соответственно изм*нимъ какъ самыя формулы, такъ 
и терминолопю, то мы получимъ соотвътствуюиня предложешя, относя-
иияся къ плоскости; изъ нихъ мы приведемъ только следующее: к о н и 
ческая с * ч е т я , и х ъ п у ч к и и с в я з к и о б р а з у ю т ъ т р е х м е р н о е ли
н е й н о е м н о г о о б р а з 1 е , въ которомъ в ы п о л н я ю т с я п о с ы л к и е в к л и 
д о в о й г е о м е т р ш ; исключеше представляютъ лишь немнопе частные 
случаи кривыхъ второго порядка и ихъ вырождешя. Эти предложешя от
носительно коническихъ с*чешй и сетей F- сравнительно нетрудно полу
чить и чисто аналитически. Если мы примемъ коничесюя с*чешя сети за 

*) При этомъ мы не касаемся, конечно, вопроса о действительности. 
**) Reye , „Oeometrie der Lage". 
В e б e p ъ, Энциклоп. элемент. геонетр|и. 9 
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псевдо-точки, пучки и связки за псевдо-прямыя и псевдо-плоскости, то къ 
нимъ применимы все аксюмы расположешя и сопряжешя. 

По существу эти предложешя, — правда, не въ этомъ сопоставле-
нш, — были уже известны аналистамъ прошлаго с т о л е ™ ; Якове Штейнеръ 
не безъ большого труда получилъ ихъ чисто синтетически. Въ письме къ 
Якоби отъ 31 декабря 1833 г., которое Янке (Jahnke) опубликовалъ 
въ журнале „Archiv der Mathematik und Physik" (3) , Bd. 4, S. 2 7 4 , Штей-
нере даете предложеше, которое переносите теорему о совершенномъ 
четырехстороннике въ геометрш сети коническихъ сечешй. Судя по той 
гордости, се которой онъ говорить о б ъ этомъ открыты, которое все же 
представляется довольно доступнымъ, совершенно очевидно, что логиче-
сюя основашя этого поразительнаго совпадешя не были ему ясны. Это 
вновь обнаруживаетъ, что критическое направлеше въ математике стремя
щееся провести все доказательства такиме образомъ, чтобы они сохраняли 
свою силу въ каждомъ линейномъ трехмерномъ многообразш, не предста
вляетъ собой безплоднаго начинаш'я. По существу ту же цель преследо-
вале и Грассманъ (Grassmann) въ своемъ Ausdehnungslehre; то признаше, 
которое это сочинеше въ настоящее время все больше и ббльше встре
чаете какъ въ чистой, такъ и въ прикладной математике, особенно ясно 
говорить въ пользу того, что чрезвычайно целесообразно перенести и 
метричесюя свойства на все многообраз1я. Что касается т е х е свойствъ, 
которыя вытекаюте и з е аксюмъ расположешя (ироективныя свойства), то 
относительно нихъ обыкновенно охотно признаютъ возможность и целе
сообразность ихъ распространения на все линейныя многообраз1я. 

9. Д о сихе п о р е мы старались доказать, что логическое расчлене-
Hie и точное определеше пространственныхъ представлешй полезно и 
необходимо съ чисто г е о м е т р и ч е с к о й точки з р е ш я . Теперь мы обра
тимся къ точке з р е ш я т е о p i и п о з н а ш я и разсмотримъ задачу съ этой 
стороны, насколько это возможно сделать простыми математическими ме
тодами. Нужно, конечно, прежде всего отметить, что при этомъ мы оста-
вляемъ почву строго математической дедукши и переходимъ въ область, 
въ которой между математиками царить столь же мало соглаая , какъ и 
между философами; н о и м е н н о п о э т о м у мы не д о л ж н ы о б х о д и т ь 
т р у д н о с т е й в о п р о с а , не должны предоставлять ихъ, какъ нечто без-
плодное для математиковъ, исключительно философамъ. Задача теорш по-
знашя въ области точныхъ науке п .^видимому, все более занимаете филосо-
ф о в ъ ; но задача математика, который, по словамъ Платона*) , въ своей 
наук* имеетъ „рукоятку философш" („,"rc,.->'dg <fuooo<piaq"),— отстоять свои 
интересы и доставить матер1алъ, кот^р 1 Й представляется ему особенно 
заслуживающимъ внимашя. З д е с ь речь идетъ о вопросахь, которые 

*) Diogenes Laertius, IV, 10 (М. Cantor. Vorl., В. I., 1880, S. 185). 
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н мы можемъ существенно подвинуть впередъ, если мы подвергнемъ ихъ 
безпристрастному изслъдовашю и выскажемъ, что мы собственно имъемъ 
въ виду, культивируя нашу науку. Къ этому присоединяется еще другое 
основаше: п р и л о ж е ш е . математики къ естествознашю можетъ быть въ 
полной мъръ плодотворнымъ только въ томъ случае, если мы впередъ 
себя не обманываемъ относительно того, что наша наука можетъ и чего 
не можетъ дать. Въ этомъ отношенш было бы очень поучительно ретро
спективно обозреть исторш математики въ течеше послъднихъ двухъ сто-
лътШ и уяснить себЪ, почему значеше математики, какъ вспомогательнаго 
средства въ естествознаши, столь же часто переценивалось, какъ и недо-
ценивалось, и, съ другой стороны, отчего аппаратъ физическихъ формулъ 
сравнительно мало былъ затронуть при постоянныхъ измънешяхъ господ-
СТВуЮЩИХЪ ВЪ ЭТОЙ НЭуКЪ В О З З р е н Ш . 

10. Воть что, во всякомъ случае, определенно вытекаетъ изъ преды
дущего изс/гБдовашя: о т н о с и т е л ь н о о с н о в н ы х ъ о б р а з о в ъ „ т о ч к а " , 
„ п р я м а я " , „ п л о с к о с т ь " , „ п р о с т р а н с т в о " и о с н о в н ы х ъ понят1й 
„ м е ж д у " , „ о т р е з о к ъ " , „ у г о л ъ " , „ к о н г р у э н т н о с т ь " н у ж н о с т р о г о 
р а з л и ч а т ь т е и х ъ с в о й с т в а , к о т о р ы я и з ъ о б ы к н о в е н н а г о п р о 
с т р а н с т в а м о г у т ъ б ы т ь п е р е н е с е н ы на в с я к о е л и н е й н о е м н о г о -
образ1е , о т ъ т е х ъ с в о й с т в ъ , к о т о р ы я и н д и в и д у а л ь н о п р и н а д л е 
ж а т ь э т и м ъ понят1ямъ. Такому перенесешю подлежать свойства сопря-
жешя и расположешя, непрерывности и конгруэнтности, какъ они сопо
ставлены въ (Гильбертовыхъ) аксюмахъ. Не поддается такому перенесешю, 
напримеръ, малость (матер1альной) точки, изящное, равномерное закруг-
леше сферы, вообще все, что относится къ внешнему виду простран-
ственныхъ образовъ, если мы ихъ разсматриваемъ, какъ они есть, £ами 
по себе, не сопоставляя ихъ съ другими. Эти индивидуальныя особенности 
съ особенной ясностью отпадають при строго формальномъ развили 
аналитической геометрш, которое мы дали въ § 12. Когда речь идеть 
о совокупности трехъ чиселъ (а , Ь, с), которая въ этой системе опреде
ляете точку, то мы вообще не рисуемъ себе чего-либо большого или 
малаго; туть можно было бы разве говорить о размере самыхъ трехъ 
чиселъ, но ведь это здесь не имеетъ никакого значешя. Безконечно 
удаленные образы въ „однородной" геометрш ,6 § 12-го совершенно 
теряютъ то особенное положеше, которое они занимаютъ въ нашихъ 
пространственныхъ представлешяхъ. Геометрическая фигура въ нашемъ 
обычномъ представленш всегда имеетъ верхшя и нижшя части, более и 
менее удаленныя части; въ ариеметической геометрш все то, что субъек
тивно рисуется нашему воображешю, совершенно отпадаеть. Т е с в о й с т в а , 
к о т о р ы я м о г у т ъ б ы т ь п е р е н е с е н ы , к а с а ю т с я в з а и м о о т н о ш е н и я 
о с н о в н ы х ъ п о н я л и ; и н д и в и д у а л ь н ы я ж е с в о й с т в а в ы р а ж а ю т ъ 
и х ъ отношен1я к ъ н а ш и м ъ в н е ш н и м ъ ч у в с т в а м ъ . 

9* 
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11. Каждое изъ основныхъ геометрическихъ понятЫ расщепляется, та
кимъ образомъ, на слагающую, переходящую и въ друпя многообраз)я, и на 
слагающую индивидуальную; однако, провести точную грань между этими 
слагающими, вообще говоря, очень трудно. Еще Кантъ въ своихъ „ Prolego
mena" неоднократно указывалъ, что различ1е между понят1ями „справа" и 
„слева" , между тъломъ и его изображешемъ въ зеркале и т. п. не поддается 
абстрактному определению; это признаетъ и Гауссъ, хотя онъ и оспариваетъ 
выводы, которые Кантъ отсюда дълаетъ (сообщеше о мемуаръ „Theoria 
residuorum biquadraticorum", Gauss , Werke, Bd. 2 , S. 177) . При всемъ томъ 
Пашу удалось въ своихъ лекщяхъ по новой геометрш, которыя мы уже 
неоднократно цитировали, провести въ аксюмахъ всю т е о р ш расположешя. 
Вышеуказанное различ1е не только поддается, такимъ образомъ, отвлеченному 
опредълешю, но можетъ быть логически проведено. Этимъ мы отнюдь не хо-
тимъ сказать, что пониже о расположены совершенно исчерпывается аксю-
мами расположешя: речь идетъ только о „переносной" слагающей, къ кото
рой только и находить прим-внеше чисто логическая геометр1я. Евклидовы 
опредълешя поняли „точка", „прямая", „плоскость" (о понятш „между" 
онъ вовсе не упоминаетъ) содержать и с к л ю ч и т е л ь н о индивидуальную, 
можно даже сказать, м а т е р 1 а л ь н у ю сторону этого п о н я л и , — и м е н н о 
поэтому отъ этихъ определены нельзя сделать никакого геометрическаго ' 
вывода. Аксюмы расположешя, сопряжешя, конгруэнтности, параллелизма и 
непрерывности (въ Гильбертовой формулировке) также устанавливають 
и с к л ю ч и т е л ь н о логичесшя соотношешя между этими понятоши; какъ 
Гильбертъ и самъ указываеть, эти аксюмы выполняются въ линейномъ 
численномъ многообразЫ трехъ измерены. Если Гильберту делали упреки 
въ р о д * того, что его аксюмы не даютъ возможности ответить на вопросъ, 
представляютъ ли карманные часы собою точку или нетъ , то это обна-
руживаетъ только полное непонимаше задачъ, которыя Гильбертъ с е б е 
ставить. На такой вопросъ эти аксюмы не м о г у т ъ и не и м е ю т ъ в ъ 
в и д у дать ответь . Ибо, если геометр!я и была изобретена и развита съ 
тою целью, чтобы изучить свойства нашихъ пространственныхъ образовъ 
(мы ихъ воспринимаемъ нашими чувствами), т о и с т и н ы ея в с е - т а к и 
с о в е р ш е н н о не з а в и с я т ъ о т ъ т о й ф о р м ы , в ъ к о т о р о й мы с е б е 
э т и о б р а з ы о б ы ч н о п р е д с т а в л я е м ъ ; наша обыкновенная геометр1я, 
какъ мы выяснили на многочисленныхъ примерахъ, представляетъ собой 
лишь о д н о изъ многихъ осуществлешй ея логическаго содержашя. Итакъ, 
имелось ли это въ виду или нетъ , все равно, — геометр1я, построенная въ 
смысле Гильбертовыхъ „основашй", должна сохранить свою силу въ 
каждомъ трехмерномъ линейномъ многообразш. Кто, какъ мы, на этой 
именно возможности перенесешя геометрическихъ предложены въ другое 
многообраз1е твердо настаиваеть, т о т ь не можетъ сомневаться, каково 
истинное значеше аксюмъ, которыя другимъ кажутся то ненужными, т о 



133 

тривиальными вслъдств*е полной ихъ очевидности, какъ, напримъръ, 
аксюмы расположен in. Уже древше математики въ Грецш расходились во 
взглядахъ на такого рода аксюмы. Н о для геометрш, справедливой для 
всякаго линейнаго трехмЪрнаго многообраз1я, ни одно изъ этихъ предло
жены, конечно, не можетъ быть признано настолько маловажнымъ, чтобы 
его не приходилось явно отнести къ основнымъ посылкамъ. Въ этомъ мы 
немедленно убеждаемся при первой попытке необычнаго осуществлешя гео
метрш; попробуйте наделить группы сопряженныхъ точекъ съти F2, приня
тый нами въ п. 8 за псевдо-точки, свойствомъ, которое выражается понятоемъ 
„между"; безъ аксюмъ расположешя вы будете совершенно безпомощны. 

12. Своей д о с т о в е р н о с т ь ю геометр1я не можетъ быть обязана 
индивидуальнымъ свойствамъ основныхъ образовъ, которыя меняются отъ 
многообраз1я къ многообразш, а исключительно ТБМЪ свойствамъ, кото
рыя мы назвали п е р е н о с н ы м и , которыя, какъ таковыя, сохраняются во 
всякомъ многообразш. Какъ показываетъ очеркъ основашй геометрш 
Гильберта, аксюмы образуютъ единственную недоказуемую предпосылку, 
единственный источникъ познашя для всей его системы. На основныхъ 
понятояхе покоятся определешя производныхъ понятой: окружности, ко
ническихъ сечешй и т. д. Но геометр1я работаетъ не исключительно 
основными и производными понятоями, число которыхъ, во всякомъ случае, 
ограничено; иначе ея матер1алъ, въ конце концовъ, долженъ быль бы 
исчерпаться, потому что изъ этихъ основныхъ понятой нельзя выжать 
больше того, что въ нихъ вложено определешеме. Характерная особен
ность геометрическаго метода изследовашя въ томъ именно и заключается, 

что мы постоянно вводимъ 
новыя п о с ы л к и . Однако, эти 
посылки существенно отлича
ются отъ основныхъ; именно 
относительно нихъ мы всегда 
можемъ предварительно дока
зать, что о н е совместны съ 
о с н о в н ы м и посылками, что 
оне выполняются вместе съ 

ф и г последними.Такъ, напримеръ, 

теорема Дезарга предпола-
гаетъ два треугольника А'В'С и А'В'С, расположенныхъ такимъ обра
зомъ, что прямыя А'В и А'В", ВС и В"С", С А и С А' попарно 
пересекаются въ трехъ точкахъ С, А, В, расположенныхъ на одной пря
мой и. Чтобы убедиться въ допустимости такого предположешя (такой по
сылки), возьмемъ на прямой и (фиг. 48) произвольно три точки А, В, С 
( акаома II , ) ; присоединимъ сюда точку А', не лежащую на прямой и, и 
соединимъ ее съ точками В к С (аксюма Ij). Три точки А', В и С опре-
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дъляютъ плоскость г) (14), въ которой лежать прямыя А'В, ВС, СА' (1 в). 
Возьмемъ теперь точку В' на продолженш отрезка СА' (П 2). Въ такомъ 
случаъ прямая В'А, которая, согласно аксюмъ 1 6 , лежитъ въ плоскости % 
должна встретить сторону ВА' треугольника А'СВ въ некоторой т о ч к е 
С между А' л В (И 4 ) . Этиме доказано вспомогательное предложеше: 
мы всегда можеме построить треугольнике таке , чтобы каждая и з е т р е х ъ 
его стороне проходила черезе ей предписанную точку на прямой. При
меняя это предложеше двукратно, мы получаеме фигуру, которую п р е д 
п о л а г а е т е теорема Дезарга. 

Аналогичными соображешями можете быть доказана допустимость 
предположешя, и з е котораго мы в е п. 5 вывели конфигурацш Kf. ( 1 5 в , 2 0 3 ) . 
Уже и з е этихъ п р и м е р о в е видно, что доказательства возможности, осно-
ванныя на аксюмахе, могутъ быть очень тяжеловесны. 

Первыме определенно указале на этоть характерный методе геоме
трш Кантъ въ своей „Критике чистаго разума". Н о о н е выдвигаете на 
передшй плане п о с т р о е н ! е , которое дается самымъ доказательствомъ его 
возможности и вместе съ этимъ доказательствомъ. Между темъ построеше 
имеетъ здесь второстепенное значеше; напротивъ, всегда необходимо 
предварительно доказать, что оно вообще возможно *) . 

Геометр1я оказывается, такимъ образомъ, совокупностью логическихъ 
выводовъ изъ неограниченнаго ряда посылокь, которыя не только совме
стимы съ системой аксюмъ, но всегда выполняются, коль скоро аксюмы 
имеютъ место 7 в ) . 

*) См. Kan t , „Kritik der reinen Vernunft", Transzendentale Methodenlehre. 
Кантъ слишкомъ исключительно занять вспомогательными лишями, которыя должны 
быть построены, чтобы теоремы можно было применять. Но старая, косная и непо
движная элементарная геометр1я даетъ слишкомъ одностороннюю картину геометри-
ческаго метода; Канту же этого нельзя поставить въ упреке, такъ какъ въ его 
время геометр1я положешя еще не была открыта. 

7 6 ) Идея, развиваемая здесь авторомъ, въ высшей степени важна, хотя редко 
кто ясно ее понимаетъ. Когда мы доказываемъ, что въ треугольнике ABC противъ 
равныхъ сторонъ АС и ВС лежать равные углы А и Д то посылками для этого 
доказательства служатъ: 

1)" Основныя определешя и аксюмы; мы будемъ называть ихъ о с н о в н ы м и 
п о с ы л к а м и . 

2) Весь геометрически! матер!алъ, уже построенный, уже выведенный раньше, 
до доказательства интересущаго насъ предложешя. Эти посылки мы будемъ на
зывать в ы в о д н ы м и посылками . 

3) Услов1е данной теоремы: въ треугольнике ABC сторона АС равна 
стороне ВС. 

Изъ совокупности посылокь этихъ трехъ категорШ выводится, что уголъ А 
равенъ углу В. 

О томъ, что ycnoBte нашей теоремы есть также посылка, при помощи кото
рой делается выводъ, объ этомъ часто забываютъ. Между тЬмъ никакого вывода 
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Далеко не во всякомъ научномъ изложенш геометрш проводится эта 
строго логическая форма; въ особенности относительно свойствъ располо
жешя мы обыкновенно охотно полагаемся на интуищ'ю, потому что точное 
доказательство здъсь слишкомъ кропотливо. Вообще, въ геометрическихъ 
доказательствахъ часто ограничиваются однимъ только указашемъ важнъй-
шихъ моментовъ и общаго хода разсуждешй, предоставляя читателю, по 
собственной склонности или присущей ему потребности, разложить его 
на силлогизмы. Существуютъ, однако, тагае отделы геометрш, гдъ, не имъя 
возможности пользоваться воззръшемъ, мы должны строго держаться при-
нятыхъ или доказанныхъ фактовъ и почти вынуждены придавать доказа-
тельствамъ силлогистическую форму, чтобы не проскользнули ошибки. 
Сюда принадлежать, напримъръ, доказательства о связности и пересъченш 
Римановыхъ поверхностей, о которыхъ мы упоминали въ § 7, предло
жешя о конструкции фахверковъ и т. д. Но и въ элементарной геометрш 

не было бы, если бы мы къ основнымъ и выводнымъ посылкамъ не присоединили 
этой новой посылки 3). 

Итакъ, геометр1я развивается такимъ путемъ, что къ основнымъ и вывод
нымъ посылкамъ, которыми мы уже располагаемъ, мы постоянно присоединяемъ 
еще одну посылку — yc/ioeie новаго предложешя — и отсюда дълаемъ выводъ. 

Въ созиданш этихъ вновь присоединяемыхъ посылокъ и заключается сущ
ность творчества въ геометрш. 

Неоднократно говорили, въ томъ числе даже Д. С. Миль, что геометр1я не 
можетъ быть строго синтетической наукой, развиваемой изъ небольшого числа 
постулатовъ, ибо тогда она содержала бы въ себе не больше того, что вложено 
въ основные постулаты. Но при этомъ ззбываютъ, что построеше геометрш въ 
томъ именно и заключается, что мы постоянно присоединяемъ новыя посылки — 
услов1я нашихъ теоремъ. 

Нужно заметить, что посылки, которыя мы назвали выводными, въ свою 
очередь, получаются путемъ присоединешя къ основнымъ посылкамъ этихъ посы
локъ типа 3). Мы можемъ поэтому сказать, что г е о м е т р 1 я р а з в и в а е т с я п у т е м ъ 
п о с л е д о в а т е л ь н а ™ п р и с о е д и н е н а къ о с н о в н ы м ъ п о с ы л к а м ъ н о в ы х ъ 
посылокъ— у с л о в ш д о к а з ы в а е м ы х ъ т е о р е м ъ . И въ с о з и д а н ш э т и х ъ 
н о в ы х ъ п о с ы л о к ъ и з а к л ю ч а е т с я актъ г е о м е т р и ч е с к а г о т в о р ч е с т в а . 

На этихъ новыхъ посылкахъ авторъ и останавливается въ тексте и стара
ется указать, въ чемъ заключается ихъ отлич1е отъ основныхъ посылокъ —- аксюмъ. 

Это отлич1е онъ усматриваете въ томъ, что ихъ совместимость съ прежними 
посылками доказывается до очевидности просто. 

Такъ, въ нашемъ примерь совершенно ясно, что, при наличности остальныхъ 
посылокъ, стороны АС и ВС могутъ быть равны, могутъ быть не равны: присоединяя 
одну посылку, мы получаемъ одинъ выводъ, присоединяя другую, получаемъ 
иной выводъ. 

Но когда возникъ вопросъ, можетъ ли при предыдущихъ посылкахъ изъ 
точки на плоскости выходить только одна прямая, не встречающая данной прямой, 
или несколько, то последнее предположеше казалось несовмъттнымъ съ осталь
ными положешями: въ виду отсутстя возможности это доказать (какъ это 
всегда легко сделать относительно новыхъ посылокъ), это допущеше приняли въ 
виде новой о с н о в н о й посылки. 
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мы наталкиваемся на такого рода трудности, какъ только мы добро
вольно отказываемся отъ интуицш, чтобы быть уверенныме, что мы 
действительно делаемъ логичесюе выводы изъ аксюмъ и понятШ. Какую 
бы форму мы ни придавали геометрическому доказательству изъ стилисти-
ческихъ или дидактическихъ соображешй, научно безупречнымъ его можно 
признать только въ томъ случаъ, если оно даетъ весь матер1алъ, необ
ходимый для строго логическаго вывода. 

13. Возможность наглядно замъхтить при такого рода логическомъ 
формализме т е объекты, на которыхъ онъ былъ первоначально построенъ, 
совершенно другими, не ограничивается одной геометр1ей; такая возмож
ность представляется всюду, где мы аналогично оперируемъ въ области, 
логически установленной аксюмами. Въ особенности нужно отметить, что 
и ариеметика своими правилами и аксюмами не устанавливаете объектовъ , 
которые имъ подчиняются; при помощи теорш группъ Галуа (Galois) 
можно многообразно составить системы символовъ, которые сочетаются 
по т е м е же правиламе, что и числа *) . Вся теор1я делимости, вытекающая 
и з е сопряжешя чиселъ при помощи умножешя, по существу, применяется 
и к е алгебраическимъ числамъ, a T e o p i H алгебраическихъ чиселъ можетъ 
быть распространена и на алгебраическая функшй. Сложеше комплексныхъ 
чиселъ въ комплексной числовой плоскости вполне отображаете сложеше 
и разложеше силе, действующихе въ плоскости на одну точку. Чрезвы
чайно замечательную интерпретащю сопряжешя чиселъ съ помощью сло-
жешя и умножешя мы встретиме въ графической статике, где числа заме
няются системами силе на фахверке . Число, какь и геометричесюе образы, 
имеете переносныя и индивидуальныя свойства. Последшя еще очень 
нуждаются ве изследованш. 

Физики уже давно знали и даже пользовались теме , что некото
рый теорш могутъ быть перенесены изъ одной области въ другую. 
З д е с ь говорятъ о механическихъ, гидродинамическихъ и статическихъ 
„отображешяхе" . Мнопя изъ этихъ отображешй представляютъ собой только 
аналопи, но мнопя обусловливаются тождественными логическими посыл
ками. Такъ, напримеръ, Христоффель (Christoffel **) чисто аксюматически 
обосновалъ возможность перенести T e o p i i o дифференщальныхъ уравнешй 
теплопроводности на T e o p i i o M i p o e o t t торговли и вывелъ эти уравнешя 
такимъ образомъ, что применимость ихъ къ обеиме теор1ямъ становится 
совершенно очевидной. 

*) Вообще Teopifl группъ, какъ принадлежащая Галуа, такъ и построенная Л н 
(Lie), включаетъ теорно ариеметическихъ дЬйствШ. Ср., съ одной стороны, Weber , 
Math. Ann., Bd. 43, S. 521, съ другой стороны—F. Schur , Math. Ann., Bd. 41, S. 50J. 

**) Въ одной изъ лекщй объ уравнешяхъ въ частныхъ производныхъ, чн-
танныхъ въ зимцемъ семестре 1891 92 уч. года. 
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Въ химш такого рода „изображений" не знали. Поэтому въ свое 
время произвело значительное впечатлъше о т к р ь т е , сделанное Силь-
вестромъ (Sylvester) и Клиффордомъ (Clifford) (1878) , что формулы стрэ-
ешя органическихъ соединены символически отображаются законами со-
ставлешя инвар!антовъ бинарныхъ формъ. Внутренней связи между хи-
Mieft и Teopiefl инвар1антовъ, повидимому, н е т ъ : это совпадете предста
вляетъ только слъдоъче случайно совпадающихъ законовъ сопряжешя *). 

14. Во всъхъ этихъ случаяхъ отображаются не самые объекты, а 
ихъ переносныя свойства лучше сказать, соотношешя, связывающая эти 
объекты. Какъ видно изъ этого сопоставлешя, то, что мы назвали выше 
логическимъ формализмомъ, собственно и составляете о с н о в у научной 
геометрш. Въ самомъ дълъ, такъ какъ наше познаше здесь относится не къ 
самымъ предметамъ, а къ соотношешямъ между ними, то наиболее ценная, 
абсолютно достоверная часть нашей науки содержится въ чисто логи
ческой геометрш. Именно поэтому для многихъ продуктивныхъ матема-
тиковъ геометр1я начинается только тогда, когда она доведена до 
аксюмъ, — въ аналитической геометрш это косвенно всегда имеетъ место; 
между гЬмъ въ подготовительной части геометрш можетъ сказать свое 
слово историкъ и философъ. Но если кто и не можетъ принять этой 
несколько односторонней точки зрежя , то онъ все же предоставить 
математику право, если онъ располагаете системой аксюмъ, сделать 
таковую краеугольнымъ камнемъ строго логическаго научнаго здашя. При 
этомъ происходить любопытная смена взглядовъ: если прежде а т о м ы 
были для насъ предложеншми, заимствованными изъ опыта или напередъ 
заданными, которыя въ натуральной геометрш осуществляются лишь въ 
большей или "меньшей мере и потому обусловливаютъ часто тягостный 
ограничешя во всехъ теоремахъ **) , то мы я х ъ теперь возводимъ на сте
пень строгой достоверности, претворяя ихъ въ о п р е д е л е н \ я . Въ этомъ 
смысле аксюмы Гильберта опредъляютъ понятёе и н ц и д е н т н о с т и (Inzi-
denz) (т. е. „на прямой" или „на плоскости лежите" , „проходить черезъ 
точку" , „олределяюте" , „ п е р е с е к а ю т ъ " ) 7 Т ) , р а с п о л о ж е ш я („между") , 

*) Случайный характеръ этого совпадешя очень убедительно доказаль 
С т у д и (Study, Beiblatter zu den Annalen der Physik, 1901, Bd. 25, S. 87). Работы 
С и л ь в е с т р а и К л и ф ф о р д а помещены въ Am. Journ., I. 

**) Две точки опредвляютъ прямую, если о н е р а с п о л о ж е н ы не слиш-
к о м ъ б л и з к о одна къ д р у г о й . Две непараллельныя прямыя въ одной плоскости 
пересекаются въ одной точке, но о н е не должны с о с т а в л я т ь при этомъ 
с л и ш к о м ъ о с т р а г о угла и т. д. 

") Мы сохраняемъ этотъ терминъ, принадлежащей автору настоящего сочи-
нешя, безъ изменешя. Этоть терминъ оказывается автору полезнымъ, главнымъ 
образомъ, ниже — въ проективной геометрш. Смыслъ же его таковъ: въ выражены 
„точка и н ц и д е н т н а съ прямой* авторъ объединяете два обычно употребляемый 
яыражешя .точка лежите на прямой" и „прямая проходить черезъ точку"; выра-
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п а р а л л е л и з м а , к о н г р у э н т н о с т и и н е п р е р ы в н о с т и . Относительно же 
того, что такое точки, прямыя и плоскости, не делается никакого согла-
шешя, такъ что перечисленныя соотношешя, какъ мы знаемъ, переносятся 
на любое трехмерное многообраз1е. Намъ достаточно знагь, что слова 
точка, прямая и плоскость выражаютъ три системы обеектове , удовлетво-
ряющихе требовашямъ акс1оме. Мы рекомендуемь теперь вновь внимательно 
прочитать „определешя" и „обеяснешя" , тщательно и строго выражен-
ныя в е книге Гильберта. 

Итаке , в е книге Гильберта о трехе системахе основныхе образове 
не сказано ничего; не делается даже попытки построешя прямыхъ и 
плоскостей изъ точекъ ; поэтому будетъ наиболее подходящимъ назвать 
Гильбертову г е о м е т р ш ч и с т ы м ъ у ч е ш е м ъ о с о о т н о ш е ю я х ъ . 

15. Само собою разумеется, что Гильбертовы аксюмы — мы будеме 
попрежнему такъ называть определешя его геометрш соотношешй — 
устанавливають все же известныя соотношешя между точками прямой или 
плоскости, хотя этихе соотношешй и недостаточно, чтобы определить 
прямую, каке образе , составленный изъ точекъ. Если бы мы даже согла
сились, выходя за пределы его аксюмъ, разуметь поде словоме „точки" 
обыкновенныя (очень маленьюя матер1альныя) точки (а не, скажеме, сферы 
в е сети) , то п о д е прямыми и плоскостями мы все же могли бы разуметь 
каке обыкновенныя прямыя, такъ и окружности или сферы параболической 
сети. Д р у п е примеры легко построить аналитически. Примемъ, напри
меръ , за точку отправлешя однородныя координаты x l t х9, х.А, х 4 и 
произведемъ преобразоваше 

•^1 = « 1 М Л . ^ = * з = <кУ*У\Уг - xl = aiyly2y3 (1 ) 

пространства лг-овъ въ пространство _ у - о в ъ 7 8 ) ; при этомъ плоскости 
иххх -4- и.-х., - f U 3 J C 3 + uixi = 0 пространства jc-овъ переходятъ въ поверх
ности третьяго порядка: 

а

1

илУгУбУ^а-ги2УзУхУ1 + а^;У1у1у, + ^иАу,у.,у., = 0, (2) 

каждая же прямая переходить въ кривую пересечешя двухе такихе по
верхностей. Но это преобразоваше не только относить каждой т о ч к е 
(JCJ , х.,, лг в, лг4) одну точку (ух, у2, у9, _у4), но и обратно относите каждой 

жеше .прямая и н ц и д е н т н а съ плоскостью" также объединяете выражешя: .пря
мая лежитъ на плоскости" и „плоскость проходить черезъ прямую". 

7 8 ) Т. е. аналитическаго пространства, въ которомъ .точками" служатъ зна
чешя четырехъ перем-внныхъ х, въ аналитическое пространство, въ которомъ точ
ками служатъ значешя четырехъ переменныхъ у . 
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точк* (у17 у2, У», Уд °Д"У определенную точку (jf t, х2, х3, xj, потому 
что изъ уравненШ (1) следуетъ : 

Qy1 = a1x2x3xi, Qy2 = a2x3xix1, gy3 = а^х^, gy4 = а д а 3 , (3) 

где р есть коэффищентъ пропоршональности, значеше котораго легко 
получить, подставляя формулы (3) въ уравнеше (1) . Однозначность соот-
ветств1'я пространства лг-овъ съ пространствомъ у-объ нарушается только 
въ точкахъ ( 1 , 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) , (0 , 0, 0, 1) ; это такъ 
называемый „основныя точки" преобразовашя. При инверсш также суще-
ствуетъ одна вещественная основная точка — центръ инверсш. Исключитель
ное положеше, которое занимаютъ основныя точки, ведетъ къ тому, что все 
поверхности третьяго порядка, соответствующая плоскостямъ пространства 
х-овъ, проходятъ черезъ эти четыре точки, какъ это видно 'изъ уравнешя (2) . 
Поэтому, если мы хотимъ, чтобы эти поверхности играли въ пространстве 
у-овъ роль плоскостей, а взаимныя ихъ пересечешя — роль прямыхъ, то 
мы должны исключить изъ пространства _у-овъ эти основныя точки подобно 
тому, какъ мы съ тою же целью въ параболической сети исключили ея 
центръ (§ 8) . М о ж н о п о к а з а т ь , — п р а в д а , не элементарными средствами,— 
ч т о Е в к л и д о в ы п с е в д о - г е о м е т р 1 и , в ъ к о т о р ы х ъ т о ч к а м и с л у ж а т ъ 
о б ы к н о в е н н ы я т о ч к и , м е ж д у т е м ъ к а к ъ п с е в д о - п р я м ы м и и п с е в д о 
п л о с к о с т я м и не с л у ж а т ъ о б ы к н о в е н н ы я п р я м ы я и п л о с к о с т и , 
м о г у т ъ б ы т ь п о с т р о е н ы т о л ь к о т а к и м ъ п у т е м ъ , ч т о и з ъ п р о 
с т р а н с т в а и с к л ю ч а ю т с я н е к о т о р ы я т о ч к и или л и н ш . 

16. З д е с ь уместно поставить вопросъ, имеющШ существенное зна-
чеше для теорш познашя: возможно ли пополнить аксюмы (группы V) 
такимъ образомъ, чтобы данный комплексъ элементовъ могь только однимъ 
единственнымъ способомъ удовлетворять всемъ аксюмамъ. Ограничиваясь 
обыкновеннымъ пространствомъ, этоть вопросъ можно еще поставить т а к ъ : 
можно ли пополнить Г и л ь б е р т о в ы аксюмы такимъ образомъ, чтобы о н е 
исключали все одно-однозначныя преобразовашя евклидовой геометрш? 
Задача заключается, такимъ образомъ, въ томъ, чтобы сделать л и н е й 
н о с т ь некотораго трехмернаго многообраз!я о д н о з н а ч н о й , чтобы, какъ 
выражается Кантъ, было возможно, „исходя отъ точки" , построить прямую. 

Чтобы ответить на этоть вопросъ, мы разделимъ все преобразова
шя, о которыхъ идетъ речь, на к о л л и н е а ц ш , которыя преобразовы-
ваютъ каждую плоскость въ плоскость же, и на в ы с и л я преобразовашя, 
которыя этого не производятъ. 

а) Однозначность высшихъ преобразовали , какъ мы видимъ на при-
веденномъ выше примере , нарушается въ определенныхъ „основныхъ 
т о ч к а х ъ ' , которымъ соответствуете не одна точка, а безконечное мно
жество ихъ. При инверсш основной точкой является центръ инверсш, кото
рому отвечаюгь все безконечно удаленныя точки. Существоваше такихъ 
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точекъ можетъ быть устранено подходящими аксюмами, но не такими, 
конечно, въ справедливости которыхъ можно убедиться на образахъ той или 
иной эмпирической геометрш. Достаточно будетъ выяснить это на примере 
параболической сети , которая, какъ мы знаемъ, осуществляетъ евклидову 
геометрш, если исключить центръ О. Чтобы эта геометр1я и эмпирически 
совпадала съ евклидовой (въ которой прямыя осуществляются, скажемъ, 
лучами света или натянутыми нитями), точку О нужно взять на болыпомъ 
удаленш отъ земли, напримъръ, на какой-либо неподвижной з в е з д е . Если 
это разстояше составляетъ и раддусовъ земной орбиты е, то н а и м е н ь ш а я 
сфера съти, доступная на земл*, имъетъ рад1усъ г=^;гпе. Согласно фор
мул* (1 ) § 11 , касательное уклонеше такой съти отъ плоскости на раз-
стоянш а о т ь точки касашя равняется 0 001 т т . , если мы примемъ 
а = V л е й - - А 2 , т . е. приближенно а = 0 , 3 8 У я km. Для б л и ж а й ш е й 
неподвижной звезды ( a Centauri) приблизительно п = 227 ООО, или, круг-
лымъ счетомъ, а = 180 km. Эта сфера осуществляетъ, такимъ образомъ, 
плоскость съ огромной точностью. Если мы пом*стимъ центръ О еще 
дальше, то эта сфера могла бы быть разсматриваема, какъ плоскость, въ 
наибо.тве точныхъ астрономическихъ вычислешяхъ. Въ этомъ предполо-
женш псевдо-геометр1я § 8-го какъ эмпирически, такъ и въ аксюмахъ 
совпадаетъ съ евклидовой; лучше сказать, это е с т ь евклидова геометр1я, 
ибо таковая вообще не можетъ быть точнее осуществлена. 

Даже если бы мы чрезвычайно расширили естественный границы на-
шихъ наблюденШ, то и въ такомъ случае мы никогда не могли бы обна
ружить ни малъйшаго уклонежя этой „псевдо-геометрш" отъ „действи
тельной геометрш". И, следовательно, мы никогда не могли бы установить, 
выполнена ли аксюма, относящаяся къ точке О, или нетъ . Мы не можемъ 
этого, конечно, доказать, но, мы полагаемъ, мы можемъ утверждать, что 
никашя aKcioMbi, которыхъ справедливость могла бы быть констатирована 
на конечныхъ, доступныхъ намъ разстояшяхъ, не могли бы отделить эту 
псевдо-геометрш отъ осуществлен^ евклидовой геометрш. 

Д о сихъ поръ мы принимали, что центръ О сети чрезвычайно уда-
ленъ, но съ т е м ъ же правомъ, съ какимъ мы говоримъ въ Евклидовой 
геометрш о б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ точкахъ вообще, мы можемъ 
представить с е б е и точку О въ безконечности; но въ такомъ случае 
требоваше, которое какая-либо аксюма относила бы къ точке О, эмпи
рически вообще не могло бы быть проверено . 

Итакъ, если бы намъ даже удалось при помощи подходящихъ 
аксюмъ исключить выошя преобразовашя евклидовой геометрш, т. е. 
охарактеризовать ихъ, какъ принадлежащая другому, неевклидову типу, то 
это были бы аксюмы такой же природы, какъ и аксюма о параллельности; 
это были бы аксюмы, быть можетъ, допустимый абстрактно, но недо
ступный никакому практическому контролю. Мы здесь неявно допустили, 
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что ръчь идетъ только объ алгебраическихъ преобразовашяхъ съ дъй-
ствительными основными точками; но мы сделали это только потому, 
что въ наиболее общемъ случае мы еще менее могли бы справиться при 
нашихъ ограниченныхе элементарныхъ средствахъ съ трудностями задачи. 

Ь) Изъ к о л л и н е а ц Ш для насъ имеютъ значеше только тЬ, кото
рыя преобразовываюте все безконечно удаленныя точки также ве безко
нечно удаленныя точки, т. е. которыя преобразовываюте безконечно уда
ленную плоскость въ себя самое. Такого рода преобразовашя называются 
а ф ф и н н ы м и (ср. § 11). Если (х, у, z) и (£, г/, £) суть соответствуюшля 
точки аффинной коллинеацш въ координатахъ § 12-го, то всегда имеютъ 
место соотношешя вида: 

у — а-2£-\- b.,r] - j - с.£-j- d„ , 

съ постоянными коэффициентами; вместе с е т е м е имеютъ место три та
кихъ же уравнешя съ постоянными коэффищ'ентами, которыя выражають 
координаты г/, £ черезъ х, у, z. Обосновываемъ ли мы эти преобра
зовашя, какъ здесь, чисто аналитически или, каке ве § 11 , чисто геоме
трически, во всякомъ случае легко убедиться, что эта коллинеащя преобра
зовываете каждую точку б е з ъ и с к л ю ч е ш я въ точку же, каждую пря
мую— въ прямую, каждую плоскость - в ь плоскость же. Изъ этой полной 
однозначности, не имеющей никакого исключешя, а также изе возмож
ности однозначнаго же обращешя этихе соотношешй следуете : если мы 
будемъ называть изображешя конгруэнтныхе фигуре также конгруэнтными, 
а также сообщиме этимъ изображешямъ все остальныя соотношешя, 
связываюиц'я оригиналы, то въ этомъ отображенш Евклидова пространства 
все аксюмы Евклидовой геометрш будутъ иметь место. 

И т а к е , с у щ е с т в у е т ъ б е з ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о с о в е р ш е н н ы х ъ 
о с у щ е с т в л е ш й е в к л и д о в о й г е о м е т р ш с ъ о б ы к н о в е н н ы м и т о ч 
к а м и , п р я м ы м и и п л о с к о с т я м и , х о т я ф и г у р ы , к о т о р ы я мы п р и 
э т о м ъ н а з ы в а е м ъ к о н г р у э н т н ы м и , о т н ю д ь не к о н г р у э н т н ы в ъ 
о б ы ч н о м ъ ( е в к л и д о в о м ъ ) с м ы с л * э т о г о с л о в а . Между темъ ни одна 
изъ этихъ системъ не можетъ быть выделена в е качеств* „действительно" 
евклидовой геометрш при помощи аксюмъ, устанавливающихе только 
соотношешя. 

17. Итакъ, на вопросъ, который мы поставили въ п. 16, приходится 
ответить отрицательно. Если даже устранить изв*стныя особыя точки и 
лиши при помощи аксюмъ, которыя, какъ аксюма о параллельныхъ ли-
шяхъ и о полнот* системы, никогда не могутъ служить критер1ями приме
нимости абстрактной геометрш къ образамъ нашего чувственнаго воспр|'ят1я, 
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то существуетъ еще безконечное множество (приближенныхъ) способовъ 
осуществлешя аксюмъ евклидовой геометрш съ „действительными" точ
ками, прямыми и плоскостями. Н о вина этой многозначности, какъ 
мы видимъ, лежитъ также въ идее конгруэнтности. А к с ш м ы к о н г р у 
э н т н о с т и у Г и л ь б е р т а не у с т а н а в л и в а ю т ъ к о н г р у э н т н о с т и о д н о 
з н а ч н о . Мы сейчасъ формулируемъ это предложеше точнее ; предва
рительно, однако, заметимъ въ противовесъ некоторымъ философскимъ 
иллюз1ямъ: а к с ш м ы г е о м е т р ш не с о д е р ж а т ь н и к а к и х ъ з а к о н о в ъ 
о б р а з о в а н 1 я о с н о в н ы х ъ о б р а з о в ъ . Что этого не даютъ аксюмы 
Гильберта, что о н е не строятъ прямой, „исходя отъ точки" , объ этомъ 
мы уже сказали выше, но этого не могутъ дать и друпя аксюмы. Въ 
самомъ деле , если бы мы имели такого рода чисто абстрактный за-
конъ образоважя прямой линш (который, конечно, не можетъ поль
зоваться никакими физическими средствами), то намъ достаточно было 
бы присоединить сюда инвера'ю съ весьма удаленнымъ центромъ, и 
мы тотчасъ получили бы образъ , который во всехъ отношешяхъ могъ бы 
сойти за прямую и лишь въ огромномъ удаленш чисто абстрактно (не 
матер!ально, ибо матер1альная прямая ео ipso ограничена) отличался бы 
отъ обыкновенной прямой. Помимо этого рода неопределенности задачи, 
здесь есть еще неопределенность другого рода, более глубокая. Какъ мы 
сейчасъ сказали, аксюмы Гильберта о конгруэнтности не даютъ о п р е д е -
л е н н а г о npieMa для построешя отрезковъ и угловъ, конгруэнтныхъ дан-
нымъ въ любомъ положенш; напротивъ, можно было бы предложить без-
численное множество такихъ пр1емовъ, оставаясь въ полномъ согласш съ 
аксюмами Гильберта. Однако, отсюда отнюдь нельзя сделать вывода, 
что э т а многозначность относится и с к л ю ч и т е л ь н о къ конгруэнтности и 
отпадаетъ, если мы оставляемъ конгруэнтность въ стороне ; напротивъ, 
поняле объ инцидентности, о расположены, о конгруэнтности, о парал
лелизме и непрерывности въ аксюмахъ Гильберта въ такой мере другъ 
съ другомъ переплетены, что представляется абсолютно невозможнымъ 
выдълить, обособить ихъ отъ этой тесной зависимости и определить 
каждое изъ этихъ понятЫ независимо отъ остальныхъ. Въ эту неопреде
ленность вносятъ, такимъ образомъ, свою долю в с е п о н я т , въ томъ 
числе и линейность, если смотреть на это поняле , какъ на отсутств1е въ 
пространстве пробеловъ, просветовъ *) . 

18. Итакъ, аксюмы не даютъ синтеза, созидашя геометрическихъ 
образовъ ; о н е указываютъ только выборъ соответственныхъ многообразШ 
и сопряженШ изъ всей совокупности мыслимыхъ. Если поэтому мы 
опустимъ ту или иную аксюму, то выборъ становится шире : тогда 

*) Есть ли это вообще понятсе допустимое, это вопросъ, который мы здесь 
оставимъ въ стороне. 
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могутъ проскользнуть системы, удовлетворяющая остальнымъ аксюмамъ, 
хотя о н * должны были бы быть исключены, если бы мы возстановили 
пропущенную аксюму. Это можно ясно видеть у Гильберта и его 
последователей на его „патологическихъ" геометр1яхъ, если можно такъ 
выразиться; это геометрш, которымъ не хватаетъ тЬхъ или иныхъ 
аксюмъ; тогда остальныя аксюмы получаютъ, кроме прежнихъ осуще-
ствлешй, еще новыя, необычныя. До сихъ поръ еще не сделано опыта 
осуществлешя понятоя объ инцидентности, отличнаго отъ обыкновеннаго, 
нагляднаго его понимашя. Такого рода quasi инцидентность можно, 
между прочимъ, установить следующимъ образомъ. Каждой т о ч к е про
странства Р при помощи общей (или аффинной) коллинеацш отнесемъ 
„изображеше" Р'; относительно каждой прямой мы б у д е м ъ г о в о р и т ь , 
что она quasi инцидентна съ точкой Р, если она действительно инци
дентна съ ея изображешемъ Р'. Точки, съ которыми такимъ образомъ 
quasi инцидентна некоторая плоскость, принадлежать не самой плоскости, 
а ея изображешю; плоскость определяется тремя точками, но эти точки 
л е ж а т ь — въ обычномъ смысле этого слова — на изображенш этой 
плоскости. 

При такомъ положеши д е л ъ дать определеше прямой или плоскости 
самой по себе представляется совершенно безнадежнымъ; къ тому же 
свойства о т д е л ь н о й прямой, какъ носительницы точекъ, столь мало 
характерны, что они принадлежать также каждой кривой („нулевого 
типа" 7 9 ) , которая взаимно однозначно отображается на прямой. 

19. Итакъ ; одна возможность отобразить пространство въ себе са
момъ при помощи коллинеацш уже заранее обрекаетъ на неудачу всякую 
попытку, имеющую целью о д н о з н а ч н о определить пространственные 
образы и допущенныя между ними соотношешя, не прибегая къ физиче-
скимъ законамъ *) . Каждая коллинеаш'я (и, въ частности, аффинная) одно-
однозначно ^ относить каждой точке точку же, каждойпрямой — прямую 
каждой плоскости — плоскость въ качестве изображешя; и въ этомъ соот-
ветствш н е т ь ни малейшаго исключешя, между ТБМЪ какъ при высшихъ 

7 3 ) Руссый терминъ не установился; по-французски „une courbe du genre О", 
по-немецки „eine Curve vom Geschlecht 0*. Такъ какъ этотъ терминъ встречается 
здесь лишь попутно, то мы не считаемъ нужнымъ входить въ объяснеше этого 
сложна го понят1я. 

*) Если, напримеръ, мы строимъ прямую помощью визироватя, то мы поль
зуемся закономъ прямолинейнаго распространения света. 

т ) О д н о - о д н о з н а ч н о е (или с о в е р ш е н н о е ) сопряжете пространства съ 
самимъ собой —это такое сопряжете, при которомъ не только каждой точке соот
в е т с т в у е т ъ одна и только одна точка пространства, но и каждая точка является 
с о о т в е т с т в у ю щ е й одной и только одной точке. Это есть о д н о з н а ч н о е сопря
ж е т е , о д н о з н а ч н о - о б р а т и м о е . 
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преобразовашяхъ, какъ мы видели, всегда появляются основныя точки . 
Если поэтому мы будемъ относительно изображенШ точекъ, прямыхъ и 
плоскостей употреблять выражешя „quasi инцидентны", „quasi параллельны", 
„quasi конгруэнтны" и т. д., когда соответствующее этимъ изображешямъ. 
оригиналы действительно находятся въ соотношенш инцидентности, па
раллелизма, конгруэнтности и т. д. , то этотъ способъ выражешя можно 
провести съ совершенно безукоризненной правильностью, даже, напримъръ, 
въ томъ случа*, когда изображеше ц безконечно удаленной плоскости 
оказывается конечнымъ, такъ что две прямыя а', Ь', проходящш черезъ 
одну и ту же точку ц и представляющая собою изображешя прямыхъ 
а и Ь, придется называть quasi параллельными. Для большей наглядности, 
однако, мы займемся аффиннымъ преобразовашемъ пространства, при ко -
торомъ безконечно удаленная плоскость переходить въ себя самое, и 
разсмотримъ, какое вл1яше оно оказываетъ на конгруэнтность. 

Мы напомнимъ прежде всего Штейнеровы построешя при помощи 
линейки, изложенный нами въ § 5-омъ, правда, частью несколько нагляд
нее , но зато и менее просто, чемъ у Штейнера. Такъ какъ quasi па
раллелизмъ нашей псевдо-геометрш представляетъ собой также действи
тельный параллелизмъ 8 1 ) , то мы можемъ безъ вспомогательной окружности, 
одной линейкой откладывать отрезки, quasi конгруэнтные данному на той 
же или на параллельной прямой. Для того же, чтобы откладывать quasi 
конгруэнтные отрезки на пересекающихся прямыхъ, линейки не доста
точно; въ первоначальномъ пространстве /?, согласно § 5-му, для этого 
нужна сфера; въ преобразованномъ пространстве R' этой сфере отвечаете 
поверхность эллипсоида, которую мы будемъ называть quasi сферой и будемъ 
посредствомъ нея выполнять построешя § 5-го, какъ если бы это была 
действительно сфера. Эти построешя никогда не могутъ привести къ про
т и в о р е ч а , хотя „конгруэнтность", которую они воспроизводятъ, отлична 
отъ эмпирической. При помощи одной линейки можно построить без-
численное множество точекъ действительной сферы (пользуясь, однако, 
плоскостями), если даны три взаимно-перпендикулярныхъ д1аметра. И х ъ 
изображешя называютъ взаимно-сопряженными д1аметрами эллипсоида. Такъ 
какъ все построешя при помощи линейки аффиннымъ преобразовашемъ пе
реносятся со сферы на эллипсоидъ, а, съ другой стороны, эллипсоидъ вполне 
определяется л ю б ы м и тремя попарно сопряженными д1аметрами, то мы 
можемъ дополнить сделанное въ п. 17 замечаше о конгруэнтности orfe-
дующимъ образомъ: И з ъ к а ж д а г о о с у щ е с т в л е н 1 я а к а о м ъ к о н г р у 
э н т н о с т и м о ж н о п о л у ч и т ь п р и п о м о щ и а ф ф и н н а г о п р е о б р а з о в а ю я 

8 1 ) Такъ какъ quasi параллельный прямыя имеютъ общую безконечно уда
ленную точку, которая остается безконечно удаленной при аффинномъ преобразо-
ванш, то оне являются и действительно параллельными. 
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п р о с т р а н с т в а б е з ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о д р у г и х ъ ; ч т о б ы ф и к с и 
р о в а т ь о д н о и з ъ н и х ъ , м о ж н о л ю б ы е т р и о т р * з к а х, у, z, в ы 
х о д я щ е е и з ъ о д н о й т о ч к и О, п р и н я т ь з а „ в з а и м н о п е р п е н д и к у 
л я р н ы е " и „ к о н г р у э н т н ы е " . О н и о п р е д ъ л я ю т ъ т о г д а „ с ф е р у " , 
к о т о р а я у с т а н а в л и в а е т ъ „ к о н г р у э н т н о с т ь " п о м о щ ь ю п о с т р о е н ^ 
§ 5 - г о . Е с л и мы х о т и м ъ , ч т о б ы э т а „ к о н г р у э н т н о с т ь " с о в п а д а л а 
с ъ э м п и р и ч е с к о й , к о т о р у ю мы с о б с т в е н н о п р и в ы к л и н а з ы в а т ь 
э т и м ъ с л о в о м ъ , т о д л я э т о г о н ъ т ъ и н о г о с р е д с т в а , к а к ъ п о д о 
б р а т ь э т и о т р ъ з к и х, у, z, ( п о л ь з у я с ь , с к а ж е м ъ , ц и р к у л е м ъ ) п о 
в о з м о ж н о с т и к о н г р у э н т н ы м и и п е р п е н д и к у л я р н ы м и в ъ э м п и р и -
ч е с к о м ъ с м ы с л * с л о в а . 

20 . Этимъ мы не желаемъ сказать, что, основываясь на этихъ допу-
щешяхъ, можно п р а к т и ч е с к и выполнять построешя; мы хотъли только 
дать м и н и м у м ъ операш'й, опирающихся на физичесюе законы (ибо безъ 
нихъ мы не могли бы осуществить эмпирическую конгруэнтность и орто
гональность отръзковъ х, у, z), при помощи которыхъ дальше мы могли 
бы уже строить остальные образы геометрш на основанш совершенно 
абстрактныхъ построешй и однозначно установить основныя соотношетя , 
которыя требуются аксюмами. При этомъ к а т е г о р и ч е с к и о б н а р у ж и 
в а е т с я , ч т о в ъ „ г е о м е т р и ч е с к о й " г е о м е т р ш и з в е с т н ы е о б ъ е к т ы 
н е о б х о д и м о н у ж н о п р и н и м а т ь , к а к ъ н а п е р е д ъ д а н н ы е , именно, 
точки, прямыя и плоскости,—что сюда должны быть еще присоединены 
и д р у п я эмпиричесмя данныя, какъ, напримъръ, у насъ здъсь „равные 
и взаимно перпендикулярные" отръзки х, у, z, если мы хотимъ, чтобы 
логически построенная геометр1я въ нашемъ представленш совпадала 
съ обычной. Эта точка зрънш уже не разъ высказывалась; первымъ 
ее, повидимому, высказалъ Гауссъ, въ памятномъ письме къ Бесселю 
(Bessel, 1829) , въ которомъ онъ такъ выражаетъ свою математическую 
в е р у : „по глубочайшему моему убъждешю, учеше о пространств* зани
маете по отношешю къ нашему знашю очевидныхъ истинъ совершенно 
иное положеше, ч*мъ чистая наука о величинахъ; зд*сь наше познаше 
совершенно не им*етъ того полнаго уб*ждешя въ ихъ необходимости 
(а, следовательно, и въ абсолютной ихъ истинности), которая свойственна 
посл*дней. Мы должны смиренно признать, что въ то время, какъ число 
представляетъ собой и с к л ю ч и т е л ь н о продукте нашего духа, пространство 
им*етъ реальное существоваше помимо нашего духа, которому мы, такимъ 
образомъ, a priori не можемъ вполн* предписывать законы". 

Слово „вполн*" зд*сь сл*дуегъ подчеркнуть, слово „пространство" 
было бы точнъе зам*нить выражешемъ „пространственное расположеше". 
Въ правильности логическаго формализма геометрш Гауссъ, конечно, не 
сомн*вался; но н е о б х о д и м о с т ь т ё х ъ именно аксюмъ, на которыя этоть 
формализмъ опирается, могла казаться ему проблематичной, такъ какъ о н ъ 

Веберъ . Энциклоп. элемент. геометрЫ. 10 
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уже убедился, что помимо евклидовой геометрш логически допустима 
также гиперболическая. Можно ли поддерживать въ настоящее время более 
высокую оценку ариеметики — этотъ вопросъ мы оставимъ въ стороне . 

21 . Это и з р е ч е т е Гаусса обнаруживаете замечательное различ1е, 
даже противоположность взглядове Гаусса и Ньютона. Последшй пытается 
построить свою механику в е а б с о л ю т н о м ъ пространстве и в е а б с о -
л ю т н о м ъ времени; именно о н е принимаете: 

„Абсолютное, истинное математическое время протекаете само по 
себъ, по своей природ*, равномерно и б е з е отношешя къ чему бы то 
ни было" . 

„Абсолютное пространство остается по своей природ* и безъ отно-
шешя къ какому бы то ни было вн*шнему объекту всегда одинаковымъ 
и неподвижнымъ". (Philosophiae naturalis principia mathematica). 

Мысль Ньютона ясна: элементарная механика ор1ентируетъ вс* про
цессы движешя относительно земли, какъ неподвижнаго т*ла, но, если 
мы сравнимъ землю съ солнечной системой, то окажется, что земля сама 
имеете вращеше, или, по крайности, что математически-механическое изо-
бражеше движешя солнечной системы оказывается необычайно простымъ, 
если мы принимаемъ солнце за „неподвижное" т*ло и относимъ къ нему 
остальныя движешя. Въ механик* солнечной системы для установлешя 
системы координате пришлось бы уже воспользоваться, скажеме, пло
скостью эклиптики. Но по отношешю къ неподвижнымъ зв*здамъ солнце, 
какъ оказывается, само им*етъ поступательное д в и ж е т е ; для изсл*дова-
шя этого движешя мы должны были бы приковать наши координаты къ 
своду неподвижныхъ з в * з д е . Но и это тщетно! Спектральный анализе 
обнаружиле также существоваше собственнаго движешя неподвижныхе 
з в * з д е , и в е качеств* посл*дняго уб*жища в е поискахе за твердой 
опорой, быть можете , еще остается р а з в * только млечный путь. Такиме 
образоме, астрономе-практике теряете одну точку опоры за другой, 
между т*ме каке теоретике, который отнюдь не озабочене осуществле-
шемъ своихе притязание, исходите отъ абсолютнаго пространства, каке 
о т е наибол*е достов*рнаго факта в е его сознаши. Абсолютное про
странство и абсолютное время ему совершенно необходимы при построенш 
механики и физики; но они не представляюте собою чего-либо такого, 
ч*мъ мы вполн* влад*емъ; они составляютъ скор*е конечную ц*ль, 
къ которой мы стремимся тяжкимъ трудомъ и безконечными усил1ями 
и которой никогда не достигнемъ. Эта точка зр*шя, въ особенности 
относительно времени, вполн* соответствуетъ также современному состо-
яшю физики и механик*, гд* ф и к с и р о в а т ь времени представляетъ совер
шенно своеобразныя трудности*) . 

*) Н. P o i n c a r e . „La valeur de la science". 
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§ 14. Интуищя. 
1. Если мы пробъжимъ въ обратномъ порядке цельную, строго де

дуктивную Ц-БПЬ геометрическихе теореме, то мы необходимо придемъ къ 
предложешямъ, которыя дальнейшего доказательства уже не допускаюте 
и в е качестве „аксюмъ" составляютъ основные законы въ области гео
метрической мысли; при такихъ услов!яхъ закономерное построеше п р о -
с т р а н с т в е н н ы х е о б р а з о в е , интуитивно соответствующихе геометри-
ческиме п о н я т я м ъ , возможно только в е томе предположен^, что о с н о в 
н ы е о б р а з ы наме даны. Таке каке плоскость можете быть образована 
при помощи пучка лучей, пересекающихе данную прямую, то в е послед
ней инстанцш мы должны, таке сказать, иметь готовыми только прямыя 
линш; изе этого, конечно, не следуете , что прямая можете быть определена 
сама по себе . Но определешя плоскости при помощи аксюмъ (аксюмы 
Ч у h' U можно избежать, если мы будеме строить плоскость указанныме 
сейчасе способоме и примеме в е качеств* аксюмы, что прямая, встреча
ющая д в е стороны треугольника, необходимо встречаете и третью (при чемъ 
подъ с т о р о н а м и мы разумеемъ неограниченныя прямыя, образуюшдя своиме 
пересечешеме т р е у г о л ь н и к е 8 2 ) ; только у ч е т е о параллелизм* въ евкли
довой геометрш требуетъ при такомъ изложенш другой разработки. 

Кроме того, нужно еще указать, какъ однозначно осуществить со
отношешя, требуемыя аксюмами конгруэнтности. При осуществленш кон
груэнтности при помощи Штейнеровыхъ построешй, которыя мы съ 
этой именно целью и предпослали въ § 5-омъ, въ каждой плоскости прини
мается еще существоваше окружности съ ея центромъ. Эти окружности 
можетъ дать одна сфера, которая, въ свою очередь, какъ указано въ 
§ 13-омъ, можетъ быть построена по точкамъ, безъ дальнейшего пособ1я 
аксюмъ конгруэнтности, по данныме треме конгруэнтныме и взаимно пер-
пендикулярныме д1аметраме; но равенство и ортогональность этихе трехе 
д1аметрове необходимы только для того, чтобы достигнуть совпадешя 
чисто абстрактной конгруэнтности с е э м п и р и ч е с к о й ; помимо этого, какъ 
указано въ § 13-омъ, эти отрезки могутъ быть выбраны совершенно про
извольно. Тогда то же построеше по точкамъ даетъ уже, правда, не сферу, а 
эллипсоидъ, но quasi конгруэнтность, которую мы получаемъ при посредстве 
этого эллипсоида с е помощью Штейнеровыхе построешй, удовлетворяешь 
всеме аксюмамъ (сечешя д!аметральными плоскостями теперь будуте уже, 
конечно, эллипсами; но мы будеме ихе трактовать, каке будто бы это 
были о к р у ж н о с т и 8 3 ) . Если мы примеме (согласно устанавливаемому нами 

Это построеше, собственно, и выполнено авторомъ ниже (гл. III, 4) при 
изложенш проективной геометрш. 

ffi) Это значить, мы будемъ пользоваться эллипсомъ въ соответствующей 
плоскости совершенно такъ же, какъ мы пользовались основной окружностью для 
производства Штейнеровыхъ построенШ. 
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опредълеш'ю) за „безконечно удаленный" точки т в , которыхъ мы не можемъ 
достичь, исходя о т ъ любой другой точки, конечнымъ числомъ равныхъ 
(съ точки зръшя аксюмъ конгруэнтности) шаговъ, то мы получаемъ е щ е 
более широюя геометричесюя системы, которыя удовлетворяютъ встзмъ 
аксюмамъ Гильберта, не совпадая съ нашей обычной интуитивной геометр1ей. 
Болт;е того, мы не только можемъ совершенно произвольно выбрать три 
„д1аметра", не считаясь съ ихъ равенствомъ и ортогональностью, но точка 
ихъ пересъчешя О можетъ даже не служить серединой каждаго д1аметра 
въ эмпирическомъ смысле этого слова. И если мы при такихъ услов1яхъ 
будемъ вновь производить ТЕ же „сферичесюя построешя", то мы получимъ 
эллипсоидъ, который въ качестве (псевдо-)сферы определяетъ евклидову 
(псевдо-)геометр1ю с ъ Евклидовой конгруэнтностью. Некоторая плоскость ц, 
„конечная" — съ точки з р е ш я нашихъ обычныхъ представлешй, становится 
„безконечно удаленной" плоскостью этой псевдо-геометрш въ смысле за-
коновъ конгруэнтности, въ ней иарящихъ. Въ себе самой эта евклидова 
псевдо-геометр!я не содержитъ никакого противореч1я. Когда выбрана 
„середина" О д1аметральной прямой хх и проходящая черезъ нее д1аме-
тральная плоскость ху ,то д1аметральная прямая уу можетъ занять еще о о 1 

положенШ; а третья д1аметральная прямая zz можетъ занять еще о с 2 по
ложены; если, далее , мы на прямой хх фиксируемъ одну точку нашей 
„сферы", то остальныя пять точекъ нашихъ д1аметральныхъ прямыхъ, при
надлежащая сф ере , могутъ еще иметь о о 5 различныхъ положены 8 4 ) . 

И т а к ъ , с у щ е с т в у е т ъ о о 8 г е о м е т р Ш , к о т о р ы я о п и р и р у ю т ъ с ъ 
о б ы к н о в е н н ы м и т о ч к а м и , п р я м ы м и и п л о с к о с т я м и и у д о в л е т в о 
р я ю т ъ в с е м ъ а к с ш м а м ъ е в к л и д о в о й г е о м е т р ш . П у т е м ъ ч и с т о 
г е о м е т р и ч е с к и х ъ о п р е д е л е н ^ ни о д н а и з ъ н и х ъ не м о ж е т ъ б ы т ь 
в ы д е л е н а и з ъ в с е г о к о м п л е к с а . Н а п р о т и в ъ , д л я э т о г о н е о б х о д и 
мо п р и б е г н у т ь к ъ д в и ж е ш ю т в е р д а г о т е л а в ъ э м п и р и ч е с к о м ъ 
с м ы с л е э т о г о с л о в а ' ) . 

Этихъ важныхъ предложены мы не имеемъ возможности доказать 
элементарными средствами; тЬмъ не менее мы не хотели опустить ихъ 

Подъ сииволомъ ж" разумеютъ мощность многообраз1Я (см. т. I, § 1), 
въ когоромъ каждый элементъ определяется системой значенШ k независимыхъ 
параметровъ (координать). Такъ, напримеръ, на плоскости имеется о о 1 точекъ, ибо 
каждая точка определяется двумя координатами; въ трехмерномъ пространстве 
имеется о о 3 точекъ; въ плоскости имеется о о 1 прямыхъ, ибо каждая прямая опре
деляется двумя параметрами, а въ пространстве имеется о о 1 прямыхъ. 

Нужно сказать, что приведенное выше определеше вызываетъ возражешя, 
входить въ которыя мы здесь не имеемъ возможности. 

*) Независимо огь понятхя о конгруэнтности нельзя точно определить 
поняпе о твердомъ теле ; можно разве только сказать, что это — тело, которое 
оказываетъ большое сопротивлеше усшпямъ нашихъ мускуловъ, когда мы его 
сжимаемъ. 
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вовсе, потому что они содержать указаше на 8 постоянныхъ евклидовой 
геометрш, которыя чисто геометрическими методами не могутъ быть уста
новлены. Противъ двухъ неевклидовыхъ геометре съ идеалистической 
точки зрътпя Канта часто указывали на ту е д и н с т в е н н у ю постоянную 
(параметръ) пространства, которая въ нашемъ осуществлен^ этой геоме
трш фигурируеть въ виде pafliyca соответственно ортогональной или nia-
метральной сферы; существоваше такой постоянной именно и делаеть не
возможнымъ признать образы нашего эмпирическаго созерцашя исключи
тельно продуктомъ деятельности нашего духа. Именно, въ геометрш есть 
нечто, надъ чемъ наша мысль (еще?) не в л а с т в у е т ъ . Если же мы по-
строиме ту или другую неевклидову геометрш, не пользуясь движешемъ, 
какъ мы это сделали относительно евклидовой, то она будете зависеть 
о т ъ д е в я т и произвольныхе постоянныхе. 

2. При посредстве образове , которые мы предполагаеме данными, 
можно образовать все остальные с е помощью n p i e M o e e , которые будутъ 
тбмъ точнее, ч е м е лучше наши исходные образы удовлетворяюте требо-
вашямъ аксюмъ. Таке каке это всегда можете быть осуществлено лишь 
с е ббльшиме или меньшимъ приближешеме, то чистая геометр!я, свобод
ная оть всякихе изеянове , существуете только идеально; ея образы не 
имеютъ интуитивнаго существовашя, они выливаются лишь в е схематизме 
Канта, ве законе ихе образовашя. 

С е точки зрешя этой идеальной геометрш, система интуитивныхе 
пространственныхе образове должна быть признана весьма наглядныме, 
но несовершенныме осуществлешеме чистыхе идей. Ке тому же это не 
единственное возможное осуществлеше и х е ; точки, прямыя и плоскости 
являются только представителями родовыхе понятой, именно простран
ственныхе образове нулевой, первой и второй ступени ве трехмерноме 
линейноме многообразш, и эти обийе образы также удовлетворяюте ак-
оамамъ геометрш; поэтому обыкновенные пространственные образы осу-
ществляють идеальную геометрш весьма многообразно: каждому изъ 
пространственныхъ образовъ можно присвоить роль идеальной точки. Та
кимъ образомъ, материальный точки, прямыя и плоскости обыкновенной 
геометрш являются только однимъ изъ безчисленнаго множества осуще-
ствлешй, наглядной иллюстрашей идеальной геометрш, лададесуца (при-
меръ) , по выраженш Платона. Отделить эти различныя интерпретации 
идеальной геометрш абстрактно одну отъ другой a priori, а не по отно-
ш е н ш к е одной изе нихе, составляете новую задачу геометрш, разреше-
H i e которой, если оно вообще возможно, во всякоме случае потребуете 
введешя въ геометрш новыхъ понятой. 

3. Итакъ, все старашя, которыя прилагають авторы популярныхъ 
сочинеши по геометр|'и, и н т у и т и в н о достигнуть при 'помощи предель-
ныхъ процессовъ точныхъ точекъ, прямыхъ и плоскостей, вполне соот-
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ветствующихъ аксюмамъ, всегда относятся къ н а ш е й интерпретацш, к ъ 
этой одной иллюстраши чистой геометрш; въ частности, опредЪлешя 
основныхъ образовъ у Евклида можно признать разве только описашемъ 
этихъ иллюстраций. Въ обезпечеше правильности геометрическихъ истинъ 
э т о не вносить ничего. Геометр1я есть точная наука, потому что она 
сама строить свои основныя п о н я л я ; правда, она опирается при этомъ на 
опытъ и ставить опытныя задачи своею ц е л ь ю ; но п е р в ы м ъ и с т о ч н и -
к о м ъ п о з н а н 1 я , — по крайней мъръ, для научной геометрш, — опыть не 
служить. Для развивающейся системы геометрш опытъ имъетъ исключи
тельно то значеше, что онъ приводить к ъ основной ея з а д а ч е — д а т ь 
с о в м е с т н о с ъ ф и з и к о й и м е х а н и к о й к о о р д и н и р о в а н н у ю к а р т и н у 
м 1 р о з д а т я . Б е з ъ этой конечной своей задачи геометр1я была бы о т р е 
зана отъ притока извне новыхъ, плодотворныхъ идей; въ д е л е позна-
шя она играла бы не большую роль, чемъ остроумная игра,— напримеръ, 
ч е м ъ шахматная игра, которая тоже сама созидаеть свои основныя поня
л я и аксюмы и могла бы быть названа точной наукой, если бы было 
установлено п о н я л е о самомъ правильномъ х о д е (хотя бы путемъ даль
нейшего ограничешя аксюмъ игры). Но , чтобы известная логическая об
ласть была пригодна для абстрактнаго определешя пространственныхъ 
образовъ, она должна почерпнуть въ нашихъ эмпирическихъ представле-
шяхъ уже готовые зачатки координирующей мысли и дать имъ свобод
ное развиле . Отсюда необходимость при преподаванш исходить изъ 
опыта. Но такъ какъ начатки, взятые изъ эмпирическихъ представлешй, 
еще не могутъ быть разносторонне между собой связаны, то мы не мо
жемъ быть напередъ уверены, что при свободномъ развили они вообще 
окажутся совместными. Такъ напримеръ, еще до того, какъ мы начи-
наемъ заниматься геометр1ей, мы уже находимъ въ себе сильно развитое 
поняле о сходстве, или о подобш, а также и представлешя, что прямая 
въ каждомъ изъ двухъ своихъ направленШ уходить въ безконечность. 
Соединить эти две безконечно удаленныя точки въ одну, какъ это д е -
лаетъ параболическая геометр1я, значить впасть въ противореч1е съ на-
шимъ непосредственнымъ представлешемъ. Только при помощи псевдо-
геометрическихъ доказательствъ (при помощи пучка лучей) можно у б е 
диться, что эти точки „действительно" совпадаютъ. Если мы теперь вве-
демъ въ геометрическую систему п о н я л е о подобш и о двухъ безко
нечно удаленныхъ точкахъ на прямой, то не должны ли мы ожидать, 
что эти поняли совместны? Между тЬмь фактически оказывается, что 
э т о не и м е е т ъ места : въ гиперболической геометрш 8 5 ) подоб!я не су-
ществуеть ,— по крайней мере , въ Евклидовомъ опредъленш этого термина. 
Этоть примерь достаточно ясно обнаруживаетъ, что расплывчатыя поня
л и , почерпнутый изъ опыта, не имеютъ достаточно определеннаго со-

*) Въ которой прямая имеетъ две безконечно удаленныя точки. 
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держашя; иначе между понятиями, прюбретенными такимъ образомъ, не 
могло бы быть противоръч1я, если только мы не склонны подвергнуть 
сомнънш возможность самаго опыта. Опыта нельзя определить законами, 
которые каждый, такъ сказать, можетъ ощупать собственными руками. 
То закономерное, что можно „почерпнуть интуишей", въ самомъ благо-
пр1ятномъ случае есть лишь приближеше, коренящееся въ первыхъ по-
пыткахъ нашей мысли координировать окружающее. Отсюда возникаешь 
обязанность геометрш доказать совместность основныхъ ея посылокь, 
какъ это впервые было сделано въ „Основашяхъ геометрш" Гильберта. 

4. Такимъ образомъ, если идеальная геометр1я можетъ гордиться 
творческой деятельностью человеческаго духа, то эта гордость умеряется 
все же сознашемъ, что идеальная геометр1я, которую можно построить 
современными научными средствами, еще далеко н е н а с т о я щ а я геоме-
тр\я. Если задача геометрш заключается въ томъ, чтобы при содействш 
механики и физики координировать все содержаше нашихъ ощущешй и 
объединить ихъ въ одномъ цельномь м1росозерцанш, то определеше на
шихъ эмпирическихъ пространственныхъ представленШ составляетъ какъ 
точку отправлешя, такъ и отдаленную, быть можетъ, даже недостижимую 
цель всякой геометрш. Геометрическая система Паша, которую мы стара
лись охарактеризовать въ § 10-омъ, какъ „натуральную г е о м е т р ш " , зна
менуешь, такимъ образомъ, въ этомъ процессе эволюцш геометрш не 
достигнутую цель, а только начало; ведь и эта геометр1я счастливо про
кладываешь себе путь только благодаря тому, что она, въ конце кон-
цовъ, все-таки работаешь отвлеченными понятоями, которыя лишь п р и 
б л и ж е н н о определяють ея содержаше. Только изъ этихъ абстрактныхъ 
понятой она выводишь свои теоремы и лишь п о т о м ъ ограничиваешь ихъ 
силу различнаго рода дополнешями (на основании непрерывности про
странства), какъ-то: „напримеръ" , „вообще говоря" , „если части распо
ложены не слишкомъ неблагопр1ятно" и т. п. Если бы некоторая геоме-
тр\я хотела устанавливать свойства прямыхъ и другихъ лиши на плоско
сти, начерченныхъ карандашемъ и линейкой, то она должна была бы счи
таться съ темъ обстоятельствомъ, что действительныя точки всегда име
ютъ протяжеше, что прямая имеетъ толщину. Чтобы и здесь п о л у ч и т ь за 
к о н ы , можно было бы разсматривать точку, какъ маленькШ кругъ, прямую— 
какъ узкую полоску между двумя параллелями. Если мы будемъ двигать такую 
полоску въ плоскости такимъ образомъ, чтобы она хоть частью покрывала две 
ея кругообразныя точки Л и В и въ пределе касалась ихъ, то она 
опишешь область (f(A, В) — „поле", въ пределахъ котораго полосообраз-
ная прямая определяется точками А и В; два такихъ поля <р(А, В) 
и ср(С, D) имеютъ тогда общую о б л а с т ь ^ — „поле" точки пересечешя пря
мыхъ АВ и CD. Задача такой геометрш заключалась бы въ томъ, чтобы 
установить зависимость поля д> (А, В) отъ А и В и области у о т ъ 
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<p(A, В) и д> (С, D). Быть можетъ, чтобы получить простые законы, при
шлось бы приближенно заменить область (р гиперболой, область tp над-
лежащимъ образомъ подобраннымъ эллипсомъ; но это составляетъ одну 
изъ главныхъ задачъ „приближенной г е о м е т р ш о чемъ мы уже говори
ли въ § 10-омъ. Врядъ ли нужно говорить , что и эта геометр!я должна 
дълать упрощающая д о п у щ е ш я , — который, въ свою очередь, не были бы 
возможны, если бы за ними не стояла чистая геометр!я, въ которой по
няля о точкахъ, прямыхъ и плоскостяхъ строго определены. Если бы 
мы захотели избежать этой необходимости, скажемъ, соображешями та
кого рода, что границы полосъ, въ свою очередь, представляютъ собой 
более тонюя полоски, то этимъ б о л е е тонкимъ полоскамъ вновь при
шлось бы приписать границы и т. д . Такимъ образомъ, приближенная 
геометтля становится основой приближены второго порядка, на которыя, 
въ свою очередь, опираются приближешя третьяго порядка и т. д . Н о 
ни одна изъ этихъ системъ не могла бы сделаться объектомъ научной 
обработки безъ д о п у щ е т й , которыя предполагають закономерность, со
гласную съ нашими теперешними поняттями, и это возможно только на 
почв* геометрш, располагающей о п р е д е л е н н ы м и п о н я т 1 я м и о точ
кахъ, прямыхъ и плоскостяхъ. Отсюда съ безусловной необходимостью 
вытекаетъ, что мы поступаемъ совершенно целесообразно, если созна
тельно строимъ идеальную геометрш. Всякая геометр1я, въ конце кон-
цовъ, есть геометр1я идеальная, даже если она не ставить с е б е такихъ 
задачъ, — если это не обнаруживается ясно въ ея изложены * ) . 

5. Однако, идеальная геометр1я должна остерегаться постоянно по
вторяющейся ошибки, выражающейся въ стремлены искусственно прове
сти эмпиричесюя прёдставлешя въ с о г л а а е съ чистыми, отвлеченными 
понялями. Это есть, очевидно, обратное воздейств1е абстрактно совер
шенной геометрш на ея чувственный субстратъ, поскольку дело не сво
дится просто к ъ тому, чтобы пренебрегать уклонениями реальныхъ обра
зовъ о т ъ соответствующихъ понятЫ. Обыкновенно полагаютъ, что эти 
уклонешя могутъ быть искусственно устранены процессомъ предельнаго 
перехода. Исходя изъ той точки зрешя , что начерченные образы тЬмъ 
точнее соответствують аксюмамъ, чемъ тоньше и тщательнее выполнены 
чертежи, делаютъ обыкновенно заключеше, что эти (реальныя) фигуры 
достигнуть полной точности, если мы сведемъ точку совершенно къ ну
лю, совершенно лишимъ прямыя ширины и толщины, а въ плоскости 
сохранимъ только длину и ширину, уничтоживъ ея толщину. На недопу
стимость такого вывода мы уже указали въ первой главе. Правильно 
проведенный процессъ предельнаго перехода можетъ иметь только одну 
разумную ц е л ь : вызывая въ нашемъ представлены безконечный рядъ то-

*) Геометр1я, которая отклоняла бы такого рода идеальную постановку, не
обходимо должна была бы искать опору въ номинализме. 
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чекь , прямыхъ и плоскостей, которыя становятся все тоньше и тоньше, 
с ъ одной стороны, доказать возможность и необходимость и д е и совер
шенно т о ч н ы х ъ основныхъ образовъ, а съ другой с т о р о н ы — д а т ь про
цессъ, который обратно переносилъ бы эту идею на эмпиричесюе объ
екты. Предельный процессъ представляетъ собой такимъ образомъ схе-
матизмъ этихъ чистыхъ поняли, какъ его понимаетъ Кантъ, т. е. n p i e M b , 

даюшдй возможность отнести эти поняля къ объектамъ. Что касается 
чистыхъ поняли о точке , прямой и плоскости, то къ нимъ процессы 
предельнаго перехода не относятся, потому что роль точекъ могутъ 
взять на себя также сферы, окружности, числовыя группы и т. д . 

6. Совершенно инымъ путемъ старается привести наши представле-
Н1я въ соглапе съ чистыми понялями Кантъ; онъ допускаетъ источникъ 
познашя геометрическихъ истинъ, отличный отъ чистаго мышлешя и чув-
ственнаго воспр1ят1я — ч и с т о е в о з з р ъ т е a p r i o r i . Чтобы занять опре
деленную позищю относительно этого труднаго вопроса, оставаясь на 
почве м а т е м а т и ч е с к и х ъ соображен!й, мы будемъ исходить отъ замъча-
жя философа Наторпа (Natorp): „математики въ такой мъръ всосали въ 
плоть и кровь общее поняле о пространствахъ любого числа измърешй 
и любой характеристики, что они часто перестають понимать Евклидово, 
Ньютоново, Кантово поняле о нашемъ пространств*, къ существеннымъ 
признакамъ котораго принадлежить его единственность. Это и не трудно 
с е б е уяснить: въ самомъ д*лъ, этоть признакъ единственности коренится 
не въ математической сторон* д*ла, а предполагается уже самымъ поня-
л е м ъ с у щ е с т в о в а ш я , которое вообще ничего иного не выражаетъ, какъ 
определенность въ единственномъ вид*, въ отлич1е отъ безчисленнаго 
множества представляющихся возможностей; а это поняле действительно 
и безусловно предполагаете единственность. Ни одно место существу-
ющаго не определено однозначно, если однозначно не определено само 
пространство, которое только и представляеть собой систему условЫ 
о п р е д в л е т я места. Хотя это требоваже само по себе отнюдь не математи
ческое, отсюда вытекаетъ все же для математика задача показать, при 
какихъ предположежяхъ эта система определежя места действительно 
будетъ замкнута въ самой себе , а следовательно, будетъ единственной". 
(Unterrichtsbiatter fiir Math. u. Naturw., 1902, Heft 1.). Существоваше про
странства (въ этомъ порядке идей это означаете: геометрической систе
мы, какъ о д н о й е д и н с т в е н н о й , а б с о л ю т н о о п р е д е л е н н о й ) есть 
основная предпосылка абстрактной механики; именно, последняя предпола
гаете геометрш, въ которой конгруэнтность определена независимо отъ 
поняли о движежи, чтобы, обратно, поняле о движенш и о твердомъ те
ле можно было чисто абстрактно построить на конгруэнтности. Мы ока
зались бы въ ложномъ кругу, если бы мы захотели определить конгру
энтность при помощи движешя, а поняле о твердомъ т ь л е при помощи 
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конгруэнтности. Если мы предполагаемъ конгруэнтность, то д в и ж е т е 
представляетъ собой прежде всего, совершенно независимо отъ времени, 
процессъ образовашя непрерывнаго ряда конгруэнтныхъ фигуръ, такъ 
что соотвътствуюиц'я точки непрерывно заполняютъ опредъленныя кри
в ы я — ихъ „пути" . Эти различный фигуры называются „положешями" 
одной изъ нихъ, — „движущейся" фигуры; каждаяизъ конгруэнтныхъ ф и 
гуръ можетъ быть принята за „движущуюся". Разстояше движущейся 
точки въ различныхъ ея положешяхъ, измеряемое по ея пути, называется 
пробътомъ, или пройденнымъ разстояшемъ до соответствующего положе-
шя. Подъ понятоемъ же в р е м е н и мы разумъемъ определеше, содержа
щее характеръ величины, которое должно быть присоединено, чтобы мы 
могли отличать различныя положешя движущейся точки; съ этой величи
ной должны быть однозначно и непрерывно сопряжены р а з с т о я ш я , про-
ходимыя движущейся точкой. Согласно этому определешю время и м е е т е 
только одно измереше и можете, такиме образоме, быть измерено и 
отображено при помощи одной переменной t. Д в и ж е т е точки по прямо
линейному пути называется „равномерныме" , если проходимыя ею раз -
стояшя пропорцюнальны времени; на этоме, известныме способоме, осно-
вываюте определешя скорости и ускорешя. Точки прямой могутъ быть 
безчисленныме множествоме способове определены при помощи одной 
переменной t; это значить — точка можете двигаться по прямой безчис
ленныме множествоме различныхъ способовъ. Тела, которыя попарно 
такъ определены *) , что мы должны представлять себе ихъ въ движенш, 
называются м а т е р 1 а л ь н ы м и телами, если, при этомъ, при достаточномъ 
удаленш всехъ остальныхъ т е л е каждыя два тела движутся по напра-
влешю друге к ъ д р у г у 8 6 ) . Если при этомъ ихъ ускорешя равны (но про
тивоположны по напревлешю), то мы говоримъ, что тела взаимно э к в и 
в а л е н т н ы ; если два матер1альныхъ тела эквивалентны съ третьимъ, т о 
они эквивалентны другъ с е другоме. Если изе трехе матер1альныхъ т е л е 
А±, А2, А3 последнее в е присутствш тела А., получаете более сильное 
ускорен1е, ч е м е т е л о А>, и если, далее , твло А2 в е присутствш Ах уско
ряется сильн*е, нежели тело Ах, то тело Ая в е присутствш тела Ах 

ускоряется сильнее, нежели последнее ; в е каждой комбинащи третье 
тело предполагается достаточно удаленныме. Благодаря этиме аксюмаме 
эквивалентность подходить п о д е понятое величины; эта величина назы
вается м а с с о й . Время и масса суть основныя понятоя механики; преды-

*) Указать, к а к ъ это осуществляется,—задача будущего. 
*) Законъ всем1рнаго ТЯГОТБШЯ, который въ обыкновенной формулировке 

уже п р е д п о л а г а е т е понятое о матер1альномъ теле, здесь принимается за точку 
отправлешя и служить для определешя матер1альнаго гъла. Очень трудно ска
зать, въ какой мере действительно возможно провести эту точку зрешя черезъ 
всю механику. 
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душля опредълегпя, по трудности предмета, должны только считаться 
предварительными попытками определить время и массу постольку, по
скольку это необходимо для чистой механики. Для примънешя этихъ по
няли къ действительности долженъ быть еще данъ ихъ схематизмъ, за-
коноположеше, которымъ они вводятся. Схематизмъ измерешя времени 
представляетъ чрезвычайныя трудности, которыя коренятся въ одномер
ности времени. Какъ мы на прямой не можемъ откладывать равныхъ от-
резковъ безъ пособ1я другихъ пространственныхъ образовъ, такъ и рав
ные промежутки времени не могутъ быть эмпирически устанавливаемы 
конструктивно, а только при помощи какого-нибудь ритмическаго движе-
шя, напримеръ, б\етя пульса или колебашй маятника. Относительно вре
мени мы имеемъ только общее воззреше величины и чувство ритма, 
если отдельные такты следуютъ другъ за другомъ не слишкомъ быстро 
и не слишкомъ медленно * ) . 

При нашемъ изложенш основныхъ поняли мы пытались разсматри
вать д в и ж е т е , какъ поняле более раннее, на которое опирается п о н я -
T i e в р е м е н и . С ъ другой стороны, д в и ж е т е есть источникъ поняля о 
силе. Естественнымъ состояшемъ движешя матер1альной системы, „безъ 
посторонняго вл1яшя", является только д в и ж е т е ея точекъ по п р я м ы м ъ 
лишямъ. Происхождеше другихъ путей известнымъ способомъ о б ъ я с н я 
е т с я силами, которыя „сообщаютъ" телу ускорешя въ различныхъ на-
правлешяхъ; тело воспринимаетъ эти ускорешя, согласно закону парал
лелограмма силъ. Въ какой мере срослась механика съ геометр1ей, съ 
особенной очевидностью явствуетъ изъ основного принципа, на которомъ 
велиюй физикъ Герцъ (Hertz) построилъ всю механику: Systema omne li-
berum perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in d i r e c 
t i s s i m a m (Mechanik, p . 162) . 

7. Если Кантъ въ частностяхъ комбинировать все эти вещи иначе, 
то чтеше книги Ньютона „Philosophiae naturalis Principia Mathematica" 
(London, 1687) все же должно было привести его къ соображешямъ та
кого же рода, изъ которыхъ онъ почерпнулъ убеждеше необходимости 
одной геометрш, однимъ единственнымъ способомъ определенной, такъ 
сказать, M i p o e o t t г е о м е т р ш . Ч т о э т у р о л ь м о г л а и г р а т ь т о л ь к о 
е в к л и д о в а г е о м е т р ! я , б ы л о д л я К а н т а о д н о й и з ъ н е о п р о в е р ж и -
м е й ш и х ъ н а у ч н ы х ъ и с т и н ъ . Если бы эта точка зрешя была обосно
вана, то въ этомъ заключалось бы п о з н а ш е необычайной глубины и 
важности. Такое познаше не могло бы быть почерпнуто изъ опыта, по
тому что при своей однозначности оно тогда необходимо обусловливало 
бы единообразие и въ построенш координированной системы Mipa; но 

*) О современномъ состояши механики см. подробный обзоръ Фосса (A. Voss, 
въ „Энциклопедш математическихъ наукъ"—.Encyklopadie der Math. Wissenschaf-
ten-) Bd. IV,. 
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о н о не могло быть получено также и путемъ расчленешя понятой, пото
му что основныя понятоя математики и механики образуются только при 
помощи а к с ю м ъ 8 Т ) ; въ качеств* Mipoeott геометрш, геометр1я Е в к л и д а 
можетъ быть познана только въ своихъ аксюмахъ, которыя, однако, какъ 
таковыя, предшествуютъ основнымъ понятоямъ, — въ аксюмахъ, которыя 
только и д е л а ю т е возможными (формальныя) определешя основныхъ по
нятой. Въ этомъ характер* всего этого познашя, въ основномъ его зна
ченш, которое только и д е л а е т е возможнымъ единую строго логическую 
науку, и заключается то, что Кантъ хотЪлъ выразить словомъ a priori * ) . 

Къ этому именно пункту примыкаегъ „Критика чистаго разума" 
Канта и пояснешя къ ней въ „ Пролегоменахъ". З Д Б С Ь считается устано-
вленнымъ, что математика и физика покоятся на познаш'яхъ a p r i o r i . Н о 
г д * же ихъ источнике, если они не могутъ быть ни почерпнуты изъ 
опыта, ни получены расчленешемъ понятой. Этотъ особенный источникъ 
лознашя, изъ котораго должны были проистечь эти истины, Кантъ назы
ваете ч и с т о й и н т у и и л е й a p r i o r i . Н о какъ же это возможно? Если 
бы интуищя давала намъ представлеше о вещахъ, какъ о н * есть, сами 
по себ* , то интуищя a pr ior i была бы совершенно невозможна, ибо 
таюя свойства объектовъ, которыя имъ принадлежать совершенно незави
симо отъ меня, я могу познать только путемъ созерцашя. „Правда, и 
тогда остается непонятнымъ, какимъ образомъ созерцаше наличной вещи 
можетъ дать мн* понятое о томъ, какова она сама по себ*, такъ какъ 
свойства ея не могутъ перейти въ мое воображеше" **) . Во всякомъ же 
случа* это не можетъ быть интуищей a priori. Д о т*хъ поръ, пока ин
туищя согласуется съ объектами, мы не въ состоянш выбраться изъ это
го затруднешя. Но , быть можетъ, обратно, самыя вещи согласованы съ 
нашей внутренней интуищей; быть можетъ, время и пространство пред-
ставляють собой своеобразные координирующее принципы, свойственные 
нашему духу, при помощи которыхъ онъ распутываете хаосе нашихе 

s 7 ) Это значить, что т* признаки, которые устанавливаются аксюмами, только 
и составляютъ все содержаше понят1я. 

*) Определеше понятоя a p r i o r i въ примененш къ аналитическимъ исинтети-
ческимъ сужден1ямъ, которое Кантъ пытается дать въ своей .Эстетик*", нельзя 
признать удачнымъ, потому что само слово „суждеше" наводить на точку зр*шя 
старой формальной логики; .суждетя" въ старой логик* устанавливали соотноше
шя между поняттями, которыя она принимала, какъ готовый, не интересуясь ихъ 
происхожден1емъ. ДалЪе, вст> .суждетя" геометрш являются „аналитическими", 
даже те, которыя выражаются аксюмами, потому что, съ нашей точки зрешя, основ
ныя понята формально определяются аксюмами. Синтетическими эти суждетя были 
лишь тогда, когда основныя понятоя при ихъ посредств* были только приобретены, 
т. е. на той предварительной ступени познашя, которую старая логика считаете 
законченной раньше, чемъ она приступаете къ делу (или вовсе игнорируете). 

**) .Prolegomena", § 9. 
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ощущенШ и созидаетъ общую картину нашего ипровоззръшя? Только в ъ 
такомъ видь мы и можемъ представить себе п о з н а т е a priori, „если оно 
представляетъ собою не что иное, какъ форму психической деятельности 
моего субъекта, которая предшествуете всъмъ моимъ дъйствительнымъ 
впечатлешямъ, вызваннымъ внешними предметами" *) . Строго говоря, 
субъекгь здесь могъ бы остаться въ стороне, такъ какъ съ этой точки 
зрешя собственное „я" въ такой же м е р е представляетъ собой резуль-
татъ познажя, какъ и внешше объекты. Последшя познаются, такимъ 
образомъ, не сами по себе , а въ томъ виде, въ какомъ они намъ пред
ставляются, прошедши черезъ горнило принциповъ нашего сознашя. 

Къ этому приводится у ч е т е Канта о пространстве, е г о т р а н с ц е н 
д е н т а л ь н ы й и д е а л и з м ъ , поскольку это у ч е т е вообще можетъ быть 
передано въ немногихъ словахъ. Мы преднамеренно не делали попытки 
передавать это у ч е т е въ полной чистоте, въ которой, можетъ быть, раз 
вита его математическая часть **) , ибо и самъ Кантъ лишь въ отдель-
ныхъ местахъ доходить до совершеннаго идеализма, преодолевающего 
в с я к Ш сенсуализмъ. Въ частности, примеры, которые Кантъ заимствуете 
изъ математики, часто совершенно непригодны для т*хъ цълей, ради к о 
торыхъ онъ ихъ приводить, а иногда они даже не вполне безупречны 
съ точки зрешя научной ***) . 

8. Въ виду стремлешя современной геометрш развиться въ строго 
абстрактную науку, мы не можемъ относиться безразлично къ тому, при
ходится ли считаться помимо отвлеченнаго мышлешя еще съ какимъ-либо 
инымъ источникомъ геометрическаго познашя и при томъ съ такимъ, ко
торый играете не одну только наводящую роль, но и претендуете на 
абсолютную достоверность. Мы не можемъ вследств1е этого уклониться 
отъ того, чтобы занять определенную позиш'ю по отношежю къ гносео-
логическимъ взглядамъ Канта; именно, мы попытаемся разобрать доказа
тельства и математичесюя разсуждешя Канта съ точки зрешя математи
ческой критики, сделавшей уже после Канта значительные успехи. 

*) .Prolegomena", § 9. 
**) Въ томъ направлена), какъ это дълаютъ Когенъ (Cohen), Наторпъ (Natorp); 

см., напримеръ: Na to rp , .Social Padagogik", §§ 1—5. Все то, что пишуть объ осно-
вахъ математики философы, требуете крайне серьезной критики; въ общемъ полу
чается впечатлеше, что трудность задачи недостаточно оценивается: это неприятное 
следств1е Нео-Кантова идеализма, который питаете надежду вывести основные 
законы математики и механики изъ общихъ логическихъ принциповъ. Борьба съ 
г р у б ы м ъ эмпиризмомъ не должна вести къ полному отрицашю опыта; идеализмъ 
(учете, къ которому мы и сами близко примыкаемъ) несомненно долженъ былъ бы 
отвести большое место эмпиризму. 

***) См., напримеръ, .Prolegomena", §§ 12 и 13, которые содержать совер
шенно недопустимыя определешя конгруэнтности. 



§ 1 4 1 5 8 _ 

Того сознашя совершенно исключительнаго значешя евклидовой 
геометрш, какъ системы, съ необходимостью обусловливаемой единствомъ 
точнаго естествознашя,— научнаго убъждешя въ необходимости ея аксюмъ 
для объяснешя м1роздашя въ такомъ вид*, какъ это предполагаеть Кантъ, 
мы въ настоящее время не имеемъ и пока иметь не можемъ: наши по-
знашя объ основахъ математики и физики имъютъ еще столько пробъ-
ловъ, что обоснованный взглядъ на ихъ необходимость еще не могъ сло
житься. Между физикой эеира и физикой весомой матерш з!яетъ бездна, 
которая постоянно углубляется по мъръ того, какъ мы пытаемся разви
вать эти науки строго абстрактно на подоб1е геометрш, исходя изъ стро
го формулированныхъ аксюмъ; даже о п р е д е л и т ь строго абстрактно эти 
две области M i p a явлешй представляется уже необычайно труднымъ; такъ, 
напримеръ, сделанная нами выше въ п. 6 попытка определить матерш 
оказалась бы непригодной, если бы помимо силы тяготешя действовала 
еще какая-либо другая основная сила притяжешя б е з е отталкивашя. Таке 
каке , следовательно, болышя отрасли физики, можно сказать, еще вовсе 
не связаны внутренниме единствомъ, т о представляется совершенно не
возможнымъ съ абсолютной уверенностью решить , можете ли евклидова 
геометр1я, или какая-либо иная, лечь в е основу этихе науке, не приводя 
к е п р о т и в о р е ч ш . 

9. Замечательно, что Канте и его последователи признавали недо-
пустимыме разрешать при помощи о п ы т а *) , есть ли евклидова геоме
трия „наша реальная" геометр1я или н е т е . Цель и предпосылки опытнаго 
изследовашя, конечно, не всегда строго определяются. Посредствоме про-
верочнаго измерешя н е т ь , конечно, возможности даже пытаться решить, 
п р а в и л ь н а ли Евклидова (или какая бы то ни была другая) геометриче
ская система, т. е. свободна ли она отъ логическаго противореч!я. Это 
неосуществимо ни въ какой геометрш, потому что основные образы ни
какой геометрш мы не можемъ реально изобразить^ исходя изъ а к а о м ъ . 
Н о въ этомъ н е т ь необходимости, потому что правильность Евклидовой 
(равно какъ и о б е и х ъ неевклидовыхъ геометрШ) можно доказать строго 
логически, на основанш ея аксюмъ. Н о зато мы можемъ себя спросить, 
соответствуютъ ли действительно (приближенно) все т е образы, много
образные по своему происхожденш, которые мы въ повседневной жизни 
именуемъ прямыми, аксюмамъ евклидовой геометрш. Можеме ли мы, на
примеръ, построивъ циркулеме и линейкой „треугольнике" , измериве 
его углы транспортироме, действительно з н а т ь a priori, что сумма углове 
с е достаточныме приближешемъ составите два прямыхе? Конечно, это 
было бы возможно, если бы мы могли придать линейке (приближенно) 

*) Къ этой мысли пришелъ уже, между прочимъ, и 1оаннъ Б о л ь э (I. Bolyai). 
Ср. P. S t a c k e l , De еа Mechanicae analyticae parte, quae ad varietates complurium 
Dimensionum spectat. 
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ту закономерность, которую требуютъ аксюмы. Н о это не имеетъ места. 
Для изготовлешя линейки мы пользуемся не той закономерностью, кото
рой требуютъ аксюмы, а движешемъ света : мы стараемся, чтобы ея ребра 
при визировали сводились въ точку; можетъ также быть, что ребро сде
лано „прямымъ" чисто механическими 'средствами. Но, съ другой стороны, 
мы можемъ, конечно, изъ опыта познать, что лиши, воспроизводимый 
линейкой, въ достаточной м е р е удовлетворяютъ требовашямъ аксюмъ 
расположешя и сопряжешя, конгруэнтности и непрерывности; но остается 
ли также въ силе аксюма о параллельности, это мы съ п о л н о й у в е р е н 
н о с т ь ю сказать не можемъ, такъ какъ она не зависитъ отъ остальныхъ 
аксюмъ. 

Итакъ, задача зкспиримента заключается не въ томъ, чтобы решить, 
п р а в и л ь н ы ли предложешя одной или другой геометрш; онъ можетъ 
только указать, п р и м е н я е т с я ли она къ эмпирическимъ пространствен-
нымъ образамъ, построеннымъ темъ или инымъ способомъ. При этомъ 
способъ ихъ построешя долженъ быть точно указанъ, иначе вся задача 
теряеть содержаше. Чемъ больше треугольникъ, темъ больше могло бы 
оказаться уклонеше суммы угловъ отъ двухъ прямыхъ; но вместе съ 
т е м ъ становится труднее и самый опытъ. Если при небольшихъ треуголь-
никахъ возможно еще обойтись средствами механики, то при измерены 
большихъ треугольниковъ на земной поверхности или въ небесномъ про
странстве приходится пользоваться законами оптики. Въ самомъ д е л е , 
углы здесь измеряются теодолитомъ, а потому стороны треугольника 
представляютъ собой световые лучи; съ другой стороны, разделенный 
кругъ теодолита изготовленъ на токарномъ станке; его круглая форма 
воспроизведена, следовательно, путемъ вращешя твердаго тела. При осу
ществлении этого измерешя оказываютъ, такимъ образомъ, совместное 
действие два совершенно раздельныхъ Mipa — эеиръ и матер1я. Конечно, 
световые лучи, натянутыя нити, оси врашешя и т. д . — суть прямыя 
лиши въ ходячемъ значенш этого слова, но не представляютъ ли они 
только приближены, этого мы знать не можемъ; въ частности, будетъ ли 
направлеше распространешя света тождественно съ траектор1ями твердыхъ 
телъ , движущихся по инерцЫ, каковыя въ теоретической механике, по 
определенш, представляютъ собой (Евклидовы) прямыя л и ш и , — это еще 
теоретически не доказано. М ы с л и м о и то, что световые лучи осуще-
ствляютъ неевклидову геометрш, траекторш инерщи — евклидову, т . е . 
что лишь въ этомъ предположены они могутъ найти себе объяснеше въ 
общей научной системе. Даже когда мы чисто механически дълаемъ тре
угольникъ и измеряемъ его, то и туть остается место сомненш. Д е л о 
въ томъ, что при обычномъ построены механики мы предполагаемъ, безъ 
особаго обосновашя, евклидову геометрш и определяемъ траекторш тЬлъ, 
движущихся по инерщи, какъ прямыя лиши. Н о въ такомъ случае, по 
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меньшей мъръ, было бы необходимо доказать, что эта геометр1я совме
стима съ тЬми аксюмами, которыя вносить традиционная механика. Что 
въ этомъ отношенш возможны коллизш, обнаруживаетъ следующей при-
мъръ. Четвертую вершину D параллелограмма ABCD можно построить 
по тремъ остальнымъ, соединяя середину М д1агонали АС съ вершиной 
В и откладывая на продолжение о т р е з о к ъ MD = MB. Отсюда ясно, что 
такъ называемый параллелограммъ силъ въ механике совершенно б е з ъ 
нужды прибътаетъ къ понятою о параллельности, ибо точку D, къ ко 
торой собственно сводится вся суть дела , можно определить и построить, 
пользуясь исключительно аксюмами конгруэнтности; ведь этотъ законъ 
имеетъ въ виду установить только равнодействующую слагающихъ ВА 
и ВС по величине и направлешю, все же остальное представляетъ собой 
придатки геометрическаго характера. Сообразно этому могло бы казаться, 
что и въ двухъ неевклидовыхъ геометр!яхъ сложеше силъ и скоростей 
могло бы производиться при помощи этого построешя. Между темъ в ъ 
действительности это далеко не такъ! В ъ самомъ деле , если мы по-
строимъ для трехъ силъ х, у, z, расположенныхъ въ одной плоскости и 
имеющихъ о б щ у ю точку приложешя О, равнодействуюшдя | , г], f трехъ 
паръ (у, z), (z, х) и (х, у), а з атемъ построимъ равнодействуюип'я а, Ь, с 
трехъ паръ ( | , х), (г), у), (£, z), то эти последшя (т. е. а, Ъ, с) должны 
все совпасть по самому понятою о равнодействующей, въ силу той 
аксюмы механики, что силы, имеющдя общую точку приложешя, и м е ю т ъ 
определенную равнодействующую. Эта аксюма механики предъявляетъ, 
такимъ образомъ, къ геометрш весьма существенныя требовашя. Совпа
д е т е о т р е з к о в ъ а, Ь, с при этомъ построеши **) имеетъ место только 
въ евклидовой геометрш, т. е. существенно предполагаеть аксюму о па
раллельности: въ о б е и х ъ неевклидовыхъ геометр1яхъ эти отрезки не 
совпадаютъ. Кстати заметимъ, что о т с ю д а отнюдь не следуетъ, будто 
Евклидова геометр1я есть единственно возможная въ механике; отсюда 
вытекаетъ только, что приведенное выше построеше равнодействующей 
д в у х ъ силъ ни въ одной изъ неевклидовыхъ геометрШ не можетъ слу
жить основой определешя равнодействующей; здесь необходимо уста
новить другое построеше, которое удовлетворяло бы поставленному выше 
требовашю, т. е. при которомъ отрезки а, Ь, с всегда бы совпадали * ) . 
Если это построеше по своему результату со значительнымъ приближе-
шемъ согласуется съ обычнымъ (такъ какъ о полномъ совпаденш не мо
жетъ быть речи) , то по отношешю къ этому npieMy опасеше, что о н ъ 
приведеть къ п р о т и в о р е ч а съ остальными аксюмами механики, уместно 

**) Т. е. при томъ способе построешя, который былъ указанъ выше. 
*) Такое построеше далъ Дависъ (Е. Davis, .Die geometrische Addition in 

dei hyperbolischen Geometrie", Diss. Greifswald, 1904). Представляется ли это по-
crpoeHie единственно возможнымъ, этого съ уверенностью сказать нельзя. 
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лишь въ той же мере, какъ и по отношенш къ евклидовой геометрш и 
къ обычному въ ней построенш равно действующей. 

10. Нередко высказывалось мнеше, что взгляды Канта опровергнуты 
уже самымъ создашемъ неевклидовыхъ геометрЫ. Но Кантъ, съ своей 
точки з р е н 1 я , могъ допустить эти новыя геометричесшя системы, какъ 
области чистаго мышлешя, совершенно такъ же, какъ это и сейчасъ делаютъ 
мнопе математики, когда речь идетъ о геометрш многихъ измерешй. О н ъ 
только отказалъ бы этимъ дисциплинамъ въ „реальности". Мы полагаемъ, 
однако, что намъ выше удалось доказать, что о б е неевклидовы геометрш 
допускаютъ реализашю именно на почве евклидовой геометрш; о н е не 
представляютъ собой, следовательно, фантастическихъ сплетешй ума, какъ 
это часто утверждали. Врядъ ли съ точки зрешя Канта можно противъ 
этого возразить, что при такой реализацш точки не представляютъ собой 
действительныхъ точекъ; задача, которая здесь возникаетъ, разрешена 
твмъ построешемъ обеихъ неевклидовыхъ геометрЫ, которое дано Кели 
и Клейномъ, и сущность котораго мы имеемъ въ виду указать въ третьей 
главе. Это осуществлеше неевклидовой геометрш находится, приблизи
тельно въ такомъ же -отношенш къ нашей интерпретащи, какъ обыкно
венная геометр1я къ параболической сети; въ основе его лежать точки, 
прямыя и плоскости евклидовой геометрш, сохраняющая свои наименовашя. 
Благодаря этому, думается намъ, вопросъ принимаетъ решающей оборотъ ; 
ибо, если пространственная координация, устанавливаемая евклидовой гео-
метр1ей, даетъ возможность осуществлять неевклидову геометрш, то оспа
ривать реальность неевклидовой геометрш, какъ это делаютъ мнопе после
дователи Канта, представляется уже невозможнымъ. Уже въ виду нашихъ 
элементарныхъ осуществлены неевклидовыхъ геометрЫ последш'я являются 
лишь особыми главами евклидовой геометрш, только выраженными свое-
образнымъ искусственнымъ языкомъ. Мы не сомневаемся и въ томъ, что 
возможно обратно воспроизвести евклидову геометрш при помощи неев
клидовой; безконечно удаленная область евклидовой геометрш можетъ 
быть также отображена на конечномъ протяженш, ибо безконечно уда
ленное означаете только то, „что не можетъ быть достигнуто конечнымъ 
•числомъ шаговъ при движеши, какъ оно понимается въ этой геометрш", 
т. е. „не можетъ быть измерено последовательнымъ рядомъ точекъ, равно 
удаленныхъ, въ смысле принятой въ этой геометрш конгруэнтности". 
Предложеше о единственности евклидовой геометрш в ъ т о й м е р е , в ъ 
к а к о й о н о н у ж н о Канту, на нашъ взглядъ, отнюдь не уничтожается 
признашемъ неевклидовой геометрш; оно должно лишь быть иначе фор
мулировано (ср. § 1 1 ) . — Исходя отъ какой-либо геометрш А,—скажемть, 
отъ евклидовой,— можно построить множество многообразШ и изследовать 
въ нихъ законы сопряжешя. Если затЬмъ, исходя отъ этихъ законовъ 
сопряжешя, мы независимо определяемъ многообраз1е В, при чемъ сово-

В е 6 е р ъ, Энциклоп. элемент, геометры. П 
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купность законовъ сопряжешя, необходимыхъ и достаточныхъ для его 
построения, принимается за систему аксюмъ, то такимъ образомъ полу
чается „геометр1я В, содержащаяся въ системе А", или, о б щ е е , область 
мышлешя В, содержащаяся въ другой области мышлешя А. Д в е т а и я 
геометричесюя области мысли, и з е которыхе каждая содержится в е дру
гой, мы будеме называть э к в и в а л е н т н ы м и ; тогда предложеше о реаль
ности, каке его понимаете Канте, сводится к е следующему: геометр1я 
можете быть признана реальной в е томе случае, если она эквивалентна 
евклидовой геометрш. Выдвигаемая такиме образоме задача — найти крите-
рШ эквивалентности двухе такихе областей нашей мысли — очень трудна; 
достаточно сообразить, что в е евклидовой геометрш содержатся много
образен какого-угодно числа измерешй и притоме каке линейныя, т аке и 
нелинейныя. Р а з р е ш е ш е этой проблемы было бы не менее важно для гео
метрш, каке и для оценки теорш познашя Канта. Ибо таюе критерш должны 
были бы дать глубочайипя основы, свободныя отъ всехе частностей и о т е 
в с е х е особенностей случайно избранной точки зрешя , — а въ то же 
время необходимыя и достаточныя для построешя Евклидовой системы; 
но по Канту это были бы познашя a priori. Аксюма о параллельности не 
могла бы принадлежать к ъ числу этихъ критер1евъ, ибо она не имеетъ 
места ни въ одной ни въ другой неевклидовой геометрш; напротивъ, не
прерывность должна была бы войти въ составь этихъ критер1евъ. 

11. Когда уже исчерпанъ вопросъ о реальности о б е и х е неевклидо-
выхъ геометрШ, задача о единственности Евклидовой координацш про
странства можете быть выражена точнее . При чисто абстрактноме и строго 
геометрическоме построенш к а к е Евклидовой системы, таке и неевклидо-
выхъ геометрШ, конгруэнтность определяется и доказывается не таке , 
к а к е это делается обычно, — наложешеме при помощи движешя, — а 
рядоме построенШ; эти построешя опираются только на т е аксюмы, ко
торыя остаются по выключенш аксюме о параллельности и конгруэнтности, 
материально же они предполагаюте лишь основные образы, которые приз
наются существующими. На этоме определенш конгруэнтности мы уже, 
в е обратноме порядке, каке это было намечено в е п. 6, строиме понятое 
о движенш, которое совершенно, свободно о т е понятоя о времени; напро» 
тиве , выведенное уже отсюда понятое о времени даетъ лишь возможность 
ближе определить д в и ж е т е . Каждой изъ трехъ геометрШ соответствуетъ 
при этомъ свое „ д в и ж е т е " и свое „время". Вместе съ т е м ъ взглядъ Канта 
на единственное, исключительное положеше евклидовой геометрш нужно 
понимать такъ, что только „ д в и ж е т е " и „время" евклидовой геометрш 
имеютъ действительное существоваше. Отрицается, такимъ образомъ, не 
реальность эллиптической и гиперболической геометрШ, а только действи
тельность свойственныхъ име „движежй" и „времени"; то , что, с е точки 
з р е ш я этихе двухе геометрШ, в е силу известныхе аналопй, именуется 
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„движешемъ", „временемъ", „твердымъ ТБЛОМЪ", это въ логически пра
вильной научной систем* механики и физики не можетъ служить для 
опред*лен1я процессовъ движешя. Евклидово д в и ж е т е есть е д и н с т в е н н о е 
д в и ж е т е ; Евклидовы твердыя тъла суть е д и н с т в е н н ы й твердыя гвла ; 
Евклидово время есть е д и н с т в е н н о е время; короче говоря, это суть тъ 
велиюя познашя a priori, которыя делаютъ евклидову геометрш един
ственно возможной въ механик*. 

Мы мен*е всего желали бы оспаривать, что евклидова геометр1я по 
cie время наилучшимъ образомъ выполняла свою задачу въ механик*, въ 
физик* и въ астрономш; мы п о л а г а е м ъ также, что она будетъ выполнять 
ее и впредь; но необходимость этой геометрш, какъ единственно возможной 
основы естествознашя, никогда и ни въ какомъ случа* не была п о з н а т е м ъ 
a priori, которымъ мы уже располагаемъ; въ лучшемъ случа*, это есть 
познаше, которое мы над*емся прюбр*сти въ ход* прогрессивнаго развиля 
всего нашего знашя. У Канта единственную логическую опору всего нашего 
знашя составляютъ, такъ сказать, н*сколько мощныхъ столповъ, которые 
несутъ на себ* все здаше науки; было бы правильнее представить себ* 
фахверкъ, въ которомъ перекладины многообразно скрещиваются, взаимно 
укр*пляя другъ друга. Такъ и аксюмы геометрш и механики сплетаются 
другъ съ другомъ, и ни одна изъ нихъ не можетъ быть опущена безъ 
того, чтобы это не отразилось на прочности всего остального. Мы при
водили уже прим*ры въ п. 9-мъ, ихъ можно было бы очень легко 
умножить. Весь этоть вопросъ можно будетъ р*шить лишь тогда, когда 
передъ нами будетъ строго абстрактная система чистой механики, когда 
мы будемъ въ состоянш обозр*ть, возможно ли ее провести въ физик* 
эеира. Единственность определенной геометрш представляетъ собой, такимъ 
образомъ, не основу, а проблему познашя, и при томъ проблему чрезвы
чайно трудную, ибо вопросъ о томъ, въ состоянш ли абстрактная, но 
логически правильная система механики служить для определешя действи-
тельныхъ процессовъ естествознашя, можетъ быть, за отсутств!емъ другихъ 
критер!евъ, реш ен ъ только тогда, когда она будетъ осуществлена. То же 
знаше, которымъ мы располагаемъ въ настоящее время, можетъ быть съ 
одинаковой точностью охвачено различными системами механики, различ1е 
которыхъ можетъ обнаруживаться лишь въ весьма удаленныя времена на 
весьма удаленньгхъ образахъ; и только тогда окажется возможнымъ избрать 
наиболее подходящую систему. Все попытки доказать, что „неевклидовы 
системы механики", т. е. системы механики, основанныя на неевклидовыхъ 
геометр1яхъ, несовместны съ опытомъ, сводятся къ тому, что выдвигаютъ 
некоторые законы такой механики, находящееся въ противоречш съ темъ 
опытомъ, которымъ мы п о н а с т о я щ е е в р е м я располагаемъ. Но вместе 
с ъ этимъ оказывается, что нужно только приписать твмъ константамъ 
неевклидовыхъ геометрш, которыя въ нашемъ осуществлен^ последнихъ 

и* 
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представляютъ собою рад!усы ортогональной или д1аметральной сферы, 
достаточно болышя значешя *) и уклонешя, о которыхъ идеть речь , ста
новятся столь ничтожными, что они падають совершенно за пределы опыта, 
по cie время намъ доступнаго. Это не приводить насъ, однако, къ кол-
лиз1и съ основнымъ требовашемь естествознашя установить законы, д е й 
ствующее повсеместно въ пространстве. Существують ведь таюе законы 
природы, каке напримере , аберращя света, которые становятся доступными 
наблюдешю только при весьма большихе разстояшяхе; следовательно, и 
т е „противореч1я" с е наблюдаемыми в е действительности законами при
роды, о которыхе была речь , могутъ объясняться сравнительно небольшими 
размерами доступнаго намъ опыта въ пространств* и во времени. Съ. 
другой стороны, положить одну или другую неевклидову геометрш въ основу 
механики и физики могло бы быть целесообразныме лишь в е томъ случае, 
если бы обнаружилось, что это приведете к ъ более простой закономерности 
в е эмпирической действительности, нежели при старыхе методахе. Однако,, 
необходимыме для этого опытоме мы еще не располагаеме. 

12. К е этому мы хотиме еще прибавить, что все аргументы, которые 
приводятся въ пользу евклидовой геометрш на конечномъ протяженш, 
пригодны также для параболической сети сфере , даже более того, для 
любой сети поверхностей второго порядка, и м е ю щ и х е такую же структуру, 
каке названная сеть сфере . Н о эти сети F2 могутъ быть построены неза
висимо о т е аксюмы о параллельности. Ниже, в е отделе графической 
статики, мы увидиме, что именно параболическая сеть с ф е р е является 
наиболее естественной основой учешя о б е астатическоме равновесш; мы 
построиме таме на этой основе систему однородныхе координате, в е 
которыхе окружности сети выражаются л и н е й н ы м и уравнешями. Хотя 
это уже подробно изложено ве § 13-мъ, мы считаемъ нелишнимъ по 
поводу этого примера еще р а з е указать, что формальная сторона Декар 
товой координации далеко еще не определяете Евклидова пространства, а 
разве только область Евклидовыхе разсуждешй. Другой примере , когда 
задачу механики можно было — правда, косвенныме о б р а з о м е , — перенести 
в е неевклидову геометрш, и именно в е геометрш сферической сети, 
удалось дать Клейну и Зоммерфельду (Sommerfeld). Эти геометры нашли, 
что д в и ж е т е тяжелаго шарового волчка можно изучать по д в и ж е н ш точки 
в е „сферическиме" пространств* т р е х е измерешй, которое совпадаете с е 
некоторой ненараболической сетью с ф е р е . Вообще механика неевклидо-
выхе и многомерныхъ пространствъ прюбретаетъ все большее и большее 
значеше. На этомъ въ высшей степени интересномъ вопрос* мы не имеемъ 
возможности остановиться здесь подробно и отсылаеме читателя къ (пред-

*) Съ точки зрен!я неевклидовыхъ геометрШ, эта константа называется кри
визной соответствующего пространства. Понятое это, однако, трудно выяснить въ. 
элементарномъ сочинеши. 
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верительной) стать* Штеккеля „Реферагь о механик* многом*рныхъ много
о б р а з ш " *) , а также къ упомянутой уже выше его юбилейной стать*, 
тюм*щенной въ сборник* въ память Больэ. Въ виду элементарнаго харак
тера настоящего сочинения, мы были бы вполн* удовлетворены, если бы 
намъ удалось обратить внимаше читателя на эти проблемы, равно инте
ресный для естествоиспытателей и философовъ, если бы намъ удалось 
вызвать интересъ къ бол*е глубокому изучешю этихъ вопросовъ. Но для 
этого необходимо познакомиться съ оригинальными работами, которыя 
указаны ниже, въ литературномъ обзор* . 

13. Прежде, ч*мъ сд*лать окончательные выводы по вопросу объ 
апр1орности пространства, мы должны упомянуть еще объ одномъ сообра-
женш, которое часто приводится въ пользу евклидовой геометрш; именно, 
что возможность переноснаго движешя (параллельнаго перенесешя) связана 
только съ евклидовой геометр1ей. Зд*сь д*ло обстоитъ совершенно такъ же, 
какъ съ параллелограммомъ силъ. Именно, если мы опредълимъ переносное 
д в и ж е т е , какъ такое д в и ж е т е неизм*няемой системы, при которомъ вс* 
точки описывають параллельный прямыя, или, по крайней м*р*, прямыя, 
образующая связку, то такое д в и ж е т е можетъ въ евклидовой геометрш 
осуществляться точно; въ об*ихъ же неевклидовыхъ геометр1яхъ только 
приближенно: зд*сь, при безпред*льно продолжающемся движенш, система 
необходимо должна была бы изм*нить свою форму. Напротивъ, въ пара
болической с*ти сферъ это д в и ж е т е можетъ быть произведено съ полной 
точностью. Однако, это ничего не говорить противъ неевклидовыхъ гео-
метрШ. Въ самомъ д*л* , абсолютно точныхъ переносныхъ движешй, во 
всей строгости этого поняля , какимъ его предполагаете идеальная геометр1я, 
конечно, не существуете, какъ не существуете абсолютно твердыхъ т*лъ. 
Все это суть „только" идеи, посредствомъ которыхъ мы стараемся ор)'ен-
тироваться въ изобилш явлешй природы. Вс* наши изм*решя опредъляютъ 
соотв*тствующдй объекте лишь неточно, частью всл*дств1е неточностей 
метода (которыя подлежать еще устранешю), а частью всл*дств1е того, 
что ни одно явлеше не можетъ быть изолировано во всей своей чистот*, 
которая необходима для совершенно точнаго производства наблюдешя и 
измърешя. Такъ наприм*ръ, равноплечШ рычать съ двумя равными грузами 
справа и сл*ва, на который помимо этого абсолютно ничто не вл!яетъ, 
есть „только" идея. Земной магнитизмъ, сила тяжести, изм*няющаяся съ 
широтой м*ста, притяжеше небесныхъ т*лъ, каждый лучъ св*та, мнопе 
миллионы тончайшихъ пылинокъ, словомъ, все необозримое множество 
вл1яшй дълаютъ совершенно невозможной чистоту явлешй природы. Такимъ 
образомъ, законъ рычага не представляетъ собой факта, наблюденнаго въ 
его абсолютной точности, а напротивъ, представляетъ собой одно изъ 

*) P. S t a c k e l . .Bericht iiber die Mechanik mehrfachen Mannigfaltigkeiten" 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereiriigung. 12 (1903). 
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абсолютно точныхъ допущешй, которое мы в ъ п р а в е п р и н я т ь (если оно 
совместимо съ остальными точными допущешями), чтобы вообще опре
делить физичесюе факты. Аналогичную гипотезу представляетъ собой сво
бодное падеше тълъ . Кром* притяжешя земли, которое, строго говоря, 
возрастаетъ съ приближешемъ къ центру земли, на падающее тело вл1яетъ 
сопротивлеше воздуха, центробежная сила земли, горныя массы, которыя 
могутъ находиться по близости, притяжеше небесныхъ т е л е , а также 
мнопя друпя обстоятельства, перечислять которыя было бы утомительно. 
Естествознаше такимъ образомъ не н а б л ю д а е т е явлешй въ чистоме виде , 
а д о п у с к а е т е ихе , чтобы иметь возможность оформить наблюдешя в е 
законы; оно не исходите и з е т о ч н ы х е ф а к т о в е ; напротивъ, констати
ровать действительность, въ абсолютно точномъ значенш слова,— пред
ставляетъ его отдаленную цель , достичь которой никогда не будетъ 
возможно. Формулы естествознашя отнюдь не представляютъ собой сокра-
щенныхъ таблицъ наблюдешй, математичесюя формулы далеко не столь 
объективны; о н е содержать законы для получешя не только н а б л ю д е н -
н ы х ъ чиселъ, но и п р о м е ж у т о ч н ы х ъ . Н о и с к л ю ч и т е л ь н о при помощи 
наблюдешя и измерешя н и к о г д а не можетъ быть установлена зависимость 
между переменной лг и ея функщей у, если въ нашемъ распоряженш заранее 
не было этой функцш, созданной нашей собственной властной мыслью. 
Такимъ образомъ, явлешя въ чистомъ виде , какъ и точные законы, всегда 
останутся идеями. Объяснить явлешя природы — значить в о с п р о и з в е с т и 
ихъ, исходя отъ чистыхъ явленШ при помощи точныхъ законовъ; значить, 
по словамъ Клопштока, „еще разъ продумать великую мысль творешя" („den 
grossen Gedanken der Schopfung noch ein Mai denken") . После всего 
сказанного н е т ь основашй делать неевклидовой механике упреке , что тотъ 
или иной процессе в е ея системе в е точности невозможене; нужно только 
спросить, возможно ли б е з е переноснаго движешя, б е з е понятоя о точноме 
рычаге и т. д . выразить закономерно явлешя природы. Теперь мы р е ш и 
тельно уже не скажеме, что в е неевклидовой механике все неточно, все 
приближенно; напротиве, ея идеи столь же чисты и строги, каке и в е 
Евклидовой механике. Это только д р у п я идеи, и вопросе можете заклю
чаться лишь в е томе , сохраняюте ли о н е за собой право на существоваше 
в е смысле ихе применешя. Н о по настоящее время это имеете место и 
останется в е силе до т в х е поре , пока мы не сможемъ распространить 
нашъ опытъ на б е з п р е д е л ь н ы я времена и на неизмеримо удаленныя 
разстояшя. С ъ другой стороны, никогда еще не было о с н о в а т е л ь н а г о 
повода отказаться отъ евклидовой геометрш, какъ отъ основы механики,— 
отъ геометрш, имеющей за собой столь ценное, исторически испытанное 
прошлое. Н о ея п р и н ц и т а л ь н о е единовластое надломлено; ея преиму
щества имеютъ только и с т о р и ч е с к М , п с и х о - ф и з 1 о л о г и ч е с к 1 й харак-
т е р ъ ; они находятъ с е б е оправдаше в е экономш мышлешя. 
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14. Вм*ст* съ твмъ апрюрность Евклидовой координации простран
ства въ томъ существенно особомъ смысл* слова, въ какомъ его постоянно 
приходится понимать у Канта, падаетъ: ибо, кром* абстрактнаго задашя, 
Кантъ признаетъ еще другого рода задаше точныхъ фактовъ, именно — чистое 
воззръше a priori. Эта скованность нашего духа, всл*дств!е которой онъ 
д о л ж е н ъ принять аксюмы геометрш, какъ нъчто непосредственно данное, 
можетъ быть объяснена только остатками сенсуализма, которые все еще 
коренятся въ идеализм* Канта: въ своихъ геометрическихъ изсл*довашяхъ 
Кантъ въ такой м * р * пользуется (эмпирическимъ) воззр*шемъ, что подъ 
вл1яшемъ Шопенгауэра могло даже составиться представлеше, что у Канта 
геометр1я и ариеметика основаны на воззр*ши; между т*мъ, ничто не 
можетъ быть въ такой м*р* противно д*йствительности. Координирующая 
роль мышлешя у Канта всегда занимала первое м*сто; разумъ какъ бы 
даже опредвляетъ д*ятельность чувствъ. Если, т*мъ не мен*е, Кантъ 
приписываете чувственному e o c n p i H T i i o роль, которую м*стами очень 
трудно себ* уяснить, то причина этого коренилась въ недостатк* его 
геометрическихъ и физическихъ познашй. Онъ судить о геометрш все-
ц*ло въ перспектив* геометрш элементарной. Понялями „въ" (общ*е — 
инцидентности) и „между" (общ*е — расположешя) онъ нигд* не пы
тается овладвть, а постоянно ссылается на воззр*ше. Въ наибол*е не-
благопр1ятномъ св*т* это выступаеть въ приведенномъ выше примвр* 
изъ „Prolegomena" , гд* онъ сравниваете перчатку съ ея зеркальнымъ изо-
бражешемъ: съ точки зр*шя вс*хъ опред*ляющихъ признаковъ о н * оди
наковы, между т*мъ о н* все же не могутъ быть приведены въ совм*ще-
H i e . Въ д*йствительности же зд*сь не хватаете одного важнаго признака, 
и м е н н о — „ н а п р а в л е ш я " . Въ проективной геометрш противоположеше 
т*ла и его зеркальнаго изображешя можетъ быть приведено къ альтер
натив*, лежите ли н*которая точка прямой м е ж д у двумя другими задан
ными точками, или н*тъ. Конгруэнтность у Канта, повидимому, опреде
ляется то наложешемъ при помощи движешя, то совпадешемъ вс*хъ 
опредъляющихъ признаковъ; первая точка зр*шя не представляется чисто 
геометрической, а вторая совершенно недостаточна. Какъ мало Кантъ 
ум*лъ обозръть внутреннюю связь въ геометрш, видно изъ того, что 
п р о в е д е т е линш ( = прямой) онъ ставить на одну ступень съ проведе-
шемъ эллипса. Между т*мъ законъ образовашя прямой долженъ былъ дать 
чистое воззр*н1е, законъ же образовашя эллипса, когда вс* прямыя пред
полагаются построенными, можете быть установлене съ помощью поняли. 
Аксюму о параллельности онъ признавалъ, какъ чистое воззр*ше съ со-
знашемъ, что такъ оно есть и иначе быть не можетъ. Все это суть не
достатки, вина которыхъ коренится не столько въ его систем*, сколько 
въ его в*р* въ евклидову геометрию. О литератур* аксюмы о парал
лельности мы не находимъ упоминашя ни въ „Критик* чистаго разума" 
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ни въ „Пролегоменахъ". Совершенно ясно, что это затормозило свобод
ное развитое здоровой идеи, лежащей въ основ* его теорш познашя. 

15- Однако, устраняя ч и с т о е воззръше a priori, мы отнюдь не 
желали бы вовсе удалить изъ геометрш всякое воззръше; (эмпирическое) 
воззр*ше въ извъстной области путемъ продолжительнаго упражнешя все 
же приближается къ идеаламъ чистаго воззръшя. Намъ удается очистить 
его отъ всъхъ случайностей нагляднаго представлешя фигуры тъмъ, что 
мы строимъ пространственные образы то какъ обыкновенныя точки, пря
мыя и плоскости, то какъ сферы, пучки и связки въ сферической съти, 
то чисто ариеметически и т. д . Въ этой пестрой смънъ формы осуще-
ствлешя превоначальной фигуры сохраняется только чистый законъ ея 
образования. Если мы въ этой ф и г у р * путемъ воззр*шя открываемъ т * 
или иныя свойства, которыя сохраняются при вс*хъ этихъ преобразова-
шяхъ, то мы можемъ предполагать, что таковыя проистекаютъ изъ самаго 
закона образовашя фигуръ. Н о удостов*рить геометрическую истину во 
всей ея сил* можетъ только доказательство, исходящее изъ чистыхъ по
нятой. Воззр*н1е само по себ* даетъ только изолированное и приближенное 
познаше; можетъ ли таковое при сопоставленш съ воззр*шями другого 
рода возвыситься на степень строгой истины, это можетъ р*шить только 
наше мышлеше. 

С ъ интуицш геометр1я должна всегда начинаться, ибо абстрактная 
переработка эмпирическаго матер1ала составляетъ ея задачу. Въ безпре-
д*льное обише нашихъ воспр1ятой можно внести порядокъ только путемъ 
законовъ, д*йствующихъ безъ ограничешя. Мы, наприм*ръ, наблюдаемъ, 
какъ совершается движеше снаряда, на траекторш котораго намъ изв*стны 
три точки, какъ могутъ быть установлены формы движущихся образовъ, 
если опред*лены н*сколько ихъ точекъ . Вследствие этихъ и другихь 
наблюдешй, которыя мы пытались очертить в ъ § 7 - м ъ , наша мысль при
ходить къ необходимости сделать попытку принять некоторыя законо
мерности, чтобы вывести изъ нихъ д р у п я . Это осуществляется при помощи 
понятой и аксюмъ. Такимъ образомъ, опытнымъ путемъ возникаетъ точная 
наука; въ т * времена, исторически отъ насъ очень удаленныя, когда ея 
основныя понятоя возникли, они казались совершенно адэкватными эмпи
рическимъ объектамъ. По существу же они представляютъ собой не ото-
бражеше эмпирическаго, а чистыя идеи, правда, опирающаяся на эмпиризмъ, 
но неизмеримо более простыя, нежели чувственный о б ъ е к т ы После всего 
сказаннаго здесь и въ п. 15-мъ мы полагаемъ, что не будемъ дурно поняты, 
если скажемъ очень коротко : аксюмы геометрш и механики имеютъ эмпи
рическое происхождеше. Этимъ мы далеко не хотимъ отрицать того, что 
о н е представляютъ собой свободное твореше нашей мысли, которая руко
водится только нам*решемъ координировать помощью опредъпенныхъ зако
новъ пр!обретеш'я нашего опыта; мы выступаемъ, однако, вм*ст* съ т * м ь , 
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противъ притязаний идеализма, относящагося презрительно къ опыту, точно 
мы д о л ж н ы были придти къ нашей геометрш и механике однимъ только 
размышлешемъ въ силу самыхъ законовъ мышлешя. Этоть путь могъ насъ 
только привести къ убъждешю, что мы должны стараться сами у с т а н о в и т ь 
порядокъ, определяемый несколькими основными правилами. В ъ э т о м ъ 
с м ы с л е геометр1я апрюрна, т . е. сама необходима для опыта, но ея основ
ныя положешя тогда не могутъ быть впередъ обезпеченными познашями; 
это должны быть только г и п о т е з ы , сообразованныя съ опытомъ въ томъ 
значенш, какое это слово имеетъ у Платона*), т. е. исходныя допущешя, 
принимаемыя въ виде опыта, чтобы получить какую-либо точку отправлешя 
и на ней строить относительное познаше. Чемъ более гипотеза оправды
вается, т емъ выше становится ея ценность, какъ познашя; но, какъ учить 
повседневно физика, можетъ оказаться, что та или иная гипотеза не 
можетъ быть проведена. Однако, и въ этомъ случае затраченная работа 
обыкновенно не оказывается потерянной, такъ какъ это изследоваше по 
большей части обнаруживаеть, въ какихъ пунктахъ сдъланныя допущешя 
требуютъ исправленш. Лишь тогда, когда обнаружено, что основныя допу
щешя не содержать внутренняго противореч1я, и что они достаточны для 
определешя действительныхъ явлешй, они становятся познашями въ истин-
номъ смысле этого слова. Въ этой стадш находятся въ настоящее время 
аксюмы нашихъ различныхъ геометрШ, если мы оставляемъ въ стороне ихъ 
взедеше въ физику. Помимо той геометрш, которая можетъ служить наи
более подходящей основой механики и, съ этой точки зрешя , можетъ 
быть преимущественно (xav' f|o£?}v) названа натуральной геометр1ей, всегда 
еще допустимы д р у п я искусственныя геометрш. Если же конечная цель 
нашихъ геометрШ заключается въ томъ, чтобы о н е были введены въ цепь 
всего нашего естествознашя, то ихъ аксюмы и по сей день еще остаются 
гипотезами. 

Кто безпристрастно проследить за споромъ объ основахъ нашей 
науки, который велся глубокими учеными съ такимъ ожесточешемъ, кто 
будетъ при этомъ руководиться мыслью, что каждый изъ нихъ съ своей 
точки зрешя привнесъ, вероятно, нечто разумное, тоть придетъ къ 
убеждешю, что истина лежитъ не по середине, а в ы ш е спорящихъ сто-
ронъ. С ъ той точки зрешя, на которую мы старались стать, можно, какъ 
намъ кажется, справедливо оценить все, что есть правильнаго въ любой 
философской системе, которая съ знашемъ и съ добросовестностью насле
довала основы математики. Въ частности, мы хотимъ еше вкратце выдви
нуть одну здравую идею въ ученш Канта о чистомъ воззренш a priori. 
Гильбертъ далъ импульсъ къ тому, чтобы точно изследовать логическую 
силу отдельныхъ аксюмъ въ нашей науке. Нечто подобное происходить 
въ настоящее время и въ механике: впрочемъ, эти изследовашя ведутъ 

*) Ср. Н. Cohen , .Platons Ideenlehre und die Mathematikv Marburg, 1879-
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свое начало еще отъ Лагранжа, какъ это можно усмотреть изъ приве-
денныхъ выше статей Штеккеля и доклада Фосса. Опираясь на эти пред-
варительныя работы, мы будемъ все б о л е е и более въ состояшя усмотреть, 
каюя аксюмы геометрш и механики нужно принять, чтобы съ той или 
иной точностью объяснить одно или другое явлеше природы. Таюя изсле-
довашя о преимуществахъ и недостаткахъ той или иной гипотезы произ
водятся въ настоящее время въ возрастающемъ количестве. Н о все эти 
соображешя во истину остаются в е области чистаго воззрешя a priori въ 
томъ более глубокоме смысле этого слова, что они взвешиваюте самыя 
предположеш'я о пределахе возможности нашего опыта. Только вместо тер
мина a priori следовало бы подыскать более определенное выражеше. 

16 . Итаке , отвергая решительно всякое вмешательство воззрешя 
в е ту область, где властвуете чистая мысль, мы т е м е охотнее предоста-
вляемъ ему роль наводящей поддержки и спутника нашей мысли. Б е з ъ 
индивидуальныхе особенностей наглядныхъ фигуръ, которыя вовсе не 
введены въ геометричесюя понятоя, цель многихъ изъ этихъ понятой оста
валась бы совершенно непонятной. Мы напомнимъ только понятое о 
кривизне. Какъ было указано въ п. 1, мы можемъ любой эллипсъ принять 
за „окружность" , любую внутреннюю его точку за „центръ" и последо
вательно построить евклидову геометрш, въ которой такъ называемые 
„рад1усы" такой „окружности" будутъ равны. Н о если мы въ этой или 
въ обычной евклидовой геометрш захотимъ притти къ точному понятою 
о кривизне и съ этой целью будеме подыскивать кривую, которая ( в ъ 
неясномъ еще смысле этого слова) имеете всюду равномерную кривизну, т о 
наме прежде всего придете ве голову „настоящая" окружность, постро
енная при помощи циркуля. Но , съ точки з р е ш я „псевдо-евклидовой гео
метрш", мы должны бы и ея псевдо-окружности приписать равномерную-
кривизну, и мы пришли бы при этомъ къ совершенно темъ же законамъ, 
которые мы получаемъ въ „настоящей" евклидовой геометрш, исходя отъ 
„настоящей" окружности. Какъ бы последовательно ни было учеше о 
кривизне въ этой псевдо-геометрш, выборъ этой псевдо-окружности, какъ-

< кривой постоянной кривизны, оставался бы непонятнымъ. Но если бы при 
построенш этой псевдо-геометрш мы пожелали больше считаться съ в о з з р е -
HieMe, то мы должны были бы попытаться определить какимъ либо образомъ-
тотъ изъ эллипсовъ, который мы называемъ настоящей окружностью. Но, каке-
мы видели выше, чисто геометрическими опредвлетями этого достигнуть 
невозможно. Однако, намъ справедливо возразите, что, если кому-нибудь 
покажуте настоящую окружность, не сообщая вовсе о томе, каке она 
построена (при помощи циркуля), то онъ несомненно ясно почувствуете 
въ этой кривой закономерность, хотя бы онъ и не у м е л е ее описать, 
закономерность, отличающую ее о т е в с е х е остальныхе эллипсовъ. К о 
нечно! Н о определеше э т о й закономерности не есть д е л о геометрш, э т о 
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задача психолопи и физюлопи, и при томъ задача величайшей трудности. 
Для ея выяснешя пришлось бы обратиться къ психо-физюлогической основ* 
симметр1и. Даже тотъ, кто не ум*ете математически мыслить, имъетъ явно 
выраженное чувство „истинной" симметрш, которая не можетъ быть опре
делена однимъ только движешемъ. Если мы д в * конгруэнтныя фигуры 
расположимъ справа и сл*ва отъ некоторой прямой не вполн* симме
трично, то мы испытываеме каке бы даже физически непр1ятное ощущеше. 
Если н*которая прямая х перпендикулярна к е плоскости симметрш нашего 
т*ла, а другая прямая, выходящая и з е плоскости, расположена не вполн* 
перпендикулярно к е прямой х, то продолжительное созерцаше такой фигуры 
возбуждаете и утомляете насе легче, ч*ме в е томе случа*, когда этоте 
уголъ вполн* прямой (т. е. с е незам*тной ошибкой). Очевидно, зд*сь 
вл1яюте yuiOBiH аккомодащи обоихе глазе. Относительно фигуре , которыя 
расположены симметрично по отношешю к е плоскости симметрш нашего 
т*ла, наши глаза устанавливаются одинаково и испытывають одинаковое 
напряжете . Прямые углы, которые при этой симметрш переходятъ друге 
в е друга, мы гораздо легче чертиме на глазе, нежели расположенные 
иначе. Быть можете, это именно обстоятельство, ве связи с е образоваш'еме 
окружности путеме вращешя твердаго т*ла, представляеть собой путь, 
которыме можно обеяснить предпочтете опред*ленной евклидовой гео
метрш вс*ме другиме *) . Это, однако, дело психолопи. 

*) Ср. М. Simon, „Zu den Grundlagen der Nichteuklidischen Geometrie", 
Strassburg, 1891. Тамъ же указашя дальнейшей литературы. 



Г Л А В А III. 

Обоснование проективной геометрЫ. 

§ 15. Аксюмы сопряжешя и расположения. 

1. Изложивъ объ неевклидовы геометрш при помощи евклидовой 
геометрш, мы достигли того преимущества, что судьбы этихъ трехъ геоме
трическихъ системъ оказались тъсно связанными одна съ другой: если бы 
одна изъ нихъ привела къ иротиворъчш, то это обнаружило бы также 
противоръч!е въ каждой изъ двухъ другихъ. Но, съ другой стороны, это 
имъетъ и слабую сторону: можетъ показаться, что евклидова геометр1я все-
же является первоисточникомъ всъхъ пространственныхъ построены. Мы 
уже указывали выше, въ § 1 3 и в ъ § 1 4 , что каждую изъ двухъ неевкли
довыхъ геометрШ можно построить совершенно независимо; и при томъ 
э т о можно сдълать двояко : можно построить какъ одну, такъ и другую 
неевклидову геометрш, исходя и з ъ ея аксюмъ, какъ это делается обычно 
въ учебникахъ геометрш; можно также исходить отъ мъроопредълеш'я 
Кели (Cayley), что даетъ возможность сдълать обзоръ быстръе. Мы 
ръшаемся остановиться на послъднемъ метод*, хотя мы и вынуждены 
будемъ ограничиться одними только у к а з а т я м и . Но метрика Кели опи
рается на проективную геометрш, а потому мы должны прежде развить 
эту дисциплину. 

2. Проективная геометр1я послужить намъ также основой для окон-
чательнаго построешя системы евклидовой геометрш. Въ своемъ мъстъ 
(§ 14) мы отказались отъ движешя, какъ к р и т е р 1 Я конгруэнтности, такъ 
какъ при этомъ критерш обыкновенно молчаливо принимается, что дви
жутся т в е р д ы я твла ; поняле же о твердости твла можно установить, 
только пользуясь неизменяемостью мъръ . Обычное опредълеше конгруэнт
ности впадаетъ, такимъ образомъ, въ ложный кругъ, изъ котораго насъ 
не можетъ вывести и „чистое в о з з р ъ ш е " , какъ это неръдко утверждали. 
Д в и ж е т е — не принципъ геометрш, а задача кинематики. П о почину 
Лейбница, Наторпъ*) недавно сдълалъ попытку развить у ч е т е о располо-

*) См. цитату на стр. 154; ср. также N a t o r p . .Logik in Leitsatzen zu akad. 
Vortesungen", Marburg, 1904. 
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женш въ пространств*, исходя изъ понятоя о движенш, какъ объ изме
нении места, или какъ о совокупности всевозможныхъ положешй. Н о 
понятое о б ъ измъненш оказывается слишкомъ общимъ для этой цели ; 
можно было бы безъ труда указать „изм*нешя", вызывающая непрерывное 
преобразоваше пространственныхъ образовъ, которыя все же не давали 
бы намъ того, что должно дать д в и ж е т е . Необходимо, следовательно, 
принять во внимаше т е свойства, которыя претворяюте эти изменешя, 
или преобразовашя, в е движешя. Это суть свойства, принадлежащая груп-
паме, которыя не поддаются определен1ю безе пособ1я аксюмъ I, II, IV 
и V. Такъ какъ это, по существу, аксюмы проективной геометрш, то идеи 
Наторпа, — по крайней м е р е , в е той ихе части, которой действительно 
возможно воспользоваться, — могутъ найти себ* прим*неше прежде всего 
в е проективной геометрш в е томе приблизительно вид*, какъ это д*-
лаете Линдеманъ*). Этотъ путь, однако, становится доступнымъ только 
при пособш анализа или в с е й геометрш положешя. Въ дух* элементар
ной геометрш представляется гораздо бол*е подходящимъ дать такое 
осуществлеше аксюмъ конгруэнтности, которое опирается на надлежащая 
п о с т р о е ш я . Этого мы и имели в е виду достигнуть при помощи построешй 
Штейнера (§ 5 ) . Однако эти построешя предполагаюте, что в е каждой 
плоскости дана вспомогательная окружность. Но г е о м е т р и ч е с м я свойства 
окружности не могутъ быть опред*лены безе помощи метрическихе по
нятой. Мы оказались бы, такиме образоме, со вс*ми своими задачами в е 
ложноме кругу, если бы геометр1я, каке это предполагаете наивный 
эмпиризме, заимствовала вс* свои законы о т е фигуре , а не вкладывала 
ихе сама в е эти фигуры. С е точки зр*ш'я чисто абстрактной геометрш, 
мы делаеме обратное заключеше: таке каке идеальная окружность только 
метрически отличается оте остальныхе эллипсовъ, то в е чисто абстракт
ной систем* идеальной геометрш должно быть возможно принять за 
„окружность" любой эллипсе; и это не ве томе смысл*, что и с е 
„неточной" фигурой можно связать стропе в ы в о д ы ; напротиве, п о 
с т р о е ш я , произведенныя при помощи такой окружности, будуте совер
шенно точны, хотя конгруэнтность, устанавливаемая этиме путемъ, с о 
вершенно отличается отъ эмпирической конгруэнтности. На такую воз
можность мы уже указывали въ § 14, теперь мы им*емъ въ виду эту 
идею осуществить 1 ) . 

*) См. A. C l e b s c h . „Vorlesungen iiber Geometrie, bearbeitetet von L i n d e -
m a n n " . Bd. II. 

J ) Идея автора заключается, такимъ образомъ, въ с.тЬдующемъ. Построены 
Штейнера содержать критерш конгруэнтности двухъ фигуръ: это значить, что про
изведя конечное число Штейнеровыхъ построешй, мы всегда имеемъ возможность 
решить, конгруэнтны ли данныя две фигуры, или н*тъ. Но при производстве 
Штейнеровыхъ построешй мы должны пользоваться вспомогательной окружностью. 

(см. на сл*д. стр.). 
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3. Такъ какъ въ параболической и эллиптической геометр1яхъ, пу
темъ введешя несобственныхъ или соответственно идеальныхъ элементовъ, 
чисто абстрактно вводятся законы сопряжешя, действующее въ эллипти
ческой геометрш, то проективная геометр]'я, которая имъетъ служить об
щей основой всъхъ этихъ геометрическихъ системъ, должна исходить отъ 
аксюмъ сопряжешя эллиптической геометрш. 

Такимъ образомъ, въ проективной плоскости любыя двъ прямыя 
всегда другъ друга пересъкаютъ; лишь позже мы выдълимъ нъкоторыя 
точки и прямыя въ качеств* несобственныхъ или идеальныхъ, чтобы та
кимъ образомъ придти къ тремъ различнымъ геометрическимъ системамъ. 
Слова „точка, прямая, плоскость" можно было бы также заменить тер
минами „основные образы нулевой, первой и второй ступени"; впрочемъ, 
плоскость мы постараемся воспроизвести при помощи пучка лучей. 

Сообразно этому мы будемъ исходить отъ двухъ системъ объектовъ, 
которые мы будемъ называть т о ч к а м и и п р я м ы м и . Мы считаемъ также 
установленнымъ, что нужно разуметь подъ инцидентностью точки съ 
прямой л и ш е й 2 ) . Относительно точекъ, инцидентныхъ съ прямой, мы 

Возникаете вопросъ, что будетъ, если мы заменимъ эту окружность эллипсомъ, 
т. е. если мы будемъ пользоваться эллипсомъ, какъ если бы это была наша вспо
могательная окружность. Авторъ указываетъ, что мы придемъ такимъ образомъ 
къ своеобразному определешю конгруэнтности, абстрактно совершенно правильному, 
т. е. не содержащему логическихъ противореча, хотя эта конгруэнтность и будетъ 
существенно отличаться отъ обычной. 

Но авторъ делаетъ такое замечаше: „Такъ какъ идеальная окружность только 
метрически отделяется отъ остальныхъ эллипсовъ, то въ чисто идеальной системе 
абстрактной геометрш д о л ж н о б ы т ь в о з м о ж н о принять за „окружность" любой 
эллипсъ". Почему же это должно быть возможно? Если окружность действительно 
.только метрически отличается отъ остальныхъ эллипсовъ", то лишь въ томъ 
смысле, что окружность можно разсматривать, какъ частный случай эллипса. Но 
окружность можетъ быть разсматриваема также, какъ частный случай различнаго 
рода оваловъ. Если бы мы, однако, любой такой овалъ положили въ основание 
Штейнеровыхъ построенШ, то мы впали бы въ противореч1е. Если эллипсъ не 
даетъ такихъ противореча, то причина этого коренится довольно глубоко въ проек-
тивныхъ свойствахъ коническихъ сеченШ, а не въ твхъ поверхностныхъ сообра-
жешяхъ, на которыя ссылается авторъ. 

2 ) Эта инцидентность въ различныхъ осуществлешяхъ геометрш различно 
реализируется. Такъ напримеръ, въ геометрш, осуществляемой сетью сферъ, 
прямая инцидентна съ точкой, если соответствующая сфера принадлежитъ пучку. 
Въ аналитической системе, развитой въ § 12, прямая инцидентна съ точкой, если 
соответствующая числа удовлетворяютъ уравнешямъ прямой и т. д. 

Здесь авторъ исходить изъ допущения, что определенная совокупность объек
товъ принята за точки, другая совокупность объектовъ — за прямыя. Онъ при-
нимаетъ также, что установлено, при какихъ услов1яхъ прямая инцидентна съ 
точкой, т. е. д а н ь критер1й, по к о т о р о м у о т н о с и т е л ь н о каждой точки и 
прямой мы м о ж е м ъ у с т а н о в и т ь , и н ц и д е н т н ы ли они д р у г ъ с ъ д р у г о м ъ 
или н е т ъ . 
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будемъ говорить, что „точки лежать на прямой", что онъ „принадлежать 
прямой"; какъ выяснено въ § 13, эти точки не должны непременно 
лежать „на" прямой въ обычномъ значенш этого слова; прямыя, инци-
дентныя съ точкой, „проходятъ черезъ эту точку". Прямая „соединяетъ" 
любыя д в * „ея" точки, т. е. две принадлежашдя ей точки. Д в е прямыя, 
проходяипя черезъ одну точку, „пересекаются въ этой точке" , „имеютъ 
эту общую точку" . Все эти способы выражешя служатъ только для 
облегчешя речи ; между точками и прямыми мы допускаемъ, опираясь на 
понятое объ инцидентности, следующего рода сопряжешя: 

I t . Ч е р е з ъ д в е р а з л и ч н ы я т о ч к и в с е г д а п р о х о д и т ъ о д н а и т о л ь к о 
о д н а п р я м а я . 

L. На к а ж д о й п р я м о й л е ж а т ь , по к р а й н е й м е р е , д в е т о ч к и . 

1,,. И м е ю т с я , п о к р а й н е й м е р е , д в е н е п е р е с е к а ю щ 1 я с я п р я м ы я . 

Такимъ образомъ, имеются, по крайней мере, три точки, не лежаиця 
на одной прямой. Три прямыя, которыя попарно соединяютъ три точки, 
не лежаиця на одной прямой, образуютъ „трехсторонникъ"; эти прямыя 
называются „сторонами" трехсторонника, а исходный три точки — его 
„вершинами". Подъ „пучкомъ лучей" (S, и) съ „вершиной" 5 и „на
правляющей" и мы будемъ разуметь совокупность прямыхъ, или „лучей", 
которые соединяютъ вершину 5 съ точками прямой «. Пучекъ лучей 
можетъ иметь только одну вершину, такъ какъ иначе его лучи, въ силу 
положешя Ij, должны были бы все совпасть. Мы требуемъ далее : 

14. Д в а п у ч к а л у ч е й 8 ) с ъ о б щ е й в е р ш и н о й и м е ю т ъ , п о к р а й н е й 
м е р е , о д и н ъ о б ц п й л у ч ъ . 

1 5. П р я м а я , к о т о р а я п е р е с е к а е т ъ д в е с т о р о н ы т р е х с т о р о н н и к а , 
не п р о х о д я ч е р е з ъ т о ч к у п е р е с е ч е т я п о с л е д н и х ъ , п е р е с е 
к а е т ъ т а к ж е т р е т ь ю с т о р о н у . 

4. Эти две аксюмы имеютъ, очевидно, целью дать определеше 
плоскости. Изъ аксюмы I, вытекаютъ, прежде всего, следуюин'я вспомо-
гательныя теоремы: 

A. Прямая, которая пересекаетъ два луча пучка, не проходя черезъ его 
вершину, пересекаетъ также 1) направляющую и 2) все остальные 
лучи пучка; поэтому она можетъ и сама служить направляющей. 

B . Любыя две направляюшл'я одного и того же пучка пересекаются 4 ) . 

3 ) Мы будемъ въ дальнейшемъ для сокращешя называть пучекъ лучей просто 
„пучкомъ". 

4 ) Докажемъ эти основныя предложен!я. Положимъ, что прямая т пересе
каетъ два луча а и Ь пучка, и что / есть направляющая этого пучка. Въ такомъ 
случае прямыя a, b, I образуютъ трехсторонникъ; прямая т, пересекающая стороны 
а и Ь, согласно постулату I s, пересечеть также сторону /, т. е. направляющую. Въ 
этомъ содержится, въ сущности, уже и доказательство предложешя В. 
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Всю совокупность лучей и направляющихъ пучка вместе СЪ п р и 
надлежащими имъ точками мы будемъ называть „плоскостью" и притомъ 
„инцидентной" съ этими прямыми и точками. Эти образы „лежать на 
этой плоскости", они „принадлежать ей" , плоскость „проходить черезъ 
нихъ" . Такимъ образомъ, плоскости принадлежать: любая прямая, соеди
няющая двъ ея точки, и точка пересъчешя двухъ ея прямыхъ. Любыя двъ 
прямыя пересекаются 5 ) . Каждая точка плоскости можетъ быть принята за 
вершину, любая прямая, не проходящая черезъ эту точку, за направляю
щую пучка, „образующаго" плоскость. Въ виду аксюмы 1 3 не всъ пря
мыя лежать въ одной плоскости. Всякая прямая, не лежащая въ некото
рой плоскости, пересъкаетъ эту плоскость въ одной и только въ одной 
точке . Въ самомъ д ъ л е , пусть б1 будетъ вершина пучка, образующаго 
плоскость, и — его направляющая, v — прямая, не лежащая въ плоскости: 
въ такомъ случае пучки (S, и) и (S, v), въ силу аксюмы 1 4 , имеютъ об-
цнй лучъ w, который пересекаетъ прямую v въ точке V; эта точка при-
надлежитъ какъ прямой V, такъ и плоскости. Отсюда непосредственно 
вытекаетъ, что две плоскости всегда пересекаются по прямой л и ш и 6 ) . 
Три плоскости, не имеюшдя общей прямой, пересекаются въ одной точке . 
Черезъ три точки, не лежания на одной прямой, всегда проходить одна 
и только одна плоскость, ибо одна изъ точекъ можетъ быть принята за 
вершину, а прямая, соединяющая две друпя , за направляющую пучка. 

5. Лучи, соединяющее точки плоскости а съ точкой S, не лежащей 
въ этой плоскости, образуютъ „сень" этой плоскости. Сечеше этихъ лу
чей съ плоскостью /9, не проходящей черезъ точку S, называется „про
екцией" (точекъ) плоскости а изъ точки 5 на плоскость /?. ТЬ свойства 
фигуръ плоскости а, которыя сохраняются проекщями этихъ фигуръ на 
любую другую плоскость, называются „проективными свойствами" фигуръ. 
Геометр1я, обосновашемъ которой мы имеемъ въ виду сейчасъ заняться, 
изучаеть исключительно проективныя свойства геометрическихъ обра
зовъ . Такъ, напримеръ, то свойство середины М отрезка А В, что она 
лежить „между" крайними его точками, не есть проективное свойство, 

5 ) Если эти две прямыя служатъ лучами пучка, то оне пересекаются въ 
вершине пучка; если одна служить лучемъ пучка, а другая направляющей, то оне 
пересекаются по самому определению направляющей (см. также предложеше А); 
если же это две направляющая, то оне пересекаются въ силу предложешя В. 

6 ) Въ самомъ деле, каждая прямая, лежащая на одной плоскости, необходимо 
должна встретить другую плоскость. Эта общая точка можетъ быть принята за 
вершину образующаго пучка какъ для одной, такъ и для другой плоскости; эти 
два пучка имеютъ, следовательно, общую прямую (I,), принадлежащую обеимъ 
пл ос костя мъ. Если бы две плоскости, кроме общей прямой, имели также общую-
точку, на этой прямой не лежащую, то эта точка и эта прямая могли бы быть при
няты за вершину и направляющую пучка, образующаго каждую плоскость, — обе. 
плоскости, такимъ образомъ, необходимо совпадали бы. 
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такъ какъ можно легко достигнуть того, чтобы проекшя М' точки М 
изъ точки 5 на некоторую прямую и' лежала вне отрезка А'В', соеди
няющего проекши А' и В' точекъ А и В. Если точка D лежитъ на 
прямой АВ внъ отрезка АВ, и если D' есть ея проекшя изъ точки .S 
на прямую и', то одна изъ двухъ точекъ М' и D' необходимо будетъ 
лежать между точками А' и В', а другая вне ихе . Такиме образоме, то 
свойство четырехе точеке А, В, М, D, что д в * изе нихе М и D разде-
ляютъ д в е друпя А к В, сохраняется при проектированы; это—проективное 
свойство. Все эти соображешя служатъ для насъ указашемъ, какъ нужно 
видоизменить аксюмы расположешя въ целяхе проективной геометрш 
(ср. § 10, 1). Мы постулируеме : 

Д в е р а з л и ч н ы я т о ч к и А к В на п р я м о й и у с т а н а ^ л и в а ю т е 
п о д р а з д е л е ш е в с е х е о с т а л ь н ы х е т о ч е к е п р я м о й на д в а к л а с с а 
( Л , B)i и (А, В)ц, о б л а д а ю щ е е с л е д у ю щ и м и с в о й с т в а м и : 
Hj. Э т о п о д р а з д е л е ш е не з а в и с и т е о т е п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 

т о ч е к е А, В. 
Н 2 . К а ж д а я т о ч к а п р я м о й , к р о м е А и В, п р и н а д л е ж и т е о д н о м у и 

т о л ь к о о д н о м у к л а с с у . 
II 8 . В е к а ж д о м е к л а с с е е с т ь , п о к р а й н е й м е р е , о д н а т о ч к а . 

При этоме подразделенш, производимомъ точками А и В, д в * 
точки Z и W называются „сорасположенными" (isothetisch) относительно 
А н В, если о н е принадлежать одному и тому же классу, и „противо-
расположенными" (enantiothetisch) в е противоположноме случае. 
I I 4 . В е к а ж д о й г р у п п е ч е т ы р е х е т о ч е к е , л е ж а щ и х е на о д н о й п р я 

м о й , л ю б о й и з е э т и х е ч е т ы р е х е т о ч е к е о т в е ч а е т е о д н а и 
т о л ь к о о д н а т а к а я т о ч к а , ч т о в ы д е л е н н ы я т а к и м е о б р а з о м е 
д в е т о ч к и п р о т и в о р а с п о л о ж е н ы о т н о с и т е л ь н о д в у х е д р у г и х е . 

Если, такиме образоме, точки Z, W противорасположены относи
тельно точеке А, В, то "') 

a) точки Z, А сорасположены относительно W, В, 
b) „ Z, В „ я W, А, 
c ) „ W, А „ „ Z, В, 
d) „ W, В „ „ Z, А; 

изе а) и с), в е силу аксюмы И 4 , следуете , что 
e) точки А, В также противорасположены относительно то

чеке Z, W. 
То же вытекаете изе соотношешй Ь) и d ) ; и з е соотношешй же а) 

и d), а также Ь) и с) следуете , что и сорасположеше двухе паре точеке 
есть свойство взаимное. Мы получаеме, такиме образоме, предложеше: 

Если бы, напримеръ, точки ZnA были противорасположены относительно 
точекъ В и W, то оказалось бы, что къ точке Z можно двоякимъ образомъ такъ 
присоединить вторую точку, чтобы удовлетворить требовашю И,. 

Веберъ. Энциклоп. элемент, геометрш. 12 
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Е с л и т о ч к и Z , W с о р а с п о л о ж е н ы ( и л и п р о т и в о р а с п о л о ж е н ы ) 
о т н о с и т е л ь н о т о ч е к ъ А, В, т о и о б р а т н о : т о ч к и А, В с о р а с п о л о 
ж е н ы ( и л и п р о т и в о р а с п о л о ж е н ы ) о т н о с и т е л ь н о т о ч е к ъ Z , W. 

Чтобы выразить это взаимоотношеше двухъ паръ точекъ, мы будемъ 
говорить, въ случа* противорасположешя, что двъ пары точекъ Z , W и 
А, В „разд*ляютъ" другъ друга. Въ случа* же сорасположешя,— что о н * 
„сл*дуютъ" другъ за другомъ. Различныя расположешя, которыя еще 
возможны въ соотв*тствш съ этими требовашями, ближе определяются 
сл*дующей „плоскостной" аксюмой: 

Н 5. Д в * п р я м ы я и, и' в ъ п л о с к о с т и т р е х с т о р о н н и к а а, Ь, с, н е 
п р о х о д я ш л я ни ч е р е з ъ о д н у и з ъ е г о в е р ш и н ъ А, В, С и не 
п е р е с е к а ю щ а я с я на к а к о й - л и б о и з ъ е г о с т о р о н ъ , д а ю т ъ в ъ с * -
чен1и с о с т о р о н а м и а, Ъ, с т р и п а р ы т о ч е к ъ X, X',—Y, Y' и 
Z , Z ' ; э т и т р и п а р ы т о ч е к ъ л и б о не р а з д * л я ю т ъ ни одной 
п а р ы в е р ш и н ъ , л и б о р а з д * л я ю т ъ д в * и т о л ь к о д в * п а р ы . 

6. Если на н*которой прямой с д в * пары точекъ Z , W и А, В 
другъ друга разд*ляютъ, такъ что пары Z , В и A, W сл*дуютъ одна 
за другой, а пара Z , Z ' 8 ) разд*ляетъ пару точекъ A, W, то точка Z ' 
не можетъ совпадать ни съ В, ни, конечно, съ A, W, Z. Поэтому на 
любой прямой с им*ются, по крайней м*р*, пять точекъ А, В, W, Z , Z ' , 
и можно принять, что точки Z , Z ' и A, W другъ друга разд*ляютъ; 

путь С будетъ точка, не лежащая 
на прямой с; положимъ, наконецъ, 
что точки 5 и S' разд*ляютъ пару то
чекъ С и W (П 3 ) . Прямая и, соединя
ющая точки S и Z, и прямая и', со
единяющая S' и Z ' (см. фиг. 49) , пе-
рес*каютъ прямыя ВС и АС соответ
ственно въ точкахъ X, X' и Y, Y'. 

Согласно задашю: 
1) Точки Z , Z' раздъляютъ точки А, W, 
2) „ S,S' „ „ W, С. 

Отсюда, въ силу аксюмы Н 5 , трехсторонникъ WCA даетъ : 
3) Точки Y, Y' слъдуютъ за точками А, С. 
В ъ виду соотношешя 2) мы им*емъ относительно треугольника 

WCB альтернативу: 
a) либо точки X, X' раздъляютъ точки В, С, а точки Z , Z' сл*-

дуютъ за точками V7, В; 
b) либо точки X, X' сл*дуютъ за точками В, С, а точки Z, Z' 

раздъляютъ точки W, В. 

Фиг. 49. 

') Такая точка Z' всегда существуете въ силу постулата II,. 
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С ъ другой стороны, относительно треугольника ABC, въ виду 
соотношешя 3 , также имеетъ мъхто альтернатива: 

а ) либо точки X, X' разделяютъ точки В, С, а точки Z, Z' раз
деляютъ точки А, В; 

/?) либо точки X, X' слъдуютъ за точками В, С, а точки Z, Z' 
слъдуютъ за точками А, В. 

Такъ какъ случай а) можетъ иметь мъхто только совместно съ а ) , 
а случай Ь) только совмъхтно съ /?), то точки Z и Z' необходимо разде
ляють, кроме той пары точекъ, относительно которой это установлено усло-
в1емъ, еще вторую пару и не больше. Но всего мы имеемъ на прямой с три 
пары точекъ, которыя можно комбинировать съ парой ZZ',— именно три 
парныя комбинащи точекъ Л, В, W. Если точки Z , Z ' н е р а з д е л я ю т ъ двухъ 
паръ, то оне не могутъ разделять и третьей пары, ибо тогда о н е необходимо 
должны были бы делить еще одну пару. Мы, такимъ образомъ, получаемъ: 
П р е д л о ж е ш е 1. И з ъ п я т и т о ч е к ъ , р а с п о л о ж е н н ы х ъ на о д н о й п р я 

м о й , к а ж д а я п а р а л и б о р а з д е л я е т ъ две и з ъ т р е х ъ п а р ъ , 
о б р а з у е м ы х ъ о с т а л ь н ы м и т р е м я т о ч к а м и , л и б о не р а з д е 
л я е т ъ ни о д н о й . 

Теперь мы имеемъ возможность освободить аксюму И 5 отъ того 
ограничешя, что прямыя и и и не должны пересекаться ни на одной изъ 
прямыхъ а, Ь, с. Въ самомъ деле , пусть точка Y' совпадаете съ Y, пара 
А, В разделяетъ пару Z , Z " , пара Y, Y" разделяетъ пару А, С. Если 
X" есть точка пересечешя прямой и" = Y"Z" съ ВС и не совпадаешь съ 
X, то, въ силу аксюмы II. 9 ) , пара X, X" должна следовать за парой ВС 
(фиг. 50) . Если теперь пара А, В не д е л и т ь пары Z, Z', а потому, въ силу 
предложешя 1, д е л и т ь пару Z ' , Z " , 
то пара X', X", въ силу аксюмы П 5 , 
должна следовать за парой В, С, ибо 
точки Y', Y" разделяютъ пару А, С. 
Отсюда, въ силу предложешя 1, выте
каетъ, что пара X, X' также следуеть 
за парой В, С. Если точка X" слу
чайно совпадаеть съ X, а точка Z не 
совпадаеть съ Z ' , такъ что и X не 
совпадаеть съ X', то точка X" не 
можетъ совпасть съ X'. Поэтому къ 
прямымъ и', и" применяется предложеше П. , которое и даетъ непосред
ственно, что пара X, X' не разделяетъ пары В, С, если точки Z , Z ' не 
д е л я г е пары А, В. Это соотношеше между парами X, X' и Z , Z' вза
имное; если поэтому точки X, X' разделяють пару В, С, то и точка 
Z, Z' разделяетъ пару А, В. Этимъ устраняется упомянутое выше огра-

9 ) Применяя ее къ трехстсроннику ABC и прямымъ и и и". 
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ничеше предложешя Н 5 . Если мы черезъ точку Y проведемъ еще д р у п я 
прямыя, встръчаюшдя прямую АВ (и ВС), то путемъ повторнаго примъ-
нешя полученнаго результата мы придемъ къ следующему выводу: 
П р е д л о ж е ш е 2 . Р а с п о л о ж е ш е т о ч е к ъ на п р я м о й , у с т а н а в л и в а е 

м о е а к с ш м а м и II, е с т ь с в о й с т в о п р о е к т и в н о е . 
Это значить, что оно сохраняется при проектировали съ одной пря

мой на другую. 

7. Дълеше точекъ на прямой, устанавливаемое аксюмами II, допу-
скаетъ существенное обобщение. Если А, В, С, Z суть четыре точки на 
прямой и {А, В)с есть т о т ь и з ъ двухъ классовъ, опредъляемыхъ точками 
А и В, который не содержить точки С, то точка Z будетъ принадлежать 
этому классу или не будетъ принадлежать ему, смотря по тому, раздъляютъ 
ли точки Z , С пару А, В или нътъ . Если мы обозначимъ точки А, В, С 
въ какой-угодно изъ шести возможныхъ последовательностей цифрами 
1, 2 , 3 , то точка Z , въ силу аксюмы И 4 , должна принадлежать одному и 
только одному изъ классовъ ( 1 , 2 ) 3 , (2 , 3 ) 4 , ( 3 , 1 ) 2 . Теперь мы дока-
жемъ следующее общее предложеше: 

П р е д л о ж е т е 3 . Е с л и я т о ч е к ъ л е ж а т ь на о д н о й п р я м о й , т о и х ъ 
м о ж н о п е р е н у м е р о в а т ь ц и ф р а м и 1, 2, 3 , . . . , п т а к и м ъ 
о б р а з о м ъ , ч т о б ы и м е л о м е с т о с л е д у ю щ е е р а с п о л о ж е н 1 е : 

1. В ъ ц и к л е 1, 2, 3 , . . . , я , 1 л ю б ы я д в е п о с л е -
д о в а т е л ь н ы я т о ч к и v, v-\-\ (v=\, 2, 3 , . . . , я — 1) и л и 
я , 1 о п р е д е л я ю т ъ в ъ с м ы с л е а к с ш м ъ II о д и н ъ к л а с с ъ 
[v, v-{-\] или [п, 1], к о т о р ы й не с о д е р ж и т ъ ни о д н о й 
и з ъ п — 2 о с т а л ь н ы х ъ т о ч е к ъ , т а к ъ ч т о п о с л е д ш я в с е 
п р и н а д л е ж а т ь в т о р о м у „ д о п о л н и т е л ь н о м у " к л а с с у . 

2 . К а ж д а я т о ч к а п р я м о й Z , о т л и ч н а я о т ъ э т и х ъ п 
т о ч е к ъ , п р и н а д л е ж и т ъ о д н о м у и т о л ь к о о д н о м у и з ъ 
э т и х ъ п к л а с с о в ъ : [ 1 , 2 ] , [2, 3 ] , [3, 4] [я — 1, я ] , [я, 1 ] . 

3 . Э т о р а с п о л о ж е ш е о с т а е т с я в ъ с и л е не т о л ь к о 
п р и к р у г о в о й п е р е с т а н о в к е ц и ф р ъ 1, 2, 3 , . . . , п, н о 
и п р и о б р а т н о й н у м е р а ш и я , я — 1 , . . . , 1 т е х ъ ж е 
т о ч е к ъ , а т а к ж е п р и к р у г о в о й п е р е с т а н о в к е в ъ э т о й 
о б р а т н о й н у м е р а ц ш . 

Случай п = 3 нами уже исчерпанъ. Чтобы доказать предложеше 
путемъ перехода отъ я къ п -)- 1, мы предположимъ, что намъ дано п -f-1 
точекъ и что по о т н о ш е н ш къ я изъ нихъ теорема справедлива. Пусть 
классы, соответствуюице некоторымъ п точкамъ, будутъ: [ 1 , 2]* , [2 ,3 ]* , . . . , 
[ я — 1 , п]", [п, 1 ]* . Согласно нашему д о п у щ е н ш , (я - ) -1 ) -ая точка принад
лежитъ одному и только одному изъ этихъ я классовъ; мы можемъ принять, 
что она принадлежитъ классу [л, 1]*, такъ какъ этого всегда можно до -
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стигнуть круговой перестановкой цифръ. Тогда точки л 4 - 1 , v разделяютъ 
пару точекъ я , 1 при 

v = 2, 3 , 4, . . . , я — 1. 

Поэтому, въ силу аксюмы Н 4 , пара я 4 - 1 , 1 следуеть за парой v, я , 
а пара я , я 4 - 1 слъдуетъ за парой v, 1. Отсюда, въ свою очередь, 
вытекаетъ, что 

( л 4 - 1 , 1)„ = ( я 4 - 1, 1)„; (я, л + 1 ) , = ( я , п+ 1)„ при v = 2, 3 , . . . , я — 1, 

гдъ знакъ равенства служить для выражешя тождества соотвътствующихъ 
к л а с с о в ъ 1 0 ) . Такимъ образомъ, символы 

( л + 1 , 1 ) 2 = (я + 1, 1 ) 3 = - • - = ( я 4 - 1 , 1 ) Л ^ 1 = ( я + 1 , 1)„ 

выражають одинъ и тотъ же классъ, который мы короче будемъ обозначать 
черезъ [л 4 - 1 , 1]. Точно такъ же пусть [я, я 4 - 1 ] обозначаеть классъ 

(Я, П+\)х = (п, я 4 - 1 ) 2 = - • . = ( Л , п+\)п-1. 

Каждая точка Z , отличная отъ точекъ 1, 2, 3 , . . . , я 4 - 1 , должна 
принадлежать одному и только одному изъ классовъ 

[1 , 2]*, [2, 3]*, . . . , [я 1, я ]* , [я, I f . 

Новымъ оказывается только тотъ случай, когда точка Z принадле
жить последнему классу [я, 1]*, въ составъ котораго входить также точка 
п - f - 1 ; въ этомъ случае точки Z , v раздъляютъ пару точекъ я , 1 при 
v = 2 , 3 , . . . , я — 1. Применяя же предложеше 1 къ пяти точкамъ Z , 
v, я , я 4 - 1 , 1, мы заключаемъ, что пара Z , v разделяете одну и только 
одну изъ паръ я , я 4 - 1 и я + 1 , I 1 1 ) ; иными словами, точка Z принад
лежить либо классу (я, я + 1 ) , . , либо классу (л 4 - 1 , 1)„. 

Если поэтому Z и я + 1 суть точки класса [я, 1]*, то точка Z при
надлежить либо классу [я, я + 1 ] , либо классу [я 4 - 1 , л] . Этимъ предло-
жеше 3 доказано, а вместе съ темъ обнаружено, что к а ж д а я н о в а я 
т о ч к а д е л и т ъ т о т ъ к л а с с ъ , к о т о р о м у о н а п р и н а д л е ж и т ъ , на д в а 
н о в ы х ъ к л а с с а . Поэтому звездочки, которыми мы имели въ виду отме
тить классы, образованные я точками, въ отлич1е отъ классовъ, которые 
даютъ я 4 - 1 точекъ, оказываются излишними. Согласно аксюме И 3 , въ 
каждоме классе имеется, по крайней мере, одна точка; следовательно, на 

1 0 ) (л 4-1,1)» есть тотъ изъ двухъ классовъ, определяемыхъ точками п 4-1 и 1, 
который не содержитъ точки i>; такъ какъ точки п и v не разделяютъ пары 
л -|- 1, 1, то точка л принадлежитъ тому же классу, а потому классы (л + 1, l ) v и 
(л 4 -1 , 1)л совпадаютъ. 

и ) Ибо она разделяете пару л, 1. 
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каждой прямой имеются, по крайней мъръ, четыре точки, а стало быть, 
по крайней мъръ , четыре класса; въ нихъ имъются еще, по крайней мъръ, 
4 д р у п я точки, которыя вмъстъ съ прежними даютъ уже восемь клас
совъ; въ этихъ восьми классахъ есть, по крайней мъръ, восемь новыхъ 
точекъ и т. д . В ъ к а ж д о м ъ и з ъ д в у х ъ к л а с с о в ъ , на к о т о р ы е двт> 
т о ч к и д ъ л я т ъ п р я м у ю , и м е е т с я б е з ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о т о ч е к ъ . 

8. Различныя циклическая расположешя классовъ, которые я точекъ, 
согласно п р е д л о ж е н ш 3 , образуютъ на прямой, опредъляютъ два раз -
личныхъ „направлешя", въ которыхъ можно „пробегать" классы, т. е. прежде 
всего „сосчитывать" ихъ. Но если сюда ввести еще одну (я + 1)-ю точку 
дълешя а, которая принадлежитъ, скажемъ, классу [4, 5 ] , то эта точка, 
какъ мы видели, разделить этоть классъ на два новыхъ класса [4, а] и 
[а, 5 ] ; всякая другая точка /9 того же класса [4, 5] должна поэтому 
отойти либо к ъ классу [4, а ] , либо къ классу [а, 5] . Если мы допустимъ 
послъднее, то классъ [а, 5] распадется на классы [а, /?] и [/?, 5] , такъ 
что каждая точка у класса [а, 5] должна лежать либо въ классъ [а, /?], 
либо въ класс* [/?, 5] . Если точка у принадлежитъ классу [/9, 5] , т о 
последнШ вновь распадается на классы [/?, у] и [у, 5 ] ; поэтому классъ 
[4, 5] состоите и з ъ классовъ [4, а], [а, /9], [/?, у], [у, 5 ] , и мы получаемъ 
дальнейшее подразделеше, согласно предложенш 3 : [1 , 2 ] , [2, 3] , [3, 4 ] , 
[4, а ] , [а, Д , [/?, у], [у, 5 ] , [5 , 6] , [ л — 1 , я], [я, 1] . Подсчетъ 

этихъ классовъ въ одномъ или въ другомъ направленш даетъ въ то же 
время подсчетъ первоначальныхъ классовъ въ одномъ или въ другомъ 
направленш; это продолжается, когда число точекъ делешя возрастаете, 
и мы такимъ образомъ приближаемся къ представленш, что точки прямой 
сами по себе могутъ быть приведены къ определенному расположенш 
въ томъ смысле, что все классы, все ихъ подклассы и т. д. могутъ 
быть приведены въ два циклически различныя расположешя. Вместе с ъ 
т е м ъ здесь съ возрастающей силой запечатлевается представлеше о со
вокупности классовъ, какъ объ о т р е з к е , къ которому, однако, первона
чально не примешивается поняле о д л и н е 1 2 ) . При всемъ томъ мы 
стоимъ уже у того пункта, где возникаете поняле о большемъ и мень-
шемъ. В ъ самомъ д еле , само собой напрашивается разложеше класса [4, 5] 
на классы [4, а] и [а, 5 ] , которые мы разсмотрели въ предыдущемъ 
примере , символически выразить т а к ъ : 

[4, 5] = [4, а] + [а, 5 ] ; 

вместе съ т е м ъ классы [4, а ] и [а, 5 ] , составляющее „части" объемлющего 
класса [4, 5 ] , целесообразно считать „меньшими", нежели весь классъ [4, 5 ] . 

^ Нужно сказать, что авторъ совершенно безъ нужды привносить сюда 
наглядный представлешя. 
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Тогда 
[а, 5] 

0 , 5] 

[а, 0] + 5] , 

[/3, У] + [7. 5] , 
а вмъстъ съ тъмъ 

[4, 5] [4, а] + [а, Д + [/?, у] + [у, 5 ] . 

Если мы теперь согласимся это соотношеше между классомъ k и 
его частью у. обозначить знакоположешемъ -л < k, то 

и изъ этихъ „неравенствъ" вытекаетъ, какъ и въ ариеметикъ, что 

Относительно двухъ частей kx и k2 объемлющего класса k мы 
имъемъ, такимъ образомъ, критерш сревнешя въ отношенш понятШ „больше" 
или „меньше", если одна изъ этихъ частей входить въ составь другой; 
если же ни одинъ изъ этихъ классовъ не составляеть части другого 
класса, то мы такимъ критер!емъ сравнешя не располагаемъ. Этоть 
критерШ долженъ устанавливаться закономъ, который позволялъ бы 
всюду на прямой приводить въ сопряжете съ некоторыми данными 
классами д р у п е классы, которые принимаются за „ р а в н ы е " данному классу. 
Вмъстъ съ тъмъ классъ kx считается „меньше" класса k2, если послъдшй 
содержите часть х1, которая равна классу kx. ЛогическШ генезисе 
поняля о величинъ имъетъ, такимъ образомъ, точкой отправленш поняля 
„больше" и „меньше" ; далее устанавливается равенство и въ заключение 
уже определяется поняле „сколь велико". Для нашихъ целей достаточно 
первой ступени. Но мы бы желали, чтобы эти соображежя послужили 
для читателя импульсомъ для проведешя этихъ идей въ какомъ-либо много
образш, въ которомъ о н е не нашли еще, какъ для точекъ прямой, устано
вившегося в с л е д с т е повседневнаго опыта трив1альнаго применешя; какъ на 
примерь , укажемъ не измереше температурь 1 3 ) . 

§ 16. Аксюма Дедекинда и основная теорема проективной 

1. Для обосновашя геометрш плоскости, кекъ мы видели въ § 13, 4 , 
немъ нужно воспользоваться более богатыми законами трехмернаго про
странстве, чтобы вывести предложеше Дезарга; предпосылки, которыя 
это предложеше предполагаете, подробно указаны въ § 13, 12, доказа
тельство же дано въ § 10, 1. Это предложеше мы применимъ къ двумъ 
парамъ треугольниковъ Ах Вх Сх и Аг В2 С2, Вх Сх Dx и В2 Сг D2, распо-

и) См. Д. К р ы ж а н о в с к М . „Учен1е о температуре по Маху". „Вестнике 
Оп. Физики", №№ 464, 465-466. 

[•/, 5] < [/?, 5] , [0, 5] < [а, 5 ] , [а, 5] < [4, 5] , 

[у, 5] < [4, 5 ] . 

геометрш. 
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ложенныхъ въ некоторой плоскости rj такимъ образомъ, что точки пере
сечешя соответственныхе стороне первой пары: 

С стороне А± Я , и А2 В2, 
А „ By Су „ В2 С2, 
В „ Сх Ау „ С2 А2, 

а также точки пересечешя соответственныхе стороне второй пары: 
А' стороне By Су и В2С2, 
С „ CyDy я C2D2, 
В' „ ByDy „ B2D2, 

расположены на одной прямой и. В е такоме случае, по теореме Дезарга, 
с е одной стороны, прямыя Ах А2, Вх В2, Су С2, а с е другой стороны, 
ByВ2, СХС2, Dy D2 проходятъ черезъ одну точку. Н о эта точка уже опре
деляется парой прямыхе Вх В2 и С, С 2 , входящихе в е составе о б е и х ъ 

Фиг. 51. 

системе. Теперь оказывается, что два треугольника A1B1D1 и A2B.,D., 
расположены такиме образоме, что прямыя АХА2, ВуВ.,, DyD2, соеди
няющая соответственныя вершины, проходятъ черезе одну точку 5 . По
этому, въ силу обращешя теоремы Дезарга, точки пересечешя: 

С прямыхе Ау В , и А2 В2, В' прямыхе Вх Dx и В2 D , 
и А' прямыхе Dy Ах и D2 А2 

лежать на одной прямой. Это прямая и (фиг. 51) . Доказательство 
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•остается въ силъ, если д в * точки въ одной, въ двухъ или же въ трехъ 
ларахъ (А, А'), (В, В') и (С, С) совпадаютъ. Н о оно оказывается непри
годными, если одна изъ четырехъ точекъ Alt Вх, С , , Dx лежитъ на пря
мой и. Системы трехъ паръ прямыхъ, соединяющихъ эти точки попарно, 
называются „полнымъ" четырехугольникомъ; д в * прямыя, или „стороны" 
каждой пары, которыя въ совокупности содержать всъ четыре „вершины" 
Ах, Blt Q , Dy, называются „противоположными" сторонами четырех
угольника, а точка ихъ пересечешя—„дополнительной вершиной". Вместе 
•съ т ь м е мы приходимъ къ предложенш: 

П р е д л о ж е н и е 1. Е с л и в ъ д в у х ъ о т н е с е н н ы х ъ д р у г ъ д р у г у п о л -
н ы х ъ ч е т ы р е х у г о л ь н и к а х ъ п я т ь п а р ъ с о о т в е т с т в е н н ы х е 
с т о р о н ъ п е р е с е к а ю т с я в ъ т о ч к а х ъ , л е ж а щ и х ъ на п р я м о й 
и, к о т о р а я не с о д е р ж и т ъ ни о д н о й и з ъ в е р ш и н ъ , т о п р я -
м ы я ш е с т о й п а р ы т а к ж е п е р е с е к а ю т с я на т о й ж е п р я м о й . 

2. Полный четырехугольнике OPQR (фиг. 52 ) имеете три дополни-
тельныя вершины A, J, В. Относительно нихе имеете место предложеш'е: 
П р е д л о ж е н и е 2. Д о п о л н и т е л ь н ы я в е р ш и н ы п о л н а г о ч е т ы р е х у г о л ь 

н и к а не л е ж а т ь на о д н о й п р я м о й . 
Доказательство лучше всего провести безъ чертежа, такъ какъ это 

тарантируетъ намъ, что мы нигде не пользуемся интуитивными соображе
ниями. Вершины четырехугольника мы обозначимъ просто цифрами 1, 2, 3 , 4 . 
Н и к а ю я т р и и з ъ н и х ъ не л е ж а т ь на о д н о й п р я м о й . Положимъ, что 

прямыя 14 и 2 3 пересекаются въ дополнительной вершине А, 
. 24 „ 31 „ . к В, 
я 3 4 „ 1 2 „ „ „ „ С 

Нужно доказать, что точки А, В и С не лежать на одной прямой. 
Прямыя 14, 2 4 , 34 суть трансверсали, проходяипя, каждая, черезъ одну 
изъ вершинъ треугольника 123 и выходяии'я изъ вершины четырехуголь
ника 4; — А, В, С суть точки ихъ пересечешя со сторонами треугольника. 
При помощи аксюмъ группы I нетрудно показать, что точки А, В, С 
отличны одна оте другой и отъ точекъ 1, 2, 3 , 4 , ибо всякое другое 
допущеше необходимо приводить къ тому, что изъ точекъ 1, 2 , 3 , 4 три 
лежать на одной п р я м о й 1 4 ) . Датьнъйшее доказательство предложешя 2 
опирается на аксюмы расположешя и ихъ следств1я. 

На сторонахъ 2 3 и 31 треугольника 123 мы возьмемъ д в е точки 
А' и В' такимъ образоме, чтобы пара А, А' р а з д е л я л а точки 2, 3 и 
пара В, В' р а з д е л я л а точки 3 , 1; положиме, что прямая а', соединяю
щая точки А' и В', встречаете сторону 12 въ точке С. Если бы намъ 

") Если, напримеръ, точка А совпадаеть съ точкой В, то точка 1 лежитъ 
на прямой АА и точка 2 лежитъ на той же прямой, т. е. точки 1, 2, 4 лежать 
на одной прямой. 
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удалось показать, что точки С и С также р а з д ъ л я ю т ъ пару точекъ 1, 2 , 
то отсюда вытекало бы, что точки Л, В, С не лежать на одной пря

мой и, ибо по аксюмъ И 5 

три пары (Л, А'), (В, В'), 
(С, С) должны были бы 
при такихъ услов1яхъ раз 
делять либо двъ пары вер
шинъ треугольника 123 , 
либо ни о д н о й . Это дей
ствительно можно дока
зать, но для этого нужны 
нъкоторыя предваритель-
ныя соображешя. Если че
тыре луча а, Ь, с, d ка
кого-либо пучка пересе
каются двумя прямыми 
х и л : ' , не принадлежащи
ми пучку, соответственно 
въ точкахъ А, В, С, D и 
А', В', С, D', то, согласно 
предложенш 2 § 15-го, 
пара точекъ А, В имеетъ 

* и г - 5 2 - относительно пары С, D 

то же расположеше въ смысле аксюмъ группы II, какое пара А', В' и м е е т ъ 
относительно С, D'. Это мы будемъ для краткости обозначать такъ : 

(Л, В; С, D) = (A', В'; С, D'). 
Иначе говоря, въ зависимости отъ того, разделяютъ ли другъ друга 

пары точекъ Л, В и С, D, или нетъ , — пары Л ' , В' и С, D' также 
соответственно другъ друга разделяютъ или не раздъляютъ. 

Пусть X, Y, Z будутъ точки пересечешя прямыхъ 14, 24 , 34 съ пря
мой и'; въ такомъ случае сечешя пучковъ 1, 2, 3 , 4 со сторонами треуголь
ника 123 и съ прямой и даютъ рядъ такихъ „равенствъ", которыя мы пере-
числимъ, указывая каждый разъ пучекъ, обусловливакпщ'й это равенство. 

Пучекъ 1 : (Л, Л ' ; 2, 3) = (X, Л ' ; С, В'), « ) (1 ) 
. 4 : (Л , Л ' ; 2, 3) = (X, Л ' ; Y, Z ) ; 

!/'/ 

ё •S 

2 : (В, В'; 3 , 1) = (К, В'; Л ' , С), 
4 : (В, В'; 3 , 1) = (Г , В'; Z, X); 

(О 
( 2 ) 
( 2 ' ) 

3 : (С, С ; 1, 2) = (Z , С; В', Л ' ) , ( 3 ) 
4 : (С, С ; 1, 2) = ( Z , С ; X , К) ( 3 ' ) 

1 5 ) Изъ точки 1 выходять прямыя 1Л, 1Л', 12, 13, которыя при пересечеши 
съ прямой и даютъ точки А, А', 2, 3 ; при пересечеши съ прямой и' ТБ же прямыя 
даютъ точки X, А', С, В. Аналогично устанавливаются и остальныя .равенства". 
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И з ъ соотношешй (4) и ( Г ) 
вытекаетъ: 

точки X, А' раздъляютъ точки 
К, Z , (6) 

Изъ соотношешй (5) и ( 2 ' ) 
следуетъ : 

точки Y, В' раздъляютъ точки 
Z , X; ( 7 ) 

отсюда, въ силу аксюмы Н 4 , следуетъ: 
точки X, Y сл-Бдують за A', Z , ( 6 ' ) | точки Y, X слъдуютъ за Z , В'. ( 7 ' ) 

Согласно же предложен™ 1 § 15-го, мы заключаемъ изъ соотношешй 
( 6 ' ) и ( 7 ' ) , что 

пара точекъ X, Y слъдуетъ за парой Л ' , В'. ( 8 ) 

Въ силу аксюмы И 4 , соотношеше (6) даетъ : 

пара точекъ X, Z слъдуетъ за парой A', Y, ( 9 ) 

а соотношеше (7) даетъ также: 

точки X, Z разделяютъ точки В', Y. ( 10 ) 

Применяя теперь предложеше 1 § 15-го, съ одной стороны, къ соотно-
шешямъ (9) и (10) , мы получимъ, что 

пара X, Z разделяетъ пару Л ' , В', ( 11 ) 

а, съ другой стороны, къ соотношешямъ (11) и (8) , получимъ: 

пара Л ' , В' разделяешь пару К, Z . (12 ) 

И з ъ соотношешй (5) и (2) следуетъ: 

пара Y, В' разделяетъ пару Л ' , С ; ( 1 3 ) 

поэтому, согласно аксюм% И 4 , 

пара Y, С следуетъ за Л ' , В', 

или въ обратномъ порядке : 

пара А', В' следуетъ за парой Y, С. ( 1 4 ) 

Наконецъ, въ силу того же предложешя 1 § 15-го, мы заключаемъ и з ъ 
соотношешй (13) и (14) , что 

точки Л ' , В' раздъляютъ точки Z , С , (15 ) 

а потому, въ виду соотношешя (3), 

точки С, С раздъляютъ точки 1, 2, ( 1 6 ) 

что и требовалось доказать. 

По условно, 
точки Л, А' разд*ляютъ точки 2, 3 , (4 ) 

В, В' „ „ 3 , 1. (5 ) 



§ 16 г* 

3. Полному четырехугольнику противопоставляется „полный четырех-
стронникъ" ; это есть совокупность шести точекъ пересъчешя четырехъ 
прямыхъ, изъ которыхъ никаюя три не проходятъ черезъ одну точку. 
Д в ъ изъ этихъ точекъ пересъчешя, или „вершинъ* четырехсторонника, 
черезъ которыя проходятъ всъ четыре прямыя, называются „противополож
ными" вершинами, прямая, ихъ соединяющая,— „дополнительной стороной" 
четырехсторонника. Такъ, напримеръ, на фиг. 52 прямыя OP, PQ, QR, 
RO опредъляютъ полный четырехсторонникъ съ тремя парами противо-
положныхъ вершинъ: (О, Q), (Р, R), (Л, В) и съ дополнительными 
сторонами OQ, PR, АВ. Эти три прямыя не проходятъ черезъ одну 
точку, ибо таковой должна была бы служить, скажемъ, точка J, въ кото
рой пересекаются прямыя OQ и PR; но эта точка не лежитъ на прямой 
АВ, ибо Л, В, J суть дополнительныя вершины полнаго четырехуголь
ника, опредвляемаго точками О, Р, Q, R. Мы получаемъ, такимъ обра
зомъ, предложеше, аналогичное предложен™ 2 : 

П р е д л о ж е н 1 е 3 . Д о п о л н и т е л ь н ы я с т о р о н ы п о л н а г о ч е т ы р е х с т о 
р о н н и к а не п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ о д н у т о ч к у . 

4. На фиг. 5 2 изображенъ частный случай, когда прямая и, о кото
рой идетъ речь въ предложенш 1, проходить черезъ точки пересечешя 
А и В двухъ паръ противоположныхъ сторонъ полныхъ четырехуголь-
никовъ OPQR и O'P'Q'R'. Выделяемымъ такимъ образомъ двумъ 

точкамъ Л, В и 
третьей точке С 
прямой это пред
ложеше одно
значно относить, 
при помощи пол
ныхъ четырех-
угольниковъ, че
твертую точку 
D той же пря
мой; такимъ обра
зомъ, мы име
емъ возможность 

этимъ способомъ построить безчисленное множество точекъ прямой и, коль 
скоро дана еще третья точка С. Если мы при этомъ построенш, сохраняя 
точки А и В, примемъ за третью точку D, то мы возвратимся обратно 
къ точке С. Отношеше точекъ С, D к ъ выделяемой въ нашемъ полномъ 
четырехугольнике паре точекъ Л, В является, такимъ образомъ, взаим
н ы м и Н о и самое выделеше точекъ А и В оказывается несущественнымъ. 
Именно (фиг. 53) , если Н, К, L, М суть точки пересечешя прямыхъ 
AJ и BJ со сторонами четырехугольника, проходящими черезъ вершины 
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Л и В, то полные четырехугольники HOKJ и JMQL даютъ каждый по 
паръ противоположныхъ сторонъ, соответственно проходящимъ черезъ 
точки А и В; между тъмъ общая ихъ сторона OJQ проходитъ черезъ 
точку С; вслъдств1е этого, пятыя ихъ стороны НК к ML должны пройти 
черезъ точку D. Но, съ другой стороны, четырехугольники PHJM и JKRL 
даютъ каждый пару противоположныхъ сторонъ, проходящихъ черезъ 
точки А и В, общая же сторона PJR проходитъ черезъ точку D; сле
довательно, шестыя стороны НМ и KL должны пройти черезъ точку С. 
Н о теперь HKLM представляетъ собой четырехугольникъ, который даетъ 
две пары противоположныхъ сторонъ, соответственно проходящихъ черезъ 
точки С и D, между темъ какъ стороны третьей пары проходятъ черезъ 
точки А и В; такимъ образомъ, теперь точки С, D выделены по отно-
шешю къ точкамъ А, В совершенно такъ же, какъ раньше были выде
лены точки А и В относительно С, D. Можетъ возникнуть вопросъ, 
нельзя ли разсматривать и точки Л и С, какъ точки пересечешя противо
положныхъ сторонъ четырехугольника. Это, однако, оказывается невозмож
нымъ, ибо пары точекъ Л, В и С, D, какъ мы сейчасъ покажемъ, другъ 
друга разделяютъ, между темъ , какъ пары Л, С и В, D, въ силу аксюмы 
И 4 (§ 15), следуютъ другъ за другомъ. Въ самомъ деле , проекщи 
точекъ А, С, В, D 

изъ точки Q на прямую PR суть R, У, Р, D, 
„ О „ „ , „ Р, У, R, D. 

Если бы поэтому пары точекъ АС и BD другъ друга разделяли, 
то то же имело бы место относительно точекъ R, У и Р, D, а также 
относительно точекъ Р, У и R, D ( § 1 5 , предл. 2) ; но это противоре
чить аксюме П 4 (§ 15), согласно которой изъ трехъ точекъ R, Р, D, 
есть только одна, которая вместе съ точкой У разделяетъ две друпя 
точки. Следовательно, пары Л С и BD другъ друга не разделяютъ; то же 
справедливо и относительно двухъ паръ Л, D и С, В; въ виду аксюмы 
Н 4 пары Л, В и С, D должны другъ друга разделять. Результатъ этого 
изследовашя сводится, такимъ образомъ, къ следующему: 
П р е д л о ж е н 1 е 4. Е с л и п о л н ы й ч е т ы р е х у г о л ь н и к ъ OPQR р а с п о л о -

ж е н ъ о т н о с и т е л ь н о т р е х ъ т о ч е к ъ Л , В, С п р я м о й и 
т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о ч е р е з ъ к а ж д у ю и з ъ т о ч е к ъ Л и В 
п р о х о д и т ъ п а р а п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ ч е т ы р е х 
у г о л ь н и к а , а ч е р е з ъ т о ч к у С п р о х о д и т ъ п я т а я с т о р о н а , 
т о ш е с т а я о д н о з н а ч н о о п р е д е л я е т ъ на п р я м о й и т о ч к у 
D, т. е. л ю б о й д р у г о й ч е т ы р е х у г о л ь н и к ъ , — с к а ж е м ъ , 
OPQR, т а к и м ъ ж е о б р а з о м ъ р а с п о л о ж е н н ы й о т н о с и 
т е л ь н о т о ч е к ъ Л, В, С, д а е т ъ ту ж е т о ч к у D. Д в е п а р ы 
т о ч е к ъ Л , В и С, D н а з ы в а ю т с я г а р м о н и ч е с к и м и п а р а м и 
т о ч е к ъ , или д в у м я п а р а м и г а р м о н и ч е с к и х ъ т о ч е к ъ . 
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О н ъ о б л а д а ю т ъ с л е д у ю щ и м и с в о й с т в а м и : а) о н ъ р а з 
д е л я ю т ъ д р у г ъ д р у г а ; Ь) т о ч к и С и D т а к ж е м о г у т ъ 
б ы т ь с д е л а н ы т о ч к а м и п е р е с е ч е ю я п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ 
с т о р о н ъ ч е т ы р е х у г о л ь н и к а , о с т а л ь н ы я с т о р о н ы к о т о -
р а г о п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ т о ч к и Л и В ; с) е с л и , с о х р а н я я 
т о ч к и Л и В , мы з а м е н и м ъ т о ч к у С т о ч к о й D, т о т о ч к а 
D з а й м е т ъ м е с т о т о ч к и С. 

Гармоническое соответств1е двухъ паръ точекъ А, В к С, D, оче
видно, представляетъ собой свойство проективное, ибо путемъ проекти-
ровашя полный четырехугольникъ всегда опять превращается въ полный 
четырехугольникъ, а, следовательно, две гармоничесюя пары преобразо
вываются въ гармоничесюя же пары. 

5. Положимъ, что три пары противоположныхъ сторонъ полнаго 
четырехугольника XX' и YY', XY и X'Y', X' Y и XY' пересекаются 

съ двумя прямыми И И «j , съ 
каждой въ трехъ парахъ точекъ 
(В, A), (Z , Z ' ) , (W, W) и 
(В1г A,), ( Z j , Z / ) , {Wx, Wx) 
(фиг. 54) . Въ такомъ случае две 
пары X, X' и Y, Y' могутъ зани
мать относительно треугольника 
ABC, согласно аксюме Н 5 , 
только следующая положешя: 

а) либо о н е разделяютъ 
соответственно пары С, В и С, А; 

Фиг. 54. Ь) либо оне ихъ не раз
д е л я ю т ъ : 

с) либо одна пара разделяете соответствующую ей пару, а другая 
не разделяетъ, какъ это имеетъ место на фиг. 54 относительно тре
угольника Л ^ С . 

Применяя къ треугольникамъ ABC и АХВХС и секущимъ XY и 
X'Y' (соответственно) или къ секущимъ X'Y и X'Y' аксюму II. (§ 15), 
мы приходимъ къ заключешю, что пары Z , Z' и W, W въ случае с) 
разделяютъ пару А, В (это иллюстрируется на фиг. 54 парами ( ^ i , В, ) , 
(zi> Z\X (Wlt W\), а въ случае а) и b) не разделяютъ ея 1 6 ) . Теперь 
мы применимъ ту же аксюму къ треугольнику SWW', образованному 
прямыми и, X' Y и XY', и къ секущимъ, проходящимъ черезъ точки 
X', Y, X, Y'. Въ случаяхъ а) и Ь), когда пара А, В не разделяетъ 
точекъ W, W, — пары X', Y и S, W, съ одной стороны, и пары X, Y' и 

1 в ) Пользуясь секущими XY и X' Y', мы доказываемъ относительно пары 
Z,Z'\ пользуясь же секущими YX', X Y',— относительно точекъ W, W. 
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S, W, съ другой стороны, будутъ совместно либо сорасположены, либо 
противорасположены (ИГ)), а потому пара Z , Z ' не будетъ разделять пары 
W, W ( И 3 , § 15) п ) . Ве случае с) точки А, В разделяють пару W, W, 
и прямыя Х'Х и YY' должны производить на сторонахе треугольника 
SWW еще одно дележе (И 5 , § 15), пара Z , Z' будете разделять вершины-
W, W 1 8 ) . Мы доказали, такиме образоме, следующее предложеше: 
П р е д л о ж е ш е 5 . Е с л и п р я м а я и п е р е с е к а е т е с т о р о н ы п о л н а г о 

ч е т ы р е х у г о л ь н и к а в е т р е х е п а р а х е р а з л и ч н ы х е т о ч е к е , 
т о л и б о к а ж д а я и з е э т и х е т р е х е п а р е р а з д е л я е т е лю
б у ю д р у г у ю п а р у , л и б о ни о д н а и з е т р е х е п а р е не 
р а з д е л я е т е д р у г о й п а р ы 1 9 ) . 

6. В е пункте 4 быле разобране тоть частный случай, когда секущая 
и, о которой идете речь в е предложешяхе 1 и 4, проходить черезе две 
точки пересечешя противопо-
ложныхе стороне. Намъ остает
ся, такимъ образомъ, разсмотреть 
тотъ случай, когда на прямой и 
пересекается одна пара проти
воположныхъ сторонъ; такой 
случай имълъ бы, напримеръ, 
место на фиг. 54 , если бы точка 
Z ' совпала съ точкой Z . На 
фиг. 55 , которая, такимъ обра
зомъ, получается, сохранены все 
обозначешя предыдущего чер
тежа и проведена еще прямая SC, которая пересекаетъ прямыя А В и 
X' Y' соответственно въ точкахъ Q и Q'. Въ виду полнаго четырехугольника 
XCYS пара X', Y' разделяется гармонически парой Q', Z. Проекш'ями 

Фиг. 55. 

17) Что въ случае (X', Y; J, W) = (Y', X; S, W), это мы доказываемъ, при
меняя аксюму IIS къ треугольнику SWW и секущимъ X'Y и Y'; что пара Z, Z' 
при этомъ не будетъ разделять пары W, W, мы получаемъ, применяя ту же аксюму 
къ треугольнику SWW и секущимъ XY и X'Y'. 

1 8 ) Что точки А, В въ случае с) разделяютъ пару W W, это было у ж е вы
яснено выше въ тексте. Применяя поэтому къ треугольнику SWW и прямымъ 
XX' и YY' аксюму 11а, мы приходимъ къ заключенно, что (X', Y; S, W)=(X, Y'\ S, W), 
т. е. въ одной изъ этихъ двойныхъ паръ имеете место делеюе, а въ другой неть; 
вследств1е этого, применяя аксюму Н 5 вновь къ треугольнику SWW и секущимъ 
X Y и X' Y', мы приходимъ къ выводу, что пара Z, Z' въ этомъ случае разделяете 
пару W, W. 

1 в ) Наши три пары точекъ суть (А, В), (W, W), (Z, Z'). Въ случаяхъ а) и Ь), 
какъ было показано, пара А, В не разделяется ни парой W, W, ни парой Z, Z'', а 
пара W, W не разделяется парой Z, Z'\ ни одна изъ трехъ паръ не делить другой 
пары. Напротивъ, въ случе с) пара А, В разделяется каждой изъ двухъ другихъ 
паръ, и эти последшя, въ свою очередь, разделяютъ другъ друга. 
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этихъ двухъ паръ точекъ изъ точекъ С и 5 на прямую и соответственно 
служатъ А, В и Q, Z, съ одной стороны, — W, W и Q, Z, съ другой. 
Каждая изъ этихъ двухъ паръ дълитъ, следовательно, вторую гармони
чески. Такъ какъ далее две пары точекъ А, С и Y, Y' проектируются 
•изъ точки Z въ две пары В, С и X, X', то какъ первыя, такъ и в т о р ы я 
две пары одновременно другъ друга разделяютъ или не разделяютъ. Въ 
силу аксюмы Н 5 § 15, въ применеши къ треугольнику ABC, точки А, В 
ни въ одномъ ни въ другомъ случае не разделяютъ точекъ W, W 2 0 ) . Поэтому: 
П р е д л о ж е т е 6 . Е с л и в ъ у с л о в 1 я х ъ п р е д л о ж е ш я 5 д в е т о ч к и о д н о й 

и з ъ п о и м е н о в а н н ы х ъ т а м ъ п а р ъ с л и в а ю т с я в ъ о д н у т о ч к у 
Z , T O о с т а л ь н ы я д в е п а р ы д р у г ъ д р у г а не р а з д е л я ю т ъ ; 
п р и э т о м ъ и м е е т с я т о ч к а Q, к о т о р а я с о в м е с т н о с ъ т о ч к о й 
Z д е л и т ъ г а р м о н и ч е с к и к а к ъ о д н у , т а к ъ и д р у г у ю п а р у . 

О б р а т н о , е с л и д в е п а р ы т о ч е к ъ р а з д е л я ю т с я г а р 
м о н и ч е с к и о д н о й и т о й ж е п а р о й Z , Q, т о и м е ю т с я 
п о л н ы е ч е т ы р е х у г о л ь н и к и , к о т о р ы е п о с ы л а ю т ъ в ъ т о ч к у 
Z и л и Q п о д в е п р о т и в о п о л о ж н ы я с т о р о н ы , а в ъ к а ж 
д у ю и з ъ д в у х ъ н а з в а н н ы х ъ п а р ъ т о ч е к ъ — п о о д н о й 
п а р е п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ . 

Въ самомъ д е л е , на прямой, проходящей черезъ точку Z , возьмемъ 
произвольно две гармоничесюя пары Z , Q ' и X', Y', проведемъ прямыя 
AY' и ВХ', а также X'W и Y'Wr; этимъ определимъ точки С и S на 
фиг. 5 5 . Затемъ построимъ точки пересечеши X, Y прямыхъ WX', АС, 
WY' и ВС. Въ такомъ случае прямая XY должна пройти черезъ точку 
Z , такъ какъ X', Y' и Q', Z суть гармоничесюя пары. Вместе съ т е м ъ 
доказано обратное предложеше, изъ котораго вытекаетъ, ч т о д в е п а р ы 
т о ч е к ъ , р а з д е л я ю щ а я д р у г ъ д р у г а , н е м о г у т ъ б ы т ь р а з д е л е н ы 
г а р м о н и ч е с к и о д н о й и т о й ж е т р е т ь е й п а р о й 2 1 ) . 

*) Здесь разсматривается сечете треугольника прямыми X'Y и XY'. Эти 
прямыя секутъ: 

сторону АС въ точкахъ К и Y', 
ВС . „ X и X', 
АВ . , WH W. 

Какъ было показано, если точки А , С делятъ пару Y, У", то и точки В, С 
двлять пару X, X'; поэтому, въ силу аксюмы п\, точки А , В не делятъ пары 
W, W. Если же точки А , С не делятъ пары Y, Y', то и точки В, С не делятъ 
пары X, Х',— а потому и точки А , В не делятъ пары W, W. 

2 1 ) ГНери принимаетъ даже это свойство двухъ паръ за определеше двлетя ; 
согласно его определенно д в е точки не р а з д е л я ю т ъ д в у х ъ д р у г и х ъ т о ч е к ъ 
на той же прямой, если существуетъ пара, расположенная гармонически отно
сительно каждой изъ двухъ первыхъ паръ; если же такой третьей пары не суще
ствуетъ, то п е р в ы я пары р а з д е л я ю т ъ д р у г ъ д р у г а . Это опредълеше твмъ 
более искусственно, что оно применимо только въ непрерывной системе. 
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7. Изъ изслъдовагпй Гильберта о непрерывности въ § 12 его „Осно
вами" вытекаетъ, что двумъ парамъ точекъ А, В и М, N, другъ друга 
не раздъляюшимъ, по силъ введенныхъ нами до сихъ поръ аксюмъ, не 
всегда отвъчаеть третья пара U, V, делящая гармонически объ данныя 
пары. Если мы попытаемся, сообразно предложешю 6, построить полный 
четырехугольникъ PQRS, который имъеть две противоположныя стороны 
PQ и RS, соответственно проходяиця черезъ точки М и N, а также двъ 
друпя противоположныя стороны PR и QS, проходяишя черезъ точки А и В, 
такимъ образомъ, чтобы противоположныя стороны PS и QR третьей пары 
пересекали прямую w, содержащую точки А, В, М, N (фиг. 56) , въ одной 
точке U, то мы, во
обще говоря, полу
чимъ две различныя 
точки пересечешя xv 

yv Соответствующая 
имъ точки Р и Q на 
отрезкахъ AR и BS, 
которыя мы сохра-
няемъ неизменными, 
мы пометили от
дельно черезъ P j и 

Сохраняя вместе 
съ данными точками 
А, В, М, N неизмен

ными еще точки /? и 5 ф и г 

и повторяя то же 
построеше при другихъ положешяхъ Р2, Ps... точки Р на о т р е з к е AR, мы 
получаемъ четверныя группы точекъ P2Q2 -х^Уг. P3Q3 хзУз • • • > которыя каждой 
точке хп прямой w относятъ некоторую т о ч к у у п и, обратно, каждой т о ч к е у „ 
некоторую точку х,,22). Пусть С будетъ точка пересечешя прямыхъ ARnBS. 
Мы ограничиваемъ положеше точки Р„ на прямой АВ классомъ (А, С)д, не 
содержащимъ точки R. Такъ какъ точки А, В не разделяютъ пары М, N, то 
прямыя RNh РпМ должны пересекать сторону СВ треугольника ABC въ точ
кахъ Qn и S, которыя всегда разделяютъ пару точекъ В, С 2 3 ) ; такимъ обра-

2 i ) Иными словами, если мы произвольную точку прямой w примемъ за хП! 

то мы этимъ построешемъ определимъ соответствующую ей точку уп. Именно: 
соединяя точку хп съ S, мы получимъ въ пересеченш прямыхъ Sxn и AR точку 
Рп; соединяя, далее, Рп съ точкой М, мы получаемъ въ пересеченш съ прямой 
SB точку Qn; наконецъ, прямая RQn определяетъ на прямой w точку уп. 

п ) Это получается, если применимъ аксюму П, къ треугольнику ABC и 
секущимъ МРП и RN. Точки P„,R разделяютъ пару А, С по услов1ю, ибо точка 

Веберъ. Энциклоп. элемент. геометрШ. 13 
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зомъ, положение точки Q„ ограничивается классомъ ( С , B)s. Такъ какъ, съ 
другой стороны, точки P„HR, раздъляемыя парой А, С, проектируются и з ъ S 
въ точки х„ и N, то вслъдатме ограничешя, принятаго относительно поло
жения точки Рп, всъ точки хп принадлежать классу (A, B)N, который мы 
короче обозначимъ черезъ [А, В]. Но тому же классу принадлежать также 
точки у„, ибо три пары А, В,— х„, уп и М, N, согласно предложенш 5, 
другъ друга не раздъляютъ. С ъ другой стороны, пользуясь первой ступенью 
понята о величинъ, какъ это установлено въ § 15, 8, мы можемъ ска
зать, что всегда будетъ иметь мьсто одно изъ неравенствъ 

[А, х„] г= [А,у„] или [А, х„] ^ [А,у„], (17) 

въ которыхъ знакъ равенства имеетъ место только въ томъ случае, когда 
точки х„ и уп совпадають. На чертеже 56 точки хх, ух удовлетворяютъ 
первому неравенству, точки х2, у2 удовлетворяютъ второму, точка же U 
претворяетъ ихъ въ равенство, такъ какъ въ ней уочка х совпадаетъ съ 
соответствующей точкой у. Однако, существоваше такой точки U должно 
быть постулировано особой аксюмой. 

О б р а т н о , е с л и к а к ъ - л и б о д о к а з а н о , ч т о п а р а т о ч е к ъ U, V 
д е л н т ъ г а р м о н и ч е с к и п а р ы А, В и М, N, и U е с т ь та т о ч к а э т о й 
п а р ы , к о т о р а я п р и н а д л е ж и т ъ к л а с с у [А, В], т о U п р е д с т а в л я е т ъ 
с о б о й т а к у ю т о ч к у х, к о т о р а я с о в п а д а е т ъ с ъ с о о т в е т с т в у ю щ е й 
т о ч к о й у. 

В ъ самомъ д е л е , при помощи предложешя 6 мы докажемъ, что 
прямая PQ, соединяющая точку пересечешя Р прямыхъ US и AR съ 
точкой пересечешя Q прямыхъ UR и BS, проходить черезъ точку М. 
Обозначимъ предварительно точку пересечешя прямыхъ PQ и АВ черезъ 
М'\ въ такомъ случае, согласно предложенш 6 2 4 ) , точке U соответ
ствуете такая точка V, что 

a) точки А, В разделяются гармонически точками U, V', 
b) „ М\ N „ „ U, V, 

С ъ другой стороны, по у с л о в ш : 

а ) точки А, В разделяются гармонически парой точекъ U, V; въ 
силу соотношешя а) отсюда вытекаетъ, что точка V совпадаетъ съ V; 

/?) точки М, N разделяются гармонически точками U и V; въ силу 
соотношешя Ь) отсюда вытекаетъ, что точка М, въ свою очередь, совпа
даетъ съ точкой М, что и требовалось доказать. 

Ря принадлежитъ классу (АС)^, далее, по у с л о в т же точки А, В не разделяютъ 
пары М, N; следовательно, точки S, Qn не разделяютъ пары В, С. 

' А ) Въ данномъ случае теорема 6 применяется къ полному четырехугольнику 
PQRS, разсекаемому прямой АВ; стороны PS и QR эта прямая встречаете въ 
одной и той же точке U. 
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8. Неравенство (17) производить въ класс* [А, В] Д е д е к и н д о в о 
с ъ ч е ш е U'/U", которымъ мы пользовались въ I том* (§ 22 , 4) для опре
делешя иррацтнальныхъ чиселъ; именно: 

С о в о к у п н о с т ь т о ч е к ъ к л а с с а [А, В] р а з б и в а е т с я на д в * ка-
T E R O P I H т о ч е к ъ * ) U' и U" т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о : 

1) к а ж д а я т о ч к а к л а с с а [А, В] п р и н а д л е ж и т ъ о д н о й и т о л ь к о 
о д н о й и з ъ э т и х ъ к а т е г о р 1 й ; 

2) и з ъ к р а й н и х ъ т о ч е к ъ к л а с с а А, В о д н а д о л ж н а б ы т ь 
о т н е с е н а к ъ к а т е г о р ш U', д р у г а я к ъ к а т е г о р 1 и U"; 

3) м е ж д у л ю б о й т о ч к о й и' п е р в о й к а т е г о р Ы и л ю б о й т о ч 
к о й и" в т о р о й к а т е г о р ш в ъ к л а с с * [А, В] и м * е т ъ м * с т о 
соотношеше [А, и'] < [А, и"]. 

Чтобы удобн*е описать с е ч е т е , которое въ нашемъ случа* произ
водится путемъ установлешя соотв*тств1я точекъ у точкамъ х, мы усло
вимся говорить, что точка [i класса [А, В] „предшествуешь" точк* v 
того же класса, если въ пред*лахъ класса [А, В] имъетъ м*сто нера
венство [A, /J] < [A, v]. В ъ дополнеше къ этому мы условимся также 
говорить, что точка А предшествуешь точк* В. Сл*дуя Энрикесу ** ) , 
мы отнесемъ: 

1) къ категорш U' каждую точку х класса [А, В], которая пред-
шествуеть соотв*тствующей точк* у; этой категорш принадле
житъ, по крайней м*р*, одна точка А; 

2) къ категорш U" — вс* остальныя точки класса [А, В]; сюда при
надлежитъ также точка В. 

Каждая точка класса [А, В], включая и крайшя точки А, В, можетъ 
быть разсматриваема, какъ точка х, и должна принадлежать одной изъ 
двухъ категорМ. Если точка х„ предшествуешь точк* _у„, то и каждая 
точка х класса [А, х„] предшествуешь точк* у, такъ какъ классъ [А, хп], 
какъ совокупность точекъ х, соответствуешь классу [В, у„\, какъ сово
купности точекъ у (предл. 2 § 15). Требовашя, которыми характеризуется 
с*чеше, такимъ образомъ, выполнены 2 В ) . 

*) Мы преднамеренно избегаемъ термина „часть", которымъ мы пользовались 
въ указанномъ мьстЬ I тома, чтобы избегнуть какого-либо намека на то, что точки 
такой „части" пространственно расположены другъ подле друга; такое располо
жеше можетъ быть установлено только особой аксюмой. 

**) F. E n r i q u e s . .Vorlesungen iiber projektive Geometrie". D e u t s c h v o n H . Fi
s c h e r . Leipzig. 1903. § § 18, 19. (Оригиналъ итальянсый). 

2 5 ) Замечаше этого последняго абзаца, строго говоря, излишне, такъ какъ 
прежшя соображешя у ж е даютъ все необходимое для с е ч е н 1 я ; доказать же это 
соображеше не такъ просто, если восполнить то, что авторомъ выражено въ немно-
гихъ словахъ. 

Если разсматривать прямую АВ то какъ рядъ точекъ х, то какъ рядъ то
чекъ у, то этимъ устанавливается сопряжете прямой (ряда х) съ самою собой 

13* 
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Мы могли бы воспользоваться установленнымъ такимъ образомъ съ-
ченлемъ U'JU", чтобы о п р е д е л и т ь точку U, о которой идеть речь , ана
логично тому, какъ мы разсуждали въ т о м е I. Н о мы придемъ ближе к ъ 
цели, если мы постулируемъ эту точку при помощи следующей аксюмы 
Дедекинда: 

III. К а ж д о е с е ч е т е If IV" к л а с с а т о ч е к ъ [А, В] на и р я м о й w 
в с е г д а п р о и з в о д и т с я н е к о т о р о й т о ч к о й U э т о г о к л а с с а в ъ т о м ъ 
с м ы с л е , ч т о к а т е г о р 1 я V с о в п а д а е т ъ с ъ к л а с с о м ъ \А, V], к а т е -
ropi f l V" с ъ к л а с с о м ъ [U, В]. 

Эта точка V, разсматриваемая какъ точка х, необходимо должна 
совпадать съ соответствующей точкой у, такъ какъ она не можетъ ни 
предшествовать последней, ни следовать за ней. Когда точка U опреде 
лена, то точку V мы получаемъ какъ п е р е с е ч е т е прямой w съ прямой 
ОС, соединяющей точку С съ точкой пересечешя О прямыхъ SR и PQ. 

Въ классе [А, В] не существуеть другой точки U0, отличной отъ V, 
которая совместно съ другой точкой V„, построенной по тому же пра
вилу, что и V, д е л и т ь гармонически какъ точки А и В, такъ и точки 
М и N; въ самомъ д е л е , если бы АР0РС было проекщей AU0UB и з ъ 
точки S на прямую АС; далее , если бы BQ0QC было проекщей группы 
точекъ АР0РС изъ точки М на прямую СВ, — то BV0UA было бы про
екщей последней системы точекъ изъ точки R на прямую АВ. 

(съ рядомъ^). Нетрудно видеть, что это сопряжете представляетъ собой проек
тивное соответствие. Рядъ точекъ х мы проектируемъ сначала изъ точки 5 на пря
мую АС; получаемъ рядъ точекъ Р (перспектива); этотъ рядъ проектируемъ изъ 
точки Л1 на прямую ВС, получаемъ рядъ Q (новая перспектива); наконецъ, рядъ Q 
проектируемъ изъ R на прямую АВ, получаемъ рядъ у (третья перспектива). Въ 
этомъ проективномъ соответствш точки А и В замещають другъ друга, равно какъ 
и точки М и N. Подъ классомъ [А, В] мы разумеемъ классъ {A, B)N, т. е. одинъ 
изъ двухъ классовъ, на которые точки А и В делятъ прямую АВ, а именно классъ, 
не содержаний точки N. Но такъ какъ точки М и N не разделяютъ точекъ А, В, 
то тотъ же классъ можетъ быть обозначенъ черезъ {А, В)м. 

Положимъ теперь, что точка хп принадлежитъ классу [А, В] и предшеству-
етъ точке уп, которая, какъ мы знаемъ, тоже принадлежитъ классу [Л, В]. Это зна
чить, что [А, ха] < \А, уп]. 

Положимъ теперь, что точка х принадлежитъ классу [А, хп], иначе классу 
(А, хп)л; это значить, что точки х и N разделяють точки А, хп. Но наше проек
тивное соответств1е превращаетъ эти точки въ у и М, В и уп; эти пары, следо
вательно, раздъляютъ другъ друга (предл. 2 § 15), т. е. точка у принадлежитъ классу 
(Yn, В)м; значить, точки у, М дълятъ пару уп, В. 

Разсмотримъ теперь пять точекъ уп, у, В, М, N. 
Точки уп, В делятъ точки у, М; (а) 

точки уп, В не делятъ точекъ М, N. (/?) 
Соогношете (,?) представляетъ собой с л е д с т е аксюмъ 11„ ибо точки у при

надлежать классу [А, В] или (А,В)М, т. е. точки у„ и М делятъ пару А, В. Изъ 
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Следовательно, д в * группы AU0UB и BU0UA должны были бы иметь 
одинаковое расположеше (предл. 2-ое § 15). Если бы точки А, В не 
разделяли точеке U, U0 и, следовательно,, либо пара A, U0 разделяла бы 
пару U, В, либо пара A, U разделяла бы пару U0, В, то в е первоме слу
чае пара В, U0 должна была бы разделять пару U, А, во второме случае 
пара В, U—пару A, U0; но то и другое находится в е п р о т и в о р е ч а с е 
аксюмой П 4 , согласно которой точк* U отвечаете только одна и з е трехе 
точеке £/„, А, В, которая вместе с е ней разделяете две друпя точки. 

Н о таке каке изе двухе точеке, которыя гармонически делять пару 
А, В, одна необходимо должна принадлежать классу [А, В], то отсюда 
следуете 2 6 ) : 

П р е д л о ж е т е 7 - о е : д в у м е п а р а м е т о ч е к е А, В и М, N, не р а з д е -
л я ю щ и м е д р у г е д р у г а , в с е г д а о т в е ч а е т е о д н а и т о л ь к о 
о д н а п а р а т о ч е к е U, V, к о т о р а я р а з д е л я е т е г а р м о н и 
ч е с к и к а к е п а р у А, В, т а к е и п а р у Л1, N. 

Это доказательство существовашя, являющееся следств1еме т р е б о -
в а ш я , выраженнаго аксюмой III, само по себе не даете точнаго построе
шя точеке U и V; напротиве, для этого необходимо еще присоединить 
кривую второго порядка, — образе , самое воспроизведете котораго можно 
себе представить только при посредстве безпредельнаго повторешя неко-
тораго построешя. 

9. Аксюмы I, И, III образуютъ основу проективной геометрш. Уже 
здесь мы можемъ, таке сказать, удвоить продуктивность труда, затрачи-
ваемаго на построеше этой геометрш; для этого достаточно заметить, 
ч т о и з е а к а о ч ъ I, II, III и и х е с л е д с т в 1 й в ы т е к а ю т е п р а в и л ь н ы я 
п р е д л о ж е ш я , е с л и мы б у д е м е з а м е н я т ь с л о в а „ т о ч к а " , „ п л о 
с к о с т ь " с л о в а м и „ п л о с к о с т ь " , „ т о ч к а " . Н а п р и м е р ъ : 

соотношенш (а) и въ силу предложешя 1 § 16-го, вытекаетъ, что точки уп , В 
делять пару у, N; т. е. точка у принадлежитъ классу (уп , B)N или \уп , В]. Итакъ, 
если точка х принадлежитъ классу [А, хп], то точка у принадлежить классу [уп, В]. 

Какъ выяснено было въ § 15, п.п. 7 и 8, точка хп делить классъ [А, В] на 
классы [А, хп] и [хп, В]. Если точка хп предшествуете точке уп . то [А, хп\ < [А, уп]; 
весь классъ [уп , В] принадлежитъ классу [хп , В], въ томъ числе и точка v; точка у 
делить классъ [х п , В] на [хп, у] и [у, В], такъ что [А, хп] < [А, у]. Такъ какъ 
[А, х] < [А, х„], то [А, х] < [А, у). 

' х ) Въ предыдущемъ абзаце было обнаружено, что точка £/„ не можете ле
жать вместе съ U въ классе [А, В]; но если бы существовала другая пара точекъ, 
которая делила бы гармонически какъ пару (А В], такъ и пару [М, N], то одна 
изъ этихъ точекъ лежала бы необходимо внутри класса [А, В]. Если бы мы ее при
няли за точку U„, то мы пришли бы такимъ образомъ къ противоречию. 
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Д в ъ т о ч к и и н ц и д е н т н ы с ъ 
о д н о й и т о л ь к о о д н о й п р я м о й 
(съ прямой, ихъ соединяющей). 

Т р и т о ч к и , н е и н ц и д е н т -
н ы я с ъ о д н о й и т о й ж е п р я м о й , 
и н ц и д е н т н ы с ъ о д н о й п л о 
с к о с т ь ю . 

Д в ъ п л о с к о с т и и н ц и д е н т н ы 
с ъ о д н о й и т о л ь к о о д н о й п р я 
м о й (съ прямой ихъ пересечешя). 

Т р и п л о с к о с т и , к о т о р ы я н е 
и н ц и д е н т н ы с ъ о д н о й и т о й ж е 
п р я м о й , и н ц и д е н т н ы с ъ о д н о й 
и т о й ж е т о ч к о й (съ точкой ихъ 
пересечешя) . 

Н о и въ геометрш на плоскости, которой мы въ дальнъйшемъ 
нам*рены ограничиться, ВСЕ предложешя разбиваются на пары и пере-
ходятъ одно въ другое, когда мы замъняемъ слова „прямая" и „точка" 
другъ другомъ и соответственно меняемъ остальные термины. Треуголь
нику, какъ системе прямыхъ, соединяющихъ три точки, с о о т в е т с т в у е м 
трехсторонникъ, какъ система трехъ точекъ пересечешя трехъ прямыхъ 
на плоскости. Предложеше Дезарга даетъ, напримеръ: 

Если два сопряженныхъ тре
угольника на плоскости располо
жены такимъ образомъ, что пря
мыя, соединяющая соответствующая 
вершины, проходятъ черезъ одну 
точку, то точки пересечешя соот-
ветствующихъ сторонъ лежать на 
одной прямой. 

Если два сопряженныхъ трех-
сторонника, лежаице въ одной пло
скости, расположены такимъ обра
зомъ, что точки пересечешя соот-
ветственныхъ сторонъ лежать на 
одной прямой, то прямыя, соеди
няющая соответственныя вершины, 
проходятъ черезъ одну точку. 

Н е т ъ надобности проводить эту идею черезъ все аксюмы сопряжешя 
въ отдельности. П о н я л е о расположены легко перенести на лучи пучка 
S (а, Ь, с,...); именно, мы будемъ присваивать лучамъ а, Ь, с,..., прохо-
дящимъ черезъ точку S, т е же свойства расположешя, которыя принадлежать 
точкамъ ихъ пересечешя А, В, С,... съ какой-либо прямой и, не прохо
дящей черезъ точку 5 . Такъ какъ, согласно предл. 2 § 15, расположеше 
точекъ на прямой есть свойство проективное, т. е. принадлежитъ также 
проекшямъ этихъ точекъ на любую прямую изъ точки S, то расположеше 
лучей пучка не зависить отъ вспомогательной прямой и и удовлетворяете 
аксюмамъ 2, если мы заменяемъ слова „точка" и „прямая" другъ другомъ. 
И з ъ предложены, которыя такимъ образомъ получаются, мы приведемъ 
здесь аксюму расположешя въ плоскости И 5 и ея обращеше. 

Д в е п р я м ы я и, v в ъ п л о - Д в е т о ч к и U, V в ъ п л о 
с к о с т и т р е у г о л ь н и к а л и б о не с к о с т и т р е х с т о р о н н и к а л и б о 
р а з д е л я ю т ъ ни о д н о й п а р ы н е р а з д е л я ю т ъ ни о д н о й п а р ы 
в е р ш и н ъ , л и б о р а з д е л я ю т ъ д в е 
п а р ы . 

е г о с т о р о н ъ , л и б о р а з д е л я ю т ъ 
д в е п а р ы . 

Новое обозначеше, здесь введенное, не нуждается, конечно, въ 
поясненЫ; для доказательства предложешя, написаннаго справа, достаточно 
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* провести прямую, соединяющую точки U и V, и применить предл. 1 
§ 15-го къ точкамъ ея пересечешя со сторонами трехсторонника. Такъ 
какъ предложеше о лучахъ пучка, которое такимъ образомъ получается 
изъ аксюмы III, также оказывается справедливымъ, то точки плоскости 
находятся въ такомъ же отношенш къ ея прямымъ, въ какомъ прямыя 
находятся къ ея точкамъ. Этимъ установленъ з а к о н ъ д в о й с т в е н н о с т и , 
согласно которому в с * п р е д л о ж е ш я с т р о г о п р о е к т и в н о й г е о м е т р ш 
д а ю т ъ п р а в и л ь н ы я п р е д л о ж е ш я , е с л и мы в ъ н и х ъ с л о в а „ т о ч к а " 
и „ п р я м а я " з а м ъ н и м ъ д р у г ъ д р у г о м ъ и с о о т в е т с т в е н н о в и д о и з -
м е н и м ъ о с т а л ь н ы е т е р м и н ы . Поэтому впредь изъ двухъ „двойствен-
ныхъ" въ указанномъ смысле слова предложен^ мы должны будемъ дока
зывать только одно; это с б е р е ж е т е труда даетъ уже здесь возможность 
оценить достоинство строго логическаго развита проективной геометрш 
изъ аксюмъ. Чтобы вполне провести принципъ Маха объ экономш мыш-
лешя, мы будемъ впредь выражать все определешя въ ихъ д в о й с т в е н н о й 
формулировке. Такъ, напримеръ, мы будемъ называть четыре луча пучка 
гармоническими, если имъ отвечаешь полный четырехстороннихъ, въ кото
ромъ черезъ две пары противоположныхъ вершинъ проходитъ по одному 
изъ названныхъ лучей, а третШ и четвертый лучи проходятъ каждый черезъ 
одну изъ двухъ другихъ противоположныхъ вершинъ. Эти лучи всегда 
проходятъ черезъ четыре гармоничесюя точки одного изъ полныхъ четырех-
угольниковъ, которые определяють полный четырехсторонникъ; вместе 
съ т е м ъ легко усмотреть, что четыре луча пучка, проходяице черезъ четыре 
гармоничесюя точки, всегда представляютъ собою гармоничесюе лучи. 

10. Пучку лучей, который мы уже определили выше въ § 15, по 
принципу двойственности въ плоскости отвечаетъ „рядъ точекъ" , т. е. 
совокупность точекъ прямой лиши. Рядъ точекъ и пучекъ лучей суть 
основные образы (первой ступени) проективной геометрш на плоскости. 
При ихъ посредстве можно образовать наиболее интересныя плоская кривыя, 
коничесюя сечешя, какъ по точкамъ, такъ и по касательнымъ. Чтобы уже 
здесь выдвинуть цель нашего изследовашя, мы предпошлемъ вспомога
тельное замечаше въ предположены, что мы оперируемъ въ евклидовой 
геометрш. Если мы проектируемъ точки окружности Рг, Р2, Р3,... изъ 
двухъ точекъ н а . ея периферш 5 и Т, то углы PhSPk и PhJPk 
(h, k = 1, 2 , 3 , . . . ) равны между собою при всевозможныхъ комбинащяхъ 
индексовъ А и ft. Если мы отнесемъ каждому лучу пучка 5 тотъ лучъ пучка Т, 
который проходитъ черезъ ту же точку окружности Р„, то четыремъ 
гармоническимъ лучамъ одного пучка 5 отвечаютъ четыре гармоническихъ 
же луча другого пучка Т, ибо соответствующие лучи одного и другого 
пучка, въ силу теоремы о вписанныхъ углахъ, образуютъ одинаковые 
углы. С ъ другой стороны, это соответсгае между двумя пучками не на
рушается при проектированы последнихъ. Если поэтому мы попутно 
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будемъ считать извъстнымъ, что центральная проекшя окружности есть * 
коническое съчеше, то мы можемъ сказать, что точки коническаго съчешя 
PltP2,PA,... проектируются изъ двухъ его точекъ S и Т двумя пучками, 
которые находятся въ такомъ соотвътствш, что любымъ четыремъ гармо-
ническимъ лучамъ одного пучка отвъчаютъ четыре гармоническихъ же луча 
другого пучка. Отсюда естественно можно придти къ мысли, что и обратно — • 
точки любого коническаго съчешя могутъ быть получены, какъ точки 
пересечешя соотвътствующихъ лучей двухъ пучковъ S, Т, находящихся 
въ такомъ соотвътствш, что четыремъ гармоническимъ лучамъ одного пучка 
отвъчаютъ четыре гармоническихъ же луча другого. 

Это соображеше, которымъ мы ниже, конечно, вовсе не будемъ 
пользоваться, приводить къ мысли устанавливать обратимо-однозначныя 
„сопряжешя" между лучами двухъ пучковъ (или рядовъ точекъ), т. е. 
устанавливать и изслъдовать законы, которые относить каждому элементу 
( точке — въ случа* ряда точекъ, лучу — въ случа* пучка лучей) одного 
образа одинъ и только одинъ элементъ другого образа, и обратно. Пучекъ 
лучей S (а , Ь, с,...) съ вершиной 5 и лучами а, Ь, с,... можно проще 
всего привести въ сопряжеше съ рядомъ точекъ и (Л, В, С,...), если 
каждому лучу пучка 5 отнести ту точку прямой и, черезъ которую онъ 
проходить; такое соотв*тств1е называють п е р с п е к т и в н ы м ъ . Если два 
ряда точекъ и и v на плоскости находятся въ перспективномъ соответствии 
съ однимъ и т*мъ же пучкомъ 5 той же плоскости, то между ними т*мъ 
самымъ устанавливается однозначное с о о т в * т е ш е 2 7 ) , которое также назы
вается перспективнымъ. Прямыя, соединяющая соотв*тствуюция точки двухъ 
перспективныхъ рядовъ на плоскости, проходятъ, следовательно, черезъ 
одну точку S. Два пучка, находящееся въ перспективномъ соотв*тствш 
съ однимъ и т*мъ же рядомъ точекъ, мы также будемъ называть 
перспективными 2 8 ) . 

Представимъ себ* теперь, что рядъ точекъ и при помощи пучка 
лучей S t приведенъ въ перспективное с о о т в * т с ш е съ рядомъ точекъ и , ; 
что рядъ точекъ uv въ свою очередь, при помощи пучка 5 2 приведенъ 
въ перспективное соотв*тств1е съ рядомъ точекъ и2; дал*е, этоть рядъ при
веденъ при помощи пучка SB въ соотв*тств1е съ рядомъ ы 3 и т. д . ; въ 
такомъ случа* и послъдшй рядъ этой системы ип будетъ однозначно 

^ Т. е. такое соотв*тств1е будетъ действительно установлено, если мы при
мемъ, что каждой точке одного ряда отвечаетъ та точка другого ряда, которая 
лежить съ первой на одномъ луче пучка. 

* ) Иначе говоря, п е р с п е к т и в н ы м и называются два пучка, приведенные въ 
такое соответств1е другъ съ другомъ, что точки пересечешя соотвесттвующихъ 
лучей лежать на одной прямой. 
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•сопряженъ съ первымъ рядомъ и однако, прямыя, соединяюиц'я соот-
ветствукшця точки рядовъ и и и„, вообще говоря, не будутъ проходить 
черезъ одну точку, — иными словами, эти два ряда не будутъ перспек
тивными. Но соотв-BTCTBie рядовъ и и и„ сохраняешь то общее съ перспек
тивой свойство, что четыремъ гармоническимъ точкамъ ряда и всегда 
отвечають четыре гармоничесюя же точки ряда и„. О д н о з н а ч н о е с о о т -
в-Ьтствге м е ж д у д в у м я о с н о в н ы м и о б р а з а м и п е р в о й с т у п е н и н а з ы 
в а е т с я п р о е к т и в н ы м ъ , е с л и ч е т ы р е м ъ г а р м о н и ч е с к и м ъ э л е м е н -
т а м ъ о д н о г о о б р а з а в с е г д а с о о т в е т с т в у ю т ъ ч е т ы р е г а р м о н и ч е -
•скихъ ж е э л е м е н т а д р у г о г о . Д в а о с н о в н ы х ъ о б р а з а , п р о е к т и в н ы е 
с ъ т р е т ь и м ъ , п р о е к т и в н ы м е ж д у с о б о й . Основной образъ можетъ 
быть сопряженъ проективнымъ соотвътаъчемъ и съ самимъ собой, если, 
наприм*ръ, мы совмъстимъ рядъ ип съ рядомъ и. Каждое перспективное 
•cooTBivrcTBie является также проективнымъ; но мы покажемъ, что и обратно— 
каждое п р о е к т и в н о е соотвътсгае можетъ быть осуществлено при помощи 
ряда п е р с п е к т и в н ы х ъ сопряженШ. 

11. Съ этой ц*лью мы прежде всего заметимъ следующее: 
П р е д л о ж е ш е 8. П р о е к т и в н о е с о о т в е т с т в 1 е д в у х ъ о с н о в н ы х ъ 

о б р а з о в ъ с о х р а н я е т ъ р а с п о л о ж е ш е э л е м е н т о в ъ ; это 
значить, что двумъ парамъ элементовъ одного образа, разде-
ляющимъ другъ друга, всегда отвечають две пары элементовъ 
другого образа, также разделяющая другъ друга. 

Въ самомъ деле , допустимъ, что двумъ парамъ А, В к С, D, раз-
деляющимъ другъ друга, отвечають две пары А', В' и С', D', не разде-
ляюиня другъ друга. Пусть U'', V будутъ элементы, которые, согласно 
предложенш 7, делять гармонически какъ элементы А' и В', такъ ^и 
элементы С и D'. Въ такомъ случае элементы U, V, соответствуюин'е 
элементамъ U', V, согласно определежю проективнаго соответств1я, 
должны также делить гармонически какъ элементы А, В, такъ и эле
менты С, D; но это противоречить последнему предложешю пункта 6. 
Следовательно, предложеше 8 правильно; отсюда вытекаетъ, что цикли
ческому ряду классовъ [ 1 , 2 ] , [2, 3 ] , . . . , о которыхъ была речь въ 
§ 15, 7, также отвечаетъ цикличесюй рядъ [ 1 ' , 2 ' ] , [2 ' , 3'] . . . 3 0 ) . 

Конечно, при наллежащемъ о томъ соглашенш. 
Если точке А ряда и соответствуетъ точка А ряда и,, точке Л, соответ

ствуетъ точка Л, ряда и, точкеЛ я _ , ряда н я _ , отвечаетъ точка Ап ряда ип , то 
мы д о л ж н ы у с л о в и т ь с я относить каждой точке А ряда и, точку Ап ряда ип. 

3 ° ) Согласно предл. 3 § 15, 7, п точекъ прямой всегда могутъ быть перену
мерованы такимъ образомъ, чтобы изъ двухъ классовъ, на которые две последо-
вательныя точки (v и v + l ) делять прямую, одинъ вовсе не содержалъ ни одной 
изъ остальныхъ л—2 точекъ, а другой содержалъ бы, следовательно, все осталь-
ныя: первый изъ двухъ классовъ и обозначается символомъ [i>, с 4-1]; каждая 



2 0 2 

Теперь возникаете вопросъ, сколькимъ элементамъ одного основ
ного образа можно произвольно отнести элементы другого образа, чтобы 
установить проективное соотвътств1е, въ которомъ названные элементы 
отвъчаютъ другъ другу. Двухъ элементовъ, во всякомъ случае, мало. В ъ 
самомъ дъл-fe, если бы мы имели дело , скажемъ, съ двумя рядами точекъ 
и к и' и отнесли бы двумъ точкамъ А, В одного ряда произвольныя 
двъ точки А', В' другого ряда, то оба ряда можно было бы привести 
въ перспективное соотвътств1е съ пучкомъ, вершиной котораго служила 
бы точка пересечешя 5 прямыхъ А А' и ВВ'\ этимъ было бы устано
влено даже перспективное соотвътсттае между рядами и и и ' , въ кото
ромъ точки А, А' и В, В' соответствовали бы другъ другу. Но мы 
могли бы также сначала привести рядъ и въ перспективное с о о т в ъ т с ш е 
съ рядомъ и", отнеся точкамъ А и В совершенно произвольныя двъ 
точки А" и В" ряда и"; далее , рядъ и" мы могли бы привести въ пер
спективное соответств1е съ рядомъ и' такъ, чтобы точки А", А' и В", В' 
соответствовали другъ другу. Этимъ будетъ установлено также соответ-
C T B I E между рядами и и и' 3 1 ) ; простое испыташе показываетъ, однако, 
что соответств!е между рядами и и и ' меняется, когда мы меняемъ точки 
А" и В"; иными словами, двухъ точекъ недостаточно для определешя 
проективнаго соответствш. Мы посмотримъ поэтому, что дадутъ намъ три 
точки; для большей наглядности мы при этомъ сначала предположимъ, 
что рядъ точекъ и приведенъ въ проективное соответств1е съ самимъ 
собой такимъ образомъ, что изъ трехъ точекъ А, В, С каждая соот
ветствуете себе самой. 

12. Можете быть, впрочемъ, будетъ яснее представлять себе д е л о 
такимъ образомъ, что на одной прямой два ряда точекъ и, и' приве
дены друге съ другомъ въ проективное соответств1е такимъ образомъ, 
что три точки А, В, С перваго ряда и совпадають съ соответствующими 
точками А', В', С другого ряда и. Въ такомъ случае точка D, которая 
совместно съ В д е л и т ь гармонически пару А, В, также должна со-

точка прямой, отличная отъ этихъ л точекъ, принадлежитъ одному и только одному 
изъ этихъ л классовъ: (1, 2], [2, 3], [3, 4 ] . . . [ л — 1 , л], [л, 1]. 

Пусть теперь Г , 2' , 3 ' . . . л ' будутъ точки, отвечающая этимъ п' точкамъ при 
данномъ проективномъ соответствш. Пусть, далее, [1' , 2'], [2', 3 ' ] . . . [л', 1'] будутъ 
л классовъ, на которые эти последшя л точекъ, согласно тому же предл. 3 § 15, дЬ-
дятъ свою прямую. 

Пусть Я будетъ одна изъ перваго ряда точекъ, отличная отъ ми v + 1; она, 
такимъ образомъ, не принадлежитъ классу [>•, >>+1]; пусть х будетъ точка, при
надлежащая этому классу; въ такомъ случае точки х и Я разделяютъ пару точекъ 
|', v -f-1; следовательно, точки х' и /.' разделяютъ пару V, v + V. Но точка 
'/.' не принадлежите классу [»•', v+ l 'J; следовательно, точка х ' ему принадлежитъ. 
Итакъ, каждая точка класса [v, v+l] переходить въ точку класса [ / , v+V] и, 
какъ очень легко уже усмотреть, обратно. 

м ) См. примечаше 29. 
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впасть съ соответствующей ей точкой D', ибо последняя совместно съ В' 
должна делить гармонически пару точеке А' и В'. 

Если два ряда точеке , расположенные на одной прямой, или два 
пучка с е общей вершиной приведены в е проективное соответств1е д р у г е 
с е другоме, то поде д в о й н ы м е э л е м е н т о м е в е этоме соответствш ра-
зумеюте такой элементе, который отвечаете самому с е б е ; А, В, С, D 
представляютъ собой, такиме образоме, двойные элементы в е томе соот
ветствш, о котороме идете речь . Двойными элементами являются также 
точка Е, которая совместно с е С делить гармонически пару В, D, далее, 
точка F, которая совместно с е D делите гармонически точки С, £ и т. д . 
Мы получаеме, такиме образоме, неограниченный ряде двойныхе элемен-
тове , ибо можно б е з е труда обнаружить, что все точки А, В, С, D, 
Е, F,. . . различны между собой. Но здесь это не имеете значешя. 
Однако, естественно возникаете предположеше, что в е этоме соответствш 
все вообще точки оказываются двойными элементами, т . е. соответ
ствуютъ каждая себе самой. Чтобы изследовать этотъ вопросъ, мы до -
пустимъ, что некоторой точке Р ряда и отвечаете точка Р' ряда и ' , 
отличная отъ Р. Согласно 

предложешю 1 § 15-го, пара " - - ^ 
точеке Р, Р' либо разделяете ,-' \ 
две и з е трехе паре А, В; / ' 
В, С; С, А; либо не раз- ! р \ с \ в 

деляете ни одной изе нихе. * . < , * ] в > 
Примеме сначала пер

вое; пусть, такиме образоме, V 
пара точеке Р, Р' разделяете 

„ . ~ D , Фиг. 57. пары С, А и С, В (см. 
фиг. 57) . Таке каке пара А, С, такиме образоме, д е л и т ь пару Р, ,Р', т о 
она должна еще разделять либо пару Р, В либо пару Р', В ( § 15, 1). 
Но в е такоме случае, ве силу предложешя 8, точки А, С должны также 
разделять соответственно пару Р', В или Р, В; иными словами, точки 
А, С разделяють все три пары, составленныя и з е точеке Р, Р', В, что 
противоречите предложешю 1 § 15-го. Сделанное допущеше, такиме 
образоме, невозможно. 

Обращаясь теперь ко в т о р о м у случаю, примеме, каке это всегда 
возможно сделать, что точки А, В, С помечены черезе X, Y, Z такиме 
образоме, что точки Р и Р' принадлежать классу [X, К], не содержащему Z, 
а точка Р', лежащая внутри класса [X, Y], падаете внутрь класса [Р, К ] ; 
классы, содержащееся внутри [X, Y], обозначаются однозначно, когда мы за-
мыкаемъ определяюиия ихъ буквы в е прямоугольныя скобки (см. фиг. 5 8 ) 3 2 ) . 

•*) Какъ было выяснено въ § 15, 7, классъ [X, Y] делится однозначно на 
классы \ХР] и [PY]; точка Р' принадлежитъ одному изъ этихъ классовъ; если бы 
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V 

Внутри класса [Р, Р/] не лежить ни одна изъ точекъ X, У, Z. Проектив
ное cooTB-feTCTBie рядовъ и и и ' относить, согласно предложенш 8, точкамъ 
нъкотораго класса ряда и точки класса ряда и', въ частности, точкамъ класса 
[X, У], не содержащего точки Z ,—точки класса [X', Y], не содержащего 
точки Z'. Н о такъ какъ точки 
X', Y'', Z' совпадаютъ съ точками и. X | Р 
X, y , Z , т о этоозначеетъ,что каж- -Г' у' Р' ц' У z ' 

дой точке класса [X, Y] соотвът- ф и г . 53. 
ствуеть точка того же класса [X, У]. 
Каждой точке класса [Р, Y] отвечаете точка класса [P',Y]. При помощи 
этого сопряжешя мы произведемъ, какъ въ п. 7, Д е д е к и н д о в о свчеше 
UXIUZ класса [Р, Y]; именно, мы отнесемъ къ категорш Их каждую точку 
Q класса [Р, У] , которая, вмъстъ со всеми предшествующими ей точками 
класса [Р, Y], предшествуеть соответствующей ей точке Q'; ВСЕ осталь-
ныя точки мы отнесемъ къ категорш U2. Категорш Ut принадлежать все 
точки класса [Р, Р'], включая и точку Р, но, быть можетъ, не включая точки 
Р1; категорш £7 2 , во всякомъ случае, принадлежитъ точка Y. Такъ какъ все 
услов1я сечен1Я здесь выполнены, то , въ силу аксюмы III, существуеть въ 
классе [Р, Y] точка U, которая производить это сечеше, такъ что кате-
ropifl Ux сводится к ъ классу [Р, U], а категор1я U2—къ классу [U, У]. 
Н о точка соответствующая точке U, не можетъ лежать ни въ классе 
[Р, U] ни въ классе [U, У]. Если бы она лежала въ классе [Р, U], то 
точка U должна была бы ей предшествовать, что составляетъ противо-
pe4ie; если бы она лежала въ классе [U, У], то, въ силу предложешя 8, 
каждой точке класса [U, У] отвечала бы точка класса [U', У], а пото
му каждая точка класса [U, U'} предшествовала бы соответствующей 
ей точке и, следовательно, принадлежала бы категорш Uv иначе говоря, 
классу [Р, U]; мы вновь получаемъ противореч1е 3 3 ) . Следовательно, 
точка U' совпадаетъ съ точкой U, т. е. U, какъ и точки X, У, Z, есть 

оказалось, что точка Р' принадлежитъ классу [Р X], то мы обозначешя А" и У 
при соответствующихъ трехъ классахъ транспонируемъ; тогда точка Р' будетъ 
принадлежать классу \Р У] и однозначно разделить его на классы [РР1] и [Р У]. 
Въ смысле обозначенЮ, принятыхъ въ § 15, 7, 

[Л-, У]=[Х, Р] + [Р, Р'\ + [Р', У]. 
х ) Авторъ разбираеть два случая: когда точка U', соответствующая точке 

U, падаетъ внутрь класса [Р, U] и когда она падаетъ внутрь класса [U, У]. Второй 
случай разобранъ вполне правильно, но несколько словъ, которыми авторъ огра
ничивается относительно перваго случая, содержать погрешность. .Если бы точка 
U' принадлежала классу [Р, Щ", говорить авторъ, .то точка U должна была 
бы ей предшествовать". Точка U должна была бы предшествовать точке W, если бы 
она сама, т. е. точка U, принадлежала категорш U, (т. е. классу [Р, Щ); изъ того 
же, что точка W принадлежитъ классу [Р, U], такого вывода сделать нельзя. 

Первый случай необходимо разобрать такъ же, какъ и второй. Допустимъ, 
что точка U' падаетъ внутрь класса [Р, U]; тогда она принадлежитъ необходимо 
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двойная точка въ проективномъ соответствш рядовъ и и и'. В ъ к л а с с е 
[Я, U] д в о й н ы х ъ э л е м е н т о в ъ в о в с е Н-БТЪ, такъ какъ каждая точка 
этого класса предшествуетъ соответствующей точке . Этоте предвари
тельный результате мы примениме прежде всего к е другому проективному 
соответствш рядове и и и, которое относите обратно точкаме Y', Р', X' 
точки Y, Р, X и, следовательно, каждой точке класса [Y', X'] опять-
таки относите точку класса [К, X]. Каждой точке класса [Я ' , X'] отве
чаете точка класса [Я, X). Следовательно, в е классе [Я, X] имеется точка 
V, которая совпадаете се соответствующей ей точкой V и определяете 
к л а с с е [Я ' , V] внутри класса [Р',Х'], к о т о р ы й не с о д е р ж и т е ни 
о д н о г о д в о й н о г о э л е м е н т а в е с о о т в е т с т в ш , с в я з ы в а ю щ е м е р я д ъ 
и' с е р я д о м е и. Но каждый двойной элементе этого соответств1Я 
является также двойнымъ элементомъ въ соответствш, связывающеме 
ряде и с е рядоме и'; вследств1'е этого мы приходиме к е заключенш, 
что в е к л а с с е [U, V], п р и н а д л е ж а щ е м е к л а с с у \Х, Y], н е т е д в о й -
н ы х е э л е м е н т о в е , м е ж д у т е м е к а к е к р а й ш ' я т о ч к и к л а с с а U и V 
п р е д с т а в л я ю т е с о б о й д в о й н ы е э л е м е н т ы . Но, с е другой стороны, 
точка W, которая совместно с е точкой Z делить гармонически точки 
U, V, принадлежите классу [U, V] и въ то же время совпадаеть с ъ 
соответствующей ей точкой W; ибо точки U, V и Z совпадаютъ с ъ 
соответствующими имъ точками. Такимъ образомъ, классъ [U, V] все-
таки им-веть двойной элементе. Таке каке это находится ве противоречш 
с е полученныме выше выводомъ, то и второе наше допущеше также 
оказывается неправильнымъ. Въ виду же того, что одинъ изъ двухъ 
разсмотренныхъ случаевъ необходимо долженъ наступить, коль скоро 
точка Р' не совпадаеть съ точкой Я, то точка Я ' совпадаеть с е Я . 
Чтобы это разсуждеше оте противнаго действительно имело доказатель
ную силу, нужно быть уверенныме, что логическая область нашей гео
метрш, т. е. система аксшме I, II, III, не содержите внутренняя) про-
тивореч1я. Это можно было бы легко доказать при помощи ариемети-
ческой геометрш -Ь § 12-го (п. 10), но мы, ве видахе сбережежя места, 
не станеме этого делать. 

13. Предварительный результате этого изследовашя сводится к е сле
дующему: е с л и на п р я м о й у с т а н о в л е н о п р о е к т и в н о е с о о т в е т -
CTeie , к о т о р о е о т н о с и т е т р и т о ч к и к а ж д у ю с а м о й с е б е , т о о н о 
о т н о с и т е и л ю б у ю д р у г у ю т о ч к у п р я м о й с а м о й с е б е . 

классу \Р', U\, ибо весь классъ [Р, К] превращается въ [Я', К] и ни одна его точка не 
переходить въ точку класса [Р, Р'\. Съ другой стороны, каждая точка U класса 
[IT, U] также принадлежитъ въ этомъ случае категорш U, а потому предшествуетъ 
соответствующей точке U'; между темъ весь классъ [Я, U] превращается ве [Р', U'], 
а потому точка U' лежите внутри класса [Р', U'] и, следовательно, предшествуете 
точке U. 

\ 
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Ясно, что справедливо также предложеше, соответствующее этому 
въ силу принципа двойственности: п р о е к т и в н о е с о о т в ъ т с т в 1 е , к о т о 
р о е о т н о с и т ъ к а ж д ы й и з ъ н ъ к о т о р ы х ъ т р е х ъ л у ч е й п у ч к а са
м о м у с е б е , о т н о с и т ъ т а к ж е и л ю б о й л у ч ъ п у ч к а с а м о м у с е б е ; въ 
самомъ д еле , если мы разсечемъ пучекъ прямой лишей, то этимъ самымъ 
на последней будетъ установлено проективное с о о т в е т с г а е ; три точки, 
представляющая собой с е ч е т е это прямой съ тремя лучами, которые въ 
пучке отвечали самимъ себе , соответствуютъ каждая самой себе . Далее , 
отсюда можно также непосредственно усмотреть : если р я д ъ т о ч е к ъ 
с о п р я ж е н ъ с ъ п у ч к о м ъ т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о т р и т о ч к и л е ж а т ъ 
к а ж д а я на с о о т в е т с т в у ю щ е м ъ л у ч е , т о к а ж д а я т о ч к а п р я м о й 
л е ж и т ъ иа с о о т в е т с т в у ю щ е м ъ е й л у ч * 3 4 ) . Эти три предложешя въ 
совокупности образуютъ следующую о с н о в н у ю т е о р е м у п р о е к т и в 
н о й г е о м е т р ш : 

Е с л и у с т а н о в л е н о п р о е к т и в н о е с о о т в е т с т в 1 е м е ж д у д в у м я 
о с н о в н ы м и о б р а з а м и п е р в о й с т у п е н и , и п р и э т о м ъ т р и э л е м е н т а 
о д н о г о о б р а з а и н ц и д е н т н ы к а ж д ы й с ъ с о о т в е т с т в у ю щ и м ъ э л е -
м е н т о м ъ д р у г о г о о б р а з а , т о и к а ж д ы й э л е м е н т ъ п е р в а г о о б р а з а 
и н ц и д е н т е н ъ с ъ с о о т в е т с т в у ю щ и м ъ э л е м е н т о м ъ в т о р о г о о б р а з а . 

При этомъ мы разумеемъ, что д в е точки или две прямыя инци
дентны другъ съ другомъ, если они совпадають; точка же инцидентна 
съ прямой, если она на последней лежитъ. Теперь мы утверждаемъ: 

Если два ряда точекъ и и и ' j Если два пучка U и U' свя-
связаны проективнымъ соответсга - заны проективнымъ соответсгаемъ 
емъ такимъ образомъ, что точка i такимъ образомъ, что прямая, со-
А пересечешя прямыхъ и и и' единяющая ихъ вершины, отвеча-
отвечаеть самой себе , то это со- i еть самой себе, то эти пучки 
ответств1е представляетъ собой | перспективны другъ съ другомъ 
перспективу. j (или, если угодно, съ однимъ и 

твмъ же рядомъ точекъ) . 

Въ самомъ дъме, остановимся на первомъ предложенш: пусть В и 
С будутъ две точки прямой и, отличныя отъ Л , а В ' и С—соответству-
юиц'я имъ точки прямой и'. Пучекъ S, которому принадлежать прямыя 
ВВ' и СС, будетъ приведенъ въ проективное соответств1е съ самимъ 

м ) Положимъ, что въ некоторомъ проективномъ соответствш пучка S съ 
рядомъ и лучамъ а, Ъ, с пучка соответствуютъ точки А, В, С пересечения этихъ 
лучей съ прямой и. Допустимъ далее, что лучъ d пересекаеть и въ точке D, но 
что лучу d въ нашемъ соответствш отвечаетъ не точка D прямой и, а другая 
точка £>'. Если, однако, мы каждому лучу отнесемъ точку его пересечения съ пря
мой и, то этимъ будетъ установлено перспективное, а, следовательно, и проективное 
соответств!е. Мы получимъ, следовательно, проективное соответств1е, если отнесемъ 
точкамъ А, В, С, D точки А, В, С, D'; это противоречить доказанному предложешю 
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собой, если мы каждому лучу, проходящему черезъ некоторую точку 
прямой и, отнесемъ лучъ, проходящШ черезъ соответствующую точку 
прямой и ' . Но въ такомъ случае каждый изъ трехъ лучей SA, SB, SC 
отвечаетъ самому себе , а следовательно, отвечаетъ самому себе и каждый 
изъ остальныхъ л у ч е й 3 5 ) . Отсюда вместе съ ТБМЪ вытекаетъ, что п е р 
с п е к т и в н о е с о о т в е т с т в 1 е д в у х ъ р я д о в ъ т о ч е к ъ и л и д в у х ъ п у ч к о в ъ 
в п о л н е о п р е д е л я е т с я , е с л и мы, п о м и м о о б щ а г о э л е м е н т а , о т н е 
с е м ъ п р о и з в о л ь н ы м ъ д в у м ъ э л е м е н т а м ъ о д н о г о о б р а з а п р о и з 
в о л ь н ы е ж е д в а э л е м е н т а д р у г о г о . 

14. Этимъ предложешемъ мы теперь воспользуемся, чтобы изотЬ-
довать наиболее общее проективное соответствие двухъ основныхъ обра
зовъ первой ступени. 

Пусть А, В, С и А', В', С 
будутъ три пары соответствую-
щихъ точекъ двухъ проективныхъ 
рядовъ и и м ' ; пусть и" будетъ 
вспомогательная прямая, проходя
щая черезъ точку А (см. фиг. 59) . 

Пусть а, Ь, с и а', Ь', с' бу
дутъ три пары соответствующихъ 
лучей двухъ проективныхъ пуч
ковъ U и пусть U" будетъ 
вспомогательная точка, лежащая 
на прямой а (см. фиг. 60) . 

Фиг. 59. 
На прямой АА' мы выбе

ремъ произвольно точку 5 и от
несемъ перспективно прямую и' 
к ъ пучку 5 , а последшй, въ свою 

Фиг. 60. 
Черезъ точку пересечешя 

прямыхъ а и а' мы проведемъ 
произвольную прямую s и отне
семъ перспективно пучекъ U' къ 

ю ) Заметимъ, что обратныя предложены справедливы по самому опредьлешю 
перспективы. Если, напримеръ, два ряда точекъ ими' расположены (или связаны) 
перспективно, то это значить, что оба они расположены перспективно относительно 
одного и того же пучка S; иначе говоря, прямая, соединяющая точку S съ точкой А 
прямой и, встречаетъ прямую и' въ соответствующей точке А'; поэтому точка 
пересечешя обвихъ прямыхъ соответствуетъ самой себе. 
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ряду точекъ s, а этоть послъднтй 
свяжемъ перспективой съ пучкомь 
V ; этимъ будетъ установлено 
также перспективное соотвътстае 
между пучкомъ U" и (пучкоме 
U', а также) пучкомъ U, при ч е м ь 
прямая а, соединяющая точки 
U и U", отвечаете себе самой. 
Согласно заключительному пред
л о ж е н ш п. 13, пучки U и U" рас
положены перспективно относи
тельно ряда точекъ t, которому 
принадлежать точки пересечешя 
прямыхъ b, Ь" и с, с". Проективное 
c o o T B b T C T B i e пучковъ U и V осу
ществляется, такимъ образомъ, при 
посредстве перспективныхъ соот-
вътствШ, связывающихъ пучки U 
и U" и пучки U" и V. 

Каждому лучу х пучка U 
точка пересечешя прямыхъ t и х, 
будучи соединена съ точкой U", 
относитъ лучъ х" въ пучке U"; 
точка же пересечешя прямыхъ «• 
и х", будучи соединена съ точкой 
W, определяете лучъ х', соот
ветствующей лучу х въ пучке U'. 

Т а к и м ъ о б р а з о м ъ , п р о е к т и в н о е с о о т в * т с т в 1 е м е ж д у д в у м я 
о с н о в н ы м и о б р а з а м и п е р в о й с т у п е н и у с т а н о в л е н о , е с л и т р е м ъ 
э л е м е н т а м ъ о д н о г о о б р а з а о т н е с е н ы п р о и з в о л ь н ы е т р и э л е 
м е н т а д р у г о г о о б р а з а . 

Если речь идетъ о ряд* точекъ и пучкъ, то можно взять вспомога
тельный рядъ точекъ, расположенныхъ перспективно относительно даннаго 
пучка или же вспомогательный пучекъ связать перспективно съ даннымъ 
рядомъ точекъ и применить указанное сейчасъ построеше; оно дастъ воз 
можность найти элементъ, соответствующей любому данному элементу. 
П р о е к т и в н о е с о о т в е т с т в и е , не п р е д с т а в л я ю щ е е с о б о й п е р с п е к 
т и в ы , к а к ъ мы в и д и м ъ , м о ж е т ъ б ы т ь в с е г д а о с у щ е с т в л е н о п о -
с р е д с т в о м ъ н е б о л ь ш о г о ч и с л а п е р с п е к т и в н ы х ъ с о п р я ж е ш й . 

т ) Здесь существенно важно то, что мы получаемъ построеше, которое непосред
ственно даетъ точку X', отвечающую любой точке X, коль скоро даны точки А',В', С, 
соответствующая тремъ точкамъ А, В, С. Этимъ и обусловливается следующей выводъ. 

очередь, свяжемъ перспективой съ 
прямой и " ; этимъ будетъ уста
новлено проективное с о о т в е т с т е 
между прямой и" (и прямой и', а 
также) и прямой м, при чемъ 
точка пересечешя А прямыхъ и 
и и" отвечаете самой себе . Со
гласно заключительному предло
ж е н ш пункта 13 , прямыя и и и" 
расположены также перспективно 
относительно пучка Т, которому 
принадлежать прямыя ВВ" и СС"'. 
Проективное с о о т в е т с г а е рядовъ 
и и и' осуществляется, такимъ об
разомъ, при помощи перспектив
ныхъ соответствШ, связывающихъ 
ряды и и и" и ряды и" и и . 

Каждой точке X прямой и 
прямая ТХ определяетъ соответ
ствующую точку X" на прямой и", 
а прямая SX" устанавливаете на 
прямой и' точку X', которая въ 
этомъ проективномъ соответствш 
отвечаете т о ч к е X 36). 
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15. Прео/.олъвъ наиболее глубокая трудности проективной геометрш, 
мы можемъ перейти теперь къ осуществлешю идеи, высказанной въ п. 10 ; 
къ тому же попутно мы уяснили себе, что мы не должны брать двухъ 
пучковъ, связанныхъ перспективно другъ съ другомъ. Сообразно этому 
мы установимъ, согласно п. 14, проективное соотвътств1е 
между двумя пучками U и U' ! между двумя рядами точекъ и и и ' 
такъ, чтобы лучъ UU' не отв-fe- такимъ образомъ, чтобы точка пе-
чалъ самому себе, и возьмемъ пере- ресечешя прямыхъ и и и ' не со-
сечеше каждаго луча х пучка U ответствовала самой с е б е ; затЬмъ 
съ соответствующимъ лучемъ х' каждую точку X прямой и соеди-
пучка U-. Совокупность д точекъ 1 нимъ прямой лишей х съ точкой 
пересечешя называется р я д о м ъ X' прямой и . Совокупность лучей 
т о ч е к ъ ( к р и в о й ) в т о р о г о п о - f называется п у ч к о м ъ в т о р о г о 
р я д к а , такъ какъ на прямой g . к л а с с а , такъ какъ черезъ одну 
можетъ быть не больше двухъ точку Р можетъ проходить не 
точекъ ряда Е- больше двухъ лучей | . 

Чтобы доказать последнее утверждеше въ первомъ изъ этихъ по
ложены, мы возьмемъ сЬчешя прямой g съ двумя пучками U и U'; мы 
получимъ, такимъ образомъ, на прямой g два проективныхъ ряда точекъ; 
согласно основной теореме, на нашей прямой можетъ быть не более 
двухъ точекъ, которыя въ этомъ соответствш отвечають каждая самой 
себе, иначе пучки U и U', вопреки условдо, были бы перспективны. 

Въ отлич1е отъ рядовъ точекъ и пучковъ второго порядка мы будемъ 
называть образы, которые мы до сихъ поръ именовали этими терми
нами, рядами п е р в а г о порядка и пучками п е р в а г о класса. Заметимь уже 
здесь, что рядъ точек ь второго порядка представляетъ собой коническое 
сечеше, а пучекъ второго класса — совокупность его касательныхъ. Въ 
ближайшихъ параграфахъ мы займемся этими образами подробно. 

§ 17. ВажнЪйиля проективныя свойства коническихъ сЬчежй. 

1. Важнейшпя проективныя свойства рядовъ II пор. (второго по
рядка) и пучковъ II кл. (второго класса) съ необычной простотой вы-
текаютъ изъ закона ихъ образовашя; а именно, по существу, они выво
дятся изъ двухъ фигуръ, соответствующихъ другъ другу по принципу 
двойственности. Чтобы отчетливо выделить законъ двойственности, мы 
будемъ отмечать соответствующая точки и прямыя одними и теми же 
буквами, точки — прописными, а прямыя — строчными. 

Два пучка S и Т (фиг. 61) Два ряда точекъ s и t (см. 
мы приведемъ въ проективное со- | фиг. 62) мы приведемъ въ проек-
о т в е т с г а е , отнеся произвольнымъ 
тремъ лучамъ а', Ь', с' перваго 

тивное соответств1е, отнеся произ
вольнымъ тремъ точкамъ А', В, С 

В е б е р ъ . Энциклоп. элемент, геометрш. 14 
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пучка произвольные же три луча перваго ряда произвольныя три 
а", Ь", с" второго въ качеств* со- точки А", В", С" второго въ каче-
отвътствующихъ имъ. Точки пере- ств* соотвътствуюшихъ имъ. Пря-
съчешя А, В я С трехъ паръ со- j мыя а, Ь, с, соединяющая три пары 
отвътственныхъ лучей принадле- соотвътственныхъ точекъ, принад-
жатъ въ такомъ случа* ряду II пор. , лежать въ такомъ случа* пучку 
образуемому пучками S, Т. Черезъ II кл., образуемому двумя рядами 
точку С проведемъ д в * прямыя <р s и t. На прямой с выберемъ про-
и ф и каждую точку прямой q> от- извольно д в * точки Ф и Ч* и каж-

Фиг. 61 . Фиг. 62. 

несемъ, въ качеств* соотв*тству-
ющей, тому лучу пучка S, кото
рый черезъ нее проходить ; точно 
такъ же отнесемъ точки прямой 
соответственно проходящимъ че
резъ нихъ лучамъ пучка Т. Лучамъ 
а ' , Ь', с' отв*чаютъ, такимъ обра
зомъ, на прямойдрточки А',В',С,— 
лучамъ же а", Ь", с" отв*чаютъ на 
прямой у точки А", В", С". Такъ 
какъ рядъ д> расположенъ перспек
тивно относительно пучка S, а рядъ 

дый лучъ пучка Ф отнесемъ, въ 
качеств* соотв*тствующаго, той 
точк* ряда s, черезъ которую онъ 
проходить ; точно такъ же каждый 
лучъ пучка Ф отнесемъ той точк* 
прямой t, черезъ которую онъ про
ходить . Точкамъ А', В', С отв*-
чаютъ тогда въ пучк* Ф лучи а', Ь', 
с', — точкамъ же А", В", С" отв*-

| чаютъ въ пучк* Ф лучи а", Ь", с", 
i Такъ какъ пучекъ Ф расположенъ 
; перспективно относительно ряда 
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ip — перспективно относительно Г,, j 
такъ какъ, сверхъ того, пучки 5 и Т j 
связаны проективнымъ соотвът- j 
ств1емъ, то и рядъ <р связанъ проек
тивнымъ соотвътсгаемъ съ рядомъ ' 
ip. Но такъ какъ соответствующая 
точки С и С" рядовъ д> и у) сов
падаютъ въ одной точке С, то ряды [ 
<р и ip перспективны, т. е. прямыя 
А'А", В'В"... и т. д., соединяющая 
соответственныя точки, проходятъ 
черезъ одну точку Q. Поэтому, ' 
чтобы найти лучъ х" пучка Т, со
ответствующей произвольному лучу 
х' пучка S, достаточно соединить 
точку пересечешя X' прямыхъ х и ср 
съ точкой й , а затвмъ точку пере
сечешя X" этой прямой съ прямою 
if соединить съ точкой Т. Прямыя 
х' и х" пересекаются тогда въ не
которой точке X, принадлежащей 
ряду II пор. Аналогичнымъ обра
зомъ мы можемъ получить лучъ х', 
если данъ лучъ х". Этимъ путемъ 
мы можемъ построить сколько угод
но точекъ X нашего ряда II пор. 
Лучу TS или s" пучка Т отвечаетъ 
на прямой ц> точка S", въ которой 
лучъ пересекаетъ эту прямую; точке 
же 5 " отвечаетъ на прямой <р точка 
пересечешя S' прямыхъ ср и S"Q; 
лучи s' и / ' пересекаются ьъ точке 
S, которая, следовательно, также 
принадлежитъ нашему ряду II пор.; 
точно такъ же и точка Т. Указан
ное выше построеше точки X со
держитъ также решеше задачи: 
найти на прямой х', проходящей 
черезъ точку ряда 5 , вторую точку 
X этого ряда. — Чтобы точка X 
совпала съ 5 , т . е. чтобы прямая 
J C ' , помимо S, не содержала ни одной 

точекъ s, а пучекъ Ф—перспек
тивно относительно ряда t; такъ 
какъ, сверхъ того, ряды s и t свя
заны проективнымъ соответсгаемъ, 
то пучекъ Ф связанъ ироективно съ 
пучкомъ 4s. Но въ виду того, что со
ответствующее лучи с' и с" пучковъ 
Ф и Ф сливаются въ одну прямую 
с, пучки Ф и <Р перспективны, 
т. е. точки пересечешя соответ-
ственныхъ лучей а' и а", Ь' и Ь", . . . 
лежать на одной прямой <», По
этому, чтобы найти точку X" ряда 
/, соответствующую произвольной 
точке X' ряда s, нужно разыскать 
точку пересечешя прямой х', со
единяющей точки X' и Ф, съ пря
мой со и соединить ее прямой х" 
съ точкой Ш: эта прямая пересе
каетъ прямую t въ искомой точке 
X". Прямая, соединяющая точки 
X', X", принадлежить тогда пучку 
II кл. Аналогичнымъ образомъ мы 
можемъ получить точку X', если 
дана точка X". Этимъ способомъ 
мы можемъ построить сколько 
угодно прямыхъ х нашего пучка 
II кл. Точке пересечешя S" пря
мыхъ г и s въ ряду t отвечаетъ 
въ пучке ф лучъ s", соединяющей 
точку ф съ s"; лучу же s" отве
чаетъ въ пучке Ф прямая s', со
единяющая точку пересечешя пря
мыхъ s" и со съ точкой Ф; прямая, 
соединяющая точки S' и S", есть 
s, а потому последняя также при
надлежитъ пучку II кл.; точно такъ 
же и прямая t. Указанное выше 
построеше луча х содержитъ также 
решеше задачи - - провести черезъ 
точку X', лежащую на луче s пучка, 
второй лучъ х, также принадле-

14* 
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точки нашего ряда, прямая х" должна 
также проходить черезъ точку S, 
иначе говоря, прямая х' должна со
впасть съ SS', т . е. съ s' 3 7 ) . Такая 
прямая, какъ s', которая имъетъ съ 
рядомъ одну, а не д в * обшдя точки, 
называется к а с а т е л ь н о й къ ряду. 
Черезъ точку S проходить, следо
вательно, только одна касательная 
s'. Точно такъ же f представляетъ 
собой касательную въ точк* Т. 
Легко усмотреть, что прямая TQ 
встречаете прямую ср въ точке U, 
принадлежащей ряду II пор.; точно 
такъ же и прямая SQ встречаете 
прямую 1р въ т о ч к е V, принадле
жащей ряду. 

Точками А, В, С вполне опре
деляется проективное с о о т в е т с г а е 
пучковъ S, Т; лучамъ SA, SB и SC 
должны быть отнесены лучи ТА, 
ТВ, ТС. Рядъ второго порядка, 
такимъ образомъ, вполне опреде
ляется пятью точками S, Т, А, В, С. 
Можетъ, однако, показаться, что 
при этомъ точки S H Тдолжны быть 
выделены въ виду ихъ особаго 
значешя по сравнешю съ точками 
А, В, С ; но это не такъ. Въ самомъ 
деле , др и ip суть произвольныя 
прямыя, проходящая черезъ точку 
С, а, следовательно, U и V две 
совершенно произвольныя точки 
нашего ряда II пор. , которыя, если 
угодно, могутъ совпадать также 
съ точками А и В. Если мы, со
храняя точки А, В, U, V, S, Т, бу-

8 7 ) Прямая х" должна совпадать съ 
ветствуетъ лучу s ' или SS' пучка S. 

жащШ пучку. — Чтобы лучъ х со-
впадалъ съ s, т. е. чтобы черезъ 
точку X' не проходилъ ни одинъ 
лучъ пучка, помимо s, точка X" 
также должна лежать на прямой s, 
т. е. точка X' должна совпадать съ 
точкой пересечешя S' прямыхъ 
s и s'. Точка, черезъ которую 
проходитъ только одинъ лучъ пучка 
II кл., называется т о ч к о й к а с а т я 
пучка. На прямой s лежитъ, та
кимъ образомъ, только одна точка 
касашя S'. Точно такъ же Т'г 

представляетъ собой точку касашя 
на прямой t. Легко усмотреть, 
что прямая Й, соединяющая точку 
( t o ) пересечешя лучей t и (о съ точ
кой Ф, принадлежитъ нашему пучку 
II кл.; точно такъ же и прямая, 
соединяющая точку sa> съ точкой *Р. 

Лучами а, Ь, с вполне опре
деляется проективное соответств1е 
двухъ рядовъ s, t; точкамъ sa, sb, sc 
должны быть отнесены точки ta, 
tb, tc. Пучекъ второго класса, та
кимъ образомъ, вполне опреде
ляется пятью лучами s, t, a, b, с. 
Можетъ, однако, показаться, что 
при этомъ лучи s и t должны быть 
выделены по ихъ особенному зна-
чешю по сравнешю съ лучами а, Ь, с; 
но это не такъ. Въ самомъ деле , 
Ф и ф суть произвольныя точки 
на прямой с, а, следовательно, и 
и v суть два совершенно произволь-
ныхъ луча въ нашемъ пучке II кл., 
которые, если угодно, могутъ также 
совпадать съ лучами а и Ь. Если 
мы, сохраняя лучи а, Ь, и, v, s и t, 
будемъ заменять лучъ с другими 

TS, а последняя, какъ мы видели, соот-
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демъ заменять точку С другими точ
ками Су, С2, . . . нашего ряда II 
п о р . 8 8 ) , то точка Л " на прямой х' бу
детъ занимать положешя Ху , Х2',..., 
точка X" на прямой х" будетъ 
занимать положешя X", Х2", . . . , 
при чемъ прямыя Х'Х",Ху'Х", 
Х2'Х2" , . . . будутъ попрежнему про
ходить черезъ точку fi39). Мы по
лучаемъ, такимъ образомъ, два 
ряда точекъ на прямыхъ х' и х", 
именно, X',Ху',Х2\ . . . и X", X", 
Х2", . . . , расположенныхъ перспек
тивно другъ относительно друга. 
Но пучки U к V расположены пер
спективно относительно этихъ двухъ 
рядовъ. Следовательно, они свя
заны другъ съ другомъ проектив
нымъ соотвътств1емъ. Такъ какъ, 
дал^е, С„ есть точка пересечешя 
соответственныхъ лучей UX„' и 
UX„" (и = 0, 1, 2 . . . ) , то нашъ 
рядъ II пор. образуется также проек
тивными пучками U, V. 

2. Изъ множества фактовъ, вытекающихъ изъ этихъ положешй, мы 
приведемъ только важнейшая. 

лучами Су, с2, с 8 . . . нашего пучка 
II кл., то лучъ х! будетъ занимать 
въ пучке А " положешя дг/, х 2 , . . . ; 
лучъ х" въ пучке X" будеть за
нимать положешях" , х2",. . . , при 
чемъ точки х'х", ХуХ",х2х2",.. . 
будутъ попрежнему лежать на пря
мой со. Мы получаемъ, такимъ обра
зомъ, два пучка лучей х', х/, х2 . . . 
и х", Ху", х2". . . , которые при по
средстве прямой со приведены другъ 
съ другомъ въ перспективное соот-
ветств!е; но ряды и и v, въ свою 
очередь, расположены перспективно 
относительно этихъ двухъ пучковъ; 
следовательно, они связаны другъ 
съ другомъ проективнымъ соответ-
CTBieMb. Такъ какъ, далее, лучъ с„ 
соединяеть точки их„' и vx„" ( я = 0 , 
1, 2, . . .), то нашъ пучекъ II кл. 
образуется также проективными ря
дами и и V. 

П р е д л о ж е н ! е 1. Р я д ъ т о ч е к ъ 
II п о р . в с е г д а с о д е р ж и т ъ 
в е р ш и н ы п у ч к о в ъ , к о т о р ы 
ми о н ъ о б р а з о в а н ъ . 

П р е д л о ж е ш е 1' . П у ч е к ъ II кл. 
в с е г д а с о д е р ж и т ъ п р я м ы я , 
п р е д с т а в л я ю щ а я с о б о й но
с и т е л ь н и ц ы о б р а з у ю щ и х ъ 
и х ъ р я д о в ъ т о ч е к ъ . 

•*) Сохраняя при этомъ точки U и V, такъ что, когда точка занимаете поло-
жеше С,-, то прямыя qi и заменяются прямыми С,- U и С,- V. 

т ) То, что доказано выше относительно точки Q, можетъ быть формулиро
вано следующимъ образомъ: Пусть S и Т два проективныхъ (но не перспек-
тивныхъ) пучка, а С произвольная третья точка пучка, принадлежащая образуемому 
этими "двумя пучками ряду II пор.; черезъ точку С проведемъ произвольныя пря
мыя CU и CV и на нихъ возьмемъ соответственно точки U и V, принадлежащая 
ряду II пор. Если точка X есть любая другая точка ряда, X' и X" суть точки 
пересечешя прямыхъ CU и CV соответственно съ прямыми SX и SV, то прямая 
Х'Х" проходитъ черезъ точку пересечешя Q прямыхъ SV и TU- Если точка С 
заменяется точкой Ct, а точки U и V остаются, то вместо точекъ X' и X" мы 
получимъ точки X/ и Х-', а прямая X/Xf попрежнему будеть проходить черезъ 
точку пересечешя прямыхъ SV и 777. 
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П р е д л о ж е ш е 2 . Р я д ъ т о ч е к ъ 
II п о р . п р о е к т и р у е т с я и з ъ 
л ю б ы х ъ д в у х ъ п р и н а д л е -
ж а п д и х ъ е м у т о ч е к ъ п р о е к 
т и в н ы м и п у ч к а м и . 

П р е д л о ж е ш е 2 ' . П у ч е к ъ II к л . 
д а е т ъ в ъ п е р е с е ч е ш и с ъ 
л ю б ы м и д в у м я п р и н а д л е 
ж а щ и м и е м у п у ч к а м и п р о 
е к т и в н ы е р я д ы . 

Одинъ и тотъ же рядъ II пор. можетъ, следовательно, быть обра
з о в а т ь проективно сю2 способами; точно такъ же и пучекъ II кл. 
П р е д л о ж е ш е 3 . Р я д ъ II п о р . 

о п р е д е л я е т с я п я т ь ю т о ч к а 
ми, или ч е т ы р ь м я т о ч к а м и 
и к а с а т е л ь н о й в ъ о д н о й и з ъ 
н и х ъ , и л и т р е м я т о ч к а м и и 
к а с а т е л ь н ы м и в ъ д в у х ъ и з ъ 
н и х ъ . 

Первый случай иллюстриру
ется элементами S, Т, А, В, С; вто
р о й — 5 , s, Т, А, С, где лучи s', 
а', с' пучка 5 соответствуютъ лу
чамъ s", а", с" пучка 7"; третШ 
случай иллюстрируется элементами 
S, s', Т, г", С ; здесь лучи s ' , г 7 , с' 
пучка S соответствуютъ лучамъ 
s", Г, с" пучка Г 4 0 ) . 

П р е д л о ж е ш е 3 ' . П у ч е к ъ II кл . 
о п р е д е л я е т с я п я т ь ю л у ч а 
ми, и л и ч е т ы р ь м я л у ч а м и и 
т о ч к о й к а с а ш я о д н о г о и з ъ 
н и х ъ , или т р е м я л у ч а м и и 
т о ч к а м и к а с а ш я д в у х ъ и з ъ 
н и х ъ . 

Первый случай иллюстри
руется элементами s, t, а, Ь, с, вто
рой — s, S, t, Ъ, с, при чемъ точки 
S', А', С' ряда s соответствуютъ 
точкамъ S", А", С" ряда t\ нако
нецъ, третШ случай иллюстрируется 
элементами s, S', t, Т", с; здесь 
точки 5 ' , Т', С ряда s отвечаютъ 
точкамъ S", Т", С" ряда г. 

В ъ виду предложешя 2, построеше к а с а т е л ь н ы х ъ и т о ч е к ъ ка
с а ш я , указанное въ п. 1., прюбретаетъ большое значеше: такъ, оно 
оказывается пркменимымъ ко в с я к о й точке въ ряде II пор., а также ко 
в с я к о м у лучу въ пучке II кл. 

Такимъ образомъ имеемъ: 
П р е д л о ж е ш е 4. Р я д ъ II п о р . 

и м е е т ъ к а с а т е л ь н у ю в ъ 
к а ж д о й с в о е й т о ч к е . 

П р е д л о ж е ш е 4 ' . В ъ п у ч к е II 
кл. к а ж д ы й л у ч ъ и м е е т ъ 
т о ч к у к а с а ш я . 

Но , несомненно, наиболее важный результатъ представляетъ собой: 
П р е д л о ж е ш е П а с к а л я *) и п р е д л о ж е ш е Б р 1 а н ш о н а *) 
В о в с я к о м ъ о б ы к н о в е н -

н о м ъ ш е с т и у г о л ь н и к е , в е р ш и -
В о в с я к о м ъ о б ы к н о в е н -

н о м ъ ш е с т и с т о р о н н и к е , с т о -

*>) Для о п р е д Б л е ш я ряда II пор. д о л ж н ы быть даны о б р а з у ю щ е е е г о проек
т и в н ы е пучки; а д л я этого д о с т а т о ч н о знать т р и луча одного пучка и соответ
ствующее имъ лучи второго. 

*) Въ книге Р а й е (Th. Reye, .Die Qeometrie der Lage", 3 Aufl., 1 Abt., S. 77) 
имеется указаше, что П а с к а л ь (Pascal) открылъ предложеше, названное его име-
немъ, когда ему было 16 летъ (въ 1639 г.). Б р 1 а н ш о н ъ (Brianschon) опубликовалъ 
открытое имъ предложеше въ 1806 г. 
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ны к о т о р а г о п р и н а д л е ж а т ь ря
д у II п о р . , т р и п а р ы п р о т и 
в о п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ п е р е -
с ъ к а ю т с я в ъ т р е х ъ т о ч к а х ъ , 
л е ж а щ и х ъ на о д н о й п р я м о й w. 
Это непосредственно видимъ на 
шестиугольнике SXTUCV: 

Сторона: SX, XT, TU 
Противоп. сторона: UC, CV, VS 
Точка пересечешя: X', X", Q; 

р о н ы к о т о р а г о п р и н а д л е ж а т ь 
п у ч к у II кл., п р я м ы я , с о е д и 
няющей п о п а р н о п р о т и в о п о 
л о ж н ы й в е р ш и н ы , п р о х о д я т ъ 
ч е р е з ъ о д н у и ту ж е т о ч к у W; 
это непосредственно видимъ на 
шестистороннике sxtucv: 

Вершина: sx, xt, tu 
Противоп. верш.: не, cv, vs 

Соедин. прямая: х', х", со; 

Фиг. 64. 

эти три точки действительно ле- въ самомъ д еле , эти три луча про
жать на одной прямой w; на фиг. ходятъ черезъ одну точку. На 
63 шестиугольнике имеетъ другое фиг. 64 шестисторонникъ имеетъ 
расположеше; но здесь сохранены другое расположеше; но здесь со-
обозначешя фиг. 6 1 . хранены обозначешя фиг. 62 . 

Интересно раземотреть еще тоть случай, когда пучки S и Т имеютъ 
перспективное расположеше, такъ что, напримеръ, точка С лежитъ на 
прямой ST (см. фиг. 65) 4 1 ) . Они образуютъ тогда прямую, проходящую 

*>) Если точка С лежитъ на прямой 57", то лучи с' и с" оба совпадаюгь съ 
прямой ST; иными словами, прямая, соединяющая вершины соответствующихъ 
пучковъ, отвечаеть самой себе. 
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черезъ точки U и V и содержащую 
получаемъ: 

Ч а с т н ы й с л у ч а й п р е д л о ж е ш я 
П а с к а л я . 

Е с л и п о е л * д о в а т е л ь н ы я в е р -
ш и н ы ш е с т и у г о л ь н и к а . З Д Т с / С 1 / 

п о п е р е м е н н о р а с п о л о ж е н ы на 
д в у х ъ п р я м ы х ъ р и q, т о т р и 
п а р ы п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ с т о 
р о н ъ п е р е с * к а ю т с я в ъ т р е х ъ 
т о ч к а х ъ , л е ж а щ и х ъ на о д н о й 
п р я м о й w (фиг. 65 ) . 

точку . Y 4 ' 2 ) . Мы, такимъ образомъ, 

Ч а с т н ы й с л у ч а й п р е д л о ж е ш я 
B p i a H i u o H a . 

Е с л и п о с л - ь д о в а т е л ь н ы я с т о 
р о н ы ш е с т и с т о р о н н и к а sxtucv 
п о п е р е м е н н о п р о х о д я т ъ ч е 
р е з ъ д в е т о ч к и Р и Q, т о п р я 
м ы я , с о е д и н я ю щ а я т р и п а р ы 
п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ в е р ш и н ъ , 
п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ о д н у т о ч к у 
W (фиг. 66) . 

Фиг. 66. 

О б р а щ е ш е п р е д л о ж е ш я Па
с к а л я . 

Е с л и т р и п а р ы п р о т и в о п о 
л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ и л о с к а г о 
ш е с т и у г о л ь н и к а SXTUCV пе 
р е с е к а ю т с я в ъ т р е х ъ т о ч к а х ъ 
X', X", 8, л е ж а щ и х ъ на о д н о й 
п р я м о й w, т о ш е с т ь е г о в е р 
ш и н ъ л и б о п р и н а д л е ж а т ь ря 
д у II п о р . , л и б о р а с п о л о ж е н ы 
п о т р и на д в у х ъ п р я м ы х ъ ряд. 

О б р а щ е ш е п р е д л о ж е ш я 
B p i a H i u o H a . 

Е с л и т р и п р я м ы я , п о п а р н о 
с о е д и н я ю п п я п р о т и в о п о л о ж 
н ы я в е р ш и н ы п л о с к а г о ш е с т и 
с т о р о н н и к а sxtucv, п р о х о д я т ъ 
ч е р е з ъ о д н у т о ч к у W, т о 
ш е с т ь е г о с т о р о н ъ л и б о п р и 
н а д л е ж а т ь п у ч к у II кл. , л и б о 
п р о х о д я т ъ п о т р и ч е р е з ъ д в е 
т о ч к и Р и Q. 

Въ самомъ д е л е , если мы сохранимъ обозначешя, принятыя на 
фигурахъ 63 — 66, то при услов(яхъ перваго предложешя ряды д> и ip 
будутъ перспективны, если точкамъ U', С, V отнесемъ точки U", С, V"; 

а ) Ибо точки пересечен1я соответственныхъ лучей двухъ перспективныхъ 
пучковъ лежать на одной прямой. 
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эта перспектива воспроизводится пучкомъ Q. Следовательно, Х'.и X" 
также представляютъ собой соответствующая точки. Вершины шестиуголь
ника представляютъ собой поэтому точки пересечешя соответствующихъ 
лучей проективныхъ пучковъ 5 и 7", т. е. принадлежать ряду II пор., 
если только пучки лучей не перспективны 4 3 ) . Въ этомъ исключительномъ 
•случае точка С лежитъ на прямой TS; но тогда и точки U, X, V при
надлежать одной прямой (§ 16, 10). Въ виду принципа двойственности 
этимъ доказано и второе предложеше. Оба предложешя могутъ служить 
для того, чтобы построить рядъ II пор. или пучекъ II кл. соответственно 
тю пяти точкамъ или по пяти лучамъ. 

3 . Какъ мы видели въ п. 1., о б щ е м у л у ч у 57" д в у х ъ п р о е к 
т и в н ы х ъ п у ч к о в ъ S н Т, о б р а з у ю щ и х ъ р я д ъ II п о р я д к а х, со 
о т в е т с т в у е м к а к ъ в ъ о д н о м ъ , т а к ъ и в ъ д р у г о м ъ п у ч к е каса 
т е л ь н а я р я д а %. 

Чтобы использовать этотъ фактъ, мы должны еще разъ обратиться 
къ доказательству предложешя Паскаля (см. фиг. 61 или 6 3 ) . Проек
тивные пучки S и Т о п р е д е л я ю т , на прямыхъ д> и ip два перспективныхъ 
ряда; эта перспектива осущестатяется пучкомъ Q. Но проективное соот-
в е т с г а е пучковъ 5 и Т ВПОЛНЕ определяется, если мы отнесемъ другъ 
другу лучи SU и TU, S V и TV, SC и ТС. Это остается въ силе и 
въ томъ случае, если точка U сольется съ точкой Т, а подъ лучемъ TU, 
въ виду приведеннаго выше предложешя о касательныхъ, будемъ разуметь 
касательную въ точке Т, такъ какъ этой последней, действительно, 
отвечаете лучъ ST, тождественный при этихъ услов1'яхъ съ SU. Вместе 
•съ темъ можно принять, что точка V совпадаеть съ 5 , при чемъ подъ 
прямой SV нужно разуметь касательную въ точке S. Мы получаемъ, 
такимъ образомъ, предложешя 5 . и 6. *) 

П р е д л о ж е ш е 5. П р е д л о - П р е д л о ж е ш е 5 ' . П р е д л о 
ж е ш е П а с к а л я о с т а е т с я в ъ ж е ш е Б р 1 а н ш о н а о с т а е т с я в ъ 
с и л е , е с л и д в е п о с л е д о в а - с и л е , е с л и д в е п о с л е д о в а т е л ь -
т е л ь н ы я в е р ш и н ы с л и в а ю т с я ныя с т о р о н ы с л и в а ю т с я въ од-

4 3 ) Пучекъ Q, какъ указано въ тексте, осуществляетъ перспективное соот-
ветств1е рядовъ ср и у ; въ этомъ соответствш точкамъ W', С, V, X' ряда <р отве-
чають точки U", С", V", X" ряда р. Если мы теперь каждому лучу пучка Г, про
ходящему черезъ некоторую точку ряда ц, отнесемъ тотъ лучъ пучка Т, который 
проходить черезъ соответствующую точку ряда у, то между пучками будетъ 
установлено проективное соответсте . Вместе съ тЬмъ лучамъ SU', SC, SV, SX' 
будутъ отвечать лучи TU", ТС", TV", ТХ", которые въ пересечеши съ первыми 
последовательно даютъ остальныя вершины U, С, V, X шестиугольника. 

*) Мы формулируемъ предложеше о пятиугольнике и пятистороннике въ 
томъ виде, въ какомъ его обыкновенно выводятъ, какъ предельный случай пред
ложешя Паскаля и Бр1аншона. 
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в ъ о д н у т о ч к у , а с о е д и н я ю 
щ а я и х ъ п р я м а я з а м е н я е т с я 
к а с а т е л ь н о й в ъ э т о й т о ч к ъ 
(см. фиг. 67) . Иными словами, если 

Фиг. 67. 

даны пять точекъ ряда II пор., и 
мы желаемъ определить касатель
ную въ одной изъ нихъ, то сле
дуете обозначить эту точку циф
рами 5 и 6, а четыре остальныя 
точки в е той или другой после
довательности— цифрами 1, 2, 3 , 4 ; 
затъме нужно построить прямую 
Паскаля р по схеме : 

Сторона: 12, 2 3 , 34 
Противоп. стор. : 45 , 5 6 , 61 

Точка пересеч. : X, Y, Z 
Точки X и Z определяють 

прямую р, которая в е пересеченш 
с е прямою 2 3 даете точку Y; 
прямая Y5 и есть искомая каса
тельная. 

П р е д л о ж е ш е 6 . Е с л и в е р 
ш и н ы п о л н а г о ч е т ы р е х у г о л ь 
н и к а п р и н а д л е ж а т е р я д у II 
п о р . , т о л ю б ы я д в е д о п о л н и -
т е л ь н ы я в е р ш и н ы л е ж а т е на 
о д н о й п р я м о й с ъ т о ч к о й п е 

н у п р я м у ю , а т о ч к а и х е п е р е 
с е ч е ш я з а м е н я е т с я т о ч к о й к а -
с а ш я э т о й п р я м о й (см. фиг. 6 8 ) . 
Иными словами, если даны пять 

Фиг. 68. 

| лучей пучка II кл., и мы желаеме. 
определить точку касашя одного-
и з е нихе, то следуете обозначить 
э т о т е луче цифрами 5, 6, а че
тыре остальные в е этой или другой 
последовательности — цифрами 1, 
2, 3 , 4 ; з атвме нужно построить 
точку Бр1аншона Р по схеме: 

Вершина: 12, 2 3 , 34 

Противоп. верш. : 45 , 56 , 61 

Соединяющ. прямая: х, у, z. 
Пересечешеме прямыхъ х и z 

определяется точка Р ; черезе точки 
! Р и 2 3 проводиме прямую_у; тогда 
: у5 есть точка касашя. 

П р е д л о ж е ш е 6 ' . Е с л и с т о 
р о н ы п о л н а г о ч е т ы р е х с т о р о н 
н и к а п р и н а д л е ж а т е п у ч к у II 

| кл. , т о л ю б ы я д в е д о п о л н и 
т е л ь н ы й с т о р о н ы и п р я м а я , 
с о е д и н я ю щ а я т о ч к и к а с а ш я 
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р е с ъ ч е ш я к а с а т е л ь н ы х ъ в ъ | 
д в у х ъ п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ в е р -
ш и н а х ъ . 

Сюда относится фиг. 69, въ 
которой сохранены обозначешя 
фигуры 6 7 ; на п р я м о й р, со
г л а с н о н а ш е м у п р е д л о ж е ш ю , 
л е ж и т ъ т а к ж е т о ч к а п е р е с ъ -
ч е ш я к а с а т е л ь н ы х ъ в ъ д в у х ъ 
д р у г и х ъ п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ 
в е р ш и н а х ъ ; 

Фиг. 69. 

д в у х ъ п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ с т о 
р о н ъ , п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ о д н у 
т о ч к у . 

Сюда относится фиг. 70, въ 
которой сохранены обозначешя 
фигуры 6 8 ; ч е р е з ъ т о ч к у Р, с о 
г л а с н о н а ш е м у п р е д л о ж е ш ю , 
п р о х о д и т ъ п р я м а я , с о е д и н я ю 
щ а я т о ч к и к а с а ш я ( . х о р д а с о 
п р и к о с н о в е н 1'я") д в у х ъ д р у г и х ъ 
п р о т и в о п о л о ж н ы х ъ с т о р о н ъ ; 

Фиг. 70. 

это обнаруживается непосредственно, если замънимъ обозначешя 1; 2 , 3 ; 
4 ; 5 , 6 черезъ 1, 2 ; 3 ; 4, 5; 6. 

4. Четыре точки А, В, С, D ряда II пор. опредъляютъ въ общемъ 
три четырехугольника ABCD, ACBD, ADBC, къ каждому изъ которыхъ 
можно применить предложеше 6; аналогично обстоитъ дъло и съ четырьмя 
лучами а, Ь, с, d пучка II кл. Отсюда вытекаютъ два особенно п л о д о т в о р -
н ы х ъ п р е д л о ж е ш я . 

П р е д л о ж е ш е 7. Ч е т ы р е 
т о ч к и А, В, С, D р я д а II п о р . 
о п р е д ъ л я ю т ъ п о л н ы й ч е т ы р е х 
у г о л ь н и к ъ , к а с а т е л ь н ы я ж е а,Ь, 
c,d въ э т и х ъ т о ч к а х ъ о б р а з у ю т ъ 
п о л н ы й ч е т ы р е х с т о р о н н и к ъ ; 
д о п о л н и т е л ь н ы я с т о р о н ы ч е т ы 
р е х с т о р о н н и к а х,у, z и д о п о л 
н и т е л ь н ы я в е р ш и н ы X, Y, Z 
ч е т ы р е х у г о л ь н и к а о б р а з у ю т ъ 

П р е д л о ж е ш е 7 ' . Ч е т ы р е 
л у ч а а, Ь, с, d п у ч к а II кл. о п р е 
д ъ л я ю т ъ п о л н ы й ч е т ы р е х с т о 
р о н н и к ъ , и х ъ т о ч к и с о п р и к о с -
н о в е ш я о п р е д ъ л я ю т ъ п о л н ы й 
ч е т ы р е х у г о л ь н и к ъ ; д о п о л н и 
т е л ь н ы я в е р ш и н ы ч е т ы р е х 
у г о л ь н и к а X, Y, Z и д о п о л н и 
т е л ь н ы я с т о р о н ы х, у, z ч е 
т ы р е х с т о р о н н и к а о б р а з у ю т ъ 
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о д и н ъ и т о т ъ ж е т р е у г о л ь - ! о д и н ъ и т о т ъ ж е т р е у г о л ь 
н и к ъ 4 4 ) . н и к ъ . 

Представимъ себе , что рядъ II пор. заданъ точками В, С, D и 
касательными b, d въ точкахъ В и D; чтобы построить рядъ, достаточно 
отнести лучамъ Ь, ВС, BD пучка В лучи DB, DC, d пучка D; этимъ рядъ 
вполне определене , а вместе съ т е м е определена и касательная с въ 
точк* С. Пусть теперь А будетъ п р о и з в о л ь н а я точка ряда. Чтобы найти 
касательную а, надо, согласно п р е д л о ж е н а 7, точку пересечешя X пря
мыхъ АС и BD спроектировать изъ точки be на прямую d и изъ точки 
cd на прямую Ь, а затъмъ соединить полученныя точки da и ab (см. фиг. 71) . 
Если мы вместо А возьмеме друпя точки ряда А , , А2, А3,. . . *), то лучи 

Фиг. 71. 

СА, САХ, СА2, САЬ, . . . определять на прямой BD рядъ точеке X, Xt, 
Х2, Х3, . . . , перспективный с е пучкоме С; точки этого ряда проекти
руются изъ точеке be и cd двумя проективными пучками. Последше, ве 
свою очередь, определяють на прямыхъ dub два взаимно проективныхъ 

и ) На прямой XY, соединяющей две дополнительныя вершины X и К четы
рехугольника, согласно предыдущему предложешю, лежать точки пересечешя каса-
тельныхъ а и с и d; иначе говоря, дополнительная сторона z полнаго четырех
сторонника совпадаеть съ прямой XY; точно такъ же дополнительныя стороны 
четырехсторонника у и х совпадаютъ съ прямыми XZ и YZ. 

*) См. подробный рисунокъ 72, на которомъ для облегчены самаго черчешя 
рядъ II пор. изображенъ окружностью, какъ это, впрочемъ, делалось уже и раньше 
въ другихъ чертежахъ. 
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ряда, при чемъ касательныя а, ах, а2, а», . . . въ точкахъ A, Alt А2, Ая, . . . 
постоянно соединяютъ двъ соотвътственныя точки этихъ рядовъ. Применяя 
еще сюда законъ двойственности, мы получаемъ: 

П р е д л о ж е ш е 8. К а с а т е л ь - П р е д л о ж е ш е 8 ' . Т о ч к и ка-
н ы я р я д а II п о р . о б р а з у ю т ъ с а ш я п у ч к а II кл. о б р а з у ю т ъ 
п у ч е к ъ II кл . j р я д ъ II п о р . 

Теперь ясно, почему мы имъли возможность демонстрировать пред
ложешя 7 и Т одной и той же фигурой. Нужно обратить внимаше на 
построешя рядовъ II пор. по точкамъ и касательнымъ, вытекающая изъ 
фиг. 7 2 . Предыдущая соображешя наводятъ также на мысль установить 
проективное соотвътств1е между двумя рядами II пор. Съ этой цълью мы 
введемъ слъдующее опредЪлеше: 

Ч е т ы р е т о ч к и р я д а II п о р . 
н а з ы в а ю т с я г а р м о н и ч е с к и м и , 
е с л и о н ъ и з ъ к а к о й - л и б о т о ч к и 
р я д а п р о е к т и р у ю т с я ч е т ы р ь м я 
г а р м о н и ч е с к и м и л у ч а м и ; с о 
г л а с н о п р е д л о ж е ш ю 2, о н и в ъ 
т а к о м ъ с л у ч а ъ п р о е к т и р у ю т с я 
и и з ъ л ю б о й д р у г о й т о ч к и р я 
д а г а р м о н и ч е с к и м и л у ч а м и . 

Ч е т ы р е л у ч а в ъ п у ч к ъ II кл . 
н а з ы в а ю т с я г а р м о н и ч е с к и м и , 
е с л и к а к о й - л и б о л у ч ъ п у ч к а пе -
р е с ъ к а е т ъ и х ъ въ ч е т ы р е х ъ г а р 
м о н и ч е с к и х ъ т о ч к а х ъ ; с о г л а с и о 
п р е д л о ж е ш ю 2 ' , л ю б о й д р у г о й 
л у ч ъ п у ч к а в ъ э т о м ъ с л у ч а е т а к 
ж е п е р е с ъ к а е т ъ и х ъ в ъ ч е т ы 
р е х ъ г а р м о н и ч е с к и х ъ т о ч к а х ъ . 

Помощью этихъ предложены можно безъ труда распространить на 
точки и лучи образовъ второго порядка свойства расположешя, устана-
вливаемыя аксюмами группы II. 
Если теперь будемъ вообще назы
вать п р о е к т и в н ы м ъ с о о т в ъ т - «вА 
с т в 1 е м ъ л ю б ы х ъ д в у х ъ о б р а 
з о в ъ такое сопряжеше ихъ, при 
которомъ четыремъ гармоническимъ 
элементамъ всегда отвъчаютъ че
тыре гармоническихъ же элемента, 
то мы по фиг. 72 можемъ устано
вить слъдующее: четыремъ гармо
ническимъ точкамъ А, Ах, А2 , Аъ 

отвъчаютъ четыре гармоническихъ 
луча, соединяющихъ ихъ съ точкою 
С; эти лучи опредъляютъ на пря
мой DB четыре гармоничесю'я точки 
X, Хх, Х2, Х3; этимъ послъднимъ, 

въ свою очередь, отвъчаютъ на b и d по четыре гармоническихъ точки 
на каждой, а именно: ab, ayb, а2Ь, аф и da, dax, da2, da,, какъ проекцш 
изъ точекъ cd и be; наконецъ, послъднимъ отвъчаютъ четыре гармоничесюя 



2 2 2 

касательныя а, ах, а2, а 8 . Такимъ образомъ, точки ряда второго порядка 
оказываются проективно сопряженными съ лучами пучка касательныхъ II кл. 
Вместе съ темъ мы получаемъ: 

П р е д л о ж е ш е 9. Т о ч к и р я д а II п о р . с в я з а н ы п р о е к т и в н ы м ъ с о о т -
в е т с т в ! е м е с ъ к а с а т е л ь н ы м ъ п у ч к о м ъ II кл. , е с л и к а ж д о й 
т о ч к е о т н е с е н а , в ъ к а ч е с т в е с о о т в е т с т в у ю щ е г о л у ч а , 
к а с а т е л ь н а я в е э т о й т о ч к е . 

5 . Исходя и з е фиг. 71 и относящихся к е ней соображешй, можно 
также с е необычайной простотой развить т е о р ш поляре рядовъ II пор. 
и пучковъ II кл. Мы будемъ при этомъ придерживаться Райе * ) , книгой 
котораго мы и вообще руководились въ настоящемъ изложенш. Мы 
утверждаемъ, прежде всего, ч т о в ъ р я д у II п о р я д к а к и в ъ с о о т в е т -
с т в у ю щ е м е п у ч к * к а с а т е л ь н ы х е т о ч к а X и п р я м а я х, а т а к ж е 
Y и у, Z и z д р у г е д р у г а в п о л н е о п р е д е л я ю т е . 

В е самомъ д е л е , по своему положенно 
относительно совершеннаго четы- 1 относительно совершеннаго четы
рехугольника, определяемаго точ- рехсторонника, определяемаго лу
ками А, В, С, D, точки Пересе- чами а, Ь, с, d, лучи и' и и", сое-
ч е т я W и U" прямой х съ пря- динякмще точку X съ точками bd 
мыми BD и АС разделяются гар- и ас, разделяются гармонически 
монически точкой X и точками лучоме х и лучами пучка х ; 
ряда х ; 

этимъ мы хотели выразить, что 
прямыя U'X и U"X имъютъ каж
дая по д в е обння точки се рядоме 
х, которыя д е л я т ь гармонически 
соответственно пары X и V, X 
и U". 

С ъ другой стороны, прямая 
х уже вполне определяется точ
ками А, С ряда х, которыя лежать 
на одной прямой с е точкой X, ибо 
это есть прямая, соединяющая 
точку пересечешя ас касательныхе 
в е Л и С с е точкой U", которая 
совместно с е X д е л и т ь гармони
чески пару А, С. Мы можеме по
этому смотреть на BD, каке на 
совершенно п р о и з в о л ь н у ю пря-

*) Th. Re у е. .Geometrie der Lage*, I Abt., achter Vortrag. 

черезе точки u'x, или bd, и u"x, 
или ас, проходятъ д в * касательныя 
ряда х, которыя разделяють гар
монически соответственно пары 
х и и', х и и". 

С е другой стороны, точка X 
уже вполне определяется прямыми 
а и с, пересекающимися на прямой 
х, ибо это есть точка пересечешя 
прямой АС, соединяющей точки ка-
сашя лучей а и с съ лучемъ и", ко
торый совместно съ х д е л и т е гар
монически пару лучей а, с. Мы мо
жеме поэтому смотреть на bd, каке 
на совершенно п р о и з в о л ь н у ю 
точку на прямой х, изъ которой 
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мую, преходящую черезъ точку X, 
которая имъетъ съ рядомъ х двъ 
обшд'я точки В и D; вмъстъ съ тъмъ 
мы только-что доказали, что какъ 
точка U', которая совместно съ X 
д е л и т ь гармонически пару B,D, 
такъ и точки пересечешя bd каса
тельныхъ въ точкахъ В и D лежать 
на прямой х. 

Этимъ доказано: 

П р е д л о ж е ш е 10. Р я д ъ в т о 
р о г о п о р я д к а х о т н о с и т ъ 
к а ж д о й т о ч к * X, л е ж а щ е й 
в ъ п л о с к о с т и р я д а , н о е м у 
н е п р и н а д л е ж а щ е й , п р я м у ю 
х, „ п о л я р у э т о й т о ч к и " , 
о б л а д а ю щ у ю с л е д у ю щ и м и 
с в о й с т в а м и : 

a ) к а ж д а я п р я м а я , п р о х о 
д я щ а я ч е р е з ъ т о ч к у X и 
и м е ю щ а я с ъ р я д о м ъ х 
д в е о б щ а я т о ч к и , п е р е -
с е к а е т ъ п р я м у ю х в ъ 
т о ч к е , к о т о р а я с о в м е с т н о 
с ъ X д е л и т ь г а р м о н и ч е 
с к и у п о м я н у т у ю п а р у т о 
ч е к ъ р я д а ; 

b ) е с л и т о ч к и к а с а ш я д в у х ъ 
к а с а т е л ь н ы х ъ р я д а х ле 
ж а т ь на о д н о й п р я м о й 
с ъ т о ч к о й X, т о э т и ка-
с а т е л ь н ы я п е р е с е к а ю т с я 
на п р я м о й х\ 

c) е с л и и з ъ т о ч к и X п р о 
х о д я т ъ д в е к а с а т е л ь н ы я 
к ъ р я д у х, т о т о ч к и и х ъ 
с о п р и к о с н о в е ш я л е ж а т ь 

выходятъ две касательныя b и d къ 
ряду х; вместе съ темъ мы только-
что установили, что какъ лучъ и, 
который совместно съ х делить 
гармонически пару лучей b, d, такъ 
и прямая, соединяющая точки ка
сашя лучей bud, проходятъ че
резъ точку X. 

П р е д л о ж е ш е 10 ' . П у ч е к ъ в т о 
р о г о к л а с с а х о т н о с и т ъ 
к а ж д о м у л у ч у , р а с п о л о 
ж е н н о м у в ъ е г о п л о с к о с т и , 
н о е м у н е п р и н а д л е ж а щ е м у , 
т о ч к у X, „ п о л ю с ь " э т о г о 
л у ч а х, о б л а д а ю щ у ю с л е д у 
ю щ и м и с в о й с т в а м и : 

a) к а ж д а я т о ч к а п р я м о й х, 
и з ъ к о т о р о й в ы х о д я т ъ 
д в е к а с а т е л ь н ы я к ъ р я д у 
х, о п р е д е л я е т ъ с ъ т о ч к о й 
X п р я м у ю , к о т о р а я с о в м е 
с т н о с ъ х д е л и т ь г а р м о 
н и ч е с к и у п о м я н у т у ю п а р у 
к а с а т е л ь н ы х ъ ; 

b) е с л и к а с а т е л ь н ы я д в у х ъ 
т о ч е к ъ с о п р и к о с н о в е ш я 
п у ч к а п е р е с е к а ю т с я на 
п р я м о й А:, т о п р я м а я , с о е ли
н я ю щ а я т о ч к и к а с а ш я , п р о 
х о д и т ь ч е р е з ъ т о ч к у X; 

c) е с л и на п р я м о й х ле 
ж а т ь т о ч к и с о п р и к о с н о 
в е ш я д в у х ъ л у ч е й п у ч к а 
х, т о и х ъ к а с а т е л ь н ы я п р о 
х о д я т ъ ч е р е з ъ т о ч к у X. на п р я м о й х. 

d ) Е с л и п у ч е к ъ в т о р о г о к л а с с а с о с т а в л е н ъ и з ъ к а с а т е л ь 
н ы х ъ р я д а в т о р о г о п о р я д к а , т о к а ж д а я т о ч к а с л у ж и т ь п о -
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л ю с о м ъ с в о й п о л я р ы , к а ж д а я п р я м а я — п о л я р о й с в о е г о 

п о л ю с а 4 5 ) . 
Утверждежя с) еще нуждаются въ доказательствъ. На фигур* 71 

черезъ точку X не проходятъ касательныя къ ряду х, но изъ точекъ Yи Z 
проходятъ по д в * касательныя. Н о такъ какъ д в * пары точекъ Y, V и Y, V" 
разд*ляются рядомъ х гармонически, то у есть поляра точки Y; точно 
такъ же z есть поляра точки Z ; такимъ образомъ, въ треугольник* XYZ 

Фиг. 71. 

каждая сторона служить полярой противолежащей вершины; онъ назы
вается поэтому „полярнымъ треугольникомъ", или „полярнымъ трехсторон-
никомъ". Если бы теперь прямая ZZ"', соединяющая точку Z съ точкой 
перес*чешя Z" прямой z и ряда х, им*ла бы съ рядомъ х еще одну 
общую точку Р, то точка, которая совм*стно съ Z д*лила бы гармони
чески пару Z", Р, должна была бы также лежать на прямой z; но в ъ 
такомъ случа* она должна была бы совпасть съ точкой Z", что возможно 

4 а ) Прямая z есть поляра точки Z; она соединяетъ согласно предложенш с), 
доказательство котораго помъщено въ текст* ниже, точки касашя Z' и Z" каса-
тельныхъ, выходящихъ изъ точки Z; мы можемъ поэтому смотръть на точку Z , 
какъ на точку пересъчешя двухъ касательныхъ пучка, а на z, какъ на прямую, 
соединяющую точки касашя; поэтому Z есть полюсь прямой г. 
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только въ томъ случае, когда точка Р также совпадаетъ съ Z " . Поэтому 
касательныя въ точкахъ Z' и Z" проходятъ черезъ точку Z 4 8 ) . 

Предложешями 10 и 10 ' можно многообразно воспользоваться для 
построешя поляры по данному полюсу и полюса по данной поляр*; при 
этомъ рядъ х долженъ быть только заданъ достаточнымъ числомъ точекъ 
или касательныхъ, т. е., следовательно, либо пятью точками, либо пятью 
касательными, либо четырьмя точками и касательной въ одной изъ нихъ, 
либо четырьмя касательными и точкой касашя одной изъ нихъ, либо 
тремя точками и касательными въ двухъ изъ нихъ, либо тремя касатель
ными и точками касашя двухъ изъ нихъ. Во всъхъ этихъ случаяхъ 
проективное построеше ряда х непосредственно ясно, а полюсы и поляры 
могутъ быть найдены при помощи одной только линейки. 

6. Сохраняя на фигур* 71 точки А, В, Z, а вмъсгв съ ними и пря
мыя a, b, z, мы предположимъ, что точка X занимаете на прямой z раз
личныя положешя Хх, Х2, Х3, . . . *) . Такъ какъ точки С и D въ ряду х 
определяются прямыми АХ и ВХ, то вмъстъ съ измънешями положешя 
точки X касательныя с и d въ точкахъ С и D будутъ занимать дру-
пя положешя сх, с2, с3, . . . и d j , d2, d3 Мы обратимъ теперь внима-
nie на положешя луча с; согласно предложешю 2 ' , лучи с, с j , с2, с3, . . . 
пересъкаютъ прямыя а и b въ двухъ взаимно проективныхъ рядахъ точекъ 
ас, асх, ас2, ас.л, . . . и be, Ьсг, bc2,bc% Эти ряды проектируются изъ 
точки Z двумя проективными пучками х, х1, х2 , х.л , . . . и у, yt, у2, у3, . . . . 
Но послъднШ пучекъ расположенъ перспективно относительно ряда 
X, Хх, Х2, Х3 -, . . . ; с л е д о в а т е л ь н о , э т о т ъ р я д ъ с в я з а н ъ п р о е к т и в н о 
с ъ п у ч к о м ъ х, хх, х2, хъ, . . . . Если точка Х„ не принадлежитъ ряду х, 
то хп есть поляра этой точки; если прямая хп не касается ряда х, то 
точка Х„ есть ея полюсъ; но если точка X совпадаетъ съ одной изъ 
точекъ Z ' или Z" пересечешя прямой z и ряда х, то точки В и D, а 
вместе съ ними и Y, также совпадаютъ съ тою же точкой; вместе съ 
те.мъ прямая х становится касательной, ибо, какъ мы видели, Z Z ' и Z Z " 
суть касательныя къ ряду х изъ точки Z . Если мы поэтому захотимъ 
распространить поняле о поляре и на таюя точки, которыя принадлежать 
ряду х, то мы должны будемъ установить такое определеше: п о л я р а 
т о ч к и р я д а И п о р . е с т ь к а с а т е л ь н а я в ъ э т о й т о ч к е , п о л ю с ъ 
к а с а т е л ь н о й е с т ь ея т о ч к а с о п р и к о с н о в е ш я . Опираясь на это 

ш ) Иначе: если прямая, проходящая черезъ точку X, встречаегь рядъ и въ 
точкахъ А и С, то она встречаегь прямую х въ точке U, которая совместно съ X 
делить гармонически точки А и С; если поэтому точки А и С сливаются въ одну 
точку, то съ последней сливается и точка U; т. е. прямая х проходить черезъ 
точку касашя каждой касательной, выходящей изъ точки X. 

*) Точки эти на фиг. 71 для упрощетя чертежа опущены. 

В е б е р ъ, Энциклоп. элемент. геометрш. 15 



226 

определеше, мы можемъ уже высказать безъ ограничешя следующее 

предложеше: 
П р е д л о ж е н и е 1 1 . П о л я р ы т о ч е к ъ р я д а п е р в а г о п о р я д к а z о б р а 

з у ю т ъ п у ч е к ъ п е р в а г о к л а с с а Z , к о т о р ы й с в я з а н ъ п р о -
е к т и в н о с ъ э т и м ъ р я д о м ъ и в е р ш и н а к о т о р а г о с л у ж и т ъ 
п о л ю с о м ъ п р я м о й z и о б р а т н о . 

Неразобранный еще случай, когда прямая z касается ряда х, очень 
легко исчерпать. — На этомъ предложены можно основать новое доказа
тельство закона двойственности; это доказательство, быть можетъ, не 
имеетъ того основного характера, но зато оно относить каждой плоской 
фигур* вполне определенную двойственную ей фигуру. Для этой цели 
достаточно построить поляру каждой точки этой фигуры и полюсъ каждой 
ея прямой относительно нъкотораго ряда II пор. Тогда четыремъ гармо
ническимъ точкамъ прямой соответствуютъ четыре гармоническихъ луча 
пучка 4 7 ) ; двумъ парамъ точекъ, разделяющимъ другъ друга, отвечають 
две пары лучей пучка, также разделяющая другъ друга и т. д. По-
строеше и изследоваше фигуры, полярной относительно данной, очень 
поучительно. Для упражнешя возьмемъ въ плоскости ряда второго порядка 
х еще другой рядъ второго порядка Я и отнесемъ каждой точке послед-
няго Р ея поляру р относительно ряда х. Такимъ образомъ мы получимъ 
безчисленное множество лучей р. Что можно о нихъ сказать? Если мы 
представимъ себе рядъ X образованнымъ при помощи двухъ проектив
ныхъ пучковъ 5 и 7, то имъ отвечають два проективныхъ ряда то
чекъ s и г, при чемъ прямыя р соединяютъ попарно соответствующая 
другъ другу точки. Лучи р образуютъ, следовательно, пучекъ второго 
класса, огибаюиш'й некоторый рядъ точекъ второго порядка. 

7. Мы видимъ изъ этого примера и изъ всего предыдущего изсле-
довашя, какъ необыкновенно подвижна современная синтетическая гео-
метр1я, какъ легко она разматывается въ противоположность древней гео
метрш, съ построешемъ которой мы, по существу, знакомимся уже въ школв. 
Наиболее существенная разница между обеими геометр!ями, очевидно, 
заключается въ томъ, что въ геометрш древнихъ вполне господствуетъ 
понятое объ измеренш, между т е м ъ какъ новая геометр1я основывается, 
главнымъ образомъ, на понятояхъ о расположены и инцидентности; по
этому ее и называють г е о м е т р 1 е й п о л о ж е ш я . Метричесшя свойства 
могутъ быть познаваемы только путемъ сравнен1я въ силу законовъ 
измерешя; поэтому они гораздо менее бросаются въ глаза, нежели свой
ства расположешя и инцидентности. Отсюда — особенная наглядность 

4 7 ) Это следуетъ изъ того, что точкамъ, расположеннымъ на одной прямой, 
будутъ отвечать лучи пучка, вершиной котораго служитъ полюсъ этой прямой; 
полному же четырехугольнику будетъ отвечать полный четырехсторонникъ. 
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геометрш положенля. Если часто приходится слышать, что то или другое 
доказательство въ области проективной геометрш основывается исключи
тельно на воззрънш, то это можетъ и должно означать лишь то, что 
доказательства апеллируютъ только къ такимъ свойствамъ пространствен-
ныхъ образовъ, которыя можно непосредственно усмотреть на чертеж*, 
не прибегая къ измъреш'ю и сравнешю; таковы свойства расположешя и 
инцидентности. Мы узнаемъ, напримеръ, что д в * пары точекъ раздъляютъ 
другъ друга гармонически по ихъ положешю относительно полнаго 
четырехугольника. Въ прежней геометрш он* определяются известной 
пропорщей, и гармоническое расположеше двухъ точекъ часто по
знается только путемъ вычислешя. Ряды II пор. греки определяли, какъ 
сечешя круговой конической поверхности плоскостью; они пользова
лись, такимъ образомъ, метрически выдвленнымъ рядомъ второго по
рядка, окружностью, теор1я которой должна была, конечно, быть пред
послана; между темъ, новая геометр1я восходить къ источнику, изъ ко
тораго проистекаютъ свойства в с е х ъ рядовъ второго порядка. 

Что окружность принадлежитъ къ числу рядовъ второго порядка, 
это мы уже видели въ предыдущемъ параграфе. Для округлешя нашего 
очерка учешя о коническихъ сечешяхъ намъ остается еще только пока
зать, что ряды второго порядка действительно представляютъ собой се

чешя круговой кониче
ской поверхности пло
скостью, и л и — ч т о сво
дится къ тому ж е — ч т о 
они представляютъ со
бой центральныя проек
ши окружностей. Поло-
жимъ, что въ плоскости 
г) данъ рядъ точекъ вто
рого порядка х (см. 
фиг. 73) . Черезъ не
которую его касатель
ную t мы проведемъ 
плоскость ц и въ по

следней построимъ окружность х ' , касающуюся прямой г въ той же 
точке Т, что и рядъ х. Положимъ далее, что произвольныя три каса
тельныя а, Ь, с пучка х встречаютъ прямую г въ точкахъ X, Y, Z. Изъ 
этихъ точекъ мы проводимъ касательныя а', Ь', с' къ окружности •/.''. 
Въ такомъ случае прямыя а и a', b и Ь\ с и с' определяють три пло
скости а, /?, у. Последшя пересекаются въ одной точке 5 , такъ какъ 
о н е не могутъ проходить черезъ одну прямую. Изъ точки S проектируемъ 
окружность х ' на плоскость щ. Мы утверждаемъ, что х есть проекцш 
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окружности х ' . В ъ самомъ дълъ, эта проекшя, во всякомъ случа*, пред
ставляетъ собой образъ , который можетъ быть воспроизведенъ на пло
скости ц проективными п у ч к а м и 4 8 ) ; это есть, следовательно, рядъ точекъ 
второго порядка, который имъетъ съ рядомъ х четыре обцця касательныя 
а, Ь, с, t и общую точку касашя Т на прямой t; онъ совпадаетъ поэтому 
съ рядомъ х. Замътимъ, что мы воспользовались въ этомъ доказательств* 
только т*мъ свойствомъ образа х ' , что онъ представляетъ собой рядъ 
второго порядка; спещальныя метричесшя свойства окружности намъ вовсе 
не были нужны. Если мы поэтому выскажемъ предложеше: 
П р е д л о ж е ш е 12. Р я д ы в т о р о г о п о р я д к а п р е д с т а в л я ю т ъ с о б о й 

ц е н т р а л ь н ы я п р о е к ц ш о к р у ж н о с т е й , 
то этимъ будетъ переданъ результатъ нашего изсл*дован1Я только въ 
ограниченной форм*. 

Этимъ мы закончимъ у ч е т е о коническихъ съчешяхъ; метричесюя 
свойства этихъ образовъ будутъ изложены частью въ планиметрш, частью 
въ аналитической и начертательной геометр1яхъ. 

§ 18. Проективная метрика. 
1. Развивая въ трехъ предыдущихъ параграфахъ начала проективной 

геометрш, мы ограничились основными предложешями и притомъ т*ми, 
доказательство которыхъ сопряжено съ действительно принцитальными 
трудностями. Придерживаясь этого принципа, мы должны были бы, соб
ственно говоря, изложить еще свойства непрерывности рядовъ II пор. 
и пучковъ II кл.; въ частности, сл*довало бы изложить важныя предло
жешя, которыя Райе приводить въ восьмой лекцш перваго отд*ла своей 
„Геометрш положешя" (стр. 100 и 101 IV издашя). Однако, эти предло
жешя въ указанномъ м*ст* доказаны при помощи непрерывности прямой 
лиши; между т*мъ, исходя изъ той точки зр*шя теорш познашя, которой 
мы придерживаемся, мы должны стараться не пользоваться аксюмой не
прерывности III, пока мы къ этому не вынуждены необходимостью. Въ 
первую очередь, зд*сь р*чь идетъ о сл*дующемъ предложенш: если изъ 
двухъ точекъ А и В некоторой прямой и выходятъ по 2 касательныя къ 
ряду II пор. , а изъ двухъ другихъ точекъ этой прямой С и D не выхо
дятъ касательныя, то таюя две пары точекъ другъ друга не разделяютъ. 
Однако, доказательства этого предложешя требуютъ развиля обширныхъ 
подготовительныхъ соображешй, вследств*е чего мы это оставимъ въ 
стороне * ) . 

4 8 ) Если мы представимъ себе два проективныхъ пучка М' и N' въ пло
скости »/, образующихъ окружность у.', то проекщей этой окружности на пло
скость )) будетъ рядъ, образованный проективными пучками М и N, представляю
щими собой проекцш пучковъ М' и N' изъ точки S на плоскость г). 

*) См. С. Koeh le r , Arch. d. Math, und Phys., 3 Reihe, Bd. 6, p. 95. 
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2. Мы обращаемся теперь къ проективной метрик*, которая служитъ 
основой всякаго измърешя въ эллиптической, гиперболической и парабо
лической геометр1яхъ и, въ частности, служитъ основой учешя о подобЫ 
и измеренш площадей въ евклидовой геометрш. Въ противоположность 
евклидовой, проективная метрика плоскости отличается полною двойствен
ностью; это значить, что каждому предложешю, касающемуся соотношешя 
между величинами отръзковъ, соответствуешь предложеше, которое уста-
навливаетъ такое же соотношеше между величинами угловъ и получается 
изъ предыдущаго, по существу, заменою словъ „прямая", „отрезокъ" , 
„точка" словами „точка", „уголъ" , „прямая". Изъ двухъ двойственныхъ 
предложен^ мы всегда будемъ доказывать только одно; мы настойчиво 
рекомендуемъ, однако, читателю всегда проводить въ вид* упражнешя 
доказательство и построешя предложешя, соотв*тствующаго изложенному 
по принципу двойственности. 

При доказательств* основной теоремы намъ пришлось уже восполь
зоваться развитой выше въ § 15 первой ступенью понята о величин* 
отр*зка; впрочемъ, на этой ступени въ синтез* упомянутаго понятоя мы 
пользуемся лишь т*мъ основнымъ положешемъ, что ц*лое должно счи
таться больше своей части. Сообразно этому, мы получили возможность 
сравнивать между собою 2 отр*зка лишь въ томъ случа*, когда одинъ 
изъ нихъ составляетъ часть другого; для того же случая, когда это 
не им*етъ м*ста, мы не им*емъ никакого критер1я. Въ своемъ м*ст* 
мы уже указали, что для полнаго построешя понятоя о величин* необхо
димо установить построеше, которое давало бы критерШ, въ какомъ слу
ча* два отр*зка на прямой лиши должны называться равными или нерав
ными. Для этого намъ послужить проективное обобщеше npieMa Штей
нера для „передвижешя отр*зка вдоль по прямой линш", которымъ мы 
пользовались въ § 5, 2 для построешя конгруэнтныхъ отр*зковъ АВ 
и А'В' (см. фиг. 5 ) . Проводя три прямыя и, v, w фигуры 5, черезъ 
п р о и з в о л ь н у ю точку U, мы получимъ правило п е р е д в и ж е ш я о т р * з к а 
АВ по прямой «, служащей его носительницей, съ выд*лешемъ на по
следней точки U въ качеств* „выключенной" ея т о ч к и 4 9 ) . Подъ о т р * з -

4 Э ) Пр!емъ, посредствомъ котораго Штейнеръ .передвигаегь" отрезокъ на 
прямой и, т. е. откладываетъ на прямой и отъ точки А отрезокъ А'В', равный АВ, 
заключается въ томъ (фиг. 5), что онъ проводить прямыя v и w, параллельныя 
прямой и, и изъ произвольной точки S прямой w проектируетъ отрезокъ АВ на 
прямую v; получивъ, такимъ образомъ, отрезокъ аЬ, онъ изъ точки пересечешя S' 
прямой w съ прямою А'а проектируетъ отрезокъ аЬ на прямую и и получаетъ 
требуемый отрезокъ А'В. 

Въ проективной плоскости параллельныхъ линШ неть; мы заменяемъ поэтому 
прямыя v и w, пересекающш у Штейнера прямую и въ безконечно удаленной 
точке, двумя прямыми, проходящими черезъ произвольную точку U прямой и, 
и производимъ то же построен1е. Полученный, такимъ образомъ, отрезокъ А'В' мы 
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к о м ъ АВ excluso U мы разум-вемъ тотъ изт> двухъ классовъ, опредъ-
ляемыхъ, согласно аксюмамъ II, на прямой и точками А к В, который 
не содержите точки еУ 5 0 ) . Отръзки АВ и А'В', которые могутъ быть 
преобразованы одинъ въ другой при помощи указаннаго построешя („пере-
движешя") , мы будемъ называть р а в н ы м и excluso U; при этомъ будемъ 
мы считать дозволеннымъ буквы А'В' заменять другъ другомъ 5 1 ) . Теперь 
необходимо перевести это конструктивное опредълеше равенства на языкъ 
отвлеченныхъ поняли и освободить его отъ вспомогательныхъ лиши и 
точекъ, которыми мы пользовались при этомъ построенш. Пусть Р будетъ 

точка пересечешя прямыхъ SA и S' В', a Q — точка пересечешя прямыхъ 
SB и S'A'\ применяя предложеше 6 § 16 къ полному четырехугольнику 

п р и н и м а е м ъ р а в н ы м ъ о т р е з к у АВ excluso U, въ виду особаго значешя 
выделенной точки U. Это есть о п р е д е л е н и е проектнвнаго равенства двухъ отръз-
ковъ на прямой. Остается только доказать, что положеше точки В' не зависитъ 
отъ выбора прямыхъ v, w и точки 5 . Съ этой целью авторъ показываетъ, что это 
nocTpoeaie сводится, собственно, къ тому, что мы строимъ точку М, которая со
вместно съ U ДЕЛИТЬ гармонически точки В, А', а загвмъ строимъ точку В', кото
рая совместно съ А ДЕЛИТЬ гармонически пару U, А'. 

5 ° ) Следующая аналопя выясняеть несколько эту терминолопю. Если мы 
представимъ себе окружность, то каждая пара ея точекъ А и В Д Е Л И Т Ь ее на две 
дуги; каждая изъ этихъ двухъ дугь съ одинаковымъ правомъ могла бы претендо
вать на назваше дуги АВ, по каждой изъ этихъ дугь можно непрерывно пройти 
отъ точки А къ точке В. Но если мы выключимъ изъ окружности одну ея точку U, 
то такой переходъ можно будетъ сделать уже только по одной дугв: по той, ко
торая не содержить выключенной точки U. Въ этомъ смысле, по выключенш 
точки U, каждой паре точекъ А к В отвечаете уже одинъ отрезокъ АВ, это и 
есть отрезокъ АВ excluso U. 

ы ) Иными словами, отръзки АВ и ВА excluso U мы будемъ считать также 
равными. 

7& 
Фиг. 74. 
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abSS', мы заключаемъ, что точка пересечешя М прямыхъ PQ и и сово 
купно съ точкой U Д-БЛЯТЪ гармонически какъ пару точекъ Л , В', такъ 
и пару В, А'; при этомъ предполагается, что отрезки АВ и А'В', какъ 
у насъ на фигуръ, имеютъ excluso U одинаковыя направлешя, т. е. 
группы точекъ U, А, В и U, А' В' образуютъ циклы одного направлешя 
въ томъ смысле, какъ это установлено въ § 16. Сообразно этому, мы 
можемъ установить следующее о п р е д е л е ш е : 

Д в а о т р * з к а АВ и А'В' п р я м о й и, им-Ьюиие excluso U о д и 
н а к о в о е н а п р а в л е ш е , н а з ы в а ю т с я р а в н ы м и excluso U, е с л и су
щ е с т в у е т ъ т а к а я т о ч к а М, к о т о р а я с о в м е с т н о с ъ U д е л и т ъ г а р 
м о н и ч е с к и к а к ъ п а р у А, В', т а к ъ и п а р у В, А', в ъ п р е д п о л о ж е н ^ , 
ч т о т о ч к и к а ж д о й п а р ы не с л и в а ю т с я в ъ о д н у ; д в а о т р е з к а АВ 
и А'В', и м е ю щ т е excluso U п р о т и в о п о л о ж н о е н а п р а в л е ш е , н а з ы 
в а ю т с я р а в н ы м и excluso U, е с л и р а в н ы с о н а п р а в л е н н ы е о т р е з к и 
с ъ т е м и ж е к р а й н и м и т о ч к а м и . 

Такимъ образомъ, отрезокъ А'В' определенъ однозначно, если даны 
точки U, А, В и А' или В' и, если, сверхъ того, установлено, должны ли 
отрезки АВ и А'В' иметь одинаковое направлеше, или неть . К а ж д ы й 
о т р е з о к ъ АВ р а в е н ъ с а м о м у с е б е и, к р о м е т о г о , АВ=ВА; на
п р о т и в ъ , о т р е з о к ъ АВ н и к о г д а не м о ж е т ъ б ы т ь р а в е н ъ с в о е й 
ч а с т и А'В', е с л и т о л ь к о о б а о т р е з к а не и м е ю т ъ т о ч к и U о б щ е й 
к р а й н е й т о ч к о й . Въ самомъ деле, два отрезка UA и UA' должны 
в с е г д а считаться равными, какъ въ силу построешя, которымъ осуще
ствляется передвижеше отрезка по прямой, такъ и въ силу приведеннаго 
выше определешя, равнозначущаго названному построешю 5 ' 2 ) ; при этомъ 
совершенно безразлично, который изъ двухъ классовъ точекъ, опреде-
ляемыхъ точками U и А (а также U к А'), мы принимаемъ за „отрезокъ" 
UА (и соответственно с /Л ' )* ) ; если же, напротивъ, ни одна изъ точекъ 
Л, В, А', В' не совпадаеть съ точкой U и отрезокъ А'В', составляя часть 
отрезка АВ, имеетъ съ последнимъ одинаковое направлеше, то две пары 
Л, В' и А', В разделяютъ другъ друга; поэтому, согласно § 16, 6 (конецъ), 
не можетъ существовать точекъ U, М, которыя делили бы гармонически 
о б е упомянутыя пары. Д в а о т р е з к а АВнА"В" (excluso (J), р а в н ы е 
excluso U т р е т ь е м у о т р е з к у А'В', р а в н ы м е ж д у с о б о ю , ибо наше 
построеше, служащее для сравнешя отрезковъ АВ и А"В" съ отрезкомъ 
А'В', можетъ быть выполнено при посредстве одного и того же отрезка 

м ) Если точки А и А' совпадаютъ съ U, то мы можемъ сказать, что точки 
U, U делять гармонически какъ пару АВ', такъ и пару А'В. Точка М, которая 
вместе съ U делить гармонически названные два отрезка, въ этомъ случае всегда 
существуетъ: она совпадаеть съ точкой U. 

*) Дело въ томъ, что данное выше определеше отрезка excluso U теряетъ 
содержание, когда точка U сама становится крайней точкой отрезка. 
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ab на прямой v (ср. фиг. 7 4 ) 5 3 ) . На основанш приведенныхъ предполо
ж е н ы мы имеемъ возможность относительно любыхъ двухъ отрезковъ 
прямой и решить, будутъ ли они равны или нътъ, а въ послъДнемъ случа*, 
который изъ нихъ б о л ь ш е Б 4 ) . 

3. Построение, дающее передвижеше отрезка по прямой, вполн* 
достаточно также для того, чтобы устроить масштабъ, разделенный на 
проективно равный части. Прежде всего мы непосредственно имеемъ воз
можность последовательно отложить единицу меры т произвольное число 
разъ (фиг. 75) * ) . Такимъ образомъ мы получаемъ точки 2, 3 , 4, . . . на
шей фигуры, если о т р е з о к ъ 01 представляетъ собой выбранную нами 
единицу меры. Согласно о п р е д е л е н а равенства, точка п -\- 1 расположена 
относительно предшествующихъ точекъ такимъ образомъ, что она сово
купно съ точкой п — 1 д е л и т ь гармонически пару U, п56). Такимъ же 
образомъ мы определимъ точки — 1, — 2, — 3 , . . . при помощи услов1я, 
что точки — ( я - f - l ) и —(/2—1) делятъ гармонически пару — п, U; по-
crpoeHie для передвижешя отрезка также непосредственно даетъ этоть 
рядъ точекъ. Нужно заметить, что н е т ъ необходимости всегда пользо
ваться для осуществлешя этого построешя одной и той же парой точекъ 
прямой V, результатъ ведь не зависитъ отъ выбора этихъ вспомогательныхъ 
точекъ. Поэтому ихъ слвдуетъ выбирать такъ, чтобы было удобно полу-

м ) Предыдущее опредвлете проективнаго равенства двухъ отрезковъ можетъ 
быть интерпретируемо и такъ, что два отрезка АВ и А'В' на прямой и равны, 
если они представляютъ собой проекцш одного и того же отрезка ab на прямой v 
изъ двухъ точекъ прямой w. На фигуре 74 мы видимъ, что два отрезка АВ и А"В", 
равные въ этомъ смысле третьему отрезку А'В'', представляютъ собой проекцш 
одного и того же отр*зка аЬ на прямую и изъ двухъ точекъ прямой w. 

м ) Чтобы решить, который изъ двухъ неравныхъ отрезковъ больше, нужно 
ихъ проективно отложить отъ общей точки въ одну и ту же сторону и разсмотреть, 
который изъ нихъ составить часть другого. 

*) На фигур* приведена прямая QR, параллельная прямой и, чтобы показать, 
что та точка прямой и, которая считается безконечно удаленной въ евклидовой 
геометрш, въ проективной скале имеетъ к о н е ч н ы й номеръ; въ нашемъ случае 
этотъ номеръ падаетъ между 4 и 5, какъ это отчетливо видно на скале прямой w 
для точки R. 

K ) Положимъ, что мы хотимъ на прямой и при выключенной точке U отло
жить отрезокъ АВ отъ точки В въ ту же сторону; иными словами, мы желаемъ 
построить отрезокъ А'В', равный excluso U отрезку АВ, такимъ образомъ, чтобы 
точка А' совпала съ В. Найдемъ тогда вспомогательную точку М, которая совме
стно съ U делить гармонически какъ пару А, В', такъ и пару А', В. Такъ какъ 
точки последней пары совпадаютъ, то съ ними совпадаетъ и точка М; иначе говоря, 
точка В совместно съ U делить гармонически пару А, В'; поэтому В' есть точка, 
которая совместно съ А делить гармонически пару U, В. 

Этотъ случай и имеетъ место при построены проективной скалы, когда мы 
откладываемъ отрезокъ (л, л -)- 1), равный отрезку (л — 1, л); поэтому точка (л + 1) 
совместно съ (л — 1) делить гармонически отрезокъ U, п. 
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чить точки дълешя. на прямой и. Мы не можемъ входить 
:здъсь въ разсмотръше различныхъ модификаций, которыя 
:здъть возможны. Точки дълешя постоянно сгущаются по мъ
ръ приближешя къ точк* U, но о н * никогда ея не дости-
гаютъ; при этомъ по одну сторону расположены 

•только точки съ положительными индексами, а по 
другую — съ отрицательными. Изъ какой бы точки 
прямой и мы ни исходили, мы 
не имъемъ возможности дости
гнуть точки U при помощи ко-
нечнаго числа шаговъ, равныхъ 
между собою excluso Uж). 
Т о ч к а £ / я в л я е т с я , т а к и м ъ о б 
р а з о м ъ , с ъ т о ч к и з р ъ ш ' я п р о -
е к т и в н а г о р а в е н с т в а , „ б е з 
к о н е ч н о у д а л е н н о й " т о ч к о й 
п р я м о й я . 

Если мы выразимъ опредъ-
лен1е точекъ съ положительными 
и отрицательными индексами въ 
одномъ предложены, именно, что т р и т о ч к и , и з ъ 
к о т о р ы х ъ о д н а excluso U р а в н о у д а л е н а о т ъ 
д в у х ъ д р у г и х ъ , о б р а з у ю т ъ в м ъ с т ъ с ъ т о ч к о й 
U г а р м о н и ч е с к у ю г р у п п у , то мы сейчасъ же су-
мъемъ определить и я-ую часть отръзка р, р 4 - 1 
нашей скалы; именно, отръзокъ / > , / > + ! Делится въ 
точкахъ дълешя 

1 2 
P'P + Y' Р + ~п' ' ' ' ' Р + 

на я равныхъ частей, если любыя три послЪдователь-
ныя точки дълешя образуютъ съ точкой U гармони
ческую группу, въ которой точка U ВМЪХТБ со средней 
точкой ДБЛЯТЪ гармонически . гв* друпя. Если мы приве
демъ поэтому рядъ точекъ и въ проективное соотв-fcTCTBie съ 

too 

х ) Точка (л 4-1), какъ выяснено выше, совместно съ точ
кой - (л -- 1) дълитъ гармонически пару (U, л); поэтому точки 
— (я — 1) и —- (л - 1) раздъляютъ эту пару точекъ; иначе говоря, 
точка — (л -j- 1) попадаетъ внутрь отръзка (U, — л), не содержащего 
точки — (л — 1); въ этомъ смысл* точка — (л-t-l) приближается Фиг. 76. 
къ U въ направлеши — 1, — 2, — 3 . . . , никогда ея не достигая. Въ этомъ же 
смысл* точка (л +• 1) приближается къ U съ другой стороны. 
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самимъ собой такимъ образомъ, чтобы точкамъ U, р,р + ~ соответство

вали точки U, 0 , 1, то точкамъ р 4 - — , р -\- —, . . . , р -4- , р А- \ 

п п п 
будутъ отнесены точки 2 , 3 , . . . , л — 1, я . Но то же самое проективное 
соотв-BTCTBie будетъ установлено, если мы точкамъ U, р, р-\-1 отнесемъ 
точки U, О, я , такъ какъ точки р-\-\ и л , какъ мы ВИД-ЕЛИ, отвъчаютъ 
другъ другу въ этомъ с о о т в е т с т в ш 5 7 ) . Отсюда следуетъ, что нашимъ 
определешемъ разделеше отрезка р, р-\-\ на л равныхъ excluso U 
частей однозначно определено; вместе съ тЬмъ мы получаемъ следующее 
nocrrpoeHie (см. фиг. 76 ) ; мы проектируемъ точки 0, 1, . . . , л на прямую 
V, проходящую черезъ точку U, въ точки О', Г , 2 ' , . . . , я ' , соединяемъ 

точку 0 ' съ точ
кой р, а точку я ' 
съ точкой р -+-1; 
изъ точки пере
сечешя Q полу-
ченныхъ такимъ 
образомъ прямыхъ 
мы проектируемъ 
обратно точки О', 
1 ' , . . . , л ' н а пря
мую и; проекцш и 
представляютъ со
бою искомыя точ
ки дълешя. Впро-
чемъ, вся суть 

Фиг. 76. здесь заключается 
въ томъ, что три 

последовательныя точки 0 ' , 1 ' , 2 ' , . . . , л ' совместно съ точкой U обра
зуютъ гармоническую группу; такой рядъ можно построить и непосред
ственно, выбравъ произвольно точки 0 ' и 1 ' . 

Исходя, такимъ образомъ, отъ точекъ U, 0, 1, мы имеемъ возмож
ность легко отнести каждому раш'ональному числу некоторую точку пря
мой и, и къ каждой изъ этихъ точекъ мы приходимъ рядомъ гармони
ческихъ построешй. При обоснованш этихъ построены мы не пользовались 
основной теоремой проективной геометрЫ 5 8 ) . Когда мы, поэтому, въ дока-

5 7 ) Въ силу основной теоремы проективной геометрш. 
ю ) Авторъ-то собственно пользуется основной теоремой въ томъ пункте, 

къ которому относится предыдущее примъчаше; но справедливо то, что въ этомъ 
нетъ необходимости: можно было непосредственно указать построеше 77, которое 
даетъ делеше отрезка на л проективно равныхъ частей. 



2 3 5 

зательствъ основной теоремы относимъ три точки А, В, С самимъ себе и 
имъемъ въ виду доказать, что въ такомъ случаъ при проективномъ соот
ветствш и любая другая точка ряда должна отвечать самой себе, то мы 
можемъ обозначить эти три точки въ любой последовательности черезъ 
U, О, 1, а затъмъ изъ определешя проективнаго соотвътаъчя мы можемъ 
непосредственно заключить, что к а ж д а я точка, имеющая р а ш о н а л ь н ы й 
номеръ, отвечаетъ самой с е б е 5 9 ) ; действительная трудность въ доказа
тельстве основной теоремы заключается, следовательно, въ томъ, чтобы 
обнаружить, что и все остальныя точки должны отвечать каждая самой 
себе . 

4. Совершенно ясно, что проективной скалой можно воспользо
ваться для измерешя отрезковъ совершенно такъ же, какъ и обыкновен
ной метрической скалой. Если мы на какой-либо прямой развернемъ про
ективную скалу, то любая точка последней либо совпадаетъ съ какой-
либо точкой делешя скалы, либо можетъ быть точкой, расположен
ной сколь угодно близко отъ нея. Следовательно, каждый отрезокъ 
можетъ быть съ любымъ приближешемъ рашонально в ы р а ж е н ъ в ъ 
ч а с т я х ъ е д и н и ц ы с к а л ы 6 0 ) , и о ч и с л е , к о т о р о е мы т а к и м ъ о б р а 
з о м ъ п о л у ч а е м ъ , м о ж н о с к а з а т ь , ч т о о н о и з м е р я е т ъ р а ц ш н а л ь н ы й 
о т р е з о к ъ в ъ п р и н я т о й е д и н и ц е м е р ы . Строгаго доказательства этого 
предложешя мы здесь дать не можемъ. 

Подобно тому, какъ изъ чиселъ а и /?, измеряющихъ два отрезка а, Ь, 
можно ариеметически составить новое число «4 - /9 , ихъ сумму, такъ и 
изъ соответствующихъ отрезковъ а и b можно геометрически построить 
новый отрезокъ , который измеряется числомъ « 4 - / 9 и поэтому называется 
суммой отрезковъ а и Ь. Естественно возникаешь вопросъ, нельзя ли 
указать также отрезокъ , представляюип'й собой чисто геометрическую 
аналопю произведешя a/J. Если бы это оказалось возможнымъ, то мы 
могли бы чисто геометрически, не пользуясь измеряющими числами, 
производить по двумъ различнымъ законамъ таюя сопряжешя отрезковъ, 
которыя вполне соответствовали бы сложешю и умноженш чиселъ. Эти 
два построешя должны были бы поэтому удовлетворять темъ же зако
намъ, которымъ следуютъ сложеше и умножеше чиселъ. Таковыми, въ 
первую очередь, являются следуюцця: 

т ) Прямую и мы представляемъ себе, следовательно, то какъ рядъ точекъ X, 
то какъ рядъ точекъ X'; точки U, 0, 1 совпадаютъ каждая съ самою собою — и 
какъ точка X, и какъ точка X'. Точка 2 делить совместно съ точкой 0 гармони
чески пару U, 1; если поэтому точке 2 отвечаетъ въ ряду X' точка 2, то и она 
должна совместно съ 0 делить гармонически пару U, 1; а потому точка 2 ' совпа
даетъ съ точкой 2 и т. д. 

т ) По числу делёнШ проективной скалы, которыя онъ охватываегь. 
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A) при сложенш: 

a) законъ перемъстительный: a -f- b = b -f- а, 

b) законъ сочетательный: ( a - r - A ) - r - c = a - f - ( 6 4 - c ) ; 

B) при умноженш: 

a) законъ перемъстительный: ab = ba, 

b) законъ сочетательный: (ab) с = a {be); 

C) при соединенш объихъ операщй: 
законъ распределительный: ( a -f- b) с = ас -f- be. 

Мы дадимъ здъсь одну систему построен!й, удовлетворяющую этимъ 
требовашямъ, одинъ видъ такого „исчислешя отрезковъ" , по выражешю 
Гильберта. 

Равенство отръзковъ прямой при выделенной на ней точк* U мы будемъ 
считать установленнымъ, какъ въ п. 2. Кроме точки U, мы выберемъ еще 
на прямой и совершенно произвольно двъ д р у п я : „точку нуля" N и „точку 
единицы" Е. В с * отрезки на прямой и, которые мы захотимъ сравнивать, 
мы будемъ представлять себе передвинутыми построешемъ, осуществля-
ющимъ передвижеше отрезка по прямой, такимъ образомъ, чтобы все 
они имели точку N общей конечной точкой. Въ направленш UNE мы 
будемъ откладывать положительные отрезки , въ направленш ENU — отри
цательные, совершенно такъ же, какъ въ проективной скале, которую мы 
также будемъ считать нанесенной. Ту точку скалы, которая имеетъ ращо-
нальный номеръ г, мы будемъ обозначать черезъ Аг, такъ что точки 
U, N, Е придется обозначить черезъ Ах , А0, Alt вместе съ темъ отре
зокъ АпАг мы также будемъ обозначать короче черезъ г. Если точка Р 
не принадлежитъ къ числу техъ , которыя имеютъ ращональный номеръ, 
и если вместе съ т е м ъ о т р е з о к ъ АпР, какъ т а к о в о й , будемъ отмечать 
буквой х, то мы точку Р будемъ обозначать соответственно черезъ Ах; 
точку А0 мы будемъ называть начальной, а точку Ах конечной точкой 
этого отрезка . 

5. Прежде всего мы опредътшмъ сложеше. Ч т о б ы п о л у ч и т ь к о 
н е ч н у ю т о ч к у Ах+У о т р е з к а , п р е д с т а в л я ю щ а г о с о б о й с у м м у 
д в у х ъ о т р е з к о в ъ А0АХ и А0Ау, мы д о л ж н ы о т ъ к о н е ч н о й т о ч к и 
о д н о г о о т р е з к а о т л о ж и т ь п о с р е д с т в о м ъ п о с т р о е ш я , с л у ж а щ е г о 
д л я п е р е д в и ж е ш я о т р е з к о в ъ , в т о р о й о т р е з о к ъ , с о х р а н я я н а п р а 
в л е н ie п о с л е д н я г о . Для этого проводимъ черезъ точку Ах еще две 
вспомогательныя прямыя v и w и изъ произвольной точки С 0 прямой w 
проектируемъ точки А0, Ах, Ау на прямую v; получаемъ точки В0, Вх, Ву; 
затемъ, для прибавлешя отрезка А0АУ к ъ отрезку А0АХ, мы изъ точки 
пересечешя Сх прямыхъ В0АХ и w проектируемъ точку Ву на прямую и 
(см. фиг. 77) . Чтобы прибавить къ отрезку А0АУ .отрезокъ А0АХ, мы 
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проектируемъ изъ точки пересечешя Су прямыхъ В0АУ и w точку Вх на 
п р я м у ю и. О б ъ п р о е к ш и , с о г л а с н о п е р е м % с т и т е л ь н о м у з а к о н у 
с л о ж е ш я о т р е з к о в ъ , д о л ж н ы о п р е д е л я т ь ту ж е т о ч к у Ах+у на 
п р я м о й и. Въ самомъ деле , В0СХВУС0ВХСУ есть частный случай шести
угольника П а с к а л я 6 1 ) ; если мы поэтому точку пересечешя прямыхъ СУВХ 

и СХВУ, о которой идеть речь, обозначимъ черезъ S, то схема: 

сторона: В0СХ, СХВУ, ВУС0 

противоположная сторона: С0ВХ, ВХСУ, СУВ0 

точка пересечешя: Ах, S, АУ 

обнаруживаетъ, что точка 5 лежитъ, какъ и требовалось, на прямой и. 
Такимъ образомъ, равенство х-\-у =у-\-х остается въ силе какъ для 

Фиг. 77. 

положительныхъ, такъ и для отрицательныхъ отрезковъ. Наше построеше 
даетъ А0 Ах 4- А0 А0 = А0 Ах; иными словами, отрезокъ А0А0 при сло-
жеши отрезковъ играеть ту же роль, что и число 0 въ ариеметике. 

Относительно сложешя отрезковъ имеетъ место следующее важное 
предложен ie. 

В с п о м о г а т е л ь н о е п р е д л о ж е ш е I. Имеетъ место соотношеше: 

и (АдоА0А1АхАуА2 . . .) л u(AKAsA1+sAx+sAy+sAz+s. . .), 

где знакъ д \ происходящей отъ греческой буквы л , служитъ для обо-
значен1я проективнаго соответств1я. Въ самомъ деле , для построешя 
точки Ах^5 нужно изъ точки С„ предыдущей фигуры спроектировать 
точку As на прямую v, а загЬмъ полученную точку Bs спроектировать 
на прямую и изъ точки Сх. Произведя это построеше для точекъ 
х=ао, 0, 1, х, у, z, . . . (см. фиг. 78), мы получимъ на прямой w рядъ 

6 l ) Это шестиугольникъ Паскаля, вписанный въ рядъ II пор., который пред
ставляютъ собой две прямыя v и w. 
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точекъ w{CxCuCxCxCyCz . . .), который, съ одной стороны, при посред
стве пучка В0 приведенъ въ перспективное соотвътств1е съ рядомъ 

и (AmAQAxAxAyAz . . •), 

а, съ другой стороны, при посредстве пучка Bs, — съ рядомъ 

и (Ах AsAXJrSAxjrSAyjrSAz-\-s • • •)• 

Следовательно, последите два ряда связаны другъ съ другомъ проективно. 
И з ъ предложешя I вытекаетъ, съ одной стороны, что 

, « ( А о Л И - г А * . . .) д" и (АхАуА^г+уАх+у . . .) 

7 \ u(AooAy+zA(-z+y)+zA(x+y)+z • • •), 

а съ другой стороны, что 

" (АжАъА_гАх . . .) J^u(AxAzA0Ax+z . . .) 
Л~ u(AxAz+yAyA(x+z)+y . . .). 

Фиг. 78. 

Въ виду же доказаннаго только-что закона перемъстительнаго 
и (AxAy+zA{^z + y ) + z A i x + y ) + z . . .) д" u(AxAy+zAyAix+z)+y . . .). 

Пусть В0, Ву , Bz (см. фиг. 79 ) будутъ проекцш точекъ А0, Ау, Az 

изъ некоторой точки Р плоскости на вспомогательную прямую v, про
ходящую черезъ точку Ах. Пусть Q будетъ точка пересечешя пря
мыхъ A0BZ и w. Прямыя QB0 и QBy пересекаютъ прямую и въ точкахъ 
Л _ г и Л__ г _|_у 6 2 ) . Если прямая w встречаетъ прямую A—z-^yB0 въ 

и ) Если мы обозначимъ точку пересечешя прямой QB0 съ прямой и черезъ 
Ag, то легко убедимся, что точка Ag+z совпадаетъ съ А0, такъ что f должно 
быть равно 0. Такимъ же образомъ докажемъ, что точка пересечешя прямой QBy 
съ прямой и есть точка А— г+у. 
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точк* R, то прямая RBZ пересекаетъ прямую и въ точк* А ^ ^ у ^ г . 
Э т а т о ч к а с о в п а д а е т ъ с ъ т о ч к о й Ау, какъ это обнаруживаете шести-
угольникъ Паскаля A0PAyRA^z+yQ. Изъ сказаннаго следуетъ, что 
въ двухъ проективныхъ рядахъ и ( A x A y + z A i - . z ^ . y i + z A ^ x + y ) + z . . .) и 
и (AxAy4-zAyA^±Z)+y. . .) каждый изъ первыхъ трехъ элементовъ отвъ-
чаетъ самому с е б * ; по
этому, въ силу основ
ной теоремы проектив
ной геометр] и, каждая 
точка перваго ряда со
впадаетъ съ соответ
ствующей точкой вто
рого ряда; следова
тельно, точка A(X-^-y)+z 

совпадаетъ съ точкой 

1(х + г)+у, такимъ об

разомъ, мы доказали, 
что при с л о ж е ю и от 
р е з к о в ъ и м е е т ъ м е с т о т а к ж е з а к о н ъ с о ч е т а т е л ь н ы й : 

(х +У) + г = (х + z) +у. 

Сообразно этому, сумма трехъ отрезковъ х, у, z можетъ быть 
однозначно обозначена черезъ х -\-у -f- z. 

6. Отъ точекъ Ах, А0, Аг мы переходимъ къ точкамъ Аг, А3, . . . , А„ 
при помощи гармоническихъ группъ: 

АхА0А1Аг, АХА1А2А3, AxA2A3Ai, . . . , ^ ^ л - о Л - И » -

Точно такъ же посредствомъ передвижеш'я отрезковъ мы можемъ полу
чить по точкамъ А^, А0, Ах точки Aix, Азх. . . А^; для этого нужно 
только строить гармоничесюя группы АХА0АХА2Х, АХАХ Аих Азх, 
АхА-2х Азх Aix, . . ., АхА(П-г)хА^-1)ХА„х. Въ каждой изъ этихъ группъ 
первая и третья точка разделяютъ гармонически две друпя . Точка 
Алх строится по точкамъ АхАдАх при помощи такого же ряда гар
моническихъ группъ, какъ точка А„ по точкамъ А^АдАу', если мы 
поэтому установимъ проективное соответсга'е, относящее точкамъ Ах, 
Ад, Ах точки А х , А0, Ах, то точке А„ отвечаетъ точка Апх; п о э т о м у 6 3 ) 

и ( Л х Л 0 Л , Л л ) д и ( А х А 0 А х А „ х ) . 

™) Точка Л х вместе съ точкой А, делить гармонически пару АСА,; если мы, 
поэтому, установимъ проективное соответств1е, въ которомъ точкамъ А„ , А,, А, 
отвечають точки Ах , А,, Ах, то точке Л, будетъ отвечать такая точка, которая 
вместе съ А0 делить гармонически пару АХАХ; а это и есть точка АхХ; и т. д. 
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Это соотношение покам-Ьсть установлено лишь для цълыхъ положи-
тельныхъ значены числа п; мы воспользуемся имъ лишь, какъ наведешемъ для 
слъдующаго о п р е д ъ л е н 1 я того сопряжешя отръзковъ, которое мы будемъ 
называть ихъ у м н о ж е ш е м ъ : о т р ъ з о к ъ ху о д н о з н а ч н о о п р е д е л я е т с я 
п о о т р - в з к а м ъ х и у т р е б о в а ш е м ъ и (АО0А0АуАху)~/\ и (А^А^А^ х). 
Если х и у суть раш'ональныя ч и с л а , то это опредълеше выражаетъ, что о т р ъ 
зокъ ху п о л у ч а е т с я и з ъ о т р ъ з к а у т а к ъ , к а к ъ х п о л у ч а е т с я и з ъ 1. 

В ъ этой ф о р м * часто выражаютъ правило умножешя дробей ; во
обще проективное исчислеше отръзковъ даетъ интересное освъщеше 
основъ аривметики. Вместе съ тъмъ легко усмотреть преимущество, 
которое геометр1я представляетъ въ этомъ отношенш по сравненш съ-
ариометикой: если отръзокъ х не представляетъ собой рашональнаго 

Фиг. 80. 

кратнаго отръзка, принятаго за 1, то , исходя отъ точекъ Ах, А0, А1Г 

невозможно придти к ъ т о ч к е Ах при помощи конечнаго числа гармони
ческихъ построешй, и ариеметическое опредълеше произведен1'я ху въ 
этомъ случа* ничего бы не дало. Наше же опредълеше произведешя ху 
оперируетъ надъ самыми отрезками х и у, а не надъ числами, ихъ из
меряющими; поэтому оно обходить указанныя выше затруднешя. 

Самое построеше произведешя ху по отръзкамъ х н у вытекаетъ 
непосредственно изъ опредълешя умножешя. И з ъ произвольной точки 
плоскости С 0 (фиг. 80) проектируемъ точки Ах, А0, Ах, Ах на про
извольную прямую v, проходящую черезъ точку Ах, и получаемъ такимъ 
образомъ точки Вж, В0, В1У Вх. Прямая ВХАУ опред-вляеть на прямой 
С0А0 точку К, а прямая YBX встречаете прямую и въ точк* Аху, ибо 



241 

и(АхА0А1Ах) Л" v(B

xBoBiBx); проектируя же эти последшя точки изъ 
Y на прямую и, получаемъ: v(ВХВ0ВХВХ) д " и(Ах А0АУАху); слъдова-
тельно, и(АхА0АгАх) д~ и(Ах А0АуАху), какъ это требуется опредъле-
шемъ. Теперь зам-встимъ исходные элементы Ах и Ау другъ другомъ; 
именно, проектируя точки Л ^ , Л 0 , Ах, Ау изъ точки С0 на прямую v, 
мы построимъ точки Вт, В0, Вг, Ву, опредълимъ затвмъ точку пересе
чешя А" прямыхъ В , Л * и С0А0 и найдемъ точку пересечешя прямой 
ХВу съ прямой и; э т а т о ч к а п е р е с е ч е ш я , к о т о р у ю н у ж н о о б о 
з н а ч и т ь ч е р е з ъ Аух, с о в п а д а е т ъ с ъ т о ч к о й Аху, такъ какъ въ шести
угольнике Паскаля В1АхВхАхуВуАу точки пересъчешя противополож
ныхъ сторонъ ВХАХ и АхуВу, АХВХ и ВУАУ, ВхАху и АУВХ должны 
лежать на одной прямой; такъ какъ двумя последними точками пересе
чешя служатъ С0 и Y, то первой должна служить точка X. Э т и м ъ 
д о к а з а н ъ з а к о н ъ п е р е м е с т и т е л ь н ы й п р и у м н о ж е н ш ; ух = ху. 
Изъ определешя умножешя вытекаетъ: 

В с п о м о г а т е л ь н о е п р е д л о ж е ш е II. Такъ какъ, въ силу опреде
лешя умножешя, 

и(АхА0А1АхАуА2 . . .) д" и ( Л ж A0AsAsxAsyAsz . . .), 

то, съ одной стороны, 
м (А

х АИИ.г) Л
 и О4. АпАуАху) / \ и ( Л х Л 0 Л у г Л 

а, съ другой стороны, 

и (А, А А ^ 4 * А " (A, A0AZAXZ) 7\ к ( Л , A0AyzA{xz)y); 

поэтому 

и ( Л ^ A0AyzA(xy)z) X « ( A A0AyzA(xz)y); 

вместе съ темъ, въ силу основной теоремы, точка А(Ху)г совпадаетъ съ 
точкой A(XZ)y. З а к о н ъ с о ч е т а т е л ь н ы й , такимъ образомъ, т а к ж е вы
п о л н я е т с я . 

Согласно вспомогательнымъ предложешямъ I и II мы имеемъ, съ 
одной стороны, 

" ( Л . АйА_уАх) X « И » А0

А-угАхг) X " И , AyzA0Axz+yz), 

а, съ другой стороны, 

м ( Л . А0А^УАХ) X « ( А АУА0АХ+У) X " ( A AyzA0Aix+y)z), 

такъ что 

"(Ао AyZA0Axz+yz) Л " ( А АгА Л (*+»г) : 
вместе съ темъ, въ силу основной теоремы, точка A x z + y z совпадаеть 
съ точкой Асх+У)г- Такимъ образомъ доказано также, что и з а к о н ъ 
р а с п р е д е л и т е л ь н ы й о с т а е т с я в ъ с и л е . 

Веберъ. Энциклоп. элемент. геометрЫ. "> 
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7. Если на фиг. 80 точка Ах совпадаетъ съ А0, съ Л 4 или съ Ах, 
то точка X на прямой АаС0, какъ точка пересечешя последней съ пря
мой ВХАХ, приходить въ совмъщеше соответственно съ точками А0, С0, В0; 
точка же Аху на прямой и, какъ точка пересечешя последней съ пря
мой ХВУ, соответственно совпадаетъ съ точками А0, Ау, Ах. Поэтому 

если только точка Ау сама не совпадаетъ съ точкой Л ю . Если мы при-
соединимъ еще сюда фактъ, доказанный выше, что въ нашемъ исчисленш 

отрезковъ х4-0 = х, то выборъ индексовъ точекъ Ах, А0, Л , найдетъ 
себе полное оправдаше. 

Подобно тому, какъ вычиташе возможно было определить, какъ 
прибавлеше отрицательнаго отрезка , мы о п р е д е л и м ъ т е п е р ь д е л е ш е 
н а о т р е з о к ъ х, к а к ъ у м н о ж е н 1 е н а о б р а т н ы й о т р е з о к ъ 1/х. 
Такъ какъ при у = \/х точка Аху должна совпадать съ точкой Alt то 
мы получимъ на фиг. 80 точку А1/х, если найдемъ иересечеше В1/х 

прямыхъ ХАХ и г» и спроектируемъ его изъ точки С0 на прямую и. 
На фиг. 81 воспроизведено это простое построеше отрезковъ , обратныхъ 
отрезкамъ х, у, z; для построешя точки А1/х мы находимъ пересечеше 
X прямой ВХАХ съ прямой С 0 Л 0 , которую мы будемъ обозначать че
резъ s, и проектируемъ точку пересечешя В1/х прямыхъ ХАг и v изъ 
точки С 0 на прямую и. Легко усмотреть, что по смыслу нашего исчислешя 

0 ._у = 0, 1 ._у=_у, <х.у = сю, 

Фиг. 81. 
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отръзковъ 1/0 = о о , 1/1 = 1 , 1/оо = 0 . Пучки лучей Вх и Ах проек-
тируюгь точки АхА0АхАхАуАг и А1а!А1/0АыАх/хАх,уА1;г въ ТБ же 
точки B0A0C0XYZ прямой s; отсюда вытекаетъ: 

В с п о м о г а т е л ь н о е предложен1 ' е I I I . Имеете место cooTHouieHie: 

u(AxA0AxAxAyAz . . .) д и (A0AxAxAllxAVyAxu . . .). 

Изъ этихъ трехъ вспомогательныхъ предложены мы вскоре выве-
демъ важныя слЪдств1я. Но прежде всего мы подчеркнемъ важный ре
зультате нашего изсл-Ъдовашя, что наше исчислеше отрезковъ следуете 
всъмъ законамъ четырехъ дъйствЫ. Всъ построешя, необходимыя для 
получешя отрезковъ х-\-у, х—у, ху, х/у, выполняются исключительно 
при помощи прямыхъ линЫ. Но результате этихъ построены, какъ ока
залось, не зависите отъ вспомогательныхъ прямыхъ; онъ зависите исклю
чительно отъ выбора трехъ точекъ Ах, А0, Ах и отъ конечныхъ точекъ 
тъхъ отръзковъ, надъ которыми мы производимъ наши построешя. Если 
мы теперь представимъ себе, что плоскость т?, въ которой производятся 
всъ эти построешя, вмъстъ съ прямой и, спроектированы на некоторую 
другую плоскость v[', a Dx, D0, D , , Dx<, Dy суть проекцш точекъ 
Ах, А0, Ах, Ах, Ау, то фигур*, при посредстве которой мы на плоскости 
г) по точкамъ Ах, Ау строимъ точки Ах+У, Ах^у, Аху, Аху, отвечаете 
на плоскости ч\' фигура, определяющая по точкамъ Dx> и Dy соответствен
но точку Д*'_|_у , DX'„-y , D X ' y r , Dxi,y ; если мы спроектируемъ плоскость ц 
на другую вспомогательную плоскость г}", то т* же выводы останутся въ 
сил*. Такъ какъ, однако, мы показали, применительно къ фиг. 59 , что 
любое проективное соответств1е между двумя прямыми и и и* можетъ 
быть осуществлено двукратнымъ проектировашемъ, то этимъ доказано : 
П р е д л о ж е ш е 1. Е с л и д в е п р я м ы я а и и*, с н а б ж е н н ы я п р о е к т и в 

н ы м и с к а л а м и , п р и в е д е н ы в ъ п р о е к т и в н о е с о о т в е т с т в 1 е , 
и о с н о в н ы м ъ т о ч к а м ъ Ах, А0, Ах п р я м о й и о т в е ч а ю т ъ 
о с н о в н ы я т о ч к и Сж, С0, Сх п р я м о й и*, о т р е з к а м ъ ж е 
х, у, . . . (excl. А^) п р я м о й и о т в е ч а ю т ъ о т р е з к и 
х*, у*, . . . (excl. С я ) прямой и*, то 

1) (х+у)* = х*+у*, 2) (л- у)* х"—у*, 3) (х-у)* = х*-у*, 

4) (х /у )* = * * / > * , 

г д е - | - , — , • , / с у т ь з н а к и ч е т ы р е х ъ о п е р а ц и й п р и о с н о в н ы х ъ 
т о ч к а х ъ А , А0, Ах, м е ж д у т е м ъ к а к ъ з н а к и -4-, — , • , / в ы р а -
жаютъ те же д е й с ш я при основныхъ точкахъ С м , С0, Сх. 

Иными словами: основныя четыре действ1я суть операш'и проектив-
ныя; такъ, напримеръ, Ах.у и Сх*.у* суть соответствующая точки. Такъ 
какъ 1 2 = 1 , то и 1 * 2 = 1 * ; следовательно, l * = l w ) , а потому, въ виду 

6-) если мы тремъ точкамъ Аж, А„, А, прямой и отнесемъ точки Ст, С,, С, на 
лрямой и', то этимъ будетъ установлено проективное соответств1е между рядами ли и", 
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равенства 1 ) : 2 * = 2 , 3 * = 3, . . . ; поэтому, въ силу соотношешй 1), 

2) , 3) , 4), г* = г, если г есть региональное число; это вытекаетъ, ко

нечно, и изъ того обстоятельства, что мы отъ точекъ С м , С 0 , Q при

ходимъ къ точк-fe Сг* совершенно т е м ъ же рядомъ гармоническихъ по

строены, который отъ точекъ Л ю , А0, Л х приводить къ точк* Ат. 

Такъ какъ каждый о т р е з о к ъ можетъ быть съ любымъ приближешемъ 

выраженъ рацюнальнымъ кратнымъ отръзка, принятаго за единицу, то и 

всегда вообще х* = х, если мы подъ х* и х разумъемъ числа, изме

ряющая отрезки. При всемъ томъ предложеше 1 отнюдь не является из-

лишнимъ*) . Помимо того значешя этого предложешя, которое выяснено 

каждой точк* Ах ряда и будетъ отвечать некоторая точка С х¥. ряда и'. Если, однако, 
Л м , Л 0 , Л , суть основныя точки проективной скалы на прямой и, то индексъ х 
точки Ах есть определенное число; такимъ же образомъ х* есть также определен
ное число. Нужно доказать, что х* = х. Прежде всего 1 * = 1 , ибо мы точке Л , 
отнесли точку С, (неть никакихъ оснований выводить это, какъ въ тексте, изъ 
того, что 1 * 2 = 1 * ) . Но тогда соотношеше 1) даетъ ( 1 - f - 1 ) * = l * - f - 1 * , т. е. 2* = 2 
и т. д . ; этимъ доказано соотношеше п* — п для всякаго целаго л ; а тогда при по
мощи соотношешя 4) докажемъ его для всехъ рашональныхъ чиселъ. 

*) Предложеше 1 устанавливаетъ внутреннюю связь между основами проек
тивной геометрш и основами учешя о числахъ, въ частности, Teopiefl алгебраиче-
скихъ числовыхъ корпусовъ. Такъ какъ въ тексте мы не имели возможности вхо
дить въ эти соображешя, то мы дадимъ здесь некоторыя указашя по этому вопросу. 
Формулами 1 ) — 4 ) Дедекиндъ въ четвертомъ изданш лекщй Дирихле по теорш 
чиселъ (L. Dirichlet, „Vorlesungen iiber Zahlentheorie", Supplement XI) совершенно 
абстрактно определяетъ „перестановки" корпуса Л, которыя преобразуютъ его въ 
„сопряженный" корнусъ Л*. ЗатЬмъ въ юбилейной статье „о перестановкахъ 
корпуса всехъ алгебраическихъ чиселъ" Дедекиндъ распространилъ это опре
делеше и вытекающая изъ него следств1я на корпусъ всехъ алгебраическихъ 
чиселъ, на корпусъ всехъ вещественныхъ, а также на корпусъ всехъ ком-
плексныхъ чиселъ. Согласно предложение 1, эти перестановки представляютъ 
собой не что иное, какъ проективныя сопряжешя корпуса А съ самимъ собой, 
е с л и т о л ь к о о н ъ с о в п а д а е т ъ с ъ с о п р я ж е н н ы м ъ к о р п у с о м ъ Л*. В ъ 
противномъ случае, четыремъ гармоническимъ точкамъ числового ряда А все ж е 
отвечають четыре гармоничесюя точки ряда Л* , но э т о с о о т в е т с т в 1 е т а к ж е 
н е б у д е т ъ п р о е к т и в н ы м ъ , ибо свойства расположешя ряда А не совпадаютъ 
съ соответствующими свойствами ряда Л*. Наши формулы 1 * = 1 , 2* = 2, . . . 
показываютъ, правда, что ращональныя точки съ однимъ и темъ же номеромъ 
всегда соответствуютъ другъ другу, но для иррашональныхъ точекъ это не всегда 
имеетъ место. Въ качестве примера раземотримъ числовой корпусъ (область) всехъ 
чиселъ вида а-\-ЬУ~2, где а и Ъ суть ращональныя числа. Е с л и мы п о л о ж и м ъ 
х * = а — Ъ > л 2 , т о ч е т ы р е м ъ г а р м о н и ч е с к и м ъ т о ч к а м ъ л г о т в е ч а ю т ъ в с е г д а 
ч е т ы р е г а р м о н и ч е с к 1 я т о ч к и х*; в м е с т е с ъ т е м ъ р а ц ш н а л ь н ы я ч и с л а 
(й = 0 ) с о о т в ъ т с т в у ю т ъ к а ж д о е с а м о м у с е б е ; н о ч и с л у х= 1/"2~ о т в е ч а е т ъ 
число JC* = — Свойства расположешя, такимъ образомъ, не сохранились. 
Иначе обстоитъ дело въ геометрш. Это обусловливается темъ, что основная тео
рема покоится на томъ аксюматически введенномъ факте, согласно которому л ю 
б ы м ъ д в у м ъ п а р а м ъ т о ч е к ъ , к о т о р ы я д р у г ъ д р у г а н е р а з д е л я ю т ъ . 
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въ подстрочномъ примъчанш, оно даетъ такое доказательство формулы 
х = х*, которое лишь косвеннымъ образомъ зависитъ отъ аксюмы о 
непрерывности; върнъе, зависитъ отъ последней лишь въ той мере, въ 
какой отъ нея зависитъ основная теорема проективной геометрш. Если х* 
удовлетворяетъ алгебраическому уравнешю съ рашональными коэффи
циентами, то тому же уравнеш'ю, въ силу предложешя 1, удовлетворяетъ 
также х; съ другой стороны, такъ какъ точка Ах, в с л ъ д с ш е проектив
ности свойствъ расположешя excluso U, всегда лежитъ между точками съ 
твми же нумерами, какъ и точка Сх*, то число лг* не можетъ быть кор-
немъ этого уравнешя, отличнымъ отъ х; поэтому число х* = х. 

8. Съ помощью вспомогательныхъ предложены мы теперь докажемъ 
предложеше, играющее основную роль во всей метрике. 

П р е д л о ж е ю е 2 . П р о е к т и в н о е а н г а р м о н и ч е с к о е о т н о ш е ш е чет ы
р е х ъ э л е м е н т о в ъ р я д а п е р в а г о или в т о р о г о п о р я д к а , а 
т а к ж е п у ч к а п е р в а г о или в т о р о г о к л а с с а , не з а в и с и т ъ 
о т ъ в ы б о р а т р е х ъ о с н о в н ы х ъ т о ч е к ъ оо, 0, 1 . 

Поняле объ ангармоническомъ отношенш было нами установлено 
въ § 11, 8. Здъсь мы называемъ ангармоническое отношеше проектив
нымъ потому, что оно должно быть составлено по проективной скале. 
Будетъ достаточно доказать предложеше для прямолинейнаго ряда точекъ, 
такъ какъ вслъдств1е закона двойственности оно уже будетъ твмъ самымъ 
доказано для пучка перваго класса; отъ пучка же перваго класса оно мо
жетъ быть перенесено на рядъ второго порядка и отсюда на пучекъ его 

всегда о т в ъ ч а е т ъ т р е т ь я пара т о ч е к ъ (и, v), которая р а з д е л я е т ъ гармо
нически к а к ъ точки одной пары, т а к ъ и точки д р у г о й пары. По даннымъ 
четыремъ точкамъ и и v определяются посредствомъ извлечешя квадратнаго корня. 
За исключешемъ того случая, когда въ области А какъ разъ окажется этотъ корень, 
основная теорема въ области А несправедлива. Чтобы исключить возможность 
всякихъ перестановокъ, отличныхъ отъ полнаго тождества, было бы необходимо 
ввести въ область А всъ вещественные квадратные радикалы, равно какъ и всъ 
вообще вещественныя числа, которыя можно получить, последовательно расширяя 
числовую область путемъ производства ращональныхъ дьйствШ надъ квадратными 
корнями и извлечен1я корня изъ чиселъ, уже полученныхъ тьмъ же путемъ ранее. 
Однако, такой корпусъ не совпадаетъ съ своими сопряженными корпусами, такъ 
какъ последшя содержать также комплексныя числа; поэтому нетъ никакого про
тивореча съ основной теоремой въ томъ, что Дедекиндъ для корпуса в с е х ъ 
алгебраическихъ чиселъ обнаруживаетъ существоваше перестановокъ, которыя 
отличны отъ тождества. Къ тому же эти корпусы не вещественные. Что касается 
основныхъ двухъ вопросовъ, поставленныхъ въ названной юбилейной статье, то 
на нихъ мы можемъ ответить, что корпусъ всехъ вещественныхъ чиселъ, въ силу 
основной теоремы, допускаеть т о л ь к о тождественную перестановку, корпусъ же 
всехъ комплексныхъ чиселъ допускаеть еще перестановку, которая воспроизво
дится путемъ взаимнаго замещешя чиселъ У — 1 и . 
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касательныхъ совершенно такъ же, какъ мы перенесли свойства располо-
ж е ш я съ пучка перваго класса на рядъ точекъ второго порядка. 

Мы примемъ теперь, что гармоничесюе ряды и и и*, о которыхъ 
идеть речь въ предложенш 1, лежать на одной прямой. Положимъ, что 
точкамъ Ах, А0, Ах, AXfi ряда и отнесены точки Сх, С 0 , Q , CXj* ряда 
и * ( л = 1 , 2 , . . . ) ; положимъ, что координация х исходить отъ основ
ныхъ точекъ Ах, А0, Аг, а координащя х* отъ точекъ Сх, С0, Сх. 
Въ такомъ случат^, какъ мы показали въ п. 7, 

дг* = лг. (1) 

Положимъ, что отрезки С0АХ, С0А0, С0АХ, С0АХп при основныхъ 
точкахъ С , С 0 , С, выражаются черезъ а', Ь'', с', х„', такъ что ихъ ко-
нечныя точки суть Са', Ср, Сс>, СХп. П о с т а р а е м с я у с т а н о в и т ь з а в и 
с и м о с т ь м е ж д у х и х . 

Согласно вспомогательнымъ предложешямъ I, И, III, мы, исходя о т ъ 
ряда точекъ и (Сх, С 0 , С , , Схп*), всегда получимъ проективный съ нимъ 
рядъ, если мы къ индексамъ всехъ точекъ С прибавимъ одно и то же 
число, положительное или отрицательное, или если мы все эти индексы 
помножимъ на одно и то же число, или, наконецъ, если заменимъ ихъ 
все обратными значешями. Этимъ путемъ мы последовательно получимъ 
следуюиця соотношешя (вместо точекъ мы везде для краткости пишемъ 
только ихъ индексы): 

( о о , 0 , 1, * „ * ) / \ ( о о , 0 , г, rx„*)~/\(oo, s, r + s, rxn* + s) 

_/ J_ 1 1 _ \ _ / h_ h h \ 
s ' r + s' rxn* + "sj Л \ 0 ' s ' r + s ' rx^+s) 

л(«'. т + а ' 7 + 7 + а ' 7x7+s + a ) • • 

отсюда, опуская промежуточные члены, получимъ: 

(«>, 0 , 1, х Л д {а', } + а ' , + а', + а') . (2) 

Точка, отвечающая въ этомъ проективномъ соответствш точке Сх, 
будетъ Са' • Если мы желаемъ, чтобы точкамъ С 0 и С, такимъ же обра
зомъ отвечали точки Су и Сс<, то нужно положить 

Т + а = ~r + s + a = С ' 

такъ что 

h = (b'- а') {с'~~а')со, r=(b'—c')co, s = (c' — a')co. 
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гдъ со есть коэффищентъ пропорщональности. Въ виду соотношешя (2) 

и ( С . , С0, С 1 ( С , , . , С , , . , . . .) д (С«' • Су, Се>, Сх., Сх,,...), (3) 

где 

" rxn*+s^ ф' ^с')хп* + {с' ~а') ' ( V 

наконецъ, отсюда, принимая во внимаше соотношеше (1), получаемъ: 

, а'(V - с ' ) х п + Ь'(с' - а ' ) 
1 , 2 , . . . . (5) 

Мы видимъ, что формула (4) и при х* = оо,0, 1 даетъ правильно соот
ветствующая значешя а', Ь', с', такъ что в с * б е з ъ и с к л ю ч е ш я индексы съ 
правой стороны равенства (3) получаются изъ соотвътствующихъ индексовъ 

DX * ( п 
л*вой по тому же закону (4) . Если мы положимъ х„' = ".. , где 

ТХП^ -\- S 

р = а'(Ь' — с')со, q = b(c' ~а')со, г = (b' — с')со, s = (c' — a')co, 

то эти четыре величины не могутъ бытъ выбраны совершенно произ
вольно, ибо количества а', Ь', с', очевидно, должны быть различны, что 
эквивалентно тому, что произведете 

(а' - Ь') (Ь' - с') (с' - а') = (ps - qf) со-1 

должно быть отлично отъ нуля. Обозначая теперь точки, о которыхъ 
идетъ речь , не черезъ С, а черезъ А, мы получаемъ: 
П р е д л о ж е ш е 3 . Е с л и мы п о д в е р г н е м ъ и н д е к с ы р я д а т о ч е к ъ и 

в ъ п р о е к т и в н о й с к а л е л и н е й н о м у п р е о б р а з о в а н а 

х' = ^ ± 1 , ps-qr*0 
rx -\- s 

и т о ч к а м ъ Ах о т н е с е м ъ т о ч к и Ах>, т о э т и м ъ б у д е т ъ 
у с т а н о в л е н о п р о е к т и в н о е с о о т в е т с т в 1 е . 

Формула (5) раскрываете искомую зависимость между хп и хп': 

П р е д л о ж е ш е 4. П е р е х о д ъ к ъ н о в ы м ъ о с н о в н ы м ъ т о ч к а м ъ в с е г д а 
о с у щ е с т в л я е т с я п р и п о м о щ и о д н о г о и т о г о ж е л и н е й -
н а г о п р е о б р а з о в а ш я и н д е к с о в ъ . Е с л и Ах, А0, At с у т ь 
п е р в о н а ч а л ь н ы я о с н о в н ы я т о ч к и , а С в , С 0 , С\ — н о в ы я , 
и е с л и в ъ п о с л е д н е й к о о р д и н а ш и 

С0Ах=а', С0А0 = Ь', С<А = с' , 

т о м е ж д у и н д е к с о м ъ х л ю б о й т о ч к и Р, с о о т в е т с т в у ю 
щ и м ъ п е р в о й с и с т е м е о с н о в н ы х ъ т о ч е к ъ , и и н д е к с о м ъ х ' 
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т о й ж е т о ч к и , с о о т в ' Ь т с т в у ю щ и м ъ в т о р о й с и с т е м * , 
и м е е т ъ м е с т о с о о т н о ш е ш е 

а'{Ь'-с')х + Ь'(с'-а') — V ^ - Ь ' 
х ~ (Ь'-с')х + с'~а' ' х'-а! V - a ' ' w 

Если мы теперь составимъ ангармоническое отношеше — , — : Х % , X i , 
хх х^ Х3 х^ 

четырехъ точекъ 

то простое вычислеше обнаруживаетъ, что последнее равно 1 2 : — 2> 

Этимъ предложеше 2 доказано * ) . Какъ показываешь примъръ двухъ паръ 
точекъ оо, 1 и 0, 2, Д 'Ьлящихъ другъ друга гармонически, а н г а р м о н и ч е 
с к о е о т н о ш е ш е ч е т ы р е х ъ г а р м о н и ч е с к и х ъ э л е м е н т о в ъ р а в н о — 1 ; 
этими элементами могутъ служить какъ пучки ряда перваго или второго 
порядка, такъ и лучи пучка перваго или второго класса. Ф о р м у л а (6) 
в ы р а ж а е т ъ с а м ы й и н д е к с ъ х в ъ в и д * г а р м о н и ч е с к а г о о т н о ш е ш я . 
При а'=<ж им*емъ х=(х' - Ь') : (с ' — Ь'), а потому 

0*1 JCg) : С*з X 4 L ) — (Х1 Х2 ) ' (Х3 Х \ )> 

это значишь, ч т о о т н о ш е ш е д в у х ъ о т р * з к о в ъ на п р я м о й з а в и с и т ъ 
т о л ь к о о т ъ в ы к л ю ч е н н о й т о ч к и , н о не з а в и с и т ъ о т ъ т о ч е к ъ , 
п о м * щ е н н ы х ъ в ъ п р о е к т и в н о м ъ м * р о о п р е д * л е н 1 и и н д е к с а м и 
0 и 1; индексы х и х/ зд*сь относятся къ одной и той же выключенной 
точк* А . 

о о 

9. Развитое зд*сь исчислеше отр*зковъ даетъ возможность сравни
вать только отр*зки одной и той же прямой; точно такъ же соответству
ющее по принципу двойственности изм*реше угловъ даетъ только воз
можность сравнивать углы, образуемые лучами одного и того же пучка. 
Остаюцц'йся здесь пробЬлъ можно было бы восполнить введешемъ про
ективной окружности, но мы не имеемъ возможности здесь въ это вхо
дить. Изложенное измереше отрезковъ и угловъ вполне достаточно для 
обосновашя метрики въ двухъ неевклидовыхъ геометр1яхъ; но мы выну
ждены ограничиться гиперболической геометр1ей, такъ какъ въ насто-
ящемъ сочинеши мы не имели возможности изложить т е о р ш мнимыхъ 
элементовъ въ проективной геометрш; въ гиперболической же геометрш 
мы по той же причине вынуждены ограничиться только измерешемъ 
отрезковъ . Если развить гиперболическую геометрш совершенно эле
ментарно по образцу нашей школьной (евклидовой) геометрш, то она 

*) Другое доказательство далъ Пашъ въ своихъ „Лекшяхъ о новой гео
метрш", въ § 21. 
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приводить къ доказательству существовали ряда второго порядка со, на 
которомъ лежать объ бозконечно удаленныя точки любой прямой пло
скости. Чисто геометрически этотъ рядъ со ничъмъ не отличается отъ 
другихъ рядовъ; это различ1е устанавливается только метрикой, и именно 
поэтому возможно любой рядъ второго порядка со принять за „абсо
лютный" рядъ второго порядка, т. е. сдълать его геометрическимъ мъстомъ 
безконечно удаленныхъ точекъ плоскости. Это мы и намърены теперь 
выполнить. Мы ограничимся „внутренней стороной" ряда со, т. е. сово
купностью т ъ х ъ точекъ, изъ которыхъ нельзя провести къ ряду со каса
тельныхъ. Каждая прямая и этой области встръчаетъ рядъ со въ двухъ 
точкахъ t / j , U2; мы о п р е д ъ л и м ъ теперь, согласно § 11 , (17) , длину 
отръзка АВ на прямой и, конечныя точки котораго А, В расположены 
внутри ряда со, равенствомъ 

за „отръзокъ" АВ мы принимаемъ здъсь тотъ изъ двухъ классовъ, опре-
д-вляемыхъ на прямой и точками А и В, всъ точки котораго располо
жены внутри ряда со. Ангармоническое отношеше здъсь нужно составлять 
въ смысл* проективной метрики, которая, съ нашей точки зр*шя, 
представляетъ собой, такъ сказать, первичную метрику и лежитъ въ 
основ* такъ называемой а б с о л ю т н о й метрики гиперболической геометрш. 
Впрочемъ, не м*шаетъ сравнить 
эти соображешя съ т*мъ изложе-
шемъ гиперболической метрики, 
которое приведено въ § 11 и ста
вить ее въ зависимость отъ евкли
довой м е т р и к и 6 5 ) . И з ъ построешй 
абсолютной системы изм*решя от
ръзковъ мы приведемъ только са-
мыя необходимыя, именно — по
строешя, служанн'я для передвиже-

шя отр*зковъ по прямой линш, — ф и г 82. 
главнымъ образомъ, съ тою цълью, 
чтобы вновь показать, что длина отр*зка представляетъ собой величину, 
зависящую только отъ масштаба и отъ опредълешя равенства. Согласно 

te) Въ § 11, при изложенш гиперболической геометрш въ с*ти сферъ, было 
указано, какъ въ этой геометрш должно выражаться разстояше между двумя 
точками; мы пришли тогда къ тому же выражешю, которое приведено здъсь въ 
текст*. Но самая съть была взята въ е в к л и д о в о м ъ п р о с т р а н с т в * , и все из-
слъдоваше предполагало, такимъ образомъ, евклидову геометрш. ф»*сь вопросъ 
стоить иначе: установивъ проективную координацию, мы выбираемъ произ
в о л ь н о рядъ второго порядка, на которомъ сосредоточиваемъ безконечно удален-



2 5 0 

опредълешю длины (А В), отръзокъ (А В) равенъ другому отрезку (А'В') 
на прямой и, если точки А, В имъютъ относительно точекъ Ux, U2 то же 
ангармоническое отношеше, что и точки А', В', такъ что 

UXABU2J{ UXA'B'U2. 

Если мы спроектируемъ отръзокъ А В изъ точки 5 ряда со на этотъ самый 
рядъ (см. фиг. 82) , а полученный точки А"В" вновь спроектируемъ изъ 
какой-либо точки ряда Т на прямую и, то (А В) = (А'В'), такъ какъ точки 
Ux, А, В, U.2 расположены перспективно относительно пучка S; этотъ по
с л е д у й связанъ проективно съ пучкомъ Г 6 6 ) , который, въ свою очередь, 
расположенъ перспективно относительно точекъ UXA'B'U2. Можно безъ 
труда убедиться, что къ точкамъ Ux и U2 нельзя придти конечнымъ 
числомъ равныхъ шаговъ въ смысле этого мъроопредълешя. Два отръзка 
(АВ) и (А'В') на двухъ различныхъ прямыхъ и и к ' съ недоступным» 
точками Ux, U2n Ux , U2 равны, если U1ABU2^ Ux А'В'U.,' (см. фиг. 83) . 

Чтобы получить точку В', когда 
даны точки А, В и А', мы про
ектируемъ точку А' изъ точки 
пересечешя 5 прямыхъ Ux Ux 

и U2 U» на прямую Ul U2 въ 
точку А"; загвмъ находимъ 
точку пересъчешя Т прямыхъ 
U2 U2 и А"А и точку пересъ
чешя В" прямыхъ ТВ и Ux U2 ; 
прямая SB" съчетъ прямую и' 
въ искомой точкъ В'. Ясно, что 

(А В) = (А" В") = (А'В'). 

Легко убъдиться, что геометри
ческое мъсто точекъ В, имъ-
ющихъ отъ неподвижной точки 
А определенное разстояше а, 

воспроизводится перес-Ьчешемъ двухъ проективныхъ пучковъ; гиперболиче
ская окружность представляетъ собой, следовательно, рядъ второго порядка. 

Фиг. 83. 

ныя точки прямыхъ; вместе съ твмъ мы изучаемъ лишь то многообраз!е (если 
угодно, то п р о с т р а н с т в о ) , которое составлено изъ точекъ, расположенныхъ 
внутри выбраннаго ряда; разстояше между двумя точками э т о г о пространства мы 
о п р е д е л я е м ъ приведенной въ тексте формулой. Мы должны, однако, сказать, 
что этотъ вопросъ изложенъ авторомъ, на нашъ взглядъ, слишкомъ сжато; мы не 
имеемъ возможности развить все соображешя, которыя необходимы, чтобы эту 
теорию пополнить, а потому ограничиваемся этимъ замъчашемъ. 

№ ) Ибо мы можемъ смотреть на нашъ рядъ, которому принадлежать точки 
Uv А", В", Uv какъ на образованный проективными пучками S и Г. 
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Подробное изложеш'е важнъйшихъ элементарныхъ построены двухъ 
неевклидовыхъ геометрЫ съ точки з р е ш я проективной геометрш далъ 
М. Гроссманъ * ) ; авторъ пользуется, правда, координатами, но большин
ство построешй ясно и безъ всякихъ вычислены. 

Мы не ХОТЕЛИ бы опустить случая указать на интересное различ1е 
этой системы гиперболической геометрш по сравнешю съ нашимъ осу-
ществлешемъ последней въ сферической сети ; именно, д в * прямыя, ко
торыя не пересБкаютъ съ внутренней стороны ряда со, всегда имъютъ 
съ внешней стороны ряда точку пересъчешя, къ которой нельзя придти, 
исходя отъ внутренней точки ряда конечнымъ числомъ шаговъ, равныхъ 
между собой съ точки зръшя проективной метрики. Итакъ, здесь и д е а л ь 
н ы м и точками пересъчешя служатъ дъйствительныя точки, между Т-БМЪ какъ 
въ сферическомъ тип* гиперболической геометрш онъ были мнимыми. 

10. Метрика въ параболической геометрш несравненно проще, неже
ли въ гиперболической. Параболическая (евклидова) скала на прямой и 
есть скала проективная, соответствующая такому (воображаемому) выбору 
недоступной точки U прямой и, которое устанавливается средствами чисто 
эмпирическаго характера. Именно, мы утверждаемъ прежде всего сле
дующее: е с л и на п р я м о й и д а н ы д в е п а р ы т о ч е к ъ А, В и А', В', т о 
на н е й в с е г д а м о ж н о у с т а н о в и т ь п р о е к т и в н о е м е р о о п р е д е л е ш е 
т а к ъ , ч т о о т р е з к и АВ и А'В', с ъ т о ч к и з р е ш я э т о й м е т р и к и , 
б у д у т ъ р а в н ы . Въ самомъ д е л е , прежде всего мы можемъ распоря
диться обозначешями двухъ точекъ А' и В' такимъ образомъ, чтобы две 
пары А, В' и А', В другъ друга не разделяли; пусть далее М к N бу
дутъ две точки, которыя въ этомъ предположены делять гармонически 
какъ пару А, В', такъ и пару В, А'; каждая изъ этихъ двухъ точекъ 
можетъ быть принята за основную безконечно удаленную точку. Для 
построешя точекъ М п N необходимо располагать рядомъ второго по
рядка в, находящимся въ какой-либо плоскости, проходящей черезъ 
прямую и. Пусть a, a', ft, $' будутъ проекши точекъ А, А', В, В' изъ 
какой-либо точки 5 ряда f на этотъ самый рядъ; тогда М и N суть 
точки пересечешя прямой и съ прямыми S/г и Sv, соединяющими точку S 
съ теми двумя точками ц и v ряда €, которыя делять гармонически какъ 
пару a, ft, такъ и пару а, ,3 (фиг. 84) . Самыя точки ft и v лежать въ 
пересеченш ряда е съ прямой XZ, соединяющей точку пересечешя X 
прямыхъ аа' и (ift съ точкой пересечешя Z прямыхъ а/? и а'ft. В ъ 
самомъ дътте, согласно п р е д л о ж е н а 6 § 17-го, касательныя къ ряду въ 
точкахъ а' и /? пересекаются на прямой XZ въ точке у; эта точка 
представляетъ собой полюсъ прямой а'[} и потому вместе съ точкой пе-

*) М. G r o s s m a n n . .Die fundamentalen Konstruktionen der Nichteiiklidischen 
Geometrie', Beilage zuiri Programm der Thurgauischen Kantonsschule, 1903 04. 
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ресвченля с прямыхъ XZ и а'/? ДБЛИТЪ гармонически пару (i, v. Двъ 
пары точекъ а', /3 и /л, v проектируются изъ точки d двумя парами лу
чей а'у, а 'Д и a'fi, a'v, которыя, следовательно, проходятъ черезъ точки 
7, с и [I, v, а потому дълятъ другъ друга гармонически. Такимъ образомъ, 
точки /л и у действительно дълятъ гармонически какъ пару а', ft такъ и 
пару ft, а.—Если теперь двъ пары точекъ А, В к А', В' другъ друга также 
не раздъляютъ, то существуетъ и такая пара точекъ К и L, которая д е л и т е 
гармонически эти послъдшя пары точекъ. Проектируя эту пару изъ 

точки S на рядъ второго 
порядка, мы вновь полу
чаемъ д в * точки к и X, 
которыя дълятъ гармони
чески какъ пару а, /9, такъ 
и пару а', ft и лежатъ на 
прямой X Y, соединяющей 
точку X съ точкой пере
съчешя Y прямыхъ aft и 
a' ft Если бы прямая YZ 
имъла съ рядомъ двъ об-
цця точки лг,р,то послъдшя 
раздъляли бы гармониче
ски какъ пару а, а ' , т акъ и 
пару (9, ft; вмъстъ съ тъмъ 
на прямой и существовали 
бы двъ точки Р, R, кото
рыя дълили бы гармони
чески какъ пару А, А', 
такъ и пару В, В'. Но это 
невозможно, ибо точкъ А 
отвечаете только одна изъ 

точекъ А', В, В' (скажемъ, Л ' ) , которая вмъстъ съ нею дълитъ остальныя 
двъ точки; и эти двъ пары не могуть делиться гармонически одной и 
той же третьей парой ; напротивъ, на д в ъ пары, которыя другъ друга 
не раздъляютъ, четыре точки Л , В, А', В' распадаются двояко, чему 
соответствуюте двв пары, производящая гармоническое дълеше. Такимъ 
образомъ, на двухъ изъ числа трехъ прямыхъ XY, YZ, ZX должны 
лежать точки ряда е, третья же не пересвкаетъ ряда s вовсе. Такъ какъ 
XYZ есть полярный треугольнике, то мы попутно получили слъдуюицй 
результате : и з ъ с т о р о н ъ п о л я р н а г о т р е у г о л ь н и к а н ъ к о т о р а г о 
р я д а в т о р о г о п о р я д к а в с е г д а и м ъ е т с я о д н а , к о т о р а я н е в с т р ъ -
ч а е г ъ р я д а . Возвращаясь теперь къ отръзкамъ АВ и Л ' В ' , допустимъ, 
что они были при помощи циркуля взяты .равными" въ эмпирическомъ 

Фиг. 84. 
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смысл* слова. Если мы теперь станемъ искать ту пару точекъ М, N, 
которая дълитъ гармонически какъ пару А, В', т акъ и пару А', В, то 
лучи S/л и Sv, направленные къ точкамъ М, N, будутъ существовать и 
въ этомъ случа*, но одинъ изъ этихъ лучей не встретить прямой и на 
доступномъ разстоянш. Эта покам*сть только эмпирически недоступная 
точка есть „безконечно удаленная" точка прямой въ параболической 
геометрш; если мы примемъ ее за точку Ах проективной скалы, то она 
будетъ безконечно удаленной точкой также съ точки зр*шя этого м*ро-
опредълешя *) . При этомъ нужно обратить внимаше на то, что для на-
шихъ построешй въ области проективной скалы всегда достаточно имъть 
д в * прямыя к и и , относительно которыхъ извъстно, что онъ проходятъ 
черезъ точку Ах; самая же точка Ах можетъ лежать вн* площади на
шего чертежа, ибо при производств* сложешя и перемножешя отр*зковъ 
мы пользовались точкой Ах только черезъ посредство прямыхъ v и w. Н о 
одинъ лучъ, идушдй к ъ точк* Ах, представляетъ собой Sv; выбирая же 
иначе точку S на ряд* е, мы легко получимъ второй такой же лучъ. 
Такимъ образомъ, вс* услов1я, необходимыя для практическаго произ
водства построешй, на лицо. 

11. Параболическое изм*реше отр*зковъ, какъ проективное, отли
чается простотой, пока р*чь идеть только объ изм*решяхъ на одной и 
той же прямой. Напротивъ, перенесете единицы меры съ одной прямой 
на другую, какъ мы вид*ли въ § 5, д*ло довольно зат*йливое. Какъ 
мы уже не разъ указывали, любой рядъ второго порядка Е можетъ быть 
абстрактно принять за окружность; пусть это будетъ тотъ рядъ, о ко
торомъ шла р*чь въ предыдущемъ пункт*. Произвольную точку въ 
плоскости окружности, изъ которой къ ней нельзя провести касатель-
ныхъ, нужно принять за центръ: „рад!усы", выходяшле изъ точки О, мы 
принимаемъ за равные, опредъливъ предварительно „отр*зки" , выходяине 
изъ точки О путемъ выключешя той точки, которая совокупно съ О д * -
литъ гармонически рядъ е. 

Эти выключенныя точки лежать, сл*довательно, на одной прямой — 
поляр* со точки О относительно ряда е; она называется „безконечно 
удаленной" прямой плоскости. Она опредвляетъ на каждой прямой ту 
точку, которая на ней должна играть роль безконечно удаленной основ
ной точки (проективнаго) изм*решя отр*зковъ. Прямыя, им*ющ1я одну 
и ту же безконечно удаленную точку, называются параллельными. Стро
го сохраняя понятоя и посылки параболической геометрш, можно уста-

*) Сообразно этому, проективная точка зр*шя на параллелизмъ можетъ быть 
формулирована такъ: параллельныя прямыя также им*ютъ точку пересъчешя, но 
посл*дней нельзя достичь конечнымъ числомъ равныхъ (съ точки зр*н1я парабо
лической метрики) шаговъ. 
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новить метрику такимъ образомъ, чтобы произвольно выбранный две 
прямыя оказались параллельными. При другомъ выбор* трехъ основныхъ 
точекъ „обыкновенная" безконечно удаленная точка прямой евклидовой 
геометрш естественно имеетъ конечное разстояше отъ нулевой точки. 
Пока мы не вводимъ метрики, нътъ „близкихъ" и „далекихъ" разстояшй, 
ибо — это суть п о н я т а метричесюя, не содержания въ себ* ничего абсо-
лютнаго; они им*ютъ только относительное содержаше, зависящее отъ 
принятой единицы м*ры и отъ законовъ той метрики, которой мы въ 
тотъ или въ другой моменть пользуемся. Въ геометрическомъ предста-
вленш наивнаго челов*ка практической жизни вм*ст* съ отр*зкомъ 
фиксируется и его длина. Но что и въ научной разработк* геометрш 
эмпиризмъ играетъ гораздо большую роль, ч*мъ мы склонны это при
знавать, въ этомъ мы уб*ждаемся повседневно. — На двухъ параллеляхъ 
и, v д в * друпя параллели той же плоскости, которыя не параллельны 
первымъ, отс*каютъ равные отр*зки. Это должно служить о п р е д е л е -
H i е м ъ 6 7 ) . Если два параллельныхъ отр*зка равны третьему параллельному 
имъ отр*зку, то они равны между собой; въ этомъ легко убедиться, 
основываясь на теореме Дезарга о перспективныхъ треугольникахъ. Къ 
построешямъ, служащимъ для передвижешй отрезка вдоль прямой и для 
перенесешя отрезка на параллельную прямую, присоединяется, въ каче
стве третьяго основного построешя, вращеше отрезка при помощи окруж
ности Е . И здесь теорема Дезарга обнаруживаетъ, что два отрезка, равные 
третьему, равны между собой, когда эти три отрезка лежатъ на трехъ 
различныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ О окружности s, а 
вращеше определено пр1емомъ, указаннымъ на фиг. 6. 

12. Если измереше отрезковъ въ параболической геометрш по 
существу своему представляетъ проективное мероопределеше, устанавли
вающее разъ на всегда выключенный точки, то измереше угловъ въ евкли
довой геометрш покоится на совершенно иныхъ основныхъ положешяхъ, 
которыя только и объясняются живымъ учаепемъ непосредственнаго воз-
з р е ш я въ х о д е р а з в и т а геометрш. Что отрезки могутъ быть больше 
всякаго разстояшя, какое только можетъ охватить нашъ в з г л я д ъ , — э т о 
одно изъ наиболее древнихъ, наиболее естественныхъ прюбретенШ на
шего опыта; земля представляется наивному человеку неизмеримо большой; 

6 7 ) При помощи предыдущихъ соглашенШ установлены услов1я равенства 
отрезковъ, если таковые расположены на прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ О 
основной .окружности"; для того, чтобы было возможно сравнивать отрезки, лежа
щее на произвольно выбранныхъ прямыхъ, нужно еще установить услов1я равенства 
отрезковъ на параллельныхъ прямыхъ, нужно установить „правило параллельнаго 
перенесетя". Это и достигается соглашешемъ, приведениымъ въ текст*, считать 
отрезки, расположенные на параллельныхъ прямыхъ, равными , если они располо
жены въ то же время между параллельными прямыми. 
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единица же мъры составляетъ, примерно, одинъ его шагъ. Иначе об-
стоить дъло съ угломъ. Все угловое пространство, окружающее точку О, 
мы охватываемъ однимъ взглядомъ; его величина должна, „следовательно", 
быть конечной; и подобно тому, какъ наивный умъ верить въ абсолют
ную длину, онъ верить также въ абсолютную величину угла. Естественное 
подразделеше углового пространства, окружающего данную точку О на 
четыре равныя части, образуютъ две взаимно перпендикулярныя (въ эмпи
рическомъ смысле слова) прямыя; глазъ не обнаруживаетъ никакого пре
имущества какой-либо одной изъ этихъ частей передъ другой. Н о подобно 
тому, какъ угловое пространство подходящей системой измерешя угловъ 
было сделано конечной величиной, можно было бы и длину прямой ли
ши сделать конечной при соответственномъ выборе системы измерешя. 
Равенство угловъ мы определили въ § 5 при помощи npieMa, который 
ясно виденъ на фиг. 8. Если въ смысле этого определешя, при замене 
угловъ дугами АВ = А"В" и А'В' = А"В", т. е. АВ" \\ ВА" и А'В" || В'А' 
(фиг. 85) , то въ шестиугольнике Паскаля АВ'А"ВА'В" точки пересе
чения противоположныхъ сторонъ АВ" и , 

ВА", а также А'В" и В'А", лежать на 
безконечно удаленной прямой; на той же 
прямой лежитъ, следовательно, точка пе
ресечешя сторонъ третьей пары; поэтому 
и уголъ АВ = А'В'; иными словами: е с л и 
и з ъ т р е х ъ у г л о в ъ , и м е ю щ и х ъ о б щ у ю 
в е р ш и н у , д в а р а в н ы т р е т ь е м у , т о о н и 
р а в н ы м е ж д у с о б о й . 

Чтобы остаться при фигуре § 5-го, 
мы пользовались действительной окруж
ностью и действительнымъ центромъ. Но 
уже самое то обстоятельсто, что доказа- Фиг. 85. 
тельство дала намъ теорема Паскаля, обна
руживаетъ, что и при помощи любого ряда второго порядка можно 
было бы установить систему измерешя угловъ, по принципамъ евклидовой 
системы, свободную отъ всякаго противореч1я, но съ той разницей, что 
углы, „равные" въ смысле этой метрики, не были бы равны въ эмпири
ческомъ смысле слова'. 

Какъ мы видимъ, научно обосновать евклидову метрику не такъ 
просто, какъ гиперболическую (и эллиптическую). Н о недостатокъ сим-
метрш этой системы, обусловливаемый тЬмъ, что она отказывается отъ 
принципа двойственности, щедро возмещается ея большимъ п р а к т и -
ч е с к и м ъ значешемъ. Дълеше отрезка на произвольное число равныхъ 
частей въ евклидовой геометрш, благодаря проективному характеру си
стемы измерешя отрезковъ одной и той же прямой, съ точностью вы-
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полняется циркулемъ и линейкой; между т*мъ въ объихъ неевклидовыхъ 

геометр1яхъ эта задача столь же сложна, какъ д е л е ж е на произвольное 

число равныхъ частей угла въ евклидовой геометрш. Но зато въ евкли

довой геометрш исчислеше угловъ представляетъ собой предметь особой 

дисциплины, тригонометрш, между т*мъ какъ въ чисто проективной ме

трик* отр*зки и углы измеряются по совершенно одинаковымъ законамъ. 

Этимъ МЫ ДОЛЖНЫ закончить настоящее изслъдоваше и относительно 

другихъ напрашивающихся здъсь вопросовъ ограничиться указашемъ 

литературы. 

§ 19. Приложение: литературныя указашя. 
Такъ какъ статья большой „ Энциклопедш математическихъ наукъ" 

о б ъ основашяхъ геометрш еще не появилась, то нижеслъдуюиця литера

турныя указашя, полагаемъ, будутъ небезполезны 6 8 ) . Впрочемъ, эти ука

зашя отнюдь не претендуютъ на полноту. Сочинеши, цитированныхъ в ъ 

текст*, мы зд*сь уже не называемъ. 

1. С о ч и н е ш я б и б л ш г р а ф и ч е с ю я . 

Libellus post saec. quam Jo. Bolyai de Bolya anno 1802, a. D. Claudiopoli natus est 
ad celebrandam memoriam eius immort. . . . editus, Claudiopoli, 1902. (Перечень 
всъхъ сочинеши по неевклидовой геометрш). 

B o n o l a , Bibliografia sui fondamenti della geometria noneuclidea. Bollettino di biblio-
grafia e storia delle scienze matematiche, съ 1899 г. 

E. W o l f f i n g , Mathematischer Biicherschatz, I. Teil, Leipzig 1903. (Keine Zeitschriften!). 
См. въ частности: Abt. 2 . Philosophie der Mathematik. Abt. 139. Prinzipien 

der Geometrie. Abt. 140. Parallelentheorie. Abt. 141. Nichteuklidische Geometrie. 
Abt. 142. л-dimensionale Geometrie. 

2. HcTopiH и и з с л * д о в а н 1 я о с н о в ъ г е о м е т р ш . 

T r o p f k e , Geschichte der Elementar-Mathematik. 1902 u. 1903. 
S i m o n , M., Euklid und die sechs planimetrischen Biicher. Leipzig 1901. 
R e y e , Th., Die synthetische Geometrie im Altertum u. in der Neuzeit. Strassburg 

1899. (2 Aufl.). 
K e w i t s c h , G., Zweifel an der astronomischen u. geometrischen Grundlage des 60-Sys-

tems. Zeitschr. f. Assyriologie, 18, (1904), S. 73. 
S t a c k e l u. E n g e l , Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis Gauss. Leipzig 1895. 
S t a c k e l u. E n g e l , Urkunden zur Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie. Leip

zig 1899. 
S c h m i d t u. S t a c k e l , Briefwechsel zwischen Gauss u. Bolyai. Leipzig 1899. 
S t a c k e l , P., Untersuchungen a. d. absoluten Geometrie. Aus Joh. Bolyais Nachlass 

Math. u. Nat. Ber. Ungarn, 18. Bd. 1902. 
B a l t z e r , R., Die Elemente der Mathematik. Leipzig 1883. Щ н н ы я историчесмя зам*тки 

*") Въ настоящее время эта статья у ж е вышла въ св*тъ; но въ виду того, 
что большой энциклопедией въ Россш им*ютъ возможность воспользоваться лишь 
немнопе, мы сочли нужнымъ вс* эти указан1я сохранить. 
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3 . T e o p i H п о з н а г п я м а т е м а т и к и с ъ ф и л о с о ф с к о й т о ч к и з р ъ ш я . 

W u n d t , W., Logik. 2 Aufl. Stuttgart, 1893. 
C a s s i r e r , E., Leibniz' System in seinen wissenschaftlichen Grundlagen. Marburg, 1902. 
S t u m p f , Ober den psychologischen Ursprung der Raumvorstellung. 1873. 
L i p p s , G. F., Untersuchungen fiber d. Grundlagen der Mathematik. Wundts Philos. 

Studien, Bd. 9. 
E r d m a n n , Die Axiome der Geometrie, eine philos. Untersuchung der Riemann-Helm-

holtzschen Raumtheorie. Leipzig, 1877. 
B a u m a n n , Die Lehren von Raum, Zeit u. Mathematik. 1868/69. 
D e T i l l y , Sur divers points de la philosophie des Sciences mathematiques. Classe 

des sciences de l'Ac. R. de Belgique (1901). 
D e T i l l y , Essai sur ler principes fondamentaux de la geometrie et de la mecanique, 

Memoires de la Societe des sciences phys. et nat. de Bordeaux, 2'<™e serie, t. 3. 1878. 

4. T e o p i a п о з н а ж я м а т е м а т и к и с ъ м а т е м а т и ч е с к о й т о ч к и з р ъ ш я . 

R i c c i , G r e g . , Anfange u. Entwickelung der neueren Auffassungen der Grundlagen 
der Geometrie. Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. 1902. 

R o s a n e s , X, Charakteristische Ziige in der Entwickelung der Mathematik des 19. 
Jahrhunderts. Breslau, 1903. 

W i l s o n , E. В., The so-called Foundations of Geometry. Arch. d. Math. u. Phys. (3) 
6, 104—123. 

K l e i n , F., Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf Geometrie; eine Re
vision der Prinzipien. Autograph. Vorlesung (1902). 

См. также рецензио: Th. V a h l e n , Arch. d. Math. u. Phys. (3), 7, 166—170. 
K l e i n , F., Gutachten betreffend den dritten Band der Theorie der Transformationsgrup-

pen von S. Lie. Phys.-math. Ges. Kasan, 1897. Abgedruckt: Math. Ann. 50. 
K l e i n , F., Ober Arithmetisierung der Mathematik. Gottinger Nachr. 1895. 
H o l d e r , Anschauung und Denken in der Mathematik. Leipzig, 1900. 
H e s s e n b e r g , G., Ober die kritische Mathematik. Arch. d. Math. u. Phys (3), 7, An-

hang, p. 21. 
P o i n c a r e , H., Wissenschaft u. Hypothese. Deutsch von F. und L. Lindemann. 

Leipzig, 1904. 
Въ оригинал*: „La Science et l'hypothese". Въ русскомъ перевод*: Г. П у -

а н к а р э , .Наука и гипотеза". СПБ., 1906. 
P o i n c a r e , Н., Der Wert der Wissenschaft. Deutsch von E. und H.Weber. Leipzig, 1906. 

Въ оригинал*: H. P o i n c a r e . ,La valeur de la Science." Въ русскомъ пере
вод*: Г. П у а н к а р э , .Ценность науки". 

L i e b m a n n , Н. .Nichteuclidische Geometrie". Leipzig, 1905. (Sammlung Schubert. XLDC). 
V a h l e n , K- Th. Abstrakte Geometrie. Leipzig, 1905. 
C o u t u r a t , E., Principes des mathematiques. Paris, 1906. 

5 . Р а б о т ы в ъ н а п р а в л е н и и Б о л ь э и Л о б а ч е в с к а г о . 

S t a c k e l , P., Johann Bolyais Raumlehre. Math. u. Nat. Ber. Ungarn. 19. Bd. 1903. 
K i i r s c h a k , J. u. S t a c k e l , P., Johann Bolyais Bemerkungen iiber Nicolaus Lobatschef-

skys geometrische Ontersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Math. u. Nat. Ber. 
Ungarn, 18. Bd. 1902. 

E n g e l , Fr. N. 1. Lobatschefsky, Zwei geometrische Abhandlungen, aus dem Russischen 
ubersetzt, mit Anmerkungen u. einer Biographie des Verfassers, Leipzig, 1898/99. 

S i m o n , M., Zu den Grundlagen d. Nichteuklidischen Geometrie. Strassburg. 1891. 

B t б е р ъ , Энциклоп. элемент, геометрш. 17 
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Зд*сь обращено особое внимаше на физюлогическую сторону этой 
задачи, а потому эта книга можетъ быть отнесена также и къ отделу № 6. 

S i m o n , М., Die Elemente der Geometrie mit Rucksicht auf absolute Geometrie. Strass-
burg, 1890. 

S i m o n , M., Elementargeometrische Ableitung der Parallelenkonstruktion in der abs. 
Geometrie. Journ. f. r. u. a. Math. Bd. 107, Heft 1. 

S i m o n , M., Die Geometrie der Zwischenebene. Jahresber. d. Math.-Ver. VII, 1. 
S i m o n , M., Die Trigonometrie der abs. Geom. Journ. f. r. u. a. Math. Bd. 109, Heft 3. 
L i e b m a ' n n , H., Winkel und Streckenteilung in der Lobatschefskyschen Geometrie. 

Arch. d. Math. u. Phys . (3), 5, p. 213. 
L i e b m a n n , H. Рядъ важныхъ статей въ журнале: „Leipziger Sitzungsberichte". 
S t a c k e l , P., Zur Nichteukiidischen Geometrie. Arch. d. Math. u. Phys . (3), 3, p. 187. 
E n g e l , Fr., Zur Nichteukiidischen Geometrie. Leipzig. 1898. 
G a u s s , Werke, Bd. 8. 

6. Р а б о т ы в ъ н а п р а в л е н а Р и м а н а - Г е л ь м г о л ь ц а . 

N i e m a n n , В., Ober die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Gottingen, 
1854 (Werke, 2. Aufl. XIII, см. также XXII). 

H e l m h o l t z , Ober die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen. Nachr. Kgl. 
Wiss. Ges. Gottingen, Bd. 2. Braunschweig, 1868. 

H e l m h o l t z , Ober den Ursprung u. d. Bedeutung der geometrischen Axiome. Vortrage 
u. Reden, Bd. 2. Braunschweig, 1884. 

B e l t r a m i , Saggio di interpretazione della geometria noneuclidea. 1868. 
B e l t r a m i , Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante. Annali di Math., ser. 

II, 2. Bd. (1868). 
L i e , S., Theorie der Transformationsgruppen. 3. Absch., V. Abt. Leipzig, 1893. 
R u s s e l l , R. A. W., An. Essay on the foundations of geometry. Cambridge, 1897; см. 

принадлежащую Штеккелю ( S t a c k e l ) реценз1ю французскаго перевода, сделан-
наго A. C a d e n a t , Arch. f. Math. u. Phys. , (3) IV, S. 140 ff. 

B r i l l , Bemerkungen iiber pseudospharische Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen. 
Math. Ann. 26. 

S c h u r , F., Ober die Deformation der Raume konstanten Riemannschen KrUmmungs-
masscs. Math. Ann. 27, S. 163—176 u. 5 3 7 - 5 6 7 . 

S c h u r , F., Ober den Zusammenhang der Raume konstanten Riemannschen Kriim-
mungsmasses mit den projektiven Raumen. Math. Ann. 27, S. 537 ff. 

V o s s , Zur Theorie des Riemannschen Kriimmungsmasses. Math. Ann. 16. 
M o n r o , S., On flexure of spaces. Proc. Lond. Math. Soc. 9, p. 171 ff. 
S c h w a r z s c h i l d , Ober das zulassige Kriimmungsmass des Raumes. Vortrag auf der 

Versammlung der Astr. Ges. Heidelberg", 1900. 

7. С и с т е м ы е в к л и д о в о й г е о м е т р ш ( Р у к о в о д с т в а ) 6 8 ) . 

V e r o n e s e , Elementi di Geometria. Padova, 1897. 
V e r o n e s e , Grundziige der Geometrie, deusch von Schepp. 
P e a n o , Sui fondamenti della Geometria. Rivista di Matematica, vol. IV (1894). 
I n g r a m i , Elementi di Geometria per le scuole secondarie superiori. Bologna, 1899. 

<*) См. также В. К а г а н ъ . О с н о в а т я геометрш. Т о м ъ 1. Опытъ обосновашя 
евклидовой геометрш. Т о м ъ II. ИсторическШ очеркъ развиля учешя объ основа-
н1яхъ геометрш (издаше распродано). 
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P i e r i , Delia geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Mem. della Acc. 
di Torino, 1899. 

E n r i q u e s , Questioni riguardanti la geometria elementare. Bologna, 1900. 
V e r o n e s e , Q. Nozioni elementari di Geometria intuitiva ad uso dei ginnasi inferiori. 

Verona-Padova, 1901. 
T h i e m e , Die Umgestaltung der Elementargeometrie. Progr.-Abh. Posen. 1900. 

Литературныя указашя относительно теорш подоб1я и учешя объ измъ-
ренш поверхностей и объемовъ мы считаемъ болъе подходящимъ привести 
при изложенш планиметрш и стереометрш. 

8 . П р о е к т и в н а я г е о м е т р 1 я и п р о е к т и в н а я м е т р и к а . 

C a y l e y , A sixth memoir upon quantics. Phil. Trans., vol. 149 (1859); Coll. pap. vol. 2 
S a l m o n - F i e d l e r , Analytische Geom. d. Kegelschnitte, II. Bd., Кар. XX. 
K l e i n , F., Arbeiten liber Nichteuklidische Geometrie: Math. Ann. 4 (1871), S. 573— 

625; 5 (1873), S. 112—145; 6 (1873), S. 112; 7 (1874), S. 5 3 1 - 5 3 7 ; 37 (1890). 
S. 5 4 4 - 5 7 2 . 

D a r b o u x , Math. Ann. 17. 
K l e i n , Vorlesungen iiber Nichteuklidische Geometrie (литографированный лекши). 
K i l l i n g , Die Nichteuklidische Raumformen in analitischer Behandlung. Leipzig, 1885. 

Полное изложеше всъхъ трехъ геометрШ съ проективной точки зръшя даегь: 
C l e b s c h - L i n d e m a n n , Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. II, Teil 1. Leipzig, 1891. 
S c h o r , D. Neuer Beweis eines Satzes aus den .Grundlagen der Geometrie" von 

Hilbert. Math. Ann. 58, S. 427. 
W i e n e r , H., Ober die Grundlagen u. den Aufbau der Geometrie. Jahresber. Deutsch. 

Math.-Ver. Bd. I, S. 45 ff. u. Bd. Ill, S. 70 ff. 
S c h u r , F., Ober den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. Math. Ann. 51. 
S c h u r , F., Lehrbuch der analytischen Geometrie. Leipzig, 1898. 
Z e u t h e n , Sur le fondement de la Geometrie projektive. Comptes rendus. 1898, p. 213. 
H e s s e n b e r g , G., Desarguesscher Satz u. Zentralkollineation. Arch. d.Math. u. Phys. 

(3), 6, S. 123—128. 
H e s s e n b e r g , G., Ober die projektive Geometrie. Arch. d.Math. u. Phys. (3), 5, An-

hang, S. 35. 
H e s s e n b e r g , G., Uber Beweise von Schnittpunktsatzen. Arch. d. Math. u. Phys. (3), 

3, S. 121 u. S. 316. 

17» 



ГЛАВА IV. 

П л а н и м е т р 1 Я . 

§ 20. Основныя предложешя. 

1, Геометр1я, по Платону*) , есть „познаше въчно сущаго" , т . е . , в ъ 
противоположность механик*, астрономш и физик*, это есть познаше 
того пространственнаго распорядка, который с о х р а н я е т с я при вс*хъ 
происходящихъ перем*нахъ. Это познаше мы почерпаемъ работой чистой 
мысли изъ немногихъ основныхъ законовъ и аксюмъ, при посредств* 
которыхъ между основными пространственными образами, — именно, между 
точками, прямыми и плоскостями, —устанавливаются основныя регулирующая 
соотношешя. Этихъ основныхъ образовъ достаточно, чтобы при ихъ по
средств*, помощью чисто отвлеченныхъ опред*лешй, однозначно описывать 
формы чувственно воспринимаемыхъ нами образовъ и над*лять ихъ зако-
ном*рностью такъ, чтобы каждый, кому эти формы не были извъстны, 
им*лъ возможность ихъ воспроизвести, исходя только изъ опред*лешй, 
совершенно независимо отъ опыта; но чувственно воспринимаемая нами 
форма самихъ основныхъ образовъ не поддается опредвлешю средствами 
чистаго мышлешя. Представлеше о точк*, прямой и о плоскости можетъ 
быть вызвано и передано намъ только при помощи подходящихъ моделей 
и осуществляетъ эти идеи лишь весьма несовершенно.— В о з з р * ш е , по 
Платону, есть п а р а к л е т ъ , возбуждающей мышлеше, его подвижной, наво
дящей помощникъ, часто предвосхищающей результатъ. Оно находится въ 
такомъ же отношенш къ чистому мышлешю, какъ наприм*ръ, искусство 
къ наук*; подобно задаткамъ къ искусству, оно поддается развипю и 
усовершенствовашю и уже именно поэтому не представляетъ собой по-
сл*дней инстанщи въ д * л * установлешя геометрической истины. Воззр*ше 
не можетъ зам*нить мышлешя . посредствомъ понятШ; напротивъ, такое 
мышлеше должно регулировать воззр*ше, д*лать его бол*е точнымъ. 
Постояннымъ упражнешемъ можно развить въ с е б * способность къ в о з -

*) Politeia VII, 527 b ; rob yog del dvrog й ушцЕтош) ymaCs tativ. 
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зр-внлю не только въ области геометрш, но и въ области ариеметики, гра
фической статики и физики; безъ него мышлеше было бы безпомощнымъ 
и безплоднымъ. 

2. Построеше учебной системы евклидовой геометрш существенно 
зависитъ отъ того, какую позищю мы займемъ относительно понятоя о 
параллелизме. Античному опредъпеж'ю, согласно которому параллельными 
просто называются таюя прямыя на плоскости, которыя вовсе не пересе
каются, въ настоящее время все настойчивее противоставляется проек
тивная точка зрешя , согласно которой все безъ исключешя прямыя, 
расположенныя въ одной плоскости, другъ друга пересекаютъ, но что въ 
случае параллельныхъ линШ точка пересечешя не можетъ быть достиг
нута конечнымъ числомъ шаговъ, имеющихъ конечную д л и н у и равныхъ 
между собой съ точки зрешя евклидовой м е т р и к и . Эти две точки зре
шя старается примирить третья, номиналистическая, которая приписываешь 
параллельнымъ прямымъ „несобственную" точку пересечешя и этимъ 
о б о р о т е м ъ р е ч и достигаеть законченной закономерности проективной 
точки зрешя , не принимая собственно с у щ е с т в о в а ш я (въ понятой) 
точки пересечешя. Къ этому нужно прибавить, что признавать абсолют
ное отсутств1е пересечешя параллельныхъ лиши въ геометрш н е т ь необ
ходимости, и нигде мы этимъ не пользуемся; всюду мы опираемся только 
на недоступность точки пересечешя въ смысле метрики х ) . С ъ чисто 
научной стороны проективная точка зрешя на параллелизмъ имеетъ не
сомненное преимущество, ибо она проще античной и д е л а е т ь законъ, 
по которому две прямыя на плоскости всегда пересекаются, справедли-
вымъ б е з ъ в с я к и х ъ и с к л ю ч е н ^ . Законы же, недопускаюшде исклю
чены, должны, конечно, всегда составлять идеалъ науки, основанной на 
чистыхъ понятояхъ. С ъ проективной точки зрешя , параллелизмъ теряеть 
всякую тень таинственнаго и непонятнаго, онъ становится одной изъ 
внутреннихъ составныхъ частей метрики, противь которой критика теорш 
познашя не въ состоянш ничего возразить; аксюма о параллельности 
спускается на степень п р а в и л а — установить метрику такимъ образомъ, 
чтобы некоторой определенной плоскости невозможно было достичь, сле
дуя прямолинейному пути и исходя изъ какой бы то ни было точки, не 
принадлежащей этой плоскости, конечнымъ числомъ шаговъ, имеющихъ 
при этой метрике равныя длины. Абстрактно такое исключительное поло-
жеше можетъ быть присвоено любой плоскости; въ частности, на каждой 
прямой за „безконечную удаленную" можетъ быть принята любая точка, 
которая съ" точки зрешя метрики, согласованной с ь темъ, что доступно 
нашему з р е ш ю и нашему осязашю, лежитъ на конечномъ отъ насъ раз-

!) Мы решительно не можемъ сь этимъ согласиться: во всякомъ случае, 
нужна совершенно иная постановка всей дисциплины, чтобы эта точка зрешя была 
пр1емлема. 
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стоянли (ср. фиг . 7 5 въ гл. III). Метрику можно всегда установить такъ , 
чтобы любое т*ло , ограниченное шестью плоскостями, въ понятш пред
ставляло собой „ к у б ъ " ; если заданъ такой „кубъ" , то этимъ конструк
тивно уже установлена метрика, такъ что мы абстрактно можемъ выпол
нять совершенно точный построешя метрическаго характера. Если мы по
ложимъ въ основу послъднихъ „дъйствительный" кубъ, то мы получимъ 
действительное евклидово м*роопред*леше. 

3. С ъ изложенной точки зръшя, аксюма о параллельности пред
ставляетъ собой какъ бы вторжеше въ свободу проективной геометрш, 
отдающее параболической метрик* предпочтете передъ гиперболической 
и эллиптической. Какъ было уже выяснено выше въ глав* III, проективная 
геометр!я имъетъ возможность собственными средствами воспроизвести 
в с * три м*роопред*лешя. Такимъ образомъ, съ чисто научной точки 
зр*шя, проективная геометр1я могла бы считаться единственно истинной 
элементарной геометр1ей, и ее можно было бы также, п о л ь з у я с ь н е п р е 
р ы в н о с т ь ю , изложить вполн* элементарно. Но по настоящее время 
в с * попытки водворить проективную геометрш на м*сто традищ'онной 
системы потерп*ли к р у ш е ш е ; мы вынуждены в с л * д с ш е этого отказаться 
отъ строго научной точки зр*шя . Въ частности, мы должны отказаться 
о т ъ того , чтобы смотр*ть на к о н г р у э н т н о с т ь и на п а р а л л е л и з м ъ , 
какъ на проблемы, которыя геометр1я должна разр*шить собственными 
средствами, путемъ построешя собственной метрики; напротивъ, мы в с * 
эти вещи п о с т у л и р у е м ъ , принимая аксюмы Гильберта; строго говоря, 
требовать при помощи аксюмъ сл*довало бы только то, чего нельзя 
ввести, какъ положешя, которыя наша мысль сама ставить. При помощи 
аксюмъ конгруэнтности мы т р е б у е м ъ того, что можно было бы д а т ь 
при помощи аксюмъ сопряжешя, расположешя (въ проективной модифи
кации) и непрерывности; что особенно важно, въ аксюмахъ конгруэнт
ности, въ частности, коренится основная теорема геометрш положешя. Это 
отнюдь не находится въ противор*чш съ т*мъ, что Гильбертъ въ § 11 
своихъ „Основашй геометрш" доказалъ н е з а в и с и м о с т ь аксюмъ конгру
энтности. Въ указанномъ м*ст* Гильбертъ показываетъ только, что по 
введенш его аксюмъ I, II, IV и V, мы еще сохраняемъ почти полную сво
боду въ выбор* метрики; если бы мы опустили также аксюму IV, то мы 
могли бы еще выбирать, между прочимъ, между параболической, эллип
тической и гиперболической метрикой. Именно аксюмы III и IV Гильберта 
подчиняють проективную геометрш такимъ требовашямъ, которыя заста-
вляютъ изъ многообразныхъ м*роопред*лешй, кагая могутъ быть построены 
при помощи остальныхъ аксюмъ, принять одну определенную. Только в ъ 
этомъ смысл* аксюмы конгруэнтности не зависятъ отъ остальныхъ. 

4. Въ аксюмахъ конгруэнтности коренится дал*е и теорема Де
зарга, единственное предложеше плоской проективной геометрш, которое 
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можетъ быть доказано только при помощи п р о с т р а н с т в е н н ы х ъ сооб-
ражешй. Поэтому планиметрш, къ которой мы теперь обращаемся, воз
можно обосновать при помощи аксюмъ Гильберта, не покидая плоскости. 
При этомъ выборе аксюмъ геометр]'я оказывается въ такой мъръ подчи
ненной идее измърешя, что ее часто опредъляютъ, какъ науку о про
странственныхъ величинахъ. Въ действительности же, метрическая геоме-
тр1я представляетъ собой только частный случай чисто проективной гео
м е т р ш . — Такъ, напримеръ, въ „Геометрш положешя" Райэ предложешя 
евклидовой геометрш, опирающаяся на метричесюя соображешя, появляются 
только въ виде приложенШ, и то въ виде частныхъ случаевъ гораздо 
более общихъ теоремъ. Синтетическая геометр1я въ своихъ неметрическихъ 
предложешяхъ пользуется числомъ, только какъ количествомъ предметовъ 
( m u l t i t u d o ) , а не какъ результатомъ измерешя ( m a g n i t u d o ) *) ; между 
темъ какъ проективная метрика приводить къ высшей наиболее чистой 
точке зрешя на „число", къ точке зрешя строго качественной, которая 
подчиняешь себе , съ одной стороны, обыкновенное число, а, съ другой 
стороны, — величину отрезка; проективная метрика воспроизводить „сумму", 
„разность", „ п р о и з в е д е т е " и „частное" отрезковъ чисто конструктивно, 
безъ посредства измеряющихъ ихъ чиселъ, какъ это было показано въ § 18 . 

5. Гильбертовы аксюмы евклидовой геометрш перечислены и по
дробно разобраны въ двухъ первыхъ главахъ. Было бы слишкомъ утоми
тельно, если бы мы попытались развить здесь для учебныхъ целей си
стему элементарной геометрш, удовлетворяющую более строгимъ требо-
вашямъ и основанную только на понятояхъ; для этого неизбежно пришлось 
бы повторять предложешя, изложенныя въ предыдущихъ параграфахъ,— 
да и самая система необходимо была бы пространнее обыкновенныхъ 
учебниковъ элементарной геометрш. Къ тому же и самое изследоваше 
основанШ геометрш еще находится въ полномъ ходу, а предложенныя 
системы еще недостаточно элементарны. Вследсгае этого мы дадимъ 
лишь кратюй рефератъ объ основныхъ предложешяхъ и только местами, 
где это неизбежно, войдемъ въ б б л ы т я подробности. 

Наиболее важнымъ следств1емъ аксюмъ расположешя является сле
дующее предложеше. 
П р е д л о ж е ш е 1. П л о с к о с т ь р а з д е л я е т с я к а ж д о й п р я м о й а, въ 

н е й р а с п о л о ж е н н о й , на д в е о б л а с т и , к о т о р ы я н а з ы 
в а ю т с я д в у м я „ с т о р о н а м и " п р я м о й и о б л а д а ю т ъ с л е 
д у ю щ и м и с в о й с т в а м и : к а ж д а я т о ч к а п л о с к о с т и , к о т о -

*) Это различеше ведеть свое начало отъ Лейбница и Ньютона. Лейб-
ницъ подошелъ очень близко къ той качественной точке зрешя на число, какъ 
на систему положешй для выражешя взаимоотношенДО, которую мы встретили въ 
§ 18. Ср. Newton, Arithm. univ., Sect. I, cap. 2 и сочинеше Кассирера, цити
рованное въ § 19. 



2 6 4 

р а я н е л е ж и т ъ на п р я м о й а, п р и н а д л е ж и т ъ о д н о й и 
т о л ь к о о д н о й и з ъ э т и х ъ о б л а с т е й ; о т р ъ з о к ъ , с о е д и н я 
ющей д в е т о ч к и , п р и н а д л е ж а щ а я о д н о й и т о й ж е о б л а с т и , 
н е в с т р ъ ч а е т ъ п р я м о й а; о т р ъ з о к ъ ж е , с о е д и н я ю щ е й 
л ю б у ю т о ч к у о д н о й о б л а с т и с ъ л ю б о й т о ч к о й д р у г о й 
о б л а с т и , в с т р ъ ч а е т ъ п р я м у ю а в ъ о д н о й т о ч к е . 

В ъ самомъ дълъ, пусть Рх будетъ произвольная точка плоскости, 
не лежащая на прямой а, и пусть А будетъ точка этой прямой; въ такомъ 
случае, согласно аксюм4з И 2 Гильберта, о т р е з о к ъ АРХ содержите такую 
точку Qx, что точка А не принадлежитъ отрезку Рх Qx. Мы утверждаемъ, 

что точки Рх и Qx, въ смысле пред
ложешя 1-го, принадлежать одной 
и той же области. Действительно, если 
Rx есть такая точка, что о т р е з о к ъ 
PXRX не встречаете прямой а, то и 
о т р е з о к ъ QXRX не можетъ встретить 
этой прямой (аксюма П 4 въ приме
нены к ъ треугольнику PXQXRX). Если 
теперь В есть произвольная точка 
прямой а, хотя бы даже и совпада
ющая съ А, то на прямой РХВ, въ 

силу аксюмы И 2 , имеется также такая точка Р2, что точка В принадле
житъ отрезку РХР2. Такая точка Р2 принадлежитъ второй области, ибо 
о т р е з о к ъ P2RX, напримеръ, долженъ встречать прямую а въ некоторой 
т о ч к е С, въ силу аксюмы И 4 въ ея применены къ треугольнику PXP2RX; 
если же точка Q2 принадлежитъ той же области, что и Р2, а, следова
тельно, о т р е з о к ъ P2Q2 не содержите ни одной точки прямой а, то о т р е 
з о к ъ RXQ2 долженъ иметь съ прямой а общую точку (аксюма И 4 въ 
применены къ треугольнику P2Q2RX). Такимъ образомъ, точки PVQX,RX 

принадлежать одной, P2,Q2 и т . д . — д р у г о й области. 
Въ эллиптической геометрш это предложеше уже несправедливо; 

эллиптическая плоскость представляетъ собой поверхность, возвраща
ющуюся въ себя самое, которая прямой лишей не разлагается на две 
раздельныя области. 

6. Какъ изъ аксюмъ конгруэнтности вытекають основныя предло
жешя о конгруэнтности, можно прочитать у Гильберта. Эти предложе
шя гласять: 

Д в а т р е у г о л ь н и к а к о н г р у э н т н ы , е с л и с л е д у ю щ и е э л е м е н т ы 
о д н о г о т р е у г о л ь н и к а р а в н ы с о о т в е т с т в е н н ы м ъ э л е м е н т а м ъ д р у 
г о г о т р е у г о л ь н и к а : 

I. л и б о д в * с т о р о н ы и з а к л ю ч е н н ы й м е ж д у н и м и у г о л ъ ! 
II. л и б о с т о р о н а и п р и л е ж а щ е е д в а у г л а ; 
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III. л и б о т р и с т о р о н ы ; 
IV. л и б о д в * с т о р о н ы и у г о л ъ , п р о т и в о л е ж а ш т й б о л ь ш е й 

и з ъ н и х ъ . 

Интересное обосноваше геометрш безъ помощи понятоя объ угле 
недавно далъ Моллерупъ (Mollerup) *) ; оно сравнительно просто приво
дить къ предложешямъ о конгруэнтности треугольниковъ. Естественнее 
всего выводить конгруэнтность изъ симметрш, такъ какъ последняя имеетъ 
происхождеше более первичное, нежели конгруэнтность. Мы встр-Ьчаемъ 
ее, какъ основной принципъ строительства у наиболее первобытныхъ 
народовъ. Н а а к с 1 о м а х ъ симметрш обосновалъ, между прочимъ, Пеано**). 
Лейбницъ вывелъ теоремы о конгруэнтности треугольниковъ изъ „аксюмы", 
что д в * фигуры конгруэнтны, если соответственно конгруэнтны части, 
которыми эти фигуры определяются *** ) . 

7. Параллелизмъ можетъ быть введенъ следующими соображешями. 
В ъ двухъ точкахъ А и В прямой и возставимъ перпендикуляры а и Ь. 
Если бы послъдше пересекались въ точке С, которая определяла бы 
на прямыхъ а и b конечные отрезки СА и СБ, то въ евклидовой и 
гиперболической геометрш можно было 
•бы подобрать точку С на прямой а 
такимъ образомъ, чтобы точка А при
надлежала отрезку СС, и чтобы въ то 
же время AC s АС. Треугольники 
ВАС и ВАС были бы въ такомъ 
случае конгруэнтны, ибо С A s СА, 
ABss АВ, ВАС ВАС, а пото
му мы имели бы также < с С В А я * ^ : С В А 
и эти углы были бы прямыми, вследствие этого отрезокъ С В лежалъ 
бы на прямой ВС. Прямыя а и b имели бы въ такомъ случае две точки 
пересечешя, что противоречить Гильбертовой аксюме 1 2 . Однако, этого 
противореч1я не было бы, если бы точка С совпадала съ точкой С, 
т а к ъ что прямая и не разделяла бы плоскости, какъ того требуетъ предло
жеше 1 п. 6 (эллиптическая геометр1я), а также I) если бы точки С и С 
были безконечно удалены'-) и, наконецъ, II) если бы прямыя а и b вовсе 

*) Mol l e rup , J., Studier over den plane Geometris Aksiomer (Diss.), Kjobenhavn 
1903 und Math. Ann. 58, 479. 

**) Pea no, Sui fondamenti della Geometria, Rivista di Matematica, vol. IV, 
55 (1894). 

***) Si determinantia sunt congrua, talia erunt etiam determinate posito scilicet 
eodem determinandi modo (C. J. G e r h a r d t , Leibnizens Math. Schriften, V, 172). 

2 ) Мы вынуждены повторить здесь то, на что указывали въ предыдущемъ 
примечашн; ведь Гильбертъ въ аксюмахъ сопряжения ничего не говорить о 
конечныхъ и безконечно большихъ разстояшяхъ; да онъ и не можетъ объ этомъ 
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не пересекались. Если точка С лежитъ безконечно далеко, такъ что 
точки А к С уже не опредъляютъ отръзка на прямой а, который можно 
было бы строить по аксюмамъ конгруэнтности, то точку С нельзя ввести. 
Случаи I) и II) свойственны параболической и гиперболической геометрш. 
Смотря по тому, положимъ ли мы въ евклидовой геометрш въ основу 
учешя о параллелизм* проективную или античную точку зрешя, будетъ 
им*ть место соответственно случай I) или II), а другой будетъ исключенъ. 
Мы получаемъ, такимъ образомъ, въ евклидовой геометрш предложеше: 
П р е д л о ж е ш е 2 . Д в е п р я м ы я а и Ь ( в ъ о д н о й п л о с к о с т и ) , п е р -

п е н д и к у л я р н ы я к ъ т р е т ь е й , п а р а л л е л ь н ы . 

Это предложеше допускаеть въ евклидовой геометрш обращеше: 

П р е д л о ж е ш е 3 . Е с л и и з ъ д в у х ъ п а р а л л е л ь н ы х ъ п р я м ы х ъ а и Ь 
( в ъ о д н о й п л о с к о с т и ) , п е р в а я п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
т р е т ь е й п р я м о й «, т о и в т о р а я п е р п е н д и к у л я р н а к ъ 
п о с л е д н е й . 

Въ самомъ д е л е , такъ какъ, по аксюме о параллельности, черезъ 
точку А прямой а не могутъ быть проведены две прямыя а и и, па-
раллельныя прямой Ь, а между т е м ъ прямая а параллельна последней, 
то прямая и должна пересекать прямую b въ метрически доступной 
точке В; вместе съ т е м ъ перпендикуляръ Ь', возставленный изъ точки В 
къ прямой и, согласно предложешю 2, параллеленъ прямой а, а потому, 
согласно аксюме о параллельности, долженъ совпасть съ прямой Ь. 
П р е д л о ж е ш е 4. Д в е п р я м ы я а и Ь, п е р п е н д и к у л я р н ы я к ъ т р е т ь е й 

п р я м о й с т о й ж е п л о с к о с т и , п а р а л л е л ь н ы , 
ибо о н е имеютъ общШ перпендикуляръ и. Если поэтому прямыя а и b 
расположены въ одной и той же плоскости и параллельны, а третья 

ренъ къ прямой Ь; пусть Y будетъ точка пересечешя прямыхъ ОХ и Ь. 
Вместе съ т е м ъ прямоугольные треугольники ОХ А и OYB будутъ кон
груэнтны, а потому <; ХАО (или а ) будетъ равенъ «с YBO (или ft). 
Эти углы, вследств1е своего расположешя относительно прямыхъ a, b, I, 
называются внутренними накрестъ лежащими углами. 

Фиг. 88. 

прямая t встречаете прямую а въ точке 
А (см. фиг. 88) , то она встречаете 
также прямую b въ некоторой точке В. 
Если мы опустимъ изъ середины О от
резка АВ перпендикуляръ ОХ на пря
мую а, то последшй, согласно предло
жешю 3, будетъ также перпендикуля-

говорить, такъ какъ для установлешя самаго этого поняпя уже нужна разрабо
танная метрика. Вообще, такое легкое отношеше къ безконечно удаленнымъ эле-
ментамъ представляетъ собой весьма скользкш путь. 
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3 ) Вообще г р а ф и ч е с к и нельзя, конечно, построить ничего, опираясь исклю
чительно на опред*лен1я; для этого всегда потребуется инструментъ. 

П р е д л о ж е ш е 5 . Д в ъ п а р а л л е л ь н ы я п р я м ы я п р и п е р е с ъ ч е н ш с ъ 
т р е т ь е й , о б р а з у ю т ъ р а в н ы е в н у т р е н ш е н а к р е с т ъ л е 
ж а щ е е у г л ы . 

Обратно : 

П р е д л о ж е ш е 6. Е с л и у г л ы а и (3 р а в н ы , т о л и н ш п а р а л л е л ь н ы . 

Въ самомъ д*л* , если мы черезъ середину О отръзка АВ прове
демъ прямую и X, Y будутъ точки ея пересЪчешя съ прямыми а и Ь, то 

ХОА = ^ YOB, а = Р, ОА = ОВ; 

поэтому Л ОХ А = Д OYB, ОХ А = OYB; если прямая ОХ пер
пендикулярна къ прямой а, то она перпендикулярна также къ прямой Ь, 
а потому прямыя а и b параллельны (предл. 2) . 

Это основныя предложешя учешя о параллельныхъ лишяхъ; непо-
средственнымъ сл*дств!емъ изъ нихъ является характерное для евклидовой 
геометрш предложеше: 

П р е д л о ж е ш е 7. С у м м а у г л о в ъ в ъ т р е у г о л ь н и к * р а в н а 2d. 

Въ самомъ д*л*, черезъ вершину С 
треугольника ABC (фиг. 89) проведемъ 
прямую, параллельную основашю А В; въ 
такомъ случа* углы а и /? при вершин* С 
будутъ накрестъ лежащими относительно 
угловъ CAB и С В А, а потому сумма уг
ловъ, какъ это видно при вершин* С, бу-
деть действительно равна выпрямленному 

_ , , U Фиг. 89. 
углу. Если вм*сто угла а при вершин* С 
возьмемъ уголъ XCY, вертикальный относительно а, то получимъ: 
П р е д л о ж е ш е 8. К а ж д ы й в н * ш н М у г о л ъ т р е у г о л ь н и к а р а в е н ъ 

с у м м * в н у т р е н н и х ъ , с ъ н и м ъ н е с м е ж н ы х ъ у г л о в ъ : 
YCB = а + Д. 

8. Чтобы им*ть возможность с т р о и т ь геометричесюе образы, ев
клидова геометр!я должна стараться возможно скор*е придти къ о к р у ж 
н о с т и , между т*мъ какъ чисто проективная геометр1я выполняетъ основ
ныя свои построешя л и н е й к о й , т. е. исключительно при помощи прямой 
лиши. О к р у ж н о с т ь о п р е д * л я е т с я , к а к ъ г е о м е т р и ч е с к о е м * с т о 
т о ч е к ъ на п л о с к о с т и , о т с т о я щ и х ъ на о д н о и т о ж е ' р а з с т о я ш е 
о т ъ н * к о т о р о й н е п о д в и ж н о й т о ч к и — ея ц е н т р а . Г р а ф и ч е с к и 
невозможно воспроизвести окружность исключительно на основанш этого 
о п р е д * л е ш я 3 ) . Для этого нужно располагать особымъ инструментомъ, 
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при помощи котораго можно переносить равные отръзки, — циркулемъ. 
Однако , выше мы видели, что въ плоскости циркуль безусловно необ-
ходимъ только для нанесешя одной единственной окружности, при по
средстве которой остальныя окружности воспроизводятся уже исключи
тельно при помощи прямыхъ линШ; но даже и въ этой окружности цир
куль необходимъ лишь для того, чтобы установить два „взаимно перпен-
дикулярныхъ" и „равныхъ" д1аметра. По этимъ частямъ при помощи 
одной только линейки можно уже построить окружность; иными словами, 
по даннымъ д1аметрамъ возможно исключительно при помощи прямыхъ 
линШ построить произвольное число точекъ и касательныхъ кривой. Если 
<5ы мы захотели при развитш геометрш действительно ограничить себя 
этими требовашями, то мы были бы вынуждены сильно уклониться отъ 
установившагося учебнаго плана геометрш. Мы останемся, поэтому, при 
пр1емахъ Евклида, который предполагаете равенство отрезковъ п о в с ю д у 
на плоскости д а н н ы м ъ вместо того, чтобы его устанавливать на осно-
ванш понятШ. Окружность „пересекается" каждой прямой, проходящей 
черезъ ея центръ, въ двухъ точкахъ; это значить, что прямая содержите 

•самомъ д е л е , положимъ, что точка А окружности (фиг. 90) лежитъ на 
прямой и, a D есть любая другая точка той же прямой; разсмотримъ 
треугольникъ AMD, конгруэнтный треугольнику AMD, вершина ко
тораго М' расположена по другую сторону прямой и. Существоваже 
этого треугольника легко доказать, основываясь на аксюмахъ конгру
энтности; легко также обнаружить, что прямая ММ' перпендикулярна 
к ъ прямой и; пусть В будетъ точка, въ которой она пересекаете по
следнюю. ЕсЛи теперь С есть точка прямой и, отличная отъ А и рас
положенная такиме образомъ, что ВС^АВ (аксюма IIIj), то треуголь
никъ МСВз^МАВ, а потому МС= МА, т. е. С т а к ж е п р е д 
с т а в л я е т ъ с о б о ю т о ч к у о к р у ж н о с т и , совпадающую съ А лишь въ 
т о м ъ случае, если последняя, въ свою очередь, совпадаетъ съ основашемъ 
В перпендикуляра ММ'. Если бы на прямой и лежала еще одна точка 
о к р у ж н о с т и , — скажемъ, D,-~то мы бы имели: MD^MC, M'Ds^M'C, 

две точки окружности (аксюма IIIj); 
ограниченный ими отрезокъ называется 
„д!аметромъ", или „поперечникомъ", ок
ружности, а отрезокъ отъ центра до 
одной изъ точекъ окружности назы
вается „рад!усомъ", или „полупопереч-
никомъ" . 

Фиг. 90. 

П р я м а я и, не п р о х о д я щ а я че 
р е з ъ ц е н т р ъ о к р у ж н о с т и М, т а к ж е 
м о ж е т ъ и м е т ь с ъ о к р у ж н о с т ь ю не 
б о л е е д в у х ъ о б щ и х ъ т о ч е к ъ . Въ 
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ММ' я* MM'; поэтому треугольникъ МCM's MDM' по третьему пред
л о ж е н а о конгруэнтности треугольниковъ; но въ такомъ случа* ока
залось бы, что BMCSE$:BMD, ЧТО противоречить аксюме Ш 4 , 
если только точка D не совпадаетъ ни съ А ни съ С. Этимъ, помимо 
высказаннаго утверждешя, еще доказано, что к а ж д а я п р я м а я , к о т о р а я 
п е р п е н д и к у л я р н а к ъ p a f l i y c y в ъ к о н е ч н о й е г о т о ч к * В, т. е. 
въ той точк* рад1уса, которая принадлежитъ окружности, не и м * е т ъ 
с ъ о к р у ж н о с т ь ю д р у г и х ъ о б щ и х ъ т о ч е к ъ . Такого рода прямыя 
называются „касательными", а точка В называется „точкою касашя". 
Для окружности (а также и для вс*хъ вообще кривыхъ второго порядка) 
касательныя могутъ быть определены просто, какъ прямыя, им*юния съ 
окружностью одну общую точку. Трудности, съ которыми связано опре
делеше понятоя о касательной, выступають только, когда речь идеть о 
кривыхъ более высокаго порядка. 

Если бы на нашей фигуре отрезокъ MB былъ больше рад1уса 
окружности г, то для каждой точки А прямой и, отличной отъ В, во 
всякомъ случае, было бы МА > г*); это значить: е с л и р а з с т о я ш е 
(такъ называють перпендикуляръ MB) п р я м о й и о т ъ ц е н т р а о к р у ж 
н о с т и б о л ь ш е р а д 1 у с а , т о п р я м а я не и м е е т ъ с ъ о к р у ж н о с т ь ю 
в о в с е о б щ и х ъ т о ч е к ъ ; е с л и ж е э т о р а з с т о я ш е р а в н о p a f l i y c y , т о 
п р я м а я к а с а е т с я о к р у ж н о с т и . Такимъ образомъ, п е р е с е ч е т е м о ж е т ъ 
иметь место только, если разстояше м е н ь ш е рад1уса; что въ этомъ 
последнемъ случае п е р е с е ч е т е действительно всегда происходить, это 
доказать не такъ просто. Пусть М будетъ центръ окружности, О осно-
ваше перпендикуляра, опущеннаго изъ точки М на данную прямую и 
(фиг. 91) ; положимъ, что ОМ < г. Если К0 есть конечная точка ра-
д1уса МО, и мы отложимъ на прямой и отрезокъ ОУ 0г= ОК„, то MJ0 

будетъ больше МО, но все же MJ0 < г, согласно предложешю, которое 
также попутно получается при доказательстве о конгруэнтности треуголь
никовъ и заключается въ томъ, что к а ж д а я с т о р о н а т р е у г о л ь н и к а 
м е н ь ш е с у м м ы д в у х ъ д р у г и х ъ с т о р о н ъ и б о л ь ш е и х ъ р а з н о с т и . 
Если такимъ же образомъ КГ есть конечная точка рад1уса MJ0, и на 
прямой и на продолженш отрезка OJ0 мы отложимъ отрезокъ Jal1^JuK1, 
то въ силу той же вспомогательной теоремы MJX > MJ0 > МО, но 
все еще MJX < г. Повторяя этотъ рядъ заключешй, мы получимъ на 
окружности точки К2, К3, . • • , а на прямой и отрезки Jt J2 ^JXKZ, 
У, У3 s / 2 / ( g , . . . , а вместе съ темъ 

МО < MJN < MJy < MJ2 < MJ3 < . . . < г. (a) 

*) Въ силу предложешя, что въ треугольнике противъ болы» а го угла ле
житъ также и большая сторона; это предложеше выводится совместно съ предло-
женЫми о конгруэнтности треугольниковъ въ качестве леммы. 
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Точно такъ же и для любой другой точки 5 отръзковъ OJ0, OJlt OJ2,... 
имъемъ место соотношеше MS < г. С ъ другой же стороны не трудно 
показать существоваше на прямой и и такихъ точекъ, разстояше кото
рыхъ отъ М б о л ь ш е , нежели л; въ самомъ Д-БЛЪ, прямая, проходящая 

MQ' > г. Если А0 есть точка прямой и, для которой О Л 0 > OQ', то 
тъмъ бол-fee МА0 > г. На прямой и оказываются, такимъ образомъ, двъ 
группы точекъ: „внутреншя" точки, которыхъ разстояшя отъ М меньше, 
чъмъ г, и „вн-Бшшя" точки, разстояш'я которыхъ отъ М больше, чтзмъ г. 
Если мы на отръзкъ ОА0 отложимъ отръзокъ А0АХ ш A0L0, гдъ L0 есть 
точка окружности, лежащая на рад1усъ МАп, то MAt будетъ также боль
ше, нежели г, но МА1<^МА0. Повторяя это построеше, мы получимъ 
на прямой и точки Ап, Ait Аг, для которыхъ 

Такимъ образомъ, точки Jn и Ап съ возрастан1емъ индекса п прибли
жаются къ одной и той же предельной точкъ X, для которой МХ = г. 
Этотъ результатъ можно съ точностью вывести изъ соотношенШ (а) и (Ь), 
какъ на основами аксюмы А р х и м е д а 4 ) , такъ и на основами аксюмы 
Дедекинда. 

Н о такъ какъ точки пересъчешя прямой съ окружностью въ томъ 
случа*, когда не имеетъ места касаше, должны быть парныя, т о к а ж д а я 
п р я м а я в ъ п л о с к о с т и о к р у ж н о с т и , р а з с т о я ш е к о т о р о й о т ъ ц е н т р а 
м е н ь ш е р а д 1 у с а , в с т р е ч а е т ъ п о с л е д н ю ю в ъ д в у х ъ т о ч к а х ъ . 

9. Д в е о к р у ж н о с т и не м о г у т ъ и м е т ь б о л е е д в у х ъ о б щ и х ъ 
т о ч е к ъ . Въ самомъ д ъ л е , если Ох и Ог суть центры двухъ окружностей 
(фиг. 92) , а А есть общая точка о б е и х ъ окружностей, то можно тотчасъ 
же указать другую о б щ у ю точку А': согласно аксюме Ш 4 , по другую 

4) Мы полагаемъ, что это можно вывести только при помощи аксюмы Де
декинда, — при помощи аксюмы Архимеда этого сделать нельзя. 

Фиг. 91. 

черезъ точку М парал
лельно прямой и, какъ 
д1аметръ, должна иметь съ 
окружностью две обиця 
точки Р и Q; если мы 
изъ последнихъ опустимъ 
перпендикуляры РР' и QQ 
на прямую и, то въ силу 
вспомогательнаго предло
жешя, которымъ мы выше 
пользовались, MP' > г, 

МА0 > МА{ > MA, > . . . > г. (Ь) 
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•сторону прямой О'О., существуетъ уголъ, конгруэнтный углу 0 2 0 , Л ; 
на его сторонъ, отличной отъ 0 , 0 2 , имеется такая точка А', что 
ОхА'з^ОхА. Въ такомъ случаъ, согласно первой теорем* о конгру
энтности треугольниковъ, имеемъ ОхА'02^ОхА02, и потому не только 
OtA'шОхА, но и 02А/^02А; иными сло
вами, точка А' лежитъ на обеихъ окружностяхъ, 
Э т о т ъ в ы в о д ъ т е р я е т ъ с в о ю с и л у т о л ь к о 
в ъ т о м ъ с л у ч а * , е с л и ОхА02 не е с т ь т р е 
у г о л ь н и к ъ ; е с л и , с л е д о в а т е л ь н о , т о ч к а А О 
л е ж и т ъ на п р я м о й 0 1 0 2 . Обратно, если А" есть 
произвольная точка, которая одновременно при
надлежитъ обеимъ окружностямъ (сверхъ точекъ 
А и А'), то, въ силу третьей теоремы о конгру
энтности треугольника, должны быть конгруэнтны 
треугольники (Э1А02, ОхА'02, ОхА"02. Точка 
А" должна лежать по одну сторону прямой 0 , 0 2 либо съ точкой А, либо 
съ точкой А' (предложеше 1). Мы можемъ принять первое; тогда равенства 

<с 0 , 0 ! / Г з ё <: 020ХА и <с Ох02А" s s 0Х02А 

возможны только въ томъ случае, если прямая О , Л " совпадаетъ съ 
прямой 0 , Л , а прямая О.Л"— съ прямой 02А, что и требовалось до
казать. Если точка А лежитъ на прямой Ох02, то перпендикуляръ, 
возставленный изъ точки А къ этой прямой, перпендикуляренъ къ ра-
д1усамъ 0ХА и 02А, а потому касается обеихъ окружностей; въ этомъ 
случае говорятъ, что о б е окружности соприкасаются въ точке А. Об
ратно, е с л и д в е о к р у ж н о с т и с о п р и к а с а ю т с я , т. е. и м е ю т ъ одну и 
только одну общую точку, т о т о ч к а с о п р и к о с н о в е ш я л е ж и т ъ на 
прямой, с о е д и н я ю щ е й ц е н т р ы , — на „ л и н ш ц е н т р о в ъ " , и общая 
касательная перпендикулярна къ линш центровъ. Въ силу известной 
теоремы о сторонахь треугольника мы получаемъ: 

П р е д л о ж е ш е 9. Е с л и д в е о к р у ж н о с т и п е р е с е к а ю т с я , т о л и ш я 
ц е н т р о в ъ м е н ь ш е с у м м ы и б о л ь ш е р а з н о с т и р а д 1 у с о в ъ 
о б е и х ъ о к р у ж н о с т е й и о б р а т н о . 

Не такъ легко, однако, доказать обратную теорему. Если лишя 
центровъ С, С, меньше суммы рад1усовъ гх и г 2 двухъ окружностей Q , С 2 , 
но больше ихъ разности гх — г2 (гх > г2), то, хотя въ этомъ случае на 
прямой с имеются таюя точки У и Л второй окружности, что С,У < г, 
и СХА > г , , но здесь мы не имеемъ возможности доказать, не опираясь 
на аксюмы о непрерывности, что о б е окружности необходимо должны 
пересекаться. Входить здесь въ подробности этого доказатечьства н е т ь 
нужды, но не безынтересно будетъ указать на то, что основныя постро-
•ешя элементарной геометрш, относяин'яся къ отложежю отр*зковъ и 
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угловъ, къ дълешю послъднихъ пополамъ можно выполнить, не опираясь 
на обращеше предыдущего предложешя. Достаточно будетъ выяснить это 
на задачъ о дъленш на двъ равныя части даннаго отръзка АВ (фиг. 9 3 ) . . 
Пусть С будетъ произвольная точка плоскости, не лежащая на прямой АВ. 
Согласно аксюмамъ о конгруэнтности, на плоскости той стороны пря
мой АВ, съ которой точка С не лежитъ, и м е е т с я уголъ С'АВ^АВС, 
а на его стороне , отличной отъ А В, имъется отръзокъ АС'ЗЁСВ. 
В ъ такомъ случае треугольникъ АС В ш ABC, а потому BC'saAC; 

общую точку М. Э т а т о ч к а п р е д с т а в л я е т ъ с о б о ю с е р е д и н у о т 
р ъ з к а В А, т. е. АМз^МВ. Въ самомъ дълъ, если бы отрезку MB 
былъ равенъ не о т р е з о к ъ AM, а. о т р е з о к ъ AN, то изъ конгруэнтности 
треугольниковъ ANC и ВМС, ВМС и ANC вытекало бы, что 
CNs+C'M, CNs&CM; но въ такомъ случае въ треугольнике CNC 
сторона СС была бы равна сумме двухъ другихъ, — обстоятельство, к о 
торое можетъ иметь место безъ противореч1я съ другими известными 
предложешями только въ томъ случае, когда точка М совпадаетъ съ N. 
Э т и м ъ д о к а з а н о с у щ е с т в о в а ш е и п о с т р о е н 1 е с е р е д и н ы о т р е з к а . 

Когда намъ известно, что о т р е з о к ъ АВ имеетъ середину, то мы 
можемъ себе представить въ последней вершину прямого угла, одна 
сторона котораго лежитъ на прямой А В; существуетъ, следовательно, 
перпендикуляръ, возставленный изъ середины отрезка А В. Если мы т е 
перь изъ точекъ А и В опишемъ две окружности однимъ и темъ же 
рад1усомъ, большимъ, нежели половина отрезка А В, то каждая и з ъ 
этихъ окружностей должна пересечь упомянутый выше перпендикуляръ, 
и при томъ въ т е х ъ же самыхъ точкахъ. Въ самомъ деле , если Z есть 
точка пересечешя первой окружности съ перпендикуляромъ, то ZB ss ZA. 
Э т и м ъ д о к а з а н о и о б ы ч н о е п о с т р о е ш е с е р е д и н ы о т р е з к а , н о 
л и ш ь в о в т о р у ю о ч е р е д ь . 

10. Принимая теперь обращеше предложешя 9, мы имеемъ въ 
виду изложить р е ш е ш е задачи о п р о в е д е н ш и з ъ т о ч к и 5 к а с а 
т е л ь н ы х ъ к ъ о к р у ж н о с т и О ; это р е ш е ш е , ведущее свое начало, п о 
существу, о т ъ Евклида*) , т*мъ более замечательно, что оно остается 

*) .Начала", III, 7. 

следовательно, окружности, имеющая центры АиВ 
и рад1усы соответственно ВС и АС, должны 
проходить черезъ несомненно существующую 
точку С, т . е. должны пересекаться. 

Фиг. 93. 

Изъ д в у х ъ точекъ пересечешя этихъ окруж
ностей для нашей цели пригодна лишь та, к о 
торая расположена относительно точки С п о 
другую сторону прямой А В. Согласно предло
жешю 1, о т р е з о к ъ СС имеетъ съ прямой ВА 
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справедливымъ и въ неевклидовой геометрш. Пусть SA (фиг. 9 4 ) будетъ 
касательная къ окружности О; она будетъ, следовательно, перпендику
лярна къ прямой OA. Если мы примемъ во внимаше, что, опуская перпен
дикуляръ изъ точки О на прямую SA, намъ всегда приходится пользо
ваться точкой О', симметричной съ точкой О относительно прямой SA, то 
мы придемъ къ мысли, что целесообразно ввести въ нашу фигуру также 
точку О'. Такъ какъ OSO' есть равнобедренный треугольникъ, то SO = SO' 
и 00'= 2 OA; поэтому точка О' лежитъ какъ на окружности, имеющей 
центръ въ точке 5 и рад1усъ SO, такъ и на окружности, которая имеетъ 
центръ въ точке О и рад1усъ которой равенъ д1аметру данной окруж
ности. Такихъ точекъ будетъ две — О' и О", которымъ соответствуютъ две 
точки соприкосновешя А и В, а, следовательно, и две касательныя SA и SB. 

Другое весьма распространенное р е ш е т е этой задачи сводится не
посредственно къ разыскаш'ю геометрическаго места точекъ А к В (неза

висимо отъ рад1уса данной окружности). Согласно предложешю, которое 
черезъ Евклида восходить къ балесу Милетскому (около 600 г. 
до P . X.), г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о в е р ш и н ъ п р я м ы х ъ у г л о в ъ , с т о 
р о н ы к о т о р ы х ъ п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ две н е п о д в и ж н ы я т о ч к и S и О, 
е с т ь о к р у ж н о с т ь , и м е ю щ а я о т р е з о к ъ SO с в о и м ъ д 1 а м е т р о м ъ . 
Сообразно этому, точка А лежитъ на окружности, имеющей центръ в ъ 
середине М отрезка SO и рад1усъ МО. И действительно, если Z есть 
произвольная точка этой окружности (фиг. 95) , то MS = MZ = МО; 
ZMS и ZMO суть равнобедренные треугольники, а потому 

Фиг. 94. Фиг. 95. 

<с MSZ ss * MZS, <: MOZ ss # MZO; 

если мы поэтому обозначимъ общую величину первыхъ двухъ угловъ че
резъ х, а величину вторыхъ двухъ черезъ у, то, по теореме о внешнемъ 

Веберъ . Энциклоп. элемент, геометрш. 18 
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угл*, SMZ'ss 2x, Z ' A I O 3s 2 j / , а, следовательно, 2x -\-2y = 2d, 
x-{-y = d; поэтому SZO есть прямой уголъ, что и требовалось дока
зать. Данная окружность пересекаетъ окружность М въ точкахъ А и В, 
и задача, такимъ образомъ, решена . 

11. Предложеше балеса содержится, какъ частный случай, въ пред
ложены, которое известно подъ назвашемъ т е о р е м ы о в п и с а н н о м ъ 
у г л е и заключается въ следующемъ: в п и с а н н ы е у г л ы , о п и р а ю щ е е с я 
на о д н у и т у ж е д у г у , р а в н ы м е ж д у с о б о ю . На понятояхъ, входя-
щихъ въ эту теорему, а также и на ея доказательстве, которое можно 
вести совершенно аналогично доказательству теоремы ©алеса, мы не ста-
немъ здесь останавливаться, такъ какъ все это не представляетъ ника-
кихъ затрудненШ. Напротивъ, определеше „равенства" дугъ окружности 
представляетъ некоторое затруднеше, если мы не хотимъ опираться при 
этомъ на эмпирическое наложеше этихъ фигуръ. Говорятъ: р а в н ы м ъ 
ц е н т р а л ь н ы м ъ у г л а м ъ о к р у ж н о с т и о т в е ч а ю т ъ р а в н ы я д у г и . Что 
это — теорема или определеше? Эмпирики „ д о к а з ы в а ю т ъ " это пред
ложеше, ссылаясь на воз зреше ( д в и ж е т е ) . Н о въ геометрш, основанной 
на понятояхъ, сущность учешя о величине и о б ъ ея измеренш именно и 
заключается въ самомъ установлены понятоя о равенстве при помощи 
понятой же, какъ мы это видели въ § 15, 8 и въ § 18, 2, где мы опре-
деленнымъ конструктивнымъ npieMOMb установили равенство отрезковъ . 
Предложеше, о которомъ идеть теперь речь , очевидно, присваиваетъ и 
дугамъ характеръ величины: и этимъ характеромъ оне действительно 
обладаютъ, ибо мы легко можемъ перенести на дуги соображешя, изло-
женныя въ § 15, 8 относительно понятоя „между". Но, чтобы установить 
это вполне, намъ не хватаеть еще конструктивнаго npieMa, устанавли-
вающаго равенство. Ясно, что естественнее всего было бы о п р е д е л и т ь 
равенство т е м ъ , что равнымъ центральнымъ угламъ должны соответство
вать равныя дуги. Можно было бы приведенное выше на стр. 265 поло-
жеше Лейбница возвести на степень определешя равенства. Если же 
отклонить оба эти предложешя, то остается только путь, ведуицй черезъ 
о б щ е е понятое о д л и н е д у г и к р и в о й л и н ш ; это понятое, въ свою 
очередь, должно быть определено, но это настолько трудно, что мы 
вынуждены были отказаться отъ включешя его въ настоящЫ критическЫ 
очеркъ основъ геометрш, хотя мы не всегда ограничивались здесь строго 
элементарными вопросами. Поэтому въ э л е м е н т а р н о й геометрЫ пред
ложеше , о которомъ идетъ речь , должно служить определешемъ. 

12. О ближайшихъ с л е д с т я х ъ изъ перечисленныхъ выше предложены 
и о б ъ ихъ применешяхъ къ р е ш е ш ю задачъ на построеше мы не намерены 
з д е с ь распространяться. Обыкновенные учебники геометрш и сборники 
задачъ даютъ для этого обширный матер1алъ и многочисленные указашя. 
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§ 21. Подоб!е. 
1. Чтобы отъ бол-fee или мен-fee яснаго представлешя, которое мы 

связываем ь со словомъ „подоб1е" въ применении къ плоскимъ фигурамъ, 
перейти къ точному понятш, мы замътимъ прежде всего, что подоб1е 
представляетъ собою некоторое о т о б р а ж е н 1 е : двъ подобныя фигуры въ 
силу именно своего подоб1я поставлены другъ къ другу въ такое соот-
BbTCTBie, такъ „отображены" другъ въ другъ, что каждой точк* одной 
фигуры отвъчаетъ одна определенная точка другой фигуры. Но этого, 
конечно, недостаточно для опредълешя подоб1я, ибо двъ фигуры, связан-
ныя круговымъ сопряжешемъ (или инвераей, § 8, 4) , также приведены 
въ однозначное соотвътств1е другъ съ другомъ; онъ, однако, не обла-
даютъ тъмъ, что называютъ подоб!емъ. При инверсш прямой лиши мо
жетъ отвечать окружность и обратно. Поэтому мы будемъ ближе къ 
цели, если скажемъ, что подоб1е есть коллинеац1я , т. е. точкамъ пря
мой въ подобной фигуре опять-таки отвечаютъ точки, расположенныя 
на одной прямой, и обратно. Однако, примеры аффинныхъ сопряжешй, 
съ которыми мы познакомимся въ начертательной геометрш, показы-
ваютъ, что и коллинеащя не охватываетъ поняля о подобш: прямоуголь
ный треугольникъ не всегда преобразуется коллинеащей въ прямоуголь
ный же треугольникъ. Подоб1е предполагаетъ еще одно свойство, кото
рое коренится въ этомъ представленш и которое съ нимъ соединяетъ и 
нематематикъ, — именно, преобразоваше при посредстве подоб1я сохра-
няетъ т е же углы * ) . Сообразно этому мы прежде всего установимъ сле
дующее опредълеше: п о д о б н ы м ъ п р е о б р а з о в а н й е м ъ о д н о й п л о с к о 
с т и в ъ д р у г у ю н а з ы в а е т с я т а к а я к о л л и н е а ш я , к о т о р а я не м е -
н я е т ъ у г л о в ъ 5 ) . 

2. Прежде всего необходимо доказать, что подоб1е, требуемое этимъ 
определешемъ, действительно возможно. Мы попытаемся осуществить это 
с о п р я ж е т е , или с о о т в е т с ш е , такимъ образомъ, чтобы все прямыя, соеди
няющая две соответствуюипя другъ другу точки, проходили черезъ 
постоянную точку О, отвечающую себе самой. Положимъ, что эта точка 
выбрана совершенно произвольно, и что такъ же произвольно выбрана 
одна пара соответствующихъ другъ другу точекъ Л и л , на прямой, 
проходящей черезъ точку О. Если теперь В есть еще одна точка, не ле
жащая на прямой OA (фиг. 96) , то соответствующая ей точка Bt должна, 
во всякомъ случае, лежать на прямой ОВ и притомъ такъ, чтобы 

B1A10 =s В А О, а это значить, что прямая ВХАХ параллельна 

*) По крайней мере, сохраняетъ п р я м ы е углы. 
5 ) Т. е. углы между двумя прямыми равны угламъ между соответственными 

лрямыми преобразованной фигуры. 
18* 
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прямой ВА. Точка Вг этимъ вполне определяется, а вмъстъ съ т ъ м ъ 
углы треугольника ОАВ конгруэнтны соотвътствующимъ угламъ тре
угольника ОА1В1. В ъ этихъ пред*лахъ наше определеше, такимъ обра
зомъ, выполняется; но спрашивается, если мы возьмемъ еще третью 
точку С, не лежащую ни на одной изъ прямыхъ OA, АВ, ВО, то не при
ведешь ли это построеше соответствующей точки Сг къ п р о т и в о р е ч ш ? 

две как1я-нибудь фигуры, но вся плоскость отображена подобно на самой 
себе или на другой плоскости. Въ самомъ д е л е , какъ бы ни была рас
положена точка С въ плоскости треугольника ОАВ, указанное построеше 
однозначно относить ей соответствующую точку С \ ; тотъ случай, когда 
точка С какъ разъ лежитъ на одной изъ прямыхъ OA, АВ, ВО, после всего 
сказаннаго легко исчерпать. 

3. К о н г р у э н т н о с т ь п р е д с т а в л я е т ъ с о б о ю л и ш ь ч а с т н ы й с л у 
ч а й п о д о б 1 я , ибо конгруэнтность всегда можетъ быть определена, какъ 
коллинеапдя, сохраняющая углы (т. е. подоб!е), и требующая, кроме того, 
конгруэнтности соответственныхъ отрезковъ . Но , такъ какъ, съ другой 
стороны, конгруэнтныя фигуры не всегда имеютъ то взаиморасположеше, 
которое указано въ предыдущемъ пункте , то ясно, что тамъ мы имели 
д е л о съ частнымъ случаемъ подоб1я, именно со случаемъ п о д о б 1 я п р и 
п о д о б н о м ъ р а с п о л о ж е н ы . Точка О, отвечающая при такихъ усло-
ъшхъ самой себе , называется ц е н т р о м ъ п о д о б 1 я , и притомъ в н е ш -
н и м ъ и л и в н у т р е н н и м ъ , смотря по тому, расположены ли две соот
ветствующая другъ другу точки по одну сторону точки О или по раз-
ныя (аксюмы Н 4 ) . Сообразно этому, n o f l o 6 i e п р и п о д о б н о м ъ р а с п о 
л о ж е н ы о д н о з н а ч н о о п р е д е л е н о , е с л и з а д а н ы : I. л и б о ц е н т р ъ 
п о д о б ! я и, с в е р х ъ т о г о , п а р а с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ д р у г ъ д р у г у 
т о ч е к ъ , л и б о И. д в е п а р ы с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ д р у г ъ д р у г у т о 
ч е к ъ . Если въ случае II должны другъ другу соответствовать точки 
А и А', В и В', которыя не все расположены на одной прямой, то 
центръ подоб!я определяется пересечешемъ прямыхъ АА' и ВВ', на 

Фиг. 96. 

Въ самомъ д е л е , въ виду равенства 
соответственныхъ угловъ должно быть, 
съ одной стороны, ВуСуЦВС, а, с ъ 
другой стороны, АХСХ\\ АС. Н о э т и 
д в а т р е б о в а н 1 я д е й с т в и т е л ь н о в ы 
п о л н я ю т с я в ъ с и л у п р е д л о ж е ш я Д е 
з а р г а , которое мы формулировали въ 
§ 10 и которое мы здесь будемъ при
нимать. Итакъ, подоб1е въ смысле уста-
новленнаго нами определешя с у щ е 
с т в у е т ъ , и именно въ томъ более ши-
рокомъ смысле слова, что не только 
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при этомъ прямыя А'В' и АВ, конечно, должны быть параллельны. 
Однако, это наше yaiOBie можетъ быть выполнено еще и такимъ обра
зомъ, что всъ четыре точки А, В, А', В' лежать на одной прямой и. 
Если мы тогда построимъ треугольникъ ABC и подобный ему треуголь
никъ А'В'С, то точки С и С будутъ соответствовать другъ другу и 
въ первоначальномъ подобномъ с о о т в ъ т с т в ш 6 ) ; поэтому прямыя АА' и 
СС пересекутся въ центре подоб1я. Такимъ образомъ случай II приво
дится къ случаю I. 

И з ъ определешя подоб1я вытекаетъ непосредственно: е с л и д в е 
ф и г у р ы п о д о б н ы т р е т ь е й , т о он Б п о д о б н ы д р у г ъ д р у г у . Поло
жимъ теперь, что фигуры ОАВС... и О'А'В'С . . . подобны другъ 
другу ; положимъ далее, что фигуры O ' / l j B j Q и (УА'В'С не только 
подобны, но и подобно расположены (при центре подоб1я О' ) ; въ та
комъ случае фигуры (УА1В1С1 и ОАВС подобны. Это же соотношеше 
переходить въ конгруэнтность, если О'А^ s OA; но если даны точки 
С и Ах, то фигура О'А-уВ^С^ . . . , конгруэнтная фигуре ОАВС. . . , опре
делена, если не вполне, то во всякомъ случае настолько, что возможно еще 
только отражеше относительно прямой О'А^; это значить: существуютъ 
две фигуры, конгруэнтныя фигуре ОАВС..., — скажемъ, С А1В1С1. . . 
и 0'А1В1*С1* . . . , — расположенныя симметрично относительно прямой 
0'АХ; но по каждой изъ этихъ двухъ фигуръ мы однозначно полу
чаемъ фигуру О'А'В'С, если даны точки О' и А', и если еще устано
влено, по какую сторону прямой О'А' должна лежать точка В'. Отсюда 
следуетъ: ф и г у р а P'Q' . . . , п о д о б н а я ф и г у р е PQ . . . , д в у м я па
р а м и с о о т в е т с т в е н н ы х ъ т о ч е к ъ Р и Р', Q и Q' о п р е д е л я е т с я 
в ъ т а к о й м е р е , ч т о о с т а е т с я в о з м о ж н ы м ъ т о л ь к о е щ е о т р а ж е ш е 
о т ъ п р я м о й P'Q'. Этимъ вместе съ т е м ъ доказано: 1) ч т о у с т а н о 
в л е н н о е н а ш и м ъ о п р е д е л е ш е м ъ п о н я т 1 е о п о д о б ш и м е е т ъ пол
н ы й с м ы с л ъ и не содержитъ въ себе ничего несогласнаго съ евкли
довой геометр1ей, и 2) ч т о в с я к о е п о д о б н о е с о п р я ж е т е п л о с к о 
с т и с ъ с о б о ю с а м о й или с ъ д р у г о й п л о с к о с т ь ю м о ж е т ъ б ы т ь 
о с у щ е с т в л е н о п р и п о с р е д с т в е о д н о г о к о н г р у э н т н а г о с о п р я ж е ш я 
и о д н о г о п о д о б н а г о с о п р я ж е ш я , с о х р а н я ю щ е г о п о д о б н о е р а с п о -
л о ж е ш е ф и г у р ъ 7 ) ; поэтому подоб1е по существу можно изучать на 
этомъ последнемъ частномъ случае. 

4. Если д в а соответственныхъ отрезка двухъ подобныхъ фигуръ 
конгруэнтны, то и все соответственные отрезки попарно равны. Если одинъ 

6 ) Ибо оно сохраняеть углы. 
?) Иначе говоря: всякое преобразоваше фигуры въ подобную ей фигуру 

можно произвести, если перенести первую фигуру въ некоторое другое положеШе, 
а затвмъ подвергнуть ее подобному преобразована съ сохранешемъ подобнаго 
расположены, т. е. относительно некотораго центра О. 
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о т р е з о к ъ въ три раза больше соответствующего ему отрезка , то и 
к а ж д ы й о т р е з о к ъ первой фигуры въ три раза больше соответствующего 
ему отрезка второй фигуры. Вообще имеетъ место следующее положеше: 
е с л и о д и н ъ о т р е з о к ъ о д н о й ф и г у р ы с о с т а в л я е т ъ р а ц ш н е л ь н о е 
к р а т н о е с о о т в е т с т в у ю щ е г о о т р е з к е в т о р о й ф и г у р ы , то и к а ж д ы й 
о т р е з о к ъ п е р в о й ф и г у р ы к о н г р у э н т е н ъ т а к о м у ж е р а ш о н е л ь -
н о м у к р е т н о м у 8 ) с о о т в е т с т в у ю щ е г о о т р е з к е п о д о б н о й ф и г у р ы ; 
если, стало быть, а, Ь, с суть отрезки одной изъ такихъ двухъ фигуръ, 
а',Ь',с',... соответствующее отрезки другой фигуры, то a's^coa, 
Ь' cob, с' ss сое, . . . , где со—региональное и положительное число. Все 
это можно доказать, не пользуясь аксюмой о непрерывности. С ъ другой 
стороны, можно обнаружить, что д1агонель кведрета не представляетъ 
собой ращ'ональнаго кратнаго его стороны; если, поэтому, мы примемъ 
сторону и д1агональ кведрете зе соответственные отрезки двухъ подоб-
ныхъ фигуръ, то неше предложеше не можетъ непосредственно найти 
себе применения къ этимъ фигурамъ; можно только обнеружить, что 
Д1егонали а и стороне а ' кведрете съ любымъ приближешемъ отвечеетъ 
такое рацшнельное число со, что а'^соа. Но отъ этихъ п р и б л и ж е н -
н ы х ъ равенствъ Teopifl подоб1я переходить къ предложеш'ямъ, которыя 
спреведливы въ т о ч н о с т и . Въ этомъ есть нечто, логически не удовле
творительное; устренить это уделось лишь въ последнее время путемъ 
совершенно новаго построешя теорш подоб1я. Если а'я&соа и со есть 
рашональное число, т. е. частное двухъ целыхъ чиселъ тип, то о т р е 
зокъ а ' представляетъ собой /я -кратную величину отрезка ajn, который 
мы будемъ обозначать черезъ fi; тогда а есть я -кратное отрезка fi. Этотъ 
о т р е з о к ъ [I, котораго кратны обе отрезке а и а', незывается о б щ е й м е 
р о й двухъ о т р е з к о в ъ . О т р е з к и же а и а' незывеются „соизмеримыми". 
Если же предыдущее соотношеше при рацшнальномъ со можетъ существо
вать только приближенно, то н е т ь и точной общей меры ц, отрезки а и а' 
„несоизмеримы". Р е ч ь идеть , следовательно, о томъ, чтобы устранить и з ъ 
геометрш т е трудности, которыя связаны съ понятоемъ о соизмеримости 
и о б ъ общей мере . Этого можно достигнуть только такимъ образомъ, 
что мы либо разовьемъ самое у ч е т е о д е й с ш я х ъ надъ отрезками на 
основами чисто геометрическихъ построешй, какъ это уже и было 
намечено для проективной геометрш въ § 18 , либо же постараемся 
охватить чисто геометрически весь относяпцйся сюда матер1влъ; по
следнее всегда должно быть возможно, ибо число, поскольку ими 
пользуется геометр1Я въ своей метрике, можетъ быть разсматривеемо, 

8 ) Подъ р а ш о н а л ь н ы м ъ к р а т н ы м ъ отрезка а разумеютъ отрезокъ а', 
составленный изъ т отрезковъ, каждый изъ которыхъ составляетъ я - у ю часть 
отръзка а, при чемъ тип суть цълыя числа. 
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только какъ система, служащая лишь для выражешя различныхъ соотно-
шешй съ чисто качественной стороны. 

5. Метрика въ теорш подоб1я основана на подобш „системъ пря-
молинейныхъ о т р е з к о в ъ " ; мы разумеемъ подъ этимъ следующее: поло
жимъ, что на двухъ прямыхъ и к и' даны отрезки х, у, z, . . . и соответ
ственно х', У, z', . . . въ одинаковомъ числе (но, по крайней мере, по два 
на каждой прямой), которые мы отнесемъ другъ къ другу въ качестве 
соответственныхъ, какъ это видно уже по обозначешямъ. Мы будемъ 
говорить, что с и с т е м ы о т р е з к о в ъ а (х, у, z, . . .) и и' (х',у', z', . . .) 
п о д о б н ы , и л и с и м в о л и ч е с к и 

и (х, у , г , . . . ) ~ и' (х', у', z', . . .), 

е с л и мы м о ж е м ъ р а з с м а т р и в а т ь и и и', к а к ъ с о о т в е т с т в е н н ы я 
п р я м ы я д в у х ъ п о д о б н ы х ъ ф и г у р ъ , въ которыхъ отнесенные другъ 
къ другу выше отрезки х и х', у и у', z и z' также являются соответ
ственными. Этимъ мы расширяемъ прежнее определеше подоб1я, которое 
теряетъ содержаше, когда о б е фигуры состоять исключительно изъ от
резковъ , соответственно расположенныхъ на двухъ прямыхъ, такъ какъ 
въ этомъ случае нетъ никакихъ угловъ. 

Пусть 5 будетъ точка, не лежащая на прямой и (фиг. 97) , а А, В, 
С, D, . . . точки, ограничиваюипя отрезки х, у, z, . . . на прямой и; А', В', 
С, D', . . . суть соответствующая точки на 
прямой и ' ; если мы построимъ треуголь
никъ S' А'В', подобный треугольнику 5 А В, 
то треугольники SAC и S'A'C, SBC и 
S'B'C' и т. д. должны быть соответствен
но подобны; отсюда можно сделать дво-
яшй выводъ: 1) если на прямой и даны 
все отрезки, то на прямой и' можно 
выбрать произвольно только одинъ от
р е з о к ъ А'В', ибо подоб1е треугольниковъ 
SAB и S'A'B' определяетъ точку S', а 
чрезъ ея посредство, опять - таки вслед-
CTBie подоб1я треугольниковъ SAC и S'A'C, 
определяется точка С и т. д . ; 2) если 
существуетъ одна такая пара точекъ S и S', т/ф 

что съ присоединешемъ ихъ мы получаемъ Фиг. 97. 
подобныяфигуры (SAВС. . . и 5 ' А ' В ' С . . .), 
то любой точке S можно (двоякимъ образомъ) отнести точку S', такь 
что упомянутыя фигуры окажутся подобными. Наше расширеше понята! 
о подобш является, следовательно, допустимымъ. Два положешя точки 5 ' 
симметричны относительно прямой и. 
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Такимъ образомъ, и з ъ ч е т ы р е х ъ о т р е з к о в ъ х,у и х1,у' на п р я м ы х ъ 
и и и! в ъ с и л у п о д о б 1 я э т и х ъ с и с т е м ъ о д и н ъ в с е г д а о п р е д е 
л я е т с я т р е м я о с т а л ь н ы м и ; э т о т ъ ч е т в е р т ы й о т р е з о к ъ п о в е л и 
ч и н е и п о л о ж е ш ю не з а в и с и т ъ о т ъ в ы б о р а в с п о м о г а т е л ь н о й 
т о ч к и S; онъ зависитъ, следовательно, только отъ взаимнаго располо-
жешя определяющихъ его о т р е з к о в ъ на прямыхъ и и и'. Е с л и д в е 
ф и г у р ы п о д о б н ы т р е т ь е й ф и г у р е и п о д о б н о о т н о с и т е л ь н о н е я 
р а с п о л о ж е н ы , т о о н е т а к ж е п о д о б н ы м е ж д у с о б о й и п о д о б н о 
р а с п о л о ж е н ы о д н а о т н о с и т е л ь н о д р у г о й , какъ это легко получа
ется и з ъ теоремы Д е з а р г а 9 ) . Положимъ теперь (фиг. 97) , что фигуры 
SABC... и S'A'B'C . . . , а также SABC... и S0AlyB0C0 . . . соответ
ственно подобны и имеютъ подобное расположеше. Если сверхъ того 
фигура А0В0 . . . конгруэнтна фигуре АВ . . . , то и фигура SABC. . . 
конгруэнтна ф и г у р е S0A0B0C0 . . . , ибо отрезки SS0, ААп, В В 0 , С С 0 , . . . 

параллельны; следовательно, вели
чины отрезковъ х, у, х', у' не зави-
сятъ отъ разстояшя между прямыми 
и и и' и отъ точки 010). Но бо
л е е того : если мы совместимъ 
прямую и0 съ прямой и (фиг. 98) , 
не совмещая точки А0 съ точкой 
А, то согласно установленному 
выше предложешю *) , прямая 5 5 0 

будетъ параллельна прямой и ; 
если поэтому Q есть центръ 
подоб1я фигуръ S'A'B'C' . . . и 
S0A0B0C0 . . . , то и прямая OQ 

будетъ параллельна прямой SS0

11), а, следовательно, и прямой и. Если 
мы еще проведемъ прямую ОАх параллельно ОА0, прямую СШ, параллельно 

9 ) На фиг. 97 каждая изъ фигуръ S 0 / l 0 6 0 и SAB подобна и подобно распо
ложена относительно фигуры SA'B'. Стороны треугольниковъ SaA„B0 и SAB соот
ветственно параллельны сторонамъ треугольника SA'B1, а потому S 0/l 0!lS/l, S„fi„llS6 и 
А„ВЛ II АВ. Это тотъ частный случай теоремы Дезарга, когда точки пересечешя со
ответственныхъ сторонъ лежать на безконечно удаленной прямой. Поэтому прямыя 
S0S,A0A,BaB проходятъ черезъ одну точку — центръ подоб!я фигуръ SAB и S„A0B0. 

ю ) Если А'В' и ВС суть, скажемъ, отрезки х! и у', а АВ есть отрезокъ х, 
то ВС есть отрезокъ у, определяемый подоб1емъ двухъ системъ; но если А„В0 s АВ, 
то В0С0 = ВС. Иначе говоря, отрезокъ у остается одинъ и тотъ же, возьмемъ ли 
мы х на прямой и или на прямой и„. 

*) Справедливость этого предложешя въ настоящемъ частномъ случае легко 
обнаружить при помощи предложешя Дезарга. 

п ) Если мы возьмемъ треугольники AA'AQ и S^S, , , то прямыя, соединяющая 
соответственныя вершины, пересекаются въ одной и той же безконечно-удаленной 
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QB0, 0CX параллельно QC0 и т. д. и найдемъ проекцш А{, В / , С / , . . . 
т о ч е к ъ Alt Bl, Clt . . . изъ точки О на прямую и' , то мы получимъ фи
гуру ОА1В1С1А1' В / С{. . . . Эта фигура будетъ конгруэнтна фигур* 
QA0BaC0A'В' С . . . , такъ что 

а; в; ^а'в', в;с; ^ в'с, 

Этимъ во 1) доказано построеше, которое было указано въ § 5 
(фиг. 5) для передвижешя фигуры вдоль по прямой и которое можетъ 
быть выражено слъдующимъ образомъ: к а ж д а я п р я м а я , п а р а л л е л ь н а я 
о с н о в а ш ю т р а п е ц и и , п е р е с ъ к а е т ъ б о к о в ы я с т о р о н ы и д ) а г о н а л и 
п о с л е д н е й в ъ ч е т ы р е х ъ т о ч к а х ъ , к о т о р ы я с л у ж а т ъ к о н ц а м и 
р а в н ы х ъ о т р ъ з к о в ъ (АВз^А0В0 на фиг. 99) ; во 2) мы замъчаемъ, 
что и расширенный системы отръзковъ ААХ, ВВ1, С С , , . . . и А'А\ , 
В'В^, СС\, . . . взаимно-подобны; если поэтому ABssx, CDs^y, и отръ
зокъ А1В1, какъ выше, конгруэнтенъ отрезку АВ, то и отръзокъ Л / В / 
конгруэнтенъ отрезку А'В', кон
груэнтенъ, следовательно, отръз
ку у'. Такимъ образомъ, каждый 
изъ четырехъ отръзковъ х, х',у,у' 
определяется не только соотношеш-
емъ и (АВ, CD) ~ и' (А'В', CD'), 
но также и соотношешемъ: 
и (A,BV CD) ~ и' ( Л / В / , CD'); 
это значить: п о д о б 1 е м ъ д в у х ъ 
с и с т е м ъ о т р е з к о в ъ и (х, у) и м ' (х', у') м е ж д у в е л и ч и н а м и ч е т ы р е х ъ 
о т р е з к о в ъ х, х'.у,у' у с т а н а в л и в а е т с я - т а к о е с о о т н о ш е н 1 е , к о т о 
р о е с о в е р ш е н н о не з а в и с и т ъ о т ъ в ы б о р а п р я м ы х ъ и и и ' и о т ъ 
т о г о п о л о ж е ш я , к о т о р о е о т р е з к и з а н и м а ю т ъ на э т и х ъ п р я м ы х ъ ; 
это соотношеше определяется, следовательно, исключительно величинами 
трехъ изъ этихъ отрезковъ . То именно обстоятельство, что величина 
о т р е з к о в ъ зависитъ исключительно отъ трехъ изъ нихъ, мы будемъ 
выражать следующимъ образомъ: п а р а о т р е з к о в ъ х, у п о д о б н а 
п а р е х', у', и л и с и м в о л и ч е с к и (х, у) ~ (х', у'); равнозначущимъ 
этому мы будемъ также считать соотношеше (у, х) ~ (у', х'). Но 
мы еще разъ подчеркиваемъ, что это должно иметь только следующее 
значеше: если мы отложимъ на прямой и отрезки АВз^х и CD^y, 
а на прямой и', параллельной первой, отложимъ отрезокъ А'В's х1, 
найдемъ точку пересечешя О лучей АА' и ВВ', а затЬмъ точки пересе
точке; поэтому точки пересечешя соответственныхъ сторонъ: АА' и SS' (О), А'А" 
и (Q), а также безконечно удаленныя точки пересечешя прямыхъ АА, и SS„, 
лежать на одной прямой; иными словами, прямая OQ проходить черезъ безконечно 
удаленную точку пересечешя параллелей АА0 и S S 0 , т. е. параллельна имъ. 
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ч е н т С и D' прямыхъ ОС и 0D съ прямой и' , то C D ' s / и притомъ 
н е з а в и с и м о во 1) отъ разстояшя прямыхъ и и и ' и во 2 ) отъ распо
л о ж е н а трехъ опредъляющихъ отрезковъ на этихъ прямыхъ. Теперь 
мы можемъ дать общее определеше: „ с в о б о д н у ю " с и с т е м у о т р ъ з к о в ъ 
(х,у, z, . . .) мы б у д е м ъ с ч и т а т ь п о д о б н о й „ с в о б о д н о й " ж е с и с т е м * , 
о т р ъ з к о в ъ (x',yr, z', . . . ) , е с л и в ъ с м ы с л * п р е ж н я г о о п р е д е л е ш я 
с у щ е с т в у ю т ъ д в * „ с в я з а н н ы я " с и с т е м ы о т р е з к о в ъ и (х,у, z, . . .) 
и и' (х', у', z', . . . ) , п о д о б н ы я м е ж д у с о б о й ; связанными же мы 
будемъ называть наши прежняя системы отрезковъ въ томъ смысле, что 
отрезки каждой системы должны лежать на одной прямой, и мы р а з -
сматриваемъ взаиморасположеше отрезковъ на этихъ прямыхъ 1 2 ) . 

6. Намъ нужно теперь показать, что мы действительно выделили 
ядро т б х ъ предложешй, которыя обычно выражаются съ помощью про-
порш'й, при посредстве м е т р и ч е с к и х ъ соотношешй, между т е м ъ какъ мы 
старались дать этимъ соотношешямъ качественное выражеше; это выте
каетъ. теперь непосредственно изъ того, что мы можемъ, исходя изъ на-
шихъ определены, придти к ъ обычнымъ предложешямъ о подобш и къ. 
относящимся сюда построешямъ. 

П р е д л о ж е ш я о п о д о б ш т р е у г о л ь н и к о в ъ : д в а т р е у г о л ь н и к а 
п о д о б н ы , е с л и в ы п о л н я е т с я о д н о и з ъ с л е д у ю щ и х ъ ч е т ы р е х ъ 
у с л о в 1 й ; и о б р а т н о , е с л и т р е у г о л ь н и к и п о д о б н ы , т о и м е ю т ъ м е 
с т о с л е д у ю щ е е ч е т ы р е п р е д л о ж е ш я . 

I. Д в а у г л а о д н о г о т р е у г о л ь н и к а р а в н ы д в у м ъ у г л а м ъ д р у 
г о г о т р е у г о л ь н и к а . 

II. О д и н ъ у г о л ъ о д н о г о т р е у г о л ь н и к а р а в е н ъ у г л у д р у г о г о 
т р е у г о л ь н и к а , а с т о р о н ы , з а к л ю ч а ю щ а я э т и у г л ы , о б р а 
з у ю т ъ д в е п а р ы п о д о б н ы х ъ о т р е з к о в ъ . 

1 2 ) Хотя основное определеше уже дважды формулировано въ тексте, мы 
считаемъ полезнымъ еще разъ пояснить сущность дела. Авторъ показываетъ сле
дующее: если мы возьмемъ две параллели а и и', на одной изъ нихъ отложимъ 
два отрезка х (АВ) и у (CD), а на другой возьмемъ отрезокъ х'(А'В') и произведемъ 
построеше, указанное выше въ тексте, то мы получимъ отрезокъ y'(C'D'), не 
зависящей ни отъ разстояшй между параллелями, ни отъ того, какъ мы распо
ложили наши отрезки на соответственныхъ параллеляхъ; отръзокъ CD' однозначно 
определяется тремя остальными, и только то обстоятельство, что онъ именно этимъ 
путемъ получается по тремъ остальнымъ отрезкамъ, мы и будемъ впредь разуметь, 
говоря, что пара (АВ, CD) подобна паре (А'В', CD'), или (х, у) ~ (х", у'); но более 
того: если отрезки х, у, х' и у'- расположены какъ угодно, но, будучи перенесены 
на две параллели, три изъ нихъ указаннымъ построешемъ даютъ четвертый, то 
мы все же будемъ говорить, что пара (х, у) подобна паре (х'.у'); наконецъ, мы 
будемъ говорить, что система (x,y~,z...) подобна системе (х", у', z',. . .), если 
каждая пара одной системы подобна соответствующей паре другой системы. 
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I I I . Д в * с т о р о н ы о д н о г о т р е у г о л ь н и к а о б р а з у ю т ъ съ д в у м я 
с т о р о н а м и д р у г о г о п о д о б н ы й п а р ы о т р ъ з к о в ъ , у г о л ъ 
ж е , п р о т и в о л е ж а щ и й б о л ь ш е м у о т р ъ з к у о д н о й п а р ы , 
р а в е н ъ у г л у , п р о т и в о л е ж а щ е м у б о л ь ш е м у о т р ъ з к у д р у 
г о й п а р ы . 

IV. Т р и с т о р о н ы о д н о г о т р е у г о л ь н и к а о б р а з у ю т ъ с ъ т р е м я 
с т о р о н а м и д р у г о г о т р е у г о л ь н и к а п о д о б н у ю с и с т е м у 
о т р ъ з к о в ъ . 

К ъ п р е д л о ж е н ! ю I. Для доказательства предложешя I достаточно 
заметить, что въ этомъ случа* и третЫ уголъ одного треугольника ра
венъ третьему углу другого, такъ какъ сумма угловъ какъ въ одномъ, 
такъ и въ другомъ треугольник* равна 2d. Значить, по опред*лен1ю 
треугольники подобны, и обратно. 

Для доказательства обращены остальныхъ предложены мы построимъ 
два треугольника, конгруэнтные даннымъ подобнымъ треугольникамъ, и 
притомъ такъ, чтобы они им*ли также подобное расположеше; именно 
вершину С одного треугольника ABC мы примемъ за центръ подо-
бы, такъ что вершина С 
подобнаго треугольника С 
А' В' С должна будетъ 
совпасть съ С (фиг. 100). 
Тогда точки А' и В' бу
дутъ лежать на прямыхъ 
СА и СВ, а прямая А'В' 
будетъ параллельна пря
мой АВ. На прямой АВ 
мы отложимъ отр*зки 
АХ Si AC, BYВС. Пусть X', Y' будутъ точки пересечешя прямыхъ 
СХ, CY съ прямою А'В'. Въ такомъ случа* треугольники Х'А'С и 
ХАС будутъ подобны, равно какъ и треугольники Y'B'C и YBC; по
этому Х'А'С и Y'B'C суть равнобедренные треугольники, и потому 
А'Х' я^А'С, B'Y's^B'C. Если мы обозначимъ стороны треугольника ABC, 
противолежаипя вершинамъ А, В, С, черезъ а, Ь, с и аналогично стороны 
треугольника А'В'С обозначимъ черезъ а',Ь',с', то BYs^a, AXsib, 
АВ^с и В'Г ^a', A'X's-b', А'В'sc', т а к ъ ч т о (а, Ъ, с) и (а',Ь',с') 
суть п о д о б н ы я с и с т е м ы (обращеше предложены II, III, IV). 

К ъ п - р е д л о ж е н ш II. Обращаясь теперь къ прямой теорем* И, 
положимъ, что ACBs&<' А'С В'. На сторон* СА мы отложимъ 
отъ точки С отр*зокъ , равный СА', и конечную точку его опять-таки 
обозначимъ черезъ А'; зат*мъ на прямой СВ мы выберемъ точку В* 
такъ, чтобы прямая А'В* была параллельна прямой А В; наконецъ, мы 
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отложимъ на прямой АВ о т р е з о к ъ АХ, конгруэнтный АС, и о т р е з о к ъ BY, 
конгруэнтный ВС; точку пересеченш прямыхъ А'В* и СХ мы обозначимъ 
черезъ X', точку же пересечешя прямыхъ А'В* и CY—черезъ Y'. 
В ъ такомъ случае треугольники Х'А'С и ХАС будутъ подобны (I), 
равно какъ и треугольники Y'B*C и YBC; поэтому А'Х' a s А'С a s Ъ', 
B*Y' В*С; съ другой стороны, (а, Ь, с) и (B*Y', А'Х', А'В*) суть 
подобныя системы, или, что насъ собственно здесь только интересуешь, 
(a, b) ~ (B*Y', А'Х), такъ что (а, Ъ) ~ (В*Т, Ъ'), но по у с л о в ш 
п р я м о й теоремы II (a, b) a s (а!', Ь'); следовательно, B*Y' ш а', а такъ 
какъ мы уже нашли, что B*Y' a s В*С, то В*Сзаа'. Такимъ образомъ, 
точка В* совпадаетъ съ точкой В', где В'С a s а', и треугольникъ А'В'С 
действительно подобенъ треугольнику ABC, такъ какъ треугольникъ 
А'В*С не только подобенъ треугольнику ABC, но и имеетъ съ нимъ 
подобное расположеше. 

К ъ п р е д л о ж е н ^ I I I . Положимъ, что с > Ь, с'~> Ь', АСВ a s 
А'С В' и с) — (Ь', с'). Мы можемъ принять, что оба треуголь

ника имеютъ о б щ у ю вершину С, что точка А' лежитъ на прямой АС, 
точка В' на прямой ВС. Нужно только доказать, что прямая А'В' па
раллельна прямой АВ. Положимъ, что прямая, проходящая черезъ точку 
А' параллельно АВ, встречаешь прямую СВ въ точке В*; тогда д е л о 
сводится къ тому, чтобы обнаружить, что точка В* совпадаетъ съ В'. Если 
мы вновь отложимъ о т р е з о к ъ АХ зв АС ЗЁ Ь, и если X' будешь точка 
пересечешя прямыхъ А'В* и СХ, то Х'А'- a s А'С a s b'. Поэтому 
{ХА, АВ) ~ (Х'А', А'В"), т. е. (Ь, с) ~ (V, А'В*); такъ такъ по у с л о в ш 
(Ь, с) ~ (Ь', с'), то (А'В*) a s С'. Треугольникъ А'В*С имеешь съ тре-
угольникомъ А'В'С две соответственно равныя стороны (А'С a s А'С, 
А'В* a s А'В') и обшдй уголъ у, противолежащей какъ въ одномъ, такъ 
и въ другомъ треугольнике большей стороне . Эти треугольники, следо
вательно, конгруэнтны, и точка В* совпадаетъ съ В'. Но , такъ какъ тре
угольники А'В*С и ABC подобны и подобнымъ образомъ расположены, 
т о прямая теорема III доказана. 

К ъ п р е д л о ж е н а IV. Дано, что (а, Ь, с) ~ (а', Ь', с'). И з ъ отрез 
ковъ а, Ь, с мы построимъ треугольникъ ABC и попрежнему отложимъ 
АХ a s b, BY a s а, СА' a s b' и черезъ точку А' проведемъ прямую, па
раллельную XY, которая пересечетъ прямую СХ въ точке X', прямую 
СВ въ т о ч к е В, наконецъ, прямую CY въ точке Y'. Мы должны до 
казать, что СВ' a s а' и А'В a s с'. И з ъ параллельности прямыхъ Х'А' и 
ХА следуешь, что Х'А'С и ХАС суть равнобедренные треугольники, а 
потому Х'А' a s Ь'; но вследств1е подоб!я системъ (ХА, АВ) и (Х'А', А'В) 
имеемъ, съ одной стороны, (Ь, с) ~ (V, А'В'); а, съ другой стороны, по 
у с л о в ш , с) ~ (b', d); поэтому А'В a s с'. Далее , съ одной стороны, 
(АВ, BY)~ (А'В, BY'), или (с, а) ~ (У, BY'); съ другой стороны, по 
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у с л о в ш (с, а) ~ (с', а'), а потому В' Y' ЗЁ а'; вм*ст* СЪ тъмъ В'С ss а', 
что и требовалось доказать. 

И з ъ изложеннаго доказательства видно также, какъ нужно строить 
треугольникъ А'В'С въ каждомъ изъ четырехъ случаевъ. 

7. Какъ бы странной ни казалась эта система изложешя, можно съ 
полною точностью доказать, что она вполн* передаетъ содержаше т*хъ 
предложены, которыя обыкновенно излагаются въ метрической форм*. 
Мы переведемъ еще только важныя предложешя Пиеагора и Аполлошя 
на языкъ нашей качественной метрики. Пусть ABC (фиг. 101) будетъ 
треугольникъ съ прямымъ угломъ при вершинъ С. Пусть а, /?, а, Ь, с 

имъютъ обычныя значешя. На прямой АВ отложимъ отръзки АХ з& АС 
и AZ = АС; въ такомъ случа* углы СХА и ZCB равны каждый 
а/2, а потому, согласно первой теорем* о подобш треугольниковъ, тре
угольникъ ХСВ подобенъ треугольнику CZB. Следовательно, 
(ХВ, ВС) ~ (СВ, BZ), т. е. 

(c + b, а)~(а,с — Ь). (1) . 

И з ъ точки С (фиг. 102) мы опустимъ перпендикуляръ я на прямую АВ; 
основаше его F дълитъ гипотенузу АВ на отрезки AF и FB, которые 
мы будемъ обозначать черезъ р и q. Въ такомъ случа* треугольникъ 
AFC ~ CFB, а потому 

(h,p)~(q,h), (2) 

и треугольникъ AFC ~ АСВ, а потому 

(р, b) ~ (Ь, с). (3) 

Эти три соотношешя воспроизводятъ предложешя Пиеагора съ ихъ 
сл*дств!ями, которыя въ старой систем* обозначены гласятъ: 

(с + b) : а = а : (с — 

h : р = q : h, 

р : b = Ь : с, 

Ь), или с'2 

или А 2 

или Ь-

= а 2 + Ь2, 

= РЯ, 
= рс. 

(10 
( 2 ' ) 

( 3 ' ) 
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З д ъ с ь нужно, однако, заметить следующее: въ соотношешяхъ (1) , 
( 2 ) , (3 ) а, Ь, с, р, q, h представляютъ собой не бол*е , какъ соотношешя, 
обозначающая о т р ъ з к и , и „формулы" (1) , (2) , (3) выражаютъ только 
извъстныя соотношешя въ расположены отръзковъ при надлежащихъ 
построешяхъ. Напротивъ, въ соотношешяхъ ( 1 ' ) , ( 2 ' ) , ( 3 ' ) а, Ь, с, р, q, h 
выражаютъ не отръзки, а измъряюнпя ихъ числа; упомчнутыя же фор
мулы содержать утверждешя, касающаяся только этихъ чиселъ. 

Въ видахъ другого примънешя теорш подоб1я системъ отр*зковъ 
м ы построимъ въ треугольник* ABC (фиг. 103) равнод*ляшая угловъ 
при вершин* С и обозначимъ черезъ W и W точки перес*чешя ихъ съ 

противолежащей стороной; на 
прямой СА отложимъ отр*зки 
•СУ = СУ s s СВ; въ такомъ 
случа* CW _1_ BY, CW \_ ВУ; 
поэтому CW || Г В, CW || YB, 
а потому ACW ~ АУ В, и 
кром* того, ACW' ~ AYB, 
т. е. 1) (AW, АВ) ~ (АС, АУ) 
и 2) (AW, АВ) ~ (АС, АУ). 

Такъ какъ дал*е изъ соотношешя (х, у) ~ (х', у') всегда вытекаетъ также 
(х, у, х -\-у, х~у) ~ (х1', У, х' -4-У, х' — У), какъ это легко усмотр*ть 
и з ъ построешя, дающаго передвижеше отр*зка по прямой (фиг. 9 9 ) 1 3 ) , 
т о всл*дств1е соотношеш'я 1) (AW, АВ — AW) ~ (АС, АУ — АС) или 
(WA, WB) ~ (Ь, а); всл*дств1е же соотношешя 2) (AW, AW ~ АВ) ~ 
(АС, АС — АУ), или (W'A, WВ) ~ (Ъ, а). Соединяя полученные ре
зультаты, получаемъ: 

(WA, WB) ~ (WA, W'B) ~ (Ь, а), иными словами: 

Р а в н о д * л я щ ) ' я у г л о в ъ п р и в е р ш и н * С т р е у г о л ь н и к а ABC 
в с т р * ч а ю т ъ п р о т и в о п о л о ж н у ю с т о р о н у АВ в ъ т а к и х ъ д в у х ъ 
точкахъ W и W', что 

' (WA, WB) ~ (W'A, W'B) ~ (СА, СВ). 

Такъ какъ равнод*лящ1я CW и CW' двухъ смежныхъ угловъ при 
вершин* С взаимно перпендикулярны, то черезъ точки С, W и W' про
ходить окружность, им*ющая отръзокъ WW' своимъ д1аметромъ. Если 
мы, кром* точекъ А я В, закр*пимъ также точки W и W', то точка С 

и ) На этомъ чертеж* (A{Bl, В,С,) ~ (А,'В,', 5,'С,'), а въ то же время 
(А.В,, А,С,) ~ (АЖ. и (S .C , , Л.С.) ~ (В,'С/, А/С,'). 



287 

можетъ перемещаться только по названной окружности. Это приводить 
къ следующему предложеш'ю: 

Е с л и м е ж д у т о ч к а м и А, В, W, р а с п о л о ж е н н ы м и на о д н о й 
п р я м о й , и м е е т ъ м е с т о с о о т н о ш е ш е (WA, WB) ~ (WA, WB), т о 
о к р у ж н о с т ь , и м е ю щ а я с в о и м ъ д 1 а м е т р о м ъ о т р е з о к ъ WW', п р е д 
с т а в л я е т ъ с о б о ю г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о т о ч е к ъ С, д л я к о т о р ы х ъ 

(СА, C S ) ~ (WA, WB). 

Это такъ называемая А п о л л о ш е в а окружность. 

8. Какъ было уже сказано выше, понятое о подобш системъ 
о т р е з к о в ъ было бы вполне достаточно, чтобы установить, основываясь 
исключительно на чисто качественныхъ понятояхъ, свойства плоскихъ 
фигуръ , облекаемыя обыкновенно въ метрическую форму; тЬмъ не 
менее эта система изложешя представляла бы слишкомъ большое от-
ступлеше отъ обычной и была бы мало применима для вычислены, 
относящихся къ практическимъ примерамъ. Однако, можно безъ труда 
свести принятую нами здесь символистику къ обычной системе про-
порщ'й; это выполняется чисто ф о р м а л ь н о , внешнимъ образомъ, при 
чемъ подъ знаками а, Ъ, с . . . все-таки не приходится разуметь ничего, 
кроме отрезковъ . Съ этою целью достаточно только, какъ это уже 
выяснилось въ § 7 при доказательстве теоремы Пиеагора, соотношеше 

(х, у) ~ (х',у') выражать черезъ х : у = х : у' 1 4 ) . (1) 

Такъ какъ подоб1е представляетъ собою взаимное свойство фигуръ, 
то мы можемъ, когда имеетъ место соотношеше (1) , писать также: 

х' :у' = х:у соответственно прежнему обозначешю: (х',у') ~ (х,у). (2) 

В ъ виду п. 5 и соотношешя (1) отсюда вытекаетъ также: 

(у, х) ~ ( У , х'), т. е. у : х = у' : х. (3) 

Тамъ же было доказано, что изъ соотношешя (1) следуетъ также 

(х , у,х+у,х~у)~ (х',у, х' + / , х' — У), (4) 

или въ новыхъ обозначешяхъ 

х : ( х ±у) = х' : (х' ±у'), (х ±у) : ( * +_у) = (* ' ± у'): (х' +/). (5) . 

и ) Иными словами, отвлекаясь отъ того содержашя, которое мы раньше 
соединили съ пропорш'ей х :у = х ' м ы условимся впредь подъ этимъ знзкопс-
ложен!емъ разуметь лишь то соотношеше четырехъ отрезковъ, которое мы до 
сихъ поръ выражали знакоположевЛемъ {х,у)~(х,,у,\. 
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Очень легко доказать, что перпендикуляры, возставленные изъ с е 
рединъ трехъ сторонъ треугольника, проходятъ черезъ одну точку. П р и 

меняя это предложеше къ треугольнику, 
который получимъ, если черезъ три 
вершины даннаго треугольника прове
демъ прямыя, параллельныя противоле-
жащимъ сторонамъ, получаемъ предло
жеше: т р и в ы с о т ы т р е у г о л ь н и к а (т. е. 
перпендикуляры, опущенные изъ вер
шинъ на противолежащая стороны) п е р е 
с е к а ю т с я в ъ о д н о й т о ч к е , въ т а к ъ 

Фиг. 104. называемой точке „высоть" (фиг. 104) . 

Если обозначимъ черезъ Н эту точку въ треугольнике ABC, а основа-
шя перпендикуляровъ обозначимъ черезъ X, Y,Z, то 

a) AZC-HZB, а потому (ZC, ZA)~(ZB, ZH); 
b) BZC-HZA, а потому ( Z C , ZB)~(ZA, ZH). 

С ъ другой стороны, мы можемъ совершенно произвольно отложить 
отрезки ZAaiX, ZB^y', загЬмъ провести прямую ZH ±_ АВ и на ней 
отложить о т р е з о к ъ ZHsix', изъ точекъ А и В опустить перпендику
ляры AY и ВХ на прямыя НВ и НА и определить точку пересечешя 
С этихъ перпендикуляровъ. Тогда Н есть точка высотъ треугольника 
ABC; а потому, если мы обозначимъ о т р е з о к ъ CZ черезъ у, то 

а): (.у, Х)~(/, х'); Ь): (у, у') ~ (х, х'). 

Отсюда вытекаетъ важная формула, выражающая законъ перестановлешя 
членовъ: 

Е с л и (х, у)~(х', у'), т о (х, х/)~(у, У), или: (6) 
Е с л и х : у = х' : у', т о х : х' =у : у'. 

Для полноты мы еще отметимъ : 

Е с л и х : у = х' : у', у : z=y' : z', то х : z = x' : z'. (7) 

Въ самомъ д е л е , такъ какъ по услов1ю (х, у) ~ ( J C ' , у') и (у, z) = (y', z'), 
то, какъ было выяснено въ п. 5 (фиг. 98) , (х, у, z) ~ (х', у', г'). 

9. Соотношешемъ а : b = х : с длина отрезка х однозначно опре
деляется. Мы будемъ разсматривать ее, какъ „преобразоваше" „дроби" 
а : b или ab к ъ „знаменателю" с15). Такъ какъ при „одноименныхъ" 

1 5 ) Дробь вида a b вводится здесь просто, какъ некоторый сим волъ, соста
вляемый изъ двухъ отрезковъ, для котораго формально устанавливаются правила 

сравнения и операшй. Такъ, условие равенства двухъ дробей — и — заключается въ 
b b 
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дробяхъ ale и Ыс опредъленле сложения и вычиташя напрашивается 
само собой: 

a b _а + b a b а — b 
~7 + ~с~-~Т~' Т~Т = ~ с ~ ' ( 8 ) 

то мы имеемъ возможность въ силу этого складывать и вычитать любыя 
дроби. Въ виду соотношешя (7) мы имеемъ возможность определить 
у м н о ж е н 1 е и д е л е ш е равенствами: 

— . ^- = — ± - У - = ± . (9) 
у z z ' z ' z у 

Напримеръ, чтобы образовать произведете alb • eld, мы полагаемъ а = х, 
b=y, cld=ylz; этимъ отрезокъ г однозначно определяется; тогда 
alb - cld — xlz, такъ что вспомогательный отрезокъ у совершенно вы
ключается. 

Для нашихъ целей этихъ указанШ достаточно. И з ъ сказаннаго уже 
совершенно ясно, что этой символической системе операшй надъ отрез
ками можно вполне присвоить законы сопряжешя чиселъ; не хватаетъ 
только еще определения, согласно которому производилось бы сравнение 
этихъ „дробей" , но это достигается положешемъ, которое само собою 
разумеется: ale < Ыс, если а < Ь; можно также устранить знаменателей 
путемъ вве'дешя отрезка „единицы", е или 1; этоть последнШ отрезокъ 
не долженъ меняться въ пределахъ одного и того же изеледоваш'я, и 
въ качестве знаменателя, который всегда подразумевается, его всегда 
можно ставить или опускать по желаш'ю. Изъ соотношешя alb = eld сле
дуете , напримеръ: 

a b e b а __ с b а d d с b a d b с 
b е d е ' е d е е е е d е ' е е е е 

или, наконецъ, ad = be; при этомъ, правда, принимается, что законъ 
переместительный при умножеш'и дробей совместимъ съ остальными на
шими определешями; это, впрочемъ, легко доказать. 

Доказательство законовъ сопряжешя мы здесь оставимъ; намъ нужно 
еще только возвратиться къ теореме Дезарга, которая составляеть основу 
всей нашей системы конструктивнаго исчислешя. Какъ мы видели въ 
§ 10, 1, это предложение легко доказать, опираясь на аксюмы I и II и 
принимая также аксюму о параллельности; но при этомъ приходится поль
зоваться трехмернымъ пространствомъ. Однако, тоть , кто принцитально 

томъ, чтобы (a, b) ~ (а', У). Привести дробь alb къ знаменателю с—значить соста
вить дробь a'le, равную дроби aib. Остальныя критерш сравнен!» и правила д*й-
ствШ въ общихъ чертахъ намечены въ тексте; полная теор|я этого исчислешя 
требуеть довольно продолжительныхъ разсужденШ. 

Веберъ. Энциклоп. элемент, геометрш. 19 
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желалъ бы, чтобы планиметр1я была предоставлена своимъ собственнымъ 
силамъ, естественно будетъ искать такого доказательства, которое было 
бы построено только на аксюмахъ плоскости: но, повидимому, врядъ ли 
существуетъ такого рода доказательство, которое такъ или иначе не было 
бы связано съ исчислешемъ отръзковъ; если мы, поэтому, желаемъ огра
ничить себя аксюмами плоскости, то для этого необходимо поставить 
у ч е т е о подобш на совершенно другую основу. Н о для этого необхо
дима более сложная система исчислешя отрезковъ, какъ напримъръ, 
система, предложенная Гильбертомъ; это задача, надъ упрощешемъ кото
рой въ настоящее время много работаютъ*) . 

Тригонометр]'я съ формальной своей стороны также можетъ быть 
построена независимо отъ понятоя объ общей м е р е , т. е. независимо отъ 
Архимедовой аксюмы, какъ это обнаруживаеть исчислеше отръзковъ съ 
помощью „проекцюннаго параметра", предложенное Моллерупомъ**). Соб
ственно, только въ применении геометрш к ъ спещальнымъ случаямъ, 
представляемымъ практической жизнью или естествознашемъ, можетъ быть 
интересно обращаться къ и з м е р е н ш и къ числамъ, къ которымъ оно 
приводить ; но во всвхъ этихъ случаяхъ можно всегда удовольствоваться 
приближенной общей мерой [i двухъ отрезковъ, которая должна суще
ствовать въ силу аксюмы Архимеда. Въ этихъ пределахъ геометр1я, 
какъ образъ чистаго мышлешя, можетъ, собственно, совершенно отка
заться отъ и р р а п т о н а л ь н а г о , что дословно означаетъ „не имеющее 
отношешя (къ единиц*)" , а это сделало бы ея ф о р м а л ь н о е развитое эле
ментарнее обычнаго. ТЪмъ не менее иррацюнальное часто представляется 
для нашего в о з з р * н 1 я натуральнее и яснее, и решительно нельзя утвер
ждать, что въ школьномъ обученш геометр!я, основанная на понятояхъ, 
должна заменить собой наглядное изложеше. Напротивъ того, было бы 
оченъ жаль, если бы вздумали ввести въ школу чисто абстрактную гео
м е т р ш ; это было былучшимъ средствомъ задушить въ зародыше непо
средственную радость отъ творчества созерцающей фантазш, столь свой
ственную юношеству, и воспитать людей, бедныхъ духомъ. Р а з в е только 
въ старшихъ классахъ, когда производится повтореше элементарной гео
метрш, въ связи съ введешемъ въ т е о р ш познашя, было бы уместно 
указать на логическое построеше геометрш, ибо ариеметика и геометр1'я, 
построенныя на чистыхъ понятояхъ, именно и могутъ дать ключъ къ пони-

*) Важнейшая литература: 
H i lbe r t , Grundlagen, § 13 ff., § 22 ff. 
J. Mol l e rup , Studien over den plane geometrie axiomer, Kopenhagen 1903, также 

Math. Ann. 56 и 58; 
F. Schnr , Math. Ann. 57; 
A. Kneser , Arch, fur Math. u. Phys. (3. Reihe) Bd. 2. 

**) См. ссылку на стр. 265. 
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машю теор]'и познашя,въ особенности той, которую создали Платонъ, 
Декартъ, Лейбницъ, Кантъ. 

§ 22. Изятвреже площадей. 
1. Перифер1я треугольника, квадрата, прямоугольника, а также 

окружность представляютъ собой простЬйине примеры лиши, которыя 
разлагаютъ плоскость на д в * „раздъльныя части" такимъ образомъ, что 
всякая точка плоскости, не лежащая на соответствующей ли Hi и Я, всегда 
принадлежитъ одной и только одной изъ этихъ двухъ частей; кром* 
того, точка одной части не можетъ быть соединена съ точкой другой 
части такой ломаной лишей, которая не встречаегь лиши Я, произво
дящей это д е л е ж е ; две же точки, принадлежащая одной и той же части, 
всегда могутъ быть соединены отрезкомъ или ломаной лишей, не встре
чающей этой лиши Я. Этотъ фактъ представляетъ собой непосредствен
ное следаъче аксюмъ сопряжешя и выведеннаго изъ нихъ предложешя 
1-го § 20 . Лишя Я, обладающая указаннымъ свойствомъ, называется 
„ однократно замкнутой" лишей * ) ; две же части, о которыхъ идеть 
речь , обладають тЬмъ свойствомъ, что одна изъ н и х ъ — „ в н е ш н я я " — 
содержить целикомъ безчисленное множество прямыхъ лиши; другая ж е — 
„ в н у т р е н н я я " — н е содержитъ целикомъ ни одной прямой. Внутренняя 
часть „окружается" лишей Я; она образуеть „ограниченную площадь" — 
„плоскую фигуру" . 

2. Потребности практической жизни, какъ напримеръ, определеше 
стоимости участка земли, окрашиваше или золочеше стены и т. п., выну
дили присвоить каждой ограниченной плоской фигуре в е л и ч и н у [кото
рая въ случае поля можетъ измеряться временемъ, потребнымъ для обра
ботки (Morgen), или числомъ необходимыхъ вспомогательныхъ силъ 
(lugera, loch, Ochsen), въ случае окрашивашя стены — весомъ затрачен-
наго матер1ала и т. п.]; лишь гораздо позже это наглядное представлеж'е 
претворилось въ точное пошпч'е. Только въ самое последнее время, въ 
особенности благодаря изследовашямъ Шура и Гильберта, удалось овла
деть понят1емъ о площади, по крайней мере, въ ТБХЪ пределахъ, въ 
какихъ это необходимо для элементарной геометрш. 

Всякое определеше величины относительно; именно, оно всегда 
зависитъ отъ точки зрешя, съ которой намъ у г о д н о производить 
сравнение. Для измерешя величины площадей имело решающее значеше 
то практическое требоваше, что площади фигуръ, ограничиваемыхъ кон
груэнтными лишями, должны считаться равными, между тЬмъ какъ пло
щадь ограниченной фигуры А, которая целикомъ принадлежитъ другой 

*) Въ противоположность л-кратно замкнутымъ лншямъ, раздъляющимъ 
плоскости на л 4-1 частей. 
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фигуръ В, не охватывая последней цъликомъ, должна считаться меньше, 
нежели площадь фигуры В. Если фигура В, въ свою очередь, принадле
житъ цъликомъ третьей ф и г у р * С, не охватывая последней целикомъ, 
то и фигура А содержится въ ф и г у р е С; если, следовательно, А < В и 
В < С, то А < С, какъ этого требуеть общее понятое о величине. Сравнимъ 
теперь совершенно аналогичное положеше дела, исходя отъ котораго, мы 
пришли въ проективной геометрш къ синтезу понятоя о величине отрезковъ; 
тамъ, какъ и здесь , мы могли сравнивать А съ В только въ томъ случае, 
когда А составляетъ часть В; и подобно тому, какъ тамъ, мы получили 
возможность сравнивать два отрезка , не имеюипе общихъ точекъ, лишь 
после того, какъ условно ввели пр1емъ, которымъ устанавливалось ра
венство о т р е з к о в ъ въ понятой и въ (чистомъ) воззренш, такъ и здесь , 
чтобы сообщить замкнутымъ фигурамъ характеръ величины, мы должны 
прежде всего установить законъ, который определялъ бы равенство пло
щадей. По Гильберту („Основашя геометрш", § 18) для этого необхо
димо понятое „о равносоставленныхъ фигурахъ" * ) . Два „многоугольника", 
т. е. фигуры, ограниченныя прямыми лишями **) , мы будемъ называть 
р а в н о с о с т а в л е н н ы м и , если они могутъ быть разбиты каждый на ко
нечное число треугольниковъ такимъ образомъ, чтобы каждому соста
вляющему треугольнику въ одномъ многоугольнике отвечалъ конгру
энтный ему составляющей треугольникъ въ другомъ многоугольнике. П о с л е 
этого определеше р а в е н с т в а п л о щ а д е й , или р а в н о в е л и к о с т и , по 
Гильберту, гласить: два многоугольника называются р а в н о в е л и к и м и , 
если къ нимъ можно присоединить два равносоставленныхъ многоугольника 
такимъ образомъ, чтобы полученные после этого многоугольники, въ свою 
очередь, оказались равносоставленными. Трудность сравнения площадей заклю
чается въ томъ произволе , который допускается этимъ определешемъ. При 
проективномъ сравнеши отрезковъ мы имели вполне определенное по-
строеше, которое р а з р е ш а е т ь вопросъ о равенстве ихъ. Въ настоящемъ 
же случае совершенно невозможно обозреть все возможный разложешя; 
a priopi н е т ь даже уверенности въ томъ, что определешя равнососта
вленныхъ и равновеликихъ фигуръ имеютъ смыслъ, такъ какъ можно даже 
предположить, что, согласно этимъ определешямъ, все многоугольники 
окажутся равновеликими между собою. Устранить это с о м н е т е невоз-

*) Понятое о равносоставленныхъ фигурахъ впервые введено В. Больэ (W. Bolyai) 
въ его „Tentamen". Къ задаче о равносоставленныхъ фигурахъ возвратился по-
томъ Шёнеманъ (Sch6nemann. Soest, Рг. 1884 и 1888). Основательно вопросъ разо-
бранъ въ журнале .Mathem. Annalen" Рети (Rethy; т.т. 38, 42 и 45 названнаго 
журнала), Раузенбергеромъ (Rausenberger; т. 43 названнаго журнала) и Добрине-
ромъ (Dobriner; т. 42 названнаго журнала); см. также сочикеше последняго „Leit-
faden der Geometrie", Leipzig, 1898. 

**) Мы принимаемъ, что многоугольникъ ограниченъ однократною замкну
той ломаной. 
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можно безъ довольно пространныхъ подготовительныхъ разужденШ, по 
крайней мъръ, если мы желаемъ, какъ мы это дълали въ теорш подоб!я, 
обходиться безъ пря
мого примънешя aKci-
омы о непрерывности; 
съ этимъ послъднимъ 
требовашемъ съ точки 
зръшя идеальной гео
метрш безусловно необ
ходимо считаться, если 
это только возможно, 
потому что иначе, ссы
лаясь на непрерывность, 
мы безъ нужды вво-
димъ болъе сложное 
понят1е объ иррашо-
нальномъ. 

3. И з ъ опредъленШ 
Г и л ь б е р т а слъдуетъ: 
П р е д л о ж е ш е 1. Е с л и 

д в а м н о г о у г о л ь н и -
ка р а в н о с о с т а в л е -
ны с ъ т р е т ь и м ъ , т о 
о н и р а в н о с о с т а -
в л е н ы т а к ж е д р у г ъ 
с ъ д р у г о м ъ ; е с л и 
д в а м н о г о у г о л ь 
н и к а р а в н о в е л и к и 
т р е т ь е м у , т о о н и и 
д р у г ъ с ъ д р у г о м ъ 
р а в н о в е л и к и . 

Въ самомъ дълъ, 
если многоугольники 
Р'кР" равносоставлены 
каждый съ многоуголь-
никомъ Р (фиг. 105), 
то послъднШ разбива
ется, съ одной стороны, 
на треугольники Л/, Л / , Л3, . . ., Лр', которые въ другой группировке 
составляютъ многоугольникъ Р' * ) , а, съ другой стороны,—на треуголь-

*) О конгруэнтныхъ треугольникахъ мы здъсь говоримъ, что это тв же 
треугольники. 

Фиг. 105. 
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ники А", А2", А3", . . ., Ад", которые въ иной группировке воспроиз
водить многоугольникъ Р". Если мы себе теперь представимъ, что въ 
многоугольнике Р одновременно произведены оба эти разложешя, то 
это, вообще говоря, уже не будетъ разложеше на треугольники; но, при
соединяя новыя отрезки , мы можемъ обратить его въ разложеше на 
треугольники 1 6 ) ; при этомъ, какъ каждый изъ треугольниковъ А', такъ 
и каждый изъ треугольниковъ А" разложится на меныше треугольники 6. 
Это разложеше соответственныхъ треугольниковъ А' и А" мы произве-
демъ также на многоугольникахъ Р' и Р"; тогда многоугольникъ Р', 
какъ и многоугольникъ Р", представятъ собою аггрегатъ треугольниковъ 
6, изъ которыхъ составляется также многоугольникъ Р. Этимъ доказана 
первая часть предложешя 1. 

На фиг. 105 , которая предназначена еще и для другой цели, сто
роны треугольниковъ А' отмечены жирными лишями; стороны треуголь
никовъ А" отмечены штриховымъ пунктиромъ, когда о н е не принадлежать 
периферш многоугольниковъ Р' или Р"; конгруэнтные треугольники 6 
помечены однимъ и тЬмъ же номеромъ, арабскими цифрами. 

Во второй части предложешя 1-го намъ даны два многоугольника 
р и р", которые равновелики третьему многоугольнику р; это значить: 
если мы къ многоугольникамъ р' и р одновременно присоединимъ неко-
рые треугольники Ах, А2, Ав', . . . , Ап'', то „расширенные" такимъ обра
зомъ многоугольники Р' и P j равносоставлены; следовательно, они мо
гутъ быть составлены изъ однихъ и т в х ъ же треугольниковъ D / , D2, . . . 
Точно такъ же къ многоугольникамъ р" и р можно одновременно присо
единить треугольники Ах"', А2", Аъ", . . . , Ak" такимъ образомъ, чтобы 
расширенные многоугольники Р" и Р2 разлагались на одни и т е же тре
угольники D", D2" Мы представимъ себе теперь, что къ многоуголь
нику р одновременно присоединены, какъ треугольники Ах, А2, . . . , Ац'', 
такъ и треугольники А", А.", А3", . . . , Ак" въ такомъ виде, въ какомъ 
они расположены соответственно въ многоугольникахъ Р' и Р''. Можетъ 
случиться, что ни одинъ изъ треугольниковъ А' не покрываеть ни одного 
изъ треугольниковъ А"; можетъ, конечно, иметь место и обратное. Если 
бы некоторые треугольники А' и А" другъ друга покрывали, то фигуру П, 
которая образуется при ихъ взаимномъ наложенш, мы разобьемъ на сеть 
треугольниковъ; но въ такомъ случае фигура П можеть быть получена, 
какъ изъ многоугольника Р' путемъ присоединешя некоторыхъ треуголь
никовъ <5,, 62, . . . этой сети, такъ и изъ многоугольника Р" присоеди-

1 6 ) Если мы нанесемъ на многоугольнике Р какъ одну, такъ и другую сеть 
треугольниковъ, то периферш тЬхъ и другихъ треугольниковъ разложатъ много
угольникъ Р на многоугольники, которые мы дтагоналями можемъ вновь разбить 
на треугольники. 
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нешемъ нтзкоторыхъ треугольниковъ dv, 6V^.1, . . . той же съти. Если 
мы присоединимъ первые треугольники к ъ многоугольнику Р', а вторые 
къ многоугольнику Р", то расширенный фигуры П1 и П2 равнососта-
влены съ фигурой Л , а, следовательно, и другъ съ другомъ; поэтому 
многоугольники р' и р" равновелики, что и требовалось доказать. 

Если два параллелограмма ABCD и 
ABEF (фиг. 106) имеютъ общее осно-
ваше АВ, а верхшя основашя CD и EF ' 
расположены на одной прямой, то мы мо
жемъ получить изъ нихъ одну и ту же 
трапещю ABCF, ра зъ присоединяя къ пер
вому параллелограмму треугольникъ DBF, л R 

Фиг. 106. 
а другой разъ присоединяя ко второму 
параллелограмму треугольникъ CAE, конгруэнтный треугольнику DBF; 
следовательно, оба параллелограмма равновелики. Очень простое обоб-
щеше этого результата даетъ намъ такимъ образомъ : 
П р е д л о ж е ш е 2 . П а р а л л е л о г р а м м ы , и м е ю щ и е р а в н ы я о с н о в а ш я 

и р а в н ы я в ы с о т ы , р а в н о в е л и к и . 
Если мы черезъ середину Е стороны СВ треугольника ABC про-

ведемъ прямую, параллельную основашю АВ (фиг. 107), то она, согласно 
аксюме И 4 , должна встретить сторону СА 
въ некоторой точке D; эта точка пред
ставляетъ собой середину этой стороны, 
такъ какъ треугольники CED и СВА по
добны и СВ = 2 • СЕ. Если теперь точка 
F расположена на прямой DE такимъ об
разомъ, что Е есть середина отрезка DF, 
то треугольники CDE и BEF конгруэнтны, 
ABDF есть параллелограммъ. Если мы къ 
параллелограмму присоединимъ треуголь- Фиг. 107. 
никъ DEC или же къ треугольнику ABC присоединимъ треугольникъ FEB, 
конгруэнтный предыдущему, то мы въ томъ и въ другомъ случае полу
чаемъ многоугольникъ CABFEC; отсюда следуеть : 
П р е д л о ж е ш е 3 . К а ж д ы й т р е у г о л ь н и к ъ р а в н о с о с т а в л е н ъ с ъ н е -

к о т о р ы м ъ п а р а л л е л о г р а м м о м ъ , и м е ю щ и м ъ т а к о е ж е 
о с н о в а н и е и в д в о е м е н ь ш у ю в ы с о т у . 

Отсюда следуеть : 

П р е д л о ж е ш е 4. Т р е у г о л ь н и к и , и м е ю щ и е р а в н ы я о с н о в а ш я и 
р а в н ы я в ы с о т ы , р а в н о в е л и к и , ибо они равновелики парал-
лелограммамъ, которые также имеютъ равныя основашя и рав
ныя высоты. 
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П р е д л о ж е н и е 5 . П р и н а л и ч н о с т и А р х и м е д о в о й а к с ю м ы п а р а л л е 
л о г р а м м ы , и м ъ ю ш д е о д и н а к о в ы й о с н о в а ш я и о д и н а к о в ы я 
в ы с о т ы , р а в н о с о с т а в л е н ы . 

В ъ самомъ д*л* , пусть (фиг. 105) Р и Р' суть данные параллелограммы 
и точки Е, D, Т, 5 пусть будутъ расположены на одной и той же пря
мой ; проведемъ AXA2 || BE, А2А3 || А ^ , A3AI || BE, Д , Л 5 || А ^ , . . . , 

A-2v A2v+i II A0AT, A2v+iAzv+2 II BE. . . . ; такимъ образомъ, мы получимъ 
на прямой А0Т конгруэнтные отръзки AqA2, A2AI, Л 4 Л 6 , . . . . Согласно 
а к с ю м ъ А р х и м е д а , между этими отръзками долженъ быть одинъ 
Ачп А^п+2, который содержите точку Т. Положимъ сначала, что п > 1; 
напримъръ, на фиг. 105 л = 2. Если мы теперь черезъ точку A2n+i 
проведемъ прямую, параллельную BE, то последняя встретить уже не 
отр*зокъ А„Т, а отръзокъ 7*5 въ точк*, которую мы обозначимъ че
р е з ъ R. Аналогично этому въ параллелограмм* Р проведемъ отръзки 
СК, LM, NQ, параллельные А0Т. Въ такомъ случа* QM || 7Лаи+1 (7*Л 5 ) , 
параллелограммы же Р и Рг оказываются равносоставленными, если мы 
примемъ за составляющее треугольники т*, которые обведены жирными 
штрихами, ибо А0А1А2 СВК, А1А2А3 ш. CKL, . . . 1 7 ) . Можно было бы 
думать, что намъ зд*сь пришлось приб*гнуть къ а к с ю м * А р х и м е д а 
только всл*дств'е особенности нашей фигуры, такъ что при другомъ 
построены мы, быть можетъ, могли бы этого изб*гнуть. Однако, Гиль
бертъ въ § 18 своихъ „ О с н о в а м и " строго доказалъ, что это не такъ. 
И з ъ предложены 3 и 5 безъ труда выводится: 

П р е д л о ж е ш е 6 . П р и н а л и ч н о с т и а к с ю м ы А р х и м е д а т р е у г о л ь 
н и к и , им*к>1ше о д и н а к о в ы я о с н о в а ш я и о д и н а к о в ы я 
в ы с о т ы , р а в н о с о с т а в л е н ы . 

4. Такъ какъ мы не желаемъ пользоваться аксиомой Архимеда въ 
теорЫ площадей, то мы зд*сь не будемъ пользоваться предложеш'ями 
5 и 6. Изъ различныхъ сл*дств'й, которыя вытекаютъ изъ предложены 
1 — 4 , мы упомянемъ наибол*е важное, а именно т е о р е м у П и е а г о р а : 

К в а д р а т ъ , п о с т р о е н н н ы й на г и п о т е н у з * п р я м о у г о л ь н а г о 
т р е у г о л ь н и к а , р а в е н ъ с у м м * к в а д р а т о в ъ , п о с т р о е н н ы х ъ на е г о 
к а т е т а х ъ . 

Для доказательства построимъ (фиг. 108) на гипотенуз* АВ ква
дратъ АВВ3А3 и квадраты АСВ.гА2 и ВСС1В1 на катетахъ. Проведемъ 
также прямую В2С1 и при сторон* А3В3 построимъ треугольникъ 
А3ВЬСЪ, конгруэнтный ABC, такимъ образомъ, чтобы онъ былъ распо
ложенъ вн* квадрата, построеннаго на гипотенуз*. Если мы повернемъ 
четыреугольникъ А2АВВ1 вокругь вершины А такимъ образомъ, чтобы 
точка А2 упала въ точку С, то точка В упадеть въ точку А3, точка 
В , — въ точку Св. Такимъ же образомъ четырехугольникъ А^АВВ^ 

«) Въ посл*дней части AJA^MQN, A^RS s NDQ, TAbR a QME. 
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вращешемъ вокругъ точки В можетъ быть приведенъ въ совм-Бщеше 
съ четырехугольникомъ CSBSBC. Такъ какъ, далее , четырехугольникъ 
АА2ВХВ конгруэнтенъ четырехугольнику А2В2СХВХ, то шестиугольникъ 
А2АВВХСХВ2 конгруэнтенъ шестиугольнику САА3С3ВаВ; но каждый изъ 
этихъ шестиугольниковъ содержитъ по два данныхъ прямоугольныхъ 
треугольника А, ибо A a s ABC a s В2ССХ a s АаВвС3. Отнимая по 2 А отъ 
обоихъ шестиугольниковъ, мы по
лучаемъ равновелиюя фигуры, имен
но, съ одной стороны, сумму ква-
дратовъ, построенныхъ на катетахъ, 
а съ другой стороны,—квадрать, 
построенный на гипотенуз* * ) . 

П. Э п ш т е й н ъ (P . Epstein) 
замътилъ, что это доказательство 
легко превратить въ такое, которое 
д а е т ъ с а м о е р а з л о ж е ш е **) . 
Достаточно только продолжить 
прямыя АА3 и ВВ3 до пересъчешя 
съ прямой А2СВХ и принять во 
внимаше точки U и V, съ кото
рыми совместится вершина С при 
упомянутыхъ выше вращешяхъ 
четырехугольника А2АВВХ; какъ 
легко усмотреть по соотношешямъ 
между углами, отмеченными на фигуре , эти точки лежать на прямой СС3; 
гЬ части фигуръ, которыя отмечены пунктиромъ, теперь, конечно, можно 
опустить. Если мы еще проведемъ UX II А2СВХ II VY, то квадрать, по
строенный на гипотенузе, распадается на 8 попарно конгруэнтныхъ тре
угольниковъ, которые въ другомъ расположены составляютъ также сумму 
квадратовъ, построенныхъ на катетахъ. 

5. Хотя основныя предложешя теорш площадей такимъ образомъ 
легко доказываются, въ особенности, если мы пользуемся аксюмой 
Архимеда, мы все же не должны себя обманывать; нельзя думать, что 
одно лишь только определеше равенства и неравенства площадей, а также 
сложешя (посредствомъ приложешя), уже претворяешь совокупности 
площадей въ величину; напротивъ, для этого требуется еще, чтобы было 

*) П и е а г о р ъ жилъ въ VI столе-пи до P. X., но уже приблизительно за 
1200 летъ до этого времени египтянамъ былъ известенъ частный случай, именно, 
прямоугольный треугольникъ со сторонами 3, 4 и 5; весьма вероятно, что имъ 
пользовались для нанесешя прямыхъ угловъ. Ср. М. Can to r , .Ober die alteste in-
dische Mathematik (Archiv der Math. u. Phys,, [3J 8, 6 3 - 72). 

**) Cp. .Zeitschr. f. math u. naturw. Unterr-. XXXVII (1906), 
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возможно определить и „умножеше" ; требуется также доказательство, 
что операщи, названныя сложешемъ и умножешемъ, подчиняются тъмъ 
же законамъ сопряжешя, какъ и въ ариеметикъ; наконецъ, нужно еще, 
чтобы существовало по одному и только одному значешю, представля
ющему аналопю нуля и единицы. Въ проективной систем* измерешя 
отр*зковъ мы строго провели все эти требовашя. Въ настоящемъ случае 
прямой п у т ь въ этомъ отношенш привелъ бы къ слишкомъ большимъ 
трудностямъ. Гильбертъ въ своихъ „Основашяхъ" (§ 20 ) даль гораздо 
более простой npieMb, который, правда, на первый взглядъ представляется 
несколько страннымъ 1 8 ) . 

Если а, Ь, с суть стороны треугольника A, a ha, hb, hc суть соот
ветственныя высоты, то а \ hb = b : ha, а : hc = с : ha, такъ что 

а . ha = b . hb = с . hc

 19). 
П р о и з в е д е т е изъ стороны треугольника на соответствующую ей 

высоту не зависитъ отъ выбора стороны; точно такъ же и половина этого 
произведешя. Это последнее мы назовемъ м е р о й п л о щ а д и треуголь
ника А и будемъ обозначать черезъ J (А), такъ что: 

J (А) = ~ a. ha = \ b. hb =-- у с. hc. 

Уместность коэффищента ~ вскоре обнаружится. Теперь мы много
угольникамъ присвоимъ характеръ величины такимъ путемъ, что мы и 
имъ, какъ и треугольнику, присвоимъ меру п л о щ а д и . Доказательство же 
того, что площади действительно и м е ю т ъ характеръ величины, необхо
димо для того, чтобы обнаружить допустимость определения равнове-
ликихъ многоугольниковъ, такъ какъ a priori не лишено возможности и 
такое предположеше, что все многоугольники, быть можетъ, равновелики. 
Когда Евклидъ при доказательстве обращешя предложены 2 и 4 поль
зуется общимъ положешемъ хай vd okov vov /xegovg fiei£6v £ovi (цълое 
больше части), то этимъ именно онъ и постулируешь, какъ указываетъ 
Гильбертъ, что площади имеютъ характеръ величины. 

6. О т р е з о к ъ , который соединяешь вершину S треугольника А съ 
точкой противоположной стороны g, называется трансверсалью треуголь
ника. Трансверсаль производить трансверсальное делеше треугольника 
на два составляющихъ треугольника, которые имеютъ точку 5 общей 

1 8 ) См. дополнете II „Объ измеренш площадей и объемовъ" въ конце книги. 
1 9 ) На каждое изъ этихъ произведетй можно смотреть двояко: либо какъ 

на произведете чиселъ, измеряющихъ соответствуюице отрезки, — и тогда это 
равенство гласить, что три произведешя даютъ одно и то же число, либо какъ на 
произведете отрезковъ въ смысле указанна!о выше исчислешя отрезковъ, —- въ 
такомъ случае это равенство гласить, что указанныя три произведения выражаются 
однимъ и темъ же отръзкомъ. Авторъ указываетъ ниже, что онъ предпочитаетъ 
последнюю точку зрешя. 
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вершиной, а основашя которыхъ gx и g2 лежать на прямой g. Оба со-
ставляющихъ треугольника имъютъ одну и ту же высоту h, вслъдств'е 
чего мы получаемъ: 

Повторное примънен'е этой формулы даетъ : 

В с п о м о г а т е л ь н о е п р е д л о ж е н ' е . Е с л и т р е у г о л ь н и к ъ А р а з д ъ л е н ъ 
на с о с т а в л я ю щ и е т р е у г о л ь н и к и т а к и м ъ о б р а з о м ъ , ч т о 
в с ъ в е р ш и н ы п о с л ъ д н и х ъ р а с п о л о ж е н ы на д в у х ъ с т о -
р о н а х ъ д а н н а г о т р е у г о л ь н и к а , т о м ъ р а п л о щ а д и т р е 
у г о л ь н и к а А р а в н а с у м м * м ъ р ъ п л о щ а д е й с о с т а в л я ю -
щ и х ъ т р е у г о л ь н и к о в ъ (фиг. 109). 

Если, напротивъ, треугольникъ А разложенъ на составляющ'е треугольники 
а такимъ образомъ, что нъкоторыя вершины послъднихъ Ах, А2 Ап 

расположены внутри треугольника 4 , а не на его сторонахъ (тогда 

какъ друпя вершины расположены на сторонахъ треугольника А), то мы 
соединимъ вершину 5 треугольника А съ точками Ах, А2, • . • , А„ и 
продолжимъ эти прямыя д о пересъчешя съ основашемъ треугольника А 
въ точкахъ Ви В2, . . . , В„. Вслъдств'е этого треугольникъ А разбивается 
на и т 1 треугольниковъ 6, дх,. . . , д„, имъющихъ ту же вершину и 
ту же высоту; поэтому, согласно нашему вспомогательному предложен'ю, 
м ъ р а п л о щ а д и т р е у г о л ь н и к а А р а в н я е т с я с у м м ъ м ъ р ъ п л о щ а 
д е й э т и х ъ с о с т а в л я ю щ и х ъ т р е у г о л ь н и к о в ъ . Обозначен'е вершинъ 
Л ] , А2, . . ., А„ могло быть выбрано такимъ образомъ, чтобы ни въ од
номъ изъ п 1 треугольниковъ д не было внутри вершинъ А. Каждый 
изъ треугольниковъ д разобьется поэтому на треугольники и четыре-
угольники, вершины которыхъ лежать на его сторонахъ (фиг. 110) . Если 
мы каждый изъ четыреугольниковъ при помощи д'агонали разобьем ь 
на треугольники, то мъра площади треугольника д, согласно вспомога
тельному предложен'ю, равняется суммъ мъръ площадей составляющихъ 
треугольниковъ е. Такимъ образомъ, У (А) можетъ быть представлено въ 
вид% суммы мъръ площадей всъхъ треугольниковъ е, которые въ сово
купности образуютъ треугольники д. Н о изъ тъхъ же треугольниковъ « 
составляются также треугольники а первоначальнаго разложешя, и при 
томъ по типу фигуры 105, ибо трансверсали SBX, SB2, . . . , выходящ'я 

J (А) = i- hg = I h (gl + g2) = J (A,) + J(A2). 

Фиг. 109. Фиг. 110. 
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изъ вершины S, не лежащей внутри какого-либо изъ треугольниковъ а, 
производить д в л е ш е именно по типу фигуры 105 . Следовательно, сумма 
мъръ площадей всъхъ треугольниковъ а равняется сумм* мъръ площадей 
всЬхъ составляющихъ треугольниковъ е. ВМЪТГБ съ тъмъ мы получаемъ 
окончательно: 

П р е д л о ж е ш е 7. Е с л и т р е у г о л ь н и к ъ к а к и м ъ б ы т о н и б ы л о о б р а 
з о м ъ р а з д т з л е н ъ на к о н е ч н о е ч и с л о с о с т а в л я ю щ и х ъ 
т р е у г о л ь н и к о в ъ , т о м ъ р а п л о щ а д и э т о г о т р е у г о л ь н и к а 
р а в н я е т с я с у м м * м ъ р ъ п л о щ а д е й с о с т а в л я ю щ и х ъ т р е 
у г о л ь н и к о в ъ ; J (А) = X/ ( а ) . 

Если многоугольникъ разбивается разъ на треугольники Alt А2, . . . Ар, 
другой разъ на треугольники А(, А2', • • . , Ач', и мы одновременно про-
изведемъ оба разложешя, то треугольники А и А', какъ показано на 
фиг. 105, могутъ быть разбиты на одни и т * же составляющее треуголь
ники 6 \ , . . . , дп ; в с л * д с г а е этого 

XJ(A) = XJ(d) = XJ(A'). 

Если мы поэтому опредълимъ мъру площади J(P) многоугольника Р, 
какъ сумму м-Ьръ площадей всъхъ составляющихъ треугольниковъ А, на 
которые послъдше разбиваются при какомъ-либо одномъ опредЪленномъ 
разложенш, то J(P) не зависитъ отъ характера разложешя: J(P) = 
= XI (А) = XI (А'); оно вполн* определяется самимъ многоугольни-
комъ. Для многоугольника X-\- Y, состоящаго изъ частей X и Y, 
J(X + Y) = J(X) J(Y). Въ виду же предложешя 7 мы получаемъ: 

П р е д л о ж е ш е 8. Р а в н о с о с т а в л е н н ы е м н о г о у г о л ь н и к и и м ъ ю т ъ 
о д и н а к о в у ю м ъ р у п л о щ а д и . 

Пусть далъе Р и Q будутъ равновелиюе многоугольники; въ такомъ 
случа*, согласно опредълешю равновеликихъ многоугольниковъ, суще-
ствуютъ два такихъ равносоставленныхъ многоугольника Р' и О ' , что 
многоугольникъ (Р -4- Р'), состояний изъ многоугольниковъ Р и Р', равно-
составленъ съ многоугольникомъ ( Q + О ' ) , состоящимъ изъ многоуголь
никовъ Q и О/ . Поэтому, согласно предложешю 7: 

J(P') = m ) , J(P + P') = J(Q+a); 

такъ какъ, съ другой стороны, J(X+ Y) = J(X) + J(Y), то отсюда 
сл*дуетъ : 

J(P) = J(Q'), т . е. 

П р е д л о ж е ш е 9 . Р а в н о в е л и к 1 е м н о г о у г о л ь н и к и и м ъ ю т ъ о д и н а 
к о в у ю м ъ р у п л о щ а д и . 

7 . Теперь нетрудно доказать о б р а щ е т я предложены 2 и 4: 
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П р е д л о ж е н ' е 10. Р а в н о в е л и к и е п а р а л л е л о г р а м м ы с ъ р а в н ы м и 

о с н о в а н ' я м и и м е ю т ъ р а в н ы я в ы с о т ы . 

П р е д л о ж е н ' е 11 . Р а в н о в е л и к ' е т р е у г о л ь н и к и с ъ р а в н ы м и о с н о -

в а н ! я м и и м е ю т ъ р а в н ы я в ы с о т ы . 
Въ самомъ дълъ, если g обозначаетъ общее основаше, h и hx—вы

соты, то , въ случае предложешя 10, gh=ghl, а, въ случа* предложешя 
11, ^gh = \gh1. Въ томъ и въ другомъ случа*, сл*довательно, h = h1. 

Если мы черезъ вершину В многоугольника ABCD. . . (фиг. 111) 
проведемъ прямую р, параллельную прямой АС, соединяющей несмежныя 
вершины Л и С, то нашъ многоугольникъ равновеликъ всякому другому 
многоугольнику ABCDE . . . , вершина котораго В лежитъ на прямой р 
(предложен'е 4) . Если поэтому точка В 
лежитъ одновременно также на сторон* 
многоугольника DC или на ея продол
жены, то многоугольникъ AB'CDE . . . 
или AB'DE . . . им*еть одной верши
ной ( С ) меньше. Повторяя этотъ же 
самый пр'емъ достаточное число разъ, 
мы необходимо придемъ къ треуголь
нику А, который равновеликъ данному 
многоугольнику, а потому имъетъ съ нимъ 
одинаковую м*ру площади (предл. 9) . 

Двумъ многоугольникамъ Р и Р', им*ющимъ одинаковую м*ру 
площади J, отв*чаютъ въ такомъ случа* два треугольника А и А', име
ющие одинаковую м*ру площади. Пусть А, В, С будутъ вершины одного 
изъ этихъ треугольниковъ, А', В', С' — вершины другого. И з ъ точекъ 
А и А' рад 'усомъ g, большимъ, нежели стороны АС и А'С, мы опи-
шемъ окружности. Въ такомъ случа* каждая изъ этихъ окружностей 
перес*четъ прямую р и соответственно р', проходящую черезъ вершину 
С и соответственно черезъ С, параллельно основан'ю треугольника; если Z 
есть одна изъ точекъ пересечешя на прямой р, a Z' одна изъ точекъ пересе
чешя на прямой р', то треугольники AZB и A'Z'В' имеютъ ту же меру 
площади У; но, такъ какъ сверхъ того ихъ стороны AZ и A'Z' также 
равны между собой, именно, равны числу g, то при соответствующихъ 
этимъ сторонамъ высотахъ h и h', \gh = \gh', а потому А = А'; треуголь
ники AZB и A'Z'Bf, такимъ образомъ, равновелики (предложен'е 4) , а 
вместе съ твмъ равновелики треугольники А и А', а, следовательно, и 
многоугольники Р и Р'. Мы получаемъ, такимъ образомъ, следующее 
обращеше предложен'я 9 . 

П р е д л о ж е ш е 12. М н о г о у г о л ь н и к и , и м е ю щ и е о д и н а к о в у ю м е р у 
п л о щ а д и , р а в н о в е л и к и . 
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Произведение gh и \gh мы здъсь постоянно понимаемъ въ смысле 
символическаго исчислен'я § 2 1 , оперирующаго надъ самыми отрезками, 
а не надъ измеряющими ихъ числами. Такимъ образомъ, доказано важное 
предложеше 9 и его обращен 'е 12, откуда явствуетъ т о ж д е с т в о р а в н о -
в е л и к о с т и с ъ р а в е н с т в о м ъ м е р ы п л о щ а д и ; в м е с т е с ъ Т-БМЪ э т и м ъ 
в п о л н * у с т а н о в л е н о , ч т о п л о щ а д ь м н о г о у г о л ь н и к а и м * е т ъ ха -
р а к т е р ъ в е л и ч и н ы . Терминъ, введенный Гильбертомъ, — м*ра площади,— 
нужно понимать, конечно, не въ метрическомъ смысл* этого слова, т. е. 
не какъ изм*ряющее число, а какъ п р о и з в е д е т е въ смысл* исчислешя 
отр*зковъ, развитаго въ § 2 1 . \gh является, следовательно, равнознача-
щимъ съ 4г • gle • hie, гд* е есть отр*зокъ , принятый за единицу. Коэффи-
щентъ \ введенъ въ выражен'е м*ры площади треугольника, очевидно, съ 
той ц*лью, чтобы м*ра площади квадрата, им*ющаго сторону е, выра
жалась черезъ е2. Символическ'я формулы геометрическихъ операщй надъ 
отр*зками при этихъ услов 'яхъ вполн* совпадаютъ съ т*ми формулами, 
которыя мы получаемъ, оперируя, какъ обыкновенно, надъ числами, изм*-
ряющими отр*зки . Если въ какомъ - либо треугольник* мы увеличимъ 
в с * длины въ какомъ-нибудь отношенш, то его площадь возрастеть въ 
отношенш, равномъ квадрату этого числа. Разлагая многоугольникъ на 
треугольники, мы отсюда получаемъ: въ подобныхъ многоугольникахъ 
м*ры площадей относятся, какъ квадраты сходственныхъ длинъ. 

§ 23. Правильные многоугольники и окружность. 
1. Изъ различныхъ прим*нен'й, которыя находить понят'е о подобш 

площади, мы изложимъ зд*сь лишь самыя важныя, именно те , которыя 
относятся къ дълен 'ю окружности на равныя части и къ ея измерен 'ю. 

Многоугольникъ называется п р а -
в и л ь н ы м ъ , если все его стороны 
равны и заключаютъ равные углы. 
Мы разумеемъ при этомъ углы, со
держащиеся между последовательны
ми сторонами: Л В С = - = с BCD 
= -=е CDE=- - (фиг. 112) . Если О 
есть точка пересечешя биссектриссъ 
угловъ при вершинахъ Л и В , то всл*д-
ств'е равенства этихъ угловъ ОАВ 
= -=с ОБА, а потому OA = OB; вм*-
стЬ съ темъ треугольники СОВ и СО А 

Фиг. 112. конгруэнтны, такъ какъ они имеютъ 

о б щ у ю сторону ОВ, ВС=ВА и углы, 
содержащиеся между равными сторонами, равны; поэтому ОС = ОВ и 
-"с ОСВ = ОВС. Теперь мы такимъ же образомъ обнаруживаемъ ра-



3 0 3 

венство треугольниковъ ВОС и COD, . . . ; отсюда слъдуетъ, что точка О 
одинаково удалена отъ вершинъ многоугольника. Изъ конгруэнтности 
треугольниковъ АОВ, ВОС, . . . вытекаетъ также равенство перпендику
ляровъ, опущенныхъ изъ точки О на стороны АВ, ВС, . . . Эти факты 
мы можемъ выразить т а к ъ : 

П р е д л о ж е ш е 1. К а ж д о м у п р а в и л ь н о м у м н о г о у г о л ь н и к у с о о т в ъ т -
с т в у е т ъ „ о п и с а н н а я о к р у ж н о с т ь " (на к о т о р о й л е ж а т ъ 
е г о в е р ш и н ы ) и в п и с а н н а я о к р у ж н о с т ь ( к о т о р о й ка
с а ю т с я ея с т о р о н ы ) ; э т и о к р у ж н о с т и и м е ю т ъ о б и м й 
ц е н т р ъ О. 

Точка О называется центромъ многоугольника. Отрезки , соединя-
юцце центръ съ вершинами правильнаго л-угольника, дълятъ его на п 
равныхъ равнобедренныхъ треугольниковъ. Если данъ одинъ изъ этихъ 
треугольниковъ, то мы можемъ воспроизвести весь многоугольникъ. Сооб
разно этому его называють „опредътшющимъ треугольникомъ". Уголъ 
при вершинъ О опредъляющаго треугольника въ правильномъ л-угольнике 

Ad 
составляетъ л-ую часть четырехъ прямыхъ, т . е. — . гдъ d, по обыкно-

п 
венда, обозначаешь прямой уголъ ; за вершину мы всегда будемъ прини
мать центръ многоугольника. Дъля углы при вершине О пополамъ, мы 
изъ правильнаго я-угольника получаемъ правильный 2л-угольникъ; и з ъ 
него получаемъ 4я-угольникъ и т. д. С ъ древнихъ временъ известны 4 
ряда правильныхъ многоугольниковъ, которые получаются путемъ постЬ-
довательнаго удвоешя отъ правильныхъ треугольника, четыреугольника, 
пятиугольника и пятнадцатиугольника. 

Р я д ъ т р е у г о л ь н и к а . И з ъ правильнаго треугольника получается 
путемъ удвоешя прежде всего правильный 6-угольникъ, въ которомъ 
опредъляюшдй треугольникъ им*етъ при вершин* уголъ, равный Ad/6 = 
= 2d/3. Такъ какъ 2rf/3 + 2d/3 + 2d!3 = 2d, то 2d/3 есть уголъ равносто-
ронняго треугольника. С т о р о н а п р а в и л ь н а г о ш е с т и у г о л ь н и к а р а в н а , 
с л е д о в а т е л ь н о , р а д 1 у с у , — обстоятельство, благодаря которому этотъ 
многоугольникъ можно построить. Это было уже известно древнимъ 
ассир1янамъ. Первая, третья и пятая вершина правильнаго шестиуголь
ника определяють правильный треугольникъ. 

Р я д ъ к в а д р а т а . Уголъ при вершине определяющего треугольника 
прямой. На этомъ ряде многоугольниковъ не приходится поэтому долго 
останавливаться. Правильные 4-угольники (квадраты) очень часто встре
чаются у древнихъ египтянъ въ орнаментахъ, а также въ качестве формы 
различныхъ предметовъ обихода. 

2. Р я д ъ п я т и у г о л ь н и к а . Какъ и въ случае треугольника, для по
строешя этого ряда мы исходимъ не отъ перваго его многоугольника, 
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а отъ второго, на что мы обратили уже вниман'е при алгебраической 
разработке учен'я о дълен'я угла на равныя части. (Томъ I, § 106) . Опре
деляющий треугольникъ АОВ правильнаго 10-угольника имеетъ при вер
ш и н е О уголъ со = 4 d / l 0 = 2о75. Углы при вершинахъ А и В (фиг. 113) 
составляютъ въ совокупности 2 d — 2я75 = 8а75; каждый же изъ нихъ въ 
отдельности равенъ 4d75 = 2ft>. Равнодълящая угла В АО встречаегь по
этому сторону ОВ въ некоторой точке С такимъ образомъ, что тре
угольникъ ВАС, какъ и треугольникъ АОВ, имеетъ углы со, 2со и 2со. 
Какъ треугольникъ ВАС, такъ и треугольникъ АСО оказываются равно
бедренными ; следовательно, ОС = СА = АВ = s10, если sn вообще обо
значаете сторону правильнаго я-угольника. Рад 'усъ описанной окружно
сти мы будемъ постоянно обозначать черезъ г. И з ъ подоб'я треугольни
ковъ ВАС и АОВ вытекаетъ подоб 'е системъ отрезковъ (ВС, АВ) и 
(АВ, OA), или: 

(r-Sjo, s10)~(s10, '"). откуда (г, s10) ~(s10-\-r, г), (1) 

или въ обычныхъ обозначен 'яхъ: 

г •• «io = ( % + г) : г, г2 = s 1 0 ( s 1 0 - f г). (2) • 

Эти подобныя пары отрезковъ тотчасъ же напоминаютъ намъ доказа
тельство Пиеагоровой теоремы, приведенное въ § 2 1 , и наводятъ на 
мысль воспользоваться той же фигурой для построешя стороны s 1 0 * ) . 
Приспособляя эту фигуру къ даннымъ настоящего случая, мы получаемъ 
следующее построен'е стороны s 1 0 по радиусу г. И з ъ точки О проводимъ 
перпендикуляръ OV къ прямой OU, откладываемъ на немъ о т р е з о к ъ 
OV = г/2 и изъ точки V, какъ центра, описываемъ окружность рад'у-
сомъ, равнымъ VO. Эта окружность встречаегь о т р е з о к ъ UV въ не
которой точке X (а е г о п р о д о л ж е н ' е въ точке Y); въ такомъ случае 
UX есть искомая сторона правильнаго 10-угольника. Действительно, 
треугольники UXO и UOY имеютъ равные углы, а потому подобны. 
Вместе съ т е м ъ (UO, UX) ~ (UY, UO), или (г, s10) ~ (г + s 1 0 , г). Связь 
этого построешя съ построешемъ правильнаго десятиугольника видна 
на фигуре 1 1 3 . 

По поводу этой фигуры следуеть еще заметить, что точка С д е 
лить рад1усъ ОВ на д в е части, обладающая следующимъ свойствомъ: 
пара отрезковъ , состоящая изъ большей и меньшей части, подобна паре, 
состоящей изъ большей части и всего отрезка ОВ или, согласно ра
венству (1), въ формулахъ: 

( R « 1 0 > 5 ю ) ~ ( « ю > 'О' (r sio) '• sio = sio '• r-

*) Здъсь можно было бы воспользоваться предложешемъ о секущихъ и 
касательной, вы ходя щи хъ изъ одной точки; однако, это предложеше будетъ выве
дено только въ слъдующемъ параграфе. 
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Такъ какъ при чтенш последней пропорцш къ члену sm правой части 
перваго отношешя примыкаетъ также членъ s10 левой части второго отноше
шя, то въ такихъ случаяхъ говорятъ о н е п р е р ы в н о й пропорцш, каковая 
въ общемъ случае имеетъ следуюицй видъ: х : у — у : z\ подъ пропор-
Hieft мы разум*емъ, какъ и въ ариеметик-в, равенство двухъ дробей или 
„отношенШ",— понятие, совершенно утратившее важное значеше, которое 

о н о прежде имело, такъ какъ новая элементарная геометрия обходится б е з ъ 
мет рическихъ соотношешй отръзковъ. Часто говорятъ также, что точка С 

Фиг. 113. 
д е л и т ь о т р е з о к ъ ОВ н е п р е р ы в н о , или что она производить з о л о т о е 
с-Ьчен1е (sectio aurea) ; з о л о т ы м ъ это сЬчеше (делеше отрезка ) назы
вается вслъдсгае того значешя, которое оно имеетъ въ геометр1и и въ 
эстетике : утверждаютъ, что эллипсъ или же прямоугольникъ производять 
на глазъ наиболее пр1ятное впечатлеше, если оси или, соответственно, 
стороны выбраны такимъ образомъ, что, будучи приложены другъ к ъ 
другу на одной прямой, о н е образуютъ золотое свчеше того отрезка , 
которое о н * совместно составляютъ. Некоторые утверждаютъ, что и въ 
другихъ случаяхъ наиболее пр1ятныя метричесюя соотношешя находятся 
въ связи съ непрерывнымъ д е л е ш е м ъ о т р е з к о в ъ (ср . томъ I, стр. 128) . 

Веберъ Эн цикл o n . меневт. геоиетр!и. 20 
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Мы займемся еще опред-влешемъ численнаго отношешя частей ОС 
и СВ на фиг . 1 1 3 . И з ъ соотношешя Sj2

0 = г (г — s ] 0 ) слъдуетъ: 

s 1 0 = - 1 / 2 . г - f Vr*l4+r*= 1 / 2 - г ( У " 5 - 1 ) ; 

(г - * 1 0 ) : s 1 0 = ( 3 - / 5 ) : ( У З - l ) = ( У 5 - l ) : 2 . 

Сообразно этому имеемъ приближенно: 

( V - s 1 0 ) : s 1 0 = 0 ,618 = 3 / 5 . 

Сравнешемъ угловъ на фиг. 113 можно обнаружить много весьма 
изящныхъ свойствъ правильнаго десятиугольника. Такъ напримеръ, прямая 
АС должна проходить черезъ вершину U 10-угольника; при золотомъ 
сЬчеши рад1уса г о т р е з о к ъ UY = /• + % , появляюипйся одновременно 
с ъ отръзкомъ UX = s 1 0 , равенъ отрезку UA, а потому представляетъ 
собой сторону правильнаго звъзднаго десятиугольника. Треугольниковъ 
съ углами со, 2со, 2со и со, со, Зсо можно найти на этой фигуръ почти 
неисчислимое количество; то же самое относится и къ правильному 
5-угольнику, въ которомъ уголъ при вершинъ определяющего треуголь
ника равенъ 2со. 

3. Р я д ъ 1 5 - у г о л ь н и к а . Уголъ при вершин* опредъляющаго тре
угольника въ правильномъ 15-угольник* составляетъ 1/15 четырехъ пря
мыхъ или, такъ какъ 1/15 = 1/6 — 1/10, 2d/3 — 2d/5. Это есть разность 
угловъ при вершин*, которые соответствуютъ правильнымъ 6-угольнику 
и 10-угольнику. Отсюда непосредственно вытекаетъ самое построеше. 
Путемъ удвоешя мы получаемъ правильные 30-угольникъ, 60-угольникъ 
и т. д . 

Математикамъ естественно представлялось заманчивымъ найти, по
мимо этихъ четырехъ рядовъ правильныхъ многоугольниковъ, построеше 
циркулемъ и линейкой и другихъ правильныхъ многоугольниковъ и прежде 
всего правильнаго 7-угольника. Напрашивалась также мысль пользоваться 
при этомъ не только делешемъ угла пополамъ, но и дълешемъ его на 
3 части. Лишь после обосновашя современной алгебры, даннаго Гауссомъ 
и Абелемъ, можно строго доказать, что делеше угла на 3 части, а также 
построеше правильныхъ многоугольниковъ выполняется циркулемъ и ли
нейкой только въ немногихъ исключительныхъ случаяхъ. Въ частности, 
7-угольникъ и 11-угольникъ не могутъ быть построены; напротивъ того, 
правильный 17-угольникъ, какъ показалъ Гауссъ, можетъ быть построенъ. 
Отсылаемъ читателей к ъ XVIII и XIX главамъ 1-го тома. 

4. Какъ теоретическая геометр1я не нуждается въ постоянномъ 
масштабе, такъ она не нуждается и въ постоянной мере угловъ, темъ 
более , что тригонометр!я, а также указанное въ § 21 изследоваше 
Моллерупа, обнаруживаютъ, что и з м е р е н и е угловъ можетъ быть вовсе 
исключено изъ геометрш. Перешедшее к ъ намъ отъ грековъ деление 
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окружности на 360 градусовъ и прямого угла на 9 0 градусовъ исходить 
изъ Вавилона; еще незадолго до Евклида писателю астроному Ау толику 
оно было неизвестно и введено, повидимому, Гипсиклесомъ Александр"й-
скимъ (между 2 0 0 и 100 годами). Д ъ л е ш е окружности на 3 6 0 = 6.60 
частей, или г р а д у с о в ъ , изъ которыхъ каждый делится на 60 меныпихъ 
подраздълен'й ( м и н у т ъ ) , каковыя вновь делятся далее на 60 с е к у н д ъ , — 
это подразделеше имеетъ во всякомъ случае искусственное происхождеше; 
по весьма вероятнымъ соображен'ямъ М. Кантора, оно принадлежитъ 
астрономамъ. Весьма возможно, что мы имеемъ здесь грубое прибли-
жен 'е числа дней к ъ году. С ъ подраздвлен'емъ секстанта на 6 0 частей 
должна, повидимому, находиться въ какой-то связи 60-ричная система 
вавилонянъ; последн 'е представляютъ целыя числа въ форме: а-\-ах • 60-\-
-4- а2 • 6 0 2 + • • • , где а, а , , а2, . . . суть целыя числа, менышя 60-ти. 
Какъ целому числу, написанному въ десятиричной системе: z = b-\-
-\-bx- 10-\-Ь2 • 10 2 —J— - • • (Ь, Ь1г Ь2. . . < 10) натурально отвечаете деся
тичная дробь , точно такъ же и 60-ричной системе въ томъ же порядке 
идей отвечаетъ представлен'е дробей въ в и д е : 

£ = f- с 3 6 0 3 + с2 6 0 2 + с, 60 + с + 7 , 6 0 - 1 -4- у2 6 0 - 2 А 

по убывающимъ степенямъ числа 6 0 . Однако, это изображен'е чиселъ 
врядъ ли проистекло отъ практиковавшагося пр'ема счета *) , ибо въ 
такомъ случае и назвашя чиселъ у вавилонянъ должны были бы соот
ветствовать 60-ричной системе; между т е м ъ назвашя эти у вавилонянъ, 
какъ у все'хъ народовъ кавказской расы, сообразованы съ д е с я т и р и ч н о й 
системой. Къ тому же и начертан'е чиселъ по 60-ричной системе встре
чается въ перемежку съ 10-ричной. Египтяне, которые еще раньше вави
лонянъ выделились изъ общей семитской семьи и въ древнейшихъ фор-
махъ языка весьма близки къ вавилонянамъ, имели десятичное наимено-
ваше чиселъ. 

Построен'е углового градуса въ точности не выполняется циркулемъ 
и линейкой, но оно можетъ быть выполнено такимъ образомъ, что тре
буется только однократное делеше угла на три равныя части. Въ самомъ 
д е л е , уголъ при вершине определяющего треугольника въ правильномъ 
10-угольнике содержить 36° ; соответствующШ уголъ правильнаго 12-уголь-
ника содержить 30° ; разность между ними 6 градусовъ; разделяемъ ее 
пополам ь, получаемъ 3 ° ; наконецъ, д е л е ш е на 3 равныя части даете 
намъ 1°. 

*) Въ журнале Zeitschrift Шг Assyriologie (Bezold) 12, стр. 73 — 95, Кевичъ 
(G. Kewitsch) указываете на то, какъ недостоверны еще наши сведешя по этому 
вопросу, и-пытается обратно свести 60-ричиую систему счислешя и дьлен'е окруж
ности на 360 частей къ какой-либо искусственной системе счета. 

20» 
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5. Мы переходимъ теперь къ одной изъ труднъшихъ и знамени-
тъйшихъ задачъ элементарной г е о м е т р ш — къ выпрямлешю окружности и 
квадратур* круга. — Многоугольникъ, вершины котораго лежать на окруж
ности, называется в п и с а н н ы м ъ ; многоугольникъ, стороны котораго ка
саются окружности, называется о п и с а н н ы м ъ ; относительно этихъ много
угольниковъ имъетъ мъхто следующее предложеше: 
П р е д л о ж е ш е 2 . К а ж д ы й м н о г о у г о л ь н и к ъ , о п и с а н н ы й о к о л о 

о к р у ж н о с т и , и м ъ е т ъ б о л ы ш й п е р и м е т р ъ , н е ж е л и л ю 
б о й м н о г о у г о л ь н и к ъ , в п и с а н н н ы й в ъ т у ж е о к р у ж н о с т ь . 

Для доказательства этого важнаго предложешя мы соединимъ 
центръ О окружности со ВСЕМИ вершинами А, В, . . . вписаннаго л-уголь-
ника 6 и опустимъ изъ точки О перпендикуляры на вс* его стороны; 
эти 2 л прямыхъ разд*ляютъ плоскость на 2 л областей, каждая изъ к о 
торыхъ содержитъ также кусокъ периметра опнсаннаго многоугольника 11. 
Этотъ кусокъ представляетъ собою ломаную лишю, которая начинается 
въ н*которой точк* U на луч*, ограничивающемъ область, и оканчи-

ОА и OF, во всякомъ случа* больше, ч*мъ UW, или равна UW; с ъ 
другой стороны, точка U, принадлежащая периферш многоугольника II, 
во всякомъ случа* не лежитъ внутри окружности; поэтому OU W- OA 
и UW ^ AF, t > AF. Равенство отр*зковъ t и AF исключено, такъ какъ 
оно могло бы им*ть м*сто только въ томъ случа*, если бы о т р * з о к ъ t 
совпадалъ съ UV, а посл*дшй совпадалъ бы съ AF; но это невозможно, 
потому что точка F лежитъ внутри окружности. Вм*ст* съ т*мъ и сумма 
2 л частей t больше, нежели сумма соотвътствующихъ имъ отръзковъ-
AF, т. е. перифер1я многоугольника U больше, нежели перифер1я много
угольника <£. 

О 

Фиг. 114. 

вается въ н*которой точк* V на дру
гомъ луч*, ограничивающемъ ту же 
область (фиг. 114) . О т р * з о к ъ UV 
въ такомъ случа* м е н ь ш е этой л о 
маной и, во всякомъ случа*, не пре-
вышаеть ея. Пусть OV будетъ лучъ, 
перпендикулярный къ одной изъ сто
ронъ АВ вписаннаго многоугольника 
(£; если мы проведемъ еще UW±OV, 
то отр*зокъ UV, какъ гипотенуза 
прямоугольнаго треугольника UWV 
больше, нежели UW, или равенъ UW, 
если точки U, V, W располагаются на 
одной прямой; такимъ образомъ, та 
часть t периферш многоугольника U, 
которая расположена между лучами 
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6. П р е д л о ж е н ' е 3 . С о г л а с н о п р е д л о ж е н ' ю 2, р а з н о с т ь м е ж д у пе 
р и м е т р а м и о п и с а н н а г о и в п и с а н н а г о м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 
е с т ь п о л о ж и т е л ь н а я в е л и ч и н а ; э т а р а з н о с т ь м о ж е т ъ 
б ы т ь п о д х о д я щ и м ъ в ы б о р о м ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ с д ъ -
л а н а м е н ь ш е с к о л ь у г о д н о м а л а г о о т р ъ з к а е. 

Иными словами, она имъетъ нижней границей 0. Очевидно, доста
точно доказать, что разность U„ — и„ между периметрами п р а в и л ь н а г о 
вписаннаго и п р а в и л ь н а г о описаннаго л-угольниковъ падаетъ ниже вся-
каго предела е, когда число сторонъ я неограниченно возрастаетъ. Доказа
тельство можно вести такъ: если мы проведемъ касательныя къ окруж
ности, параллельныя сторонамъ правильнаго вписаннаго я-угольника, то 
получающийся такимъ образомъ правильный описанный я-угольникъ подо-
бенъ вписанному и подобно съ нимъ расположенъ. Если мы еще опустимъ 
изъ центра О (фиг. 115) перпендикуляры г и р „ , то (U„, r)~(u„, Q„) , 
или UN: г = u„: Q„, такъ что U„ = ru„lgn. Поэтому 

U„ — U„ = Un(r — Q„)/Qn. 

Мы наверное увеличимъ правую сторону, если мы справа 1) вместо 
и„ подставимъ периметръ 8г правильнаго описаннаго четырехугольника, 
котораго и„ ни при какомъ я, конечно, достичь не можетъ, и 2) въ 
знаменател* вместо д„ подставимъ наименьшее значен'е г 12, какое онъ 
способенъ принять (при я = 3) . Следовательно, с/„ — и„ < 8 г (г— о„) / (г /2) , 
или 

U„ — и„< 16 (г — Q„). 

Разность U„ — ап станетъ меньше е, если мы сделаемъ 16 (г — о „ ) = е; 
т. е. дп = г— е /16 . С ъ этою целью достаточно построить хорду, раз-
стоян'е которой отъ центра О было бы равно г— е /16, и откладывать 
ее вдоль по окружности. Если она отложится т разъ и не отложится т -f-1 
разъ, то достаточно выбрать л > т, чтобы U„ — un было меньше е, какъ 
это и требовалось . 

Если на ( „ п о л у " - ) прямой g, ограниченной одной точкой О, мы 
будемъ откладывать последовательно отъ точки О периметры вписанныхъ 
и описанныхъ правильныхъ многоугольниковъ, и если Ех, Е2, Е3, . . . суть 
конечныя точки периметровъ вписанныхъ многоугольниковъ, а £ / , , U2, 
U3,. . . — конечныя точки периметровъ вписанныхъ многоугольниковъ, то 
каждый периметръ ОЕ меньше каждаго периметра OU. Разность же 
OU — ОЕ можетъ сделаться меньше любого сколь угодно малаго от
резка е. Согласно § 25 тома 1, отсюда следуеть , что существуетъ неко
торая точка К, которая одновременно служить верхней границей точекъ Е 
и нижней границей точекъ U. Поэтому, если мы хотимъ и окружности 
приписать определенную длину, т о т а к о в о й м о ж е т ъ с л у ж и т ь т о л ь к о 
о т р е з о к ъ ОК, къ которому неограниченно приближаются, какъ 
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периметры вписанныхъ, такъ и периметры описанныхъ правильныхъ мно
гоугольниковъ при неограниченномъ увеличенш числа сторонъ. Отсюда 
слъдуетъ : 

П р е д л о ж е ш е 4 . Д л и н а о к р у ж н о с т и б о л ь ш е п е р и м е т р а л ю б о г о 
в п и с а н н а г о в ъ н е г о м н о г о у г о л ь н и к а и м е н ь ш е п е р и 
м е т р а л ю б о г о о п и с а н н а г о о к о л о н е г о м н о г о у г о л ь н и к а . 

7. Теперь каждому вписанному и описанному многоугольнику окруж
ности х, которую мы до сихъ поръ разсматривали, мы отнесемъ п о д о б 
н ы й многоугольникъ другой окружности х' и периметры многоуголь
никовъ, принадлежащихъ окружности х', будемъ откладывать на другомъ 
лучъ g', выходящемъ изъ точки О'. Тогда каждой точкъ Е или U пря
мой g будетъ однозначно отнесена точка Е' или U' прямой g'; вслъд-
CTBie подоб1я соотвътствуюине отрезки прямыхъ g и g' относятся, какъ 
pafliycu г и /•' окружностей х и х'. Въ частности отрезку ОК прямой g 
отвечаешь о т р е з о к ъ С К' прямой g', измеряющей п е р и ф е р ш окружности 
х', а вмъттъ съ т в м ъ ОК : ОК' = г : г''. 

С ъ этимъ вполне согласуется та точка зрешя , что на самыя окруж
ности нужно смотреть, какъ на подобный лиши. Прямая с, соединяющая 
центры О и СУ окружностей х и х'', встречаетъ окружность х, скажемъ, 
в ъ точкахъ А и В и окружность х' въ точкахъ А' и В'. Пусть С будетъ 
любая третья точка окружности х; черезъ точку А' проведемъ прямую, 
параллельную АС, черезъ В' прямую, параллельную ВС; пусть С бу
детъ точка пересечешя этихъ параллелей. Въ такомъ случае А'С В' = 
= $:АСВ, а такъ какъ последшй уголъ вписанъ въ полуокружность и, 
следовательно, представляетъ собой прямой уголъ, то А'С В' также 
есть прямой и, следовательно, точка С лежитъ на окружности х ' . Каж
дой точке С окружности х отвечаетъ, такимъ образомъ, определенная 
точка окружности х ' , при чемъ всегда А'С || АС, В'С || ВС. И з ъ тео
ремы о вписанныхъ углахъ следуетъ , что соответствуюиця хорды о б е 
ихъ окружностей всегда параллельны. Окружности представляютъ собой , 
следовательно, подобныя и подобнымъ образомъ расположенныя фигуры. 

Окружность круга х', имеющего рад1усъ г ' = 1 , мы обозначимъ 
черезъ 2 я . Тогда ОК = г • О'К' / г ' = 2тсг; итакъ: 

П р е д л о ж е ш е 5 . Д л и н а о к р у ж н о с т и р а д 1 у с а г р а в н а 2лг, г д е п 
е с т ь п о л о в и н а д л и н ы о к р у ж н о с т и р а д 1 у с а 1 и л и д л и н а 
ц е л о й о к р у ж н о с т и д 1 а м е т р а 1. 

8. Какъ периметры, такъ и площади многоугольниковъ 6, вписан
ныхъ въ окружность х, имеютъ верхнюю границу, которая совпадаетъ 
съ нижней границей площадей многоугольниковъ XI, описанныхъ около 
той же окружности. Въ самомъ деле, если мы соединимъ вершины этихъ 
многоугольниковъ съ центромъ О, то они разбиваются на треугольники; 
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опустивъ изъ точки О перпендикуляры на противолежаиия стороны и 
суммируя площади треугольниковъ, мы найдемъ, что площадь много
угольника U равняется \r- U, гдъ U есть периметръ многоугольника U. 
С ъ другой стороны, относительно многоугольника (5 можно утверждать, 
что его площадь во всякомъ случа* больше, нежели \Q-E, гдъ Е озна
чаете периметръ многоугольника @, а о есть наименьший изъ перпен-
дикуляровъ, который можно опустить изъ точки О на стороны много
угольника @. Такъ какъ, съ другой стороны, р имъетъ верхней границей г, 
величины же U отделяются отъ величинъ Е общей границей 2 ^ р , то 
\r-2ntr = г2л п р е д с т а в л я е т ъ с о б о й 
о д н о в р е м е н н о в е р х н ю ю г р а н и ц у п л о 
щ а д е й м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 6 и н и ж н ю ю 
г р а н и ц у п л о щ а д е й м н о г о у г о л ь н и к о в ъ 
И; э т о й г р а н и ц ы г2зх не д о с т и г а ю т ъ 
п л о щ а д и ни т ъ х ъ , ни д р у г и х ъ м н о г о 
у г о л ь н и к о в ъ " ; о н а п р и н и м а е т с я з а п л о 
щ а д ь с а м о г о к р у г а , к о т о р ы й р а з д * -
л я е т ъ м н о г о у г о л ь н и к и с ъ б о л ь ш е й 
п л о щ а д ь ю о т ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ с ъ 
м е н ь ш е й п л о щ а д ь ю . 

9. Для опредълен'я числа л уже Архи-
медъ пользовался тъмъ обстоятельствомъ, 
ч т о р а з н о с т ь Un — ип п е р и м е т р о в ъ 
о п и с а н н а г о и • в п и с а н н а г о п р а в и л ь -
н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ п р и н е о г р а -
н и ч е н н о м ъ в о з р а с т а л и ч и с л а п па
д а е т ъ н и ж е в с я к о й г р а н и ц ы е. 

Возрасташе числа п по Архимеду проще всего достигается путемъ 
послъдовательнаго удвоен'я числа сторонъ. 

По сторон* sn правильнаго вписаннаго я-угольника легко опре
деляется съ помощью теоремы Пиеагора. Какъ видно изъ фиг. 115, 

s2

2

n = (г - QN)2 + (,s„!2Y, 
г д * 

р л 2 = г 2 - (snl2f = ( 4 г 2 - s 2 ) ' A , 
такъ что 

Фиг. 115. 

с 2 _ 9/-2 4 2 п — 2г У г2 — s„ 2 / 4 . 

Y 2 У 4- (1) 

Въ виду нодоб'я треугольниковъ, фигурирующихъ на фиг. 115, 

или 
Sn = rsn,Q„ = 2sn V*-s„*/r*. (2) 

file:///r-2ntr
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С ъ помощью формулы (1) по какой-либо известной намъ сторонъ 
sn можно вычислить сначала s i n , по ней s i n , затъмъ sen и т . д . ; помощью 
ж е формулы (2) мы соответственно находимъ S„, S 2 n , S i n , . . . и, нако
нецъ, Um = m.Sm и ит = m.sm, при т = 2 л , 4 л , 8 я 

Вводя еще д1аметръ d = 2 г, мы имеемъ: и п < ltd < Um, при 
т = п, 2 л , 4 л , 8 л , . . . . 

Исходя отъ случая л = 6, гдъ s6 = r, мы получаемъ приближенно: 

« 6 = 3,00 ООО d i u6 
= 3 , 4 6 4 1 0 d 

« 1 2 = 3 , 1 0 5 8 3 d = 3 , 2 1 5 3 9 d 

« 2 4 = 3 , 1 3 2 6 3 d j ^ 2 4 = 3 , 1 5 9 6 6 d 

« 4 8 = 3 ,13935r f = 3 , 1 4 6 0 9 d 

« 9 8 = 3 , 1 4 1 0 3 d = 3 . 1 4 2 7 Ы 

« 1 9 2 = 3 , 1 4 1 4 5 d ^ 1 9 2 = 3 , 1 4 1 8 7 d 

« 3 8 4 = 3 , 1 4 1 5 6 d | ^ 3 8 4 = 3 , 1 4 1 6 6 d 

« 7 6 8 = 3 , 1 4 1 5 8 d ^ 7 6 8 = 3 , 1 4 1 6 1 d 

« 1 5 3 6 = 3 , 1 4 1 5 9 d i ^ 1 5 3 6 = 3 , 1 4 1 6 0 d . 

Ограничиваясь поэтому 4-мя десятичными знаками, мы имеемъ я; = 3 , 1 4 1 6 . 

10. Число л имеетъ почти четырехтысячелетнюю исторш, которую 
можно разделить на 3 перюда. 

П е р в ы й п е р ш д ъ . Г е о м е т р и ч е с к о е в ы ч и с л е н 1 е ч и с л а it. Са-
мымъ древнимъ приближеннымъ значешемъ числа it, повидимому, было 
яг = 3, которое было принято у семитскихъ народовъ еще до ихъ раз-
делешя и отъ нихъ, вероятно, перешло къ китайцамъ. Значеше it = 3 
встречается въ Библш два раза : въ первой книге Царей (7 , 2 3 ) и во 
второй книге Паралипоменонъ (4 , 2 ) сказано, что большой бассейнъ, ко
торый, какъ „литое море" , украшалъ передшй дворъ Соломонова храма 
(построеннаго около 1000 л. д о P . X.), имътгь въ ширину „отъ края до 
края 10 локтей" , а „шнурокъ въ 30 локтей обнималъ его кругомъ" ; 
следовательно, it — 3 . 

О первыхъ шагахъ древнихъ египтянъ въ геометрш мы имеемъ 
сведешя изъ папируса Ринда, принадлежащаго Британскому музею и 
описаннаго Эйзенлоромъ*) . „Сочинена была эта книга", какъ сообщено 
въ самомъ ея предисловш, при царе Р а у с е по образцу сочинеши изъ 
временъ царя Раенмата писаремъ Ахмесомъ * * ) . З д е с ь мы въ первый 

*) A. E i s e n l o h r . „Ein mathematisches Handbuch der alten Agypter (Leipzig, 1877). 
**) У Эйзенлора эти имена даны въ транскрипши: Ra-a-us, Ra-en-mat, 

Ahraes. Но транскрипшя Айзенлора, которая удержалась въ литературе по исторШ 
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разъ (въ № № 4 1 — 4 3 , 4 8 , 50 ) встречаемся съ квадратурой круга въ 
истинномъ значении слова, т. е. съ задачей о превращены круга въ рав
новелики квадратъ. Сторона послъдняго принимается равной д'аметру, 
уменьшенному на V9 его величины; такимъ образомъ, 

(2 г • 8 /9 ) 2 = г*л, я : = 3,16 

Э т о значен'е, возникшее, повидимому, вслъдств'е ожидания рацюнальнаго 
значешя для стороны квадрата S = г У~л, врядъ ли имъетъ чисто эмпи
рическое значен'е и представляется по настоящее время загадочнымъ. 
У Герона Александр'йскаго (около 100 л. до P . X.), много почерпав
шего изъ древне-египетскихъ источниковъ, мы этого значешя не нахо-
димъ. После долгихъ и тщетныхъ попытокъ греческихъ математиковъ 
превратить площадь круга въ равновелиюй квадратъ Архимедъ Сира-
кузскШ ( 2 8 7 — 2 1 2 г.г. до P . X.) въ своемъ знаменитомъ сочинеши о б ъ 
измерены окружности (KvxXov /letgrjaig) далъ приблизительно ту теор'ю 
измерешя окружности, которая и по настоящее время излагается въ 
школахъ. При помощи правильныхъ 96-угольниковъ, вписаннаго и опи
саннаго, онъ нашелъ, что 310/п < it < З 1 / , или 

3 ,1408 . . . < яг < 3 ,1428 

этому результату нужно тъмъ бол-fee удивляться, что числовыя вычисления 
въ ту пору (безъ десятичныхъ дробей) были сопряжены съ чрезвычай
ными затруднен'ями. Знаменитый авторъ Альмагеста (fieydXt) avvta^iq) 
Клавд'й Птолемей (приблизительно между 87 и 165 г. г. по P . X.) на
шелъ съ помощью (вавилонской) 60-ричной дроби л = 3° 8 '30" , т. е. 
л = 3 + 8 /60 + 3 0 / 6 0 2 = 3 ,14166 . . . —Римляне, какъ известно, въ мате
матике дали мало и въ дъло измерешя окружности также не внесли ни
чего. Можно было бы ожидать, что индусы, располагавшие прекрасной 
системой счислешя, разработаютъ дальше идею, указанную Архимедомъ. 
И действительно, Ар1абатта (латинская транскрипция Aryabhatta, род. въ 
476 г. п. Р . Хр.) , исходя отъ стороны 6-угольника, провелъ вычи
сление дальше 96-угольника и дошелъ до 384-угольника и значен'я 
jz = 3 1 4 1 6 / 1 0 0 0 0 . Почти въ ту же пору мы встречаемъ также более 
грубое приближение л = УТо = 3 ,162 . . . Переселен'е народовъ вы
звало сильный регрессъ въ научной культуре. Въ средине века арабы 
первые опять подвинули впередъ задачу объ измерены круга путемъ 
построешя обширныхъ тригонометрическихъ таблицъ. Наиболее выда
ю т ! йся изъ христ'анскихъ ученыхъ этой эпохи Леонардъ ПизанскЫ 
первый ушелъ дальше Архимеда; именно, въ своемъ сочинеши „РгасНса 

математики, основывается на такомъ чтеши некоторыхъ 'ероглифовъ, принимаемыхъ 
за гласный буквы или за гласные слоги съ придыхашемъ, которое въ настоящее 
время признано неправильнымъ. 
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geometr iae" (1220) , ограничиваясь также, какъ и Архимедъ, 96-уголь-
никомъ, онъ заключилъ все же число л въ более узюе пределы, именно: 
между числами 1440/458-^ = 3 ,1408 . . . и 1440 /4584 = 3 ,1428 — 
Следующая два с т о л е ™ не подвинули впередъ р-вшешя этой задачи. В ъ 
промежутокъ времени между 1450 и 1460 г.г. кардиналъ Николай Ку-
зансюй снова обратилъ внимаше широкихъ круговъ на задачу объ измере
нш окружности и (по прим*ру арабско-индусскихъ ученыхъ?) внесъ въ ея 
разрешеше новую идею; именно, — онъ предложилъ обратно, исходя о т ъ 
даннаго отрезка , строить правильные треугольники, шестиугольники, 12-уголь-
ники и т. д., периметры которыхъ равны этому отрезку, приближаясь, та
кимъ образомъ, к ъ окружности (аркуфикащя прямой). Его построешямъ 
отвечаетъ значеше л; = 3 , 1 4 2 3 . . . . Менее удачными оказались его пря
мыя вычислешя; при этомъ, какъ и некоторые изъ ближайшихъ его пред-
шественниковъ, онъ впалъ въ ту ошибку, что принялъ значеше л, полу
чаемое путемъ включешя его въ определенные пределы, за точное. Та ж е 
ошибка впоследствш неоднократно вновь выплываетъ. Велик1е люди эпохи 
Возрождешя не получили здесь ничего новаго. Къ концу этой эпохи 
Адр1анъ Мещй (Adrianus Metius) начинаешь перюдъ, въ который съ 
большимъ увлечешемъ занимались различными вычислешями, при чемъ 
дать значеше л съ возможно большимъ числомъ десятичныхъ знаковъ 
было деломъ особаго честолюб1я. Адр1анъ далъ значеше л, которое легко 
запоминается по схеме 1 1 3 / 3 5 5 , именно л = 3 5 5 / 1 1 3 = 3 ,1415929 . . . , 
неправильное только въ седьмомъ десятичномъ знаке . Въ томъ же по
рядке идей работалъ Адр1анъ Романусъ (Adrianus Romanus, умеръ въ 1 6 1 6 
году), который дошелъ до многоугольника, имеющего 2 3 0 сторонъ (!), 
и, такимъ образомъ, обезпечилъ 15 десятичныхъ знаковъ. Далее Лу-
дольфъ ванъ Цейленъ (Ludolf van Ceulen) *) при помощи многоугольника 
о 60 • 2 > 2 9 сторонахъ (!) ушелъ дальше предыдущаго автора на пять деся
тичныхъ знаковъ. В с е трое суть вычислители, не внесипе никакихъ но-
выхъ идей. Иначе обстоитъ д е л о съ великимъ французскимъ математикомъ 
BieTa (Vieta, 1 5 4 0 — 1 6 0 6 ) ; последшй впервые далъ точное а н а л и т и 
ч е с к о е в ы р а ж е ш е ч и с л а (въ ф о р м е безконечнаго произведешя; к ъ 
этому мы еще возвратимся). О н ъ принадлежитъ уже къ математикамъ 
ближайшаго великаго перюда, которые стараются определить число л 
при помощи аналитическихъ выражешй. Геометричесюй пер1одъ истор1и 
числа л завершили Снелл1усъ (Snellius, 1580 — 1626) и Гюйгенсъ (Ниу-
gens, 1 6 2 9 — 1 6 9 5 ) , которые впервые после Архимеда внесли существен
ное улучшеше въ пр1емъ вычислешя л при помощи вписанныхъ и описан
ныхъ многоугольниковъ. Сделанный ими шагъ впередъ заключался въ томъ, 
что они при помощи правильнаго описаннаго и вписаннаго л-угольника 
суживали пределы, въ которыхъ заключается число л, не удваивая 

*) Ср. прим. къ § 135 въ I томе (стр. 569). 
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числа сторонъ; выражаясь современнымъ языкомь, они вычисляли первые 
члены ряда для функщи arcsinus. Научно более проницательнымъ мыслителемъ 
здесь является Гюйтенсъ; его сочинеше (De circuli magnitudine inventa, 
1654) Р у д ю (Rudio) называетъ о д н о й и з ъ н а и б о л е е п р е к р а с н ы х ъ , 
н а и б о л е е з н а ч и т е л ь н ы х ъ р а б о т ъ п о э л е м е н т а р н о й г е о м е т р ш , 
к о т о р ы я к о г д а - л и б о б ы л и н а п и с а н ы * ) . О т ъ Гюйгенса ведутъ свое 
начало мнопя приближенныя построешя для спрямлешя дугъ окружности, 
которыя после этого были неоднократно вновь открыты и еще по насто
ящее время находять себ* прим-Ьнете въ различныхъ отдълахъ прикладной 
математики. Мы къ этому еще вернемся въ конце настоящего параграфа. 

11. В т о р о й п е р ш д ъ : а н а л и т и ч е с к о е в ы р а ж е ш е ч и с л а л (ср. 
гл. XXV тома I). О формул* BieTa мы уже упоминали выше. Съ раз-
витоемъ анализа безконечныхъ въ методахъ вычисления длины окружности 
происходить большой переворотъ. При помощи безконечныхъ рядовъ, 
произведен^ и непрерывныхъ дробей оказалось возможнымъ rfc предель
ные процессы, которые по Архимеду приходилось производить надъ 
г е о м е т р и ч е с к и м и о б р а з а м и , заменить а н а л и т и ч е с к и м и ф о р м у л а м и ; 
да и весь пр1емъ Архимеда можно было выразить формулой. На другихъ 
основашяхъ покоится формула Валлиса (Vallis, 1 5 1 6 — 1 7 0 3 ) , которая 
была сообщена въ § 137 тома I. Рядъ, выражающШ arctangens, откры
тый Грегори (Gregory, 1670) и Лейбницемъ (1673) , далъ возможность 
совершенно отделить вычислеше числа л отъ геометрш. Основываясь 
на теореме сложеш'я функщи arctangens, можно при помощи npieMa, 
указаннаго въ § 134 тома I, получить очень быстро сходяицеся ряды, 
которыми различные вычислители действительно воспользовались, чтобы 
определить несколько сотенъ десятичныхъ знаковъ числа at (ср. т. I, 
§ 134) . Важнее еще, нежели эти выражения числа л при помощи ря
довъ, было открытое, сделанное Леонардомъ Эйлеромъ (Leonhard Euler, 
1 7 0 7 — 1 7 8 3 ) , которому тригонометр1я обязана современнымъ своимъ раз-
витоемъ. Въ своемъ сочиненш „Introductio in analysin infim'torum", I, 
стр. 104, Эйлеръ указалъ связь функщи sinjc и COSJC СЪ показательнымъ 
рядомъ, выражаемую формулами: 

е** = c o s x -+- /sinjc, е-** = cosx — isinx, 

(т. I, § 127), которыя, совместно съ соотношешемъ е2*' = 1, содержать 
въ себе всю тригонометрш. На этихъ формулахъ позже было построено 
доказательство трансцендентности числа л;. 

*) А р х и м е д ъ , Г ю й г е н с ъ , Л е ж а н д р ъ , Л а м б е р т ъ . .О квадратуре круга". 
Съ приложешемъ исторш вопроса, составленной проф. Ф. Р у д т , Переводъ съ 
нъмецкаго подъ редакцдей и съ примечанЫми прив.-доц. С. Бернштейна. Одесса, 
1911. Изд. .Mathesis". Составляя настоящий исторически очеркъ no М. Кантору и 
по Ганкелю, мы неоднократно пользовались и этой прекрасной книгой. 
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12. Т р е т ' й п е р ш д ъ : и з с л * д о в а н 1 е ч и с л о в о г о х а р а к т е р а 
ч и с л а л. Мы совершенно не въ состоянш представить с е б * громаднаго 
впечатлътя , которое должны были произвести поразительныя открыли 
анализа на вс* . мысляш.1е умы. В ъ течение стоя*т 'й удавалось отвоевывать 
тайны математики лишь путемъ тяжкаго труда, а т у т ь она внезапно стала 
изливать свои истины въ поразительномъ обилш. При всемъ томъ не уда
валось найти квадратуру круга въ узкомъ смысл* этого слова. Подъ этимъ 
разумели теоретически совершенно точное построеше квадрата, равнове-
ликаго кругу, съ помощью обычныхъ конструктивныхъ средствъ элемен
тарной геометрш, т . е. п р и п о м о щ и о д н и х ъ т о л ь к о ц и р к у л я и л и н е й к и 
и п р и т о м ъ к о н е ч н ы м ъ ч и с л о м ъ о п е р а ц ' й . Въ то время, какъ наибол*е 
серьезные математики стали приходить к ъ убъждешю, что такая квадра
тура невозможна, что число л трансцендентно, диллетанты все настойчивее 
стали заниматься этимъ предметомъ. Врядъ ли какая-либо задача въ геоме
т р ш сделалась столь популярной, какъ эта. Ея смыслъ безъ дальн*йшихъ 
пояснеж'й казался понятнымъ каждому диллетанту. Слишкомъ преувели
чивая значен'е численнаго вычислен'я л для геометрш, спещалисты и не-
спещалисты старались найти „четыреугольникъ круга" * ) . В ъ 1766 году 
Ламберте (J . Н. Lambert , род. въ Мюльгаузен* въ Эльзас* въ 1728 году, 
умерь въ Берлин* въ 1777 году) весьма кстати опубликовалъ свое со
чинение «Предварительный св*д*н'я для т * х ъ , которые ищуть квадратуру 
и ректификашю круга** ) . В ъ этомъ сочинеши онъ доказалъ сл*дующее: 
если х есть региональное число, отличное отъ нуля, то ни е*, ни tgjc 

не могутъ им*ть рашональнаго значен'я. Н о такъ какъ tg ^ ~ = 1 , 

т о отсюда вытекаетъ и р р а ц ш н а л ь н о с т ь ч и с л а тс. Этимъ, конечно, еще 
не была доказана невозможность квадратуры круга въ узкомъ смысл* 
этого слова, ибо число л могло бы выражаться, напримъръ, квадратнымъ 
корнемъ изъ цълаго числа, каковой всегда можетъ быть построенъ ко
нечнымъ числомъ операшй при помощи циркуля и линейки на основанш 
теоремы Пиеагора. Н о этимъ былъ данъ первый толчекъ и первыя осно-
вашя к ъ тому, чтобы изсл*довать численный характеръ л; къ тому 
же Ламбертъ поставилъ з а д а ч у о т о м ъ , ч т о б ы д о к а з а т ь , ч т о ч и с л о 
л не м о ж е т ъ с л у ж и т ь к о р н е м ъ а л г е б р а и ч е с к а г о у р а в н е н ' я с ъ 
р а ц ' о н а л ь н ы м и к о э ф ф и ц ' е н т а м и . Числа, удовлетворяющ'я такимъ урав-
нешямъ, называются а л г е б р а и ч е с к и м и . Къ нимъ принадлежать и ращ-
ональныя числа, какъ р*шен 'я уравнения 1-ой степени съ ращональными 

*) Насколько многочисленны были эти попытки, можно судить по тому, что 
Парижская Академ1я Наукъ уже въ 1755 году была вынуждена заявить, что она 
не принимаете къ разсмотр*шю никакихъ р*шешй квадратуры круга. 

**) Vorlaufige Kenntnisse fiir die, so die Quadratur und Rectification des Cir-
culs suchen". 



317 

коэффициентами; л должно быть, такимъ образомъ, н е а л г е б р а и ч е -
с к и м ъ , т. е. т р а н с ц е н д е н т н ы м ъ числомъ. Въ 1840 году /Нувиллю 
(Liouville) удалось доказать существоваше транцсцендентныхъ чиселъ. Въ 
1873 году Эрмиту (Hermite) удалось доказать трансцендентность числа е, 
основашя натуральныхъ логариемовъ, поел* того, какъ Л1увилль обна
р у ж и л а что ни е, ни е2 не могутъ удовлятворять квадратному уравненш. 
Наконецъ, Ф. Линдеманнъ ( F . Lindemann) въ 1889 году, опираясь на 
работу Эрмита, д о к а з а л ъ т р а н с ц е н д е н т н о с т ь ч и с л а л и тЬмъ при-
велъ къ концу древнюю задачу о квадратур* круга. 

13. И з ъ трансцендентности числа л вытекаетъ, что построить его 
циркулемъ и линейкой при помощи конечнаго числа операшй теоре
тически совершено точно — невозможно, ибо вс* отр*зки, которые можно 
точно построить посредствомъ циркуля и линейки, могутъ быть выражены 
при помощи извлечешя квадратныхъ корней изъ отр*зковъ, уже найден-
ныхъ (по существу э т о . выполняется на основанш теоремы Пиеагора) . 
Отр*зокъ , построеше котораго въ этомъ смысл* выполнимо, можетъ быть 
поэтому выраженъ при помощи ряда квадратныхъ корней, соединяемыхъ 
другъ съ другомъ или извлекаемыхъ одинъ изъ другого, а потому всегда 
удовлетворяешь алгебраическому у р а в н е н ш . 

Если, такимъ образомъ, точное построеше числа яг въ указанномъ 
смысл* невозможно, то во многихъ случаяхъ практической геометрш 
д*ло сводится къ тому, чтобы дать достаточно точные п р и б л и ж е н 
н ы е п р 1 е м ы для выпрямлешя окруж
ности и ея частей. Во многихъ слу
чаяхъ значеше яг = 2 2 / 7 даетъ удо
влетворительные результаты. На томъ 
способ* выпрямлешя окружности, 
который основывается на этомъ зна
ченш, намъ, конечно, не приходится 
останавливаться. Однако, этотъ пр1емъ 
можно считать простымъ только въ Ф И Г G -
томъ смысл*, что онъ легко обосно
вывается. Много легче и короче другой пр1емъ, который Гюйгенсъ при
водить въ указанномъ выше своемъ сочинеши въ вид* предложения 
XIII-го, хотя доказать его гораздо трудн*е. npieMb этотъ заключается въ 
сл*дующемъ: чтобы выпрямить дугу АВ' (фиг. 116) , нужно на paoiyc* 
OA отложить отр*зокъ ОС, равный д1аметру, такимъ образомъ, что
бы точка О была расположена между А и С; затъмъ отыскать точку 
переевчеш'я В прямой СВ' съ касательной в ъ точк* А ; если В есть 
точка пересЬчент , то п р и б л и ж е н н о АВ — a r c АВ'. Доказательство мы 
проведемъ аналитически. 
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Если мы еще опустимъ перпендикуляръ В А' на прямую С А, то 
и з ъ подоб 'я треугольниковъ С А' В' и CAB слъдуетъ: 

sir singp = 3г1(2г A- /-cosgp), s = Зг • singp/(2 -+- cosgp), 

гдъ подъ д> мы разумъемъ уголъ В'OA; точнее п о д ъ gp мы р а з у м ъ е м ъ 
з д ъ с ь д у г у , к о т о р а я в ъ к р у г е р а д 1 у с а 1 с о о т в ъ т с т в у е т ъ ц е н 
т р а л ь н о м у у г л у АОВ'. Эту дугу называютъ а б с о л ю т н о й м е р о й 
угла. Въ такомъ случа* а г с Л В ' = г(р, и для оценки точности построен'я 
остается только опредълить разность А = rg>~ s между истинной длиной 
дуги гд> и ея приближеннымъ значен'емъ s. Съ этой целью развернемъ 
выражеше 3singp/(2 -f- cosgp) въ рядъ по возрастающимъ степенямъ др. 
Для этого нужно сюда подставить ряды, полученные въ § 118 т. I для 
sing; и cosgp, и произвести двлеше . Простое вычислеше даетъ : 

3 sin gp / gp5 gp7 

5 = Г ' 2 + cos q> = Г \ 1Ж) + 1 5 1 2 

„Погрешность" А этого приближешя, такимъ образомъ, положительна и 
примерно пропорщональна 5-ой степени угла gp и 1-ой степени рад1уса г. 
Для угла въ 60° дуга (р = 2лг/6 = 1,05; при 30° дуга gp = 0 ,52 . Изъ 
последняго же уравнешя получаемъ: 

при gp = 1 : А = W200 (приближенно) 

„ д> = Ч-2: А = г / 5900 

Для угловъ, которые не превышаютъ 30°, точность, такимъ образомъ, 
чрезвычайно велика. Можно спокойно взять рад 'усъ въ 100 сантиметровъ, 
не рискуя сделать заметной ошибки. Увеличивая въ 12 разъ выпрямлен
ную дугу въ 30°, мы получимъ п е р и ф е р ш круга. Въ большей части 
случаевъ въ начертательной геометрш, где рад1усъ редко превышаетъ 
5 сантиметровъ, этотъ пр1емъ можно применять даже къ д у г * въ 60°. 

Гюйгенсъ даетъ еще другой пр1емъ, для выпрямлен'я дуги (задача 
III 1. с ) , практически менее удобный, погрешность котораго также про
порщональна рад1усу и 5-ой степени центральнаго угла, но меньше, не
жели въ указанномъ выше построенш. 

Недавно Лампе (Lampe, „Mathesis" (2 ) 7, 1897) и Штекель (Sta
ckel, Arch. d. Math, u P h y s . (3) , 11) занялись обобщешемъ формулы 
s= 3 r sin gp/(2 + cos gp), которое, впрочемъ, ведетъ свое начало еще отъ 
Николая Кузанскаго. 

14. Въ заключеше укажемъ еще одинъ пр1емъ выпрямлешя окруж
ности, который геометрически собственно долженъ былъ бы быть пред-
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почтенъ npieMy Архимеда. Этотъ пр1емъ заслуживалъ бы даже того, что
бы положить его въ основу элементарнаго вычислешя длины окружности 
и, если мы этого не делаемъ, то только потому, что пр1емъ Архимеда 
более приспособленъ къ самому понятою о длин* дуги, ибо всегда бу
детъ казаться наиболее естественнымъ определять длину дуги, какъ 
пред-Ьлъ вписанной въ нее правильной ломаной лиши при неограничен-
номъ увеличенш числа ея сторонъ. 

Положимъ, что нужно выпрямить дугу OA окружности С pauiiyca г, 
т . е. нужно превратить ее въ прямолинейный отрезокъ той же длины 
(фиг. 117) . Д1аметръ ОС встречаетъ окружность въ точк* Q , такъ что 
-Зс АСгО = -Зс АСО/2 = др/2, гдъ <р есть, абсолютная мера угла АСО. 
Тогда arc АО = rq>; если мы опишемъ окружность изъ точки С, какъ 
изъ центра, рад1усомъ СхО, то д1аметръ СХА встретить последнюю ВЪ 

I 

Фиг. 117. 

точк-fe Ах такимъ образомъ, что ОАх = 2r-<р!2 = гдр; такимъ обра
зомъ, arc OA = arc ОАх. Этотъ пр1емъ можно повторить неограниченное 
число р а з ъ : беремъ СХС2= СхО; изъ точки С 2 , какъ изъ центра, ра-
дтусомъ С20 описываемъ окружность и находимъ точку пересечешя 
послъдней А2 съ рад1усомъ СгАх. Тогда arc ОА2 = arc ОАх = arc OA . . . 
О к р у ж н о с т и п о с т о я н н о в о з р а с т а ю т ъ ; ОС3 = 2 ОС2; OCi = 2 ОС3 . . . ; 
arc OA = arc ОАх = arc OA2 = arc OA3 = arc OA4 = • • •; д у г и ж е о с т а 
ю т с я р а в н ы м и и с т а н о в я т с я п о с т о я н н о бол-fee п л о с к и м и и не
о г р а н и ч е н н о п р и б л и ж а ю т с я к ъ о т р е з к у ОА„; ч е м ъ б о л ь ш е л, 
т е м ъ б о л е е о т р е з о к ъ ОА„ п р и б л и ж а е т с я к ъ д у г е OA. Однако, 
въ этомъ виде построеше практически невыполнимо, такъ какъ точки С 
уходятъ за пределы того пространства, которымъ мы располагаемъ на 
чертеже. Это неудобство можно устранить слелующимъ простымъ сооб-
р а ж е ш е м ъ : АХА2 ±_ ОАх, А2А3 ± ОА2, A3At ± ОА3 . . . ; кроме того 
лучъ ОАх д е л и т ь пополамъ -$:АОТ*), лучъ ОАг д е л и т ь пополамъ 

*) Т есть произвольная точка на касательной въ точке О, взятая с ъ той 
стороны прямой ОС, с ъ которой расположенъ радиусъ АС. 
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J£A2OT и т . д . Отсюда вытекаетъ построение, которое непосредственно-
видно на чертеже 1 1 8 ; оно у насъ прервано на о т р е з к е OAs. 

Если мы проведемъ еще АВ J_ СО, то 

AB = rsincp, ОА = ВА : cosgo/2, 

OAt = OA : cos 97/4, OA2= OAt : cos 97/8, 

Поэтому 

" cos 95/2 • cos95/4 • cos 99/8 •• • cos дз/2" + 1 

если g> меньше двухъ прямыхъ, т. е. если (р < л. 
Что эта формула съ возрасташемъ г действительно 
воспроизводить все точнее дугу OA = 99, вытекаетъ. 
изъ известной Э й л е р о в о й ф о р м у л ы 

С Б О „ =

 S!"_? 
ф и г j j 8 cos 95/2 • cos 9>/4 • cos gp/8 • • • ad inf. 

(Opuscula. anal. I, pag. 3 4 6 ) . При g> = л/2 мы получаемъ отсюда выра-
жеше для л/2, данное В'ета и указанное нами выше. Его можно очень 
наглядно получить по отрезку OA „ . 

Наконецъ, укажемъ еще, что въ прямоугольномъ треугольнике 
ОАпСп + \ (фиг. 118) гипотенуза ОС„+\ = 2п+1 г, катетъ Л л С „ _ ц = 
= V(2П + 1 rf — s„2, где s„ = OAn , такъ что 

AnAn^-i = С„ А„ 4-1 — С„+хА„ = С„ 0 — С„ А„ 

= 2" + 'г - VJ^+hf - s 2 ; 

а потому въ прямоугольномъ треугольнике ОА„ А„ + i 

sl + 1 = OA2„±i= si + А„Al + , = V + (2" + V - > / ( 2 ' 7 + 1 7 ) ^ Г 2 ) 2 -
Такимъ образомъ, с ъ п о м о щ ь ю о д н о й т о л ь к о т е о р е м ы П и е а 

г о р а и т е о р е м ы о в п и с а н н о м ъ у г л е мы и м е е м ъ в о з м о ж н о с т ь в ы 
ч и с л я т ь о т р е з к и OA„ = s„ п о о т р е з к у OA=s: 

s l + 1 = s„* + (2" + 1 г - r / 7 2 " + 1 r ) 2 - S „ 2 ) 2 ; 

э т и о т р е з к и с ъ в о з р а с т а н ' е м ъ п п р и б л и ж а ю т с я к ъ д у г е OA. 
Въ этомъ пространномъ вычисленш длины дуги можно было бы легко 
указать верхнюю границу въ виде отрезковъ OZ„, которое ограничи-
ваютъ прямыя Cn + iA„ на касательной ОТ. При помощи бинома Ньютона 
можно также на основами последней формулы сделать оценку разности 
s„ 4 . 1 — s „ , которая имъетъ р е ш а ю щ е е значен'е въ вопросе о сходимости 
указаннаго процесса. 
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§ 24. Предложешя и задачи, относящаяся къ окружности. 

1. В ъ вид* применены основныхъ предложены, а также для уста-
новлешч связи съ твми элементарными соображешями, которыя были впле
тены въ изложенныя выше основы геометрш, мы разсмотримъ здесь н*-
которыя задачи, относящаяся къ геометрш круга. 

РавнодБляшдя угловъ a, ft у треугольника ABC и смежныхъ съ 
ними угловъ пересекаются по три въ четырехъ точкахъ / , / „ , / ( , , 1С — въ 
центрахъ четырехъ окружностей, которыя касаются всехъ сторонъ тре
угольника или ихъ продолженШ. Пусть / будетъ центръ „внутренней" 

Фиг. 119. 

вписанной окружности, /„ центръ „ вцЬвписанной" окружности, касающейся 
стороны а и продолжешя двухъ другихъ сторонъ (фиг. 119) . Соответ
ственно этому мы обозначимъ: 

точку пересъчешя окружности / 1а 1ь 1с, 
съ прямой а черезъ X Ха Хъ Хс, 

» Ь „ Y Ya Yb Yc, 
„ п с „ Z Za Zb :ZC. 

Постараемся определить отрезки , на которые эти точки д е л я т ь стороны, 
по даннымъ сторонамъ треугольника. В с л е д с г а е конгруэнтности тре-

B е 6 е р ъ, Энцнклоп. элемент, геометрш. 21 
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угольников* AYI и AZI имъемъ: AY=AZ; точно такъ же BZ=BX, 

CX=CY. 
Если мы два равныхъ отрезка , выходящихъ изъ вершины А, обо

значимъ черезъ s a , отрезки , выходяшде изъ вершины В, черезъ sb и 
отрезки , выходяице изъ вершины С, черезъ sc, то 

a = sb + sc, b = sc + sa, c = sa-\-sb; (1) 

поэтому 

s„ = s — a, sb = s — b, s c = s — с, г д е a + b + c = 2s. (2) 

Д а л е е имеемъ : 

а = СХе-ВХе, b = CYc-AYc, c=AZc+BZc. 

И, такъ какъ CYC=CXC, AZC = AYC, BXC = BZC, то 

a = CXc-BZc, b = CXc~-AZc, c = AZc + BZc. 

Поэтому 

CXc=CYc = s, AYc = AZc=s-b, BZC= BXc = s~a, (3) 

откуда, между прочимъ, следуетъ, что AZ = BZC; это значить : 

П р е д л о ж е ш е 1. Д в е т о ч к и к а с а ш я , р а с п о л о ж е н н ы й в н у т р и о д 
н о й и т о й ж е с т о р о н ы т р е у г о л ь н и к а , р а с п о л о ж е н ы сим
м е т р и ч н о о т н о с и т е л ь н о к о н ц о в ъ э т о й с т о р о н ы . 

Такъ какъ ВХС = BZC = sa, CXb = CYb = A Y = sa, то мы имеемъ ана
логично : 

П р е д л о ж е ш е 2 . Д в е т о ч к и п е р е с е ч е ш я , р а с п о л о ж е н н ы я на п р о 
д о л ж е н ы о д н о й и т о й ж е с т о р о н ы , л е ж а т ъ с и м м е т р и ч н о 
о т н о с и т е л ь н о к о н ц о в ъ э т о й с т о р о н ы . 

При изследовашяхъ метрическаго характера целесообразно при
своить касательной изъ точки Р къ окружности х длину, принимая за 
таковую длину отрезка PQ, где Q есть точка касашя. Тогда первая изъ 
формулъ (3) д а е т ь : 

П р е д л о ж е ш е 3 . К а с а т е л ь н ы я и з ъ в е р ш и н ы т р е у г о л ь н и к а к ъ в н е -
в п и с а н н о й о к р у ж н о с т и , к а с а ю щ е й с я п р о т и в о п о л о ж н о й 
с т о р о н ы , р а в н ы к а ж д а я п о л у п е р и м е т р у s. 

Если присмотримся внимательно къ формуламъ (1) и (2) , то мы 

легко выразимъ при помощи этихъ предложены отрезки на фиг. 121 
черезъ стороны а, Ь, с. 

Теперь легко также р е ш и т ь задачи, поставленныя въ предыдущихъ 
параграфах*, построить треугольникъ по даннымъ с, a - f b — с = 2sc и по 
рад1усу г описаннаго круга, а также по даннымъ с, s и г; такъ какъ sc = s — с, 
т о эти две задачи эквивалентны. Если даны г и с, то, по теореме о вписан-
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номъ угле , уголъ у определяется, какъ уголъ, вписанный въ окружность 
рад'уса г и опирающейся на хорду с. На сторонахъ угла у отложимъ отъ 
вершины, которую обозначимъ черезъ С, отрезки CYC = СХС = s (фиг. 119) 
и построимъ окружность 1С, касающуюся сторонъ въ точкахъ Хс и 
Ye; если теперь на сторонахъ СХС и CYC отложимъ отрезки СХ и CY, 
равные каждый s — с, то перпендикуляры, возставленные изъ точекъ 
X, Y къ сторонамъ угла, пересекутся въ центре / вписаннаго круга. 
Прямую АВ мы найдемъ, какъ общую касательную къ окружностямъ / и / с . 
Чтобы р е ш е ш е было возможно, необходимо, чтобы ни одна изъ окруж
ностей не пересекала другой и не заключала ее внутри себя, т . е. не
обходимо, чтобы величина 2sc не превышала определенной границы д. 

2. И з ъ подоб'я треугольниковъ CYI и CYCIC на фиг. 119, если 
мы обозначимъ рад'усы окружностей / , / а , , / с черезъ о, р а , р&, Qc, 
вытекаетъ: 

р : sc = Qc : s. 

С ъ другой стороны, треугольники AZI и ICZCA также подобны, 
т а к ъ какъ эти треугольники прямоугольные, а прямыя 1СА и AI взаимно 
перпендикулярны; поэтому 

Q : sa = sb : дс. 

Перемножая эти две формулы, получаемъ: р 2 : sasc = Sb : s , или 
о 2 = saSbSc : s ; деля же эти пропорщи почленно, получимъ: s a : sc = Qc

2 : ss&, 
или QC

2 = ssaSb : s c . 

П р е д л о ж е н ' е 4. М е ж д у р а д ' у с а м и ч е т ы р е х ъ о п и с а н н ы х ъ о к р у ж 
н о с т е й и о т р е з к а м и s, sa, Sb, sc, с о с т а в л е н н ы м и и з ъ 
с т о р о н ъ а, Ь, с, и м е ю т ъ м е с т о с о о т н о ш е н ' я : 

р = V SaSbScis , Рд = VsSbScSa , Qb = VsScSaISb , Qc = V SSaSblsc • (4) 

Такъ какъ треугольникъ ABC состоитъ изъ треугольниковъ А/В, 
В/С, С/А, то его площадь J равна eg,'2 -f- а р / 2 -f- bg!2 = S Q . А такъ 
какъ ABC = AICC+ B/CC ~A/CB, то J = bge/2 - f a p c / 2 - cp c / 2 = scQc • 
П р е д л о ж е ш е 5 . П о д а н н ы м ъ п р е д ы д у щ е г о п р е д л о ж е н ' я У в ы ч и 

с л я е т с я п о ф о р м у л а м ъ : 

У = SQ = SaQa = SbQb — ScQc. (5 ) 

Въ частности изъ предложены (4) и (5) получается известная фор

мула для площади треугольника 

У = VsSaSbSc, (6 ) 

найденная Герономъ Александр'йскимъ. 
По определешю меры площади 

У = ahJ2 = bhb!2 = chcl2, (7 ) 
21» 
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гдъ ha, hb, hc суть высоты треугольника. При помощи соотношешй (6) 
ихъ можно вычислить по даннымъ s, s„, sb, sc. 

С ъ рад!усомъ описаннаго круга О стороны треугольника также свя
заны зависимостью, которую легко указать (фиг. 120) . Если D есть вторая 
конечная точка д1аметра ОС, то DAC есть прямой уголъ и ADC = 
= ABC, какъ вписанные углы, опирающееся на одну и ту же дугу 
АС. Поэтому треугольники CAD и СНСВ (Нс есть основаше высоты hc) 
подобны; следовательно, 

2r:b = a:ha, 2r = ab : hc — abc : chc = abc : 2J, или 

3. Полезным* преобразовашемъ теоремъ о подобш являются п р е д 
л о ж е ш я о х о р д а х ъ и с ъ к у щ и х ъ . Если две хорды АВ' и ВА' одной 
и той же окружности пересекаются въ т о ч к е V (фиг. 121), то отрезки 

VA и VB' называются о т р е з к - а м и х о р д ы АВ'; точно такъ же UA, UA' 
суть о т р е з к и , которые точка U определяетъ на х о р д е АА', также и 
въ томъ случае, когда точка U лежитъ вне окружности. Вместе съ т е м ъ 
имеемъ следующее предложеше: 

П р е д л о ж е ш е 6. Е с л и и з ъ т о ч к и Р п р о х о д я т ъ д в е х о р д ы и л и 
с е к у и п ' я к ъ о д н о й и т о й ж е о к р у ж н о с т и , т о п р о и з в е 
д е т е о т р е з к о в ъ , к о т о р ы е т о ч к а Р о п р е д е л я е т ъ на 
о д н о й и з ъ э т и х ъ д в у х ъ п р я м ы х ъ , р а в н о п р о и з в е д е ш ю 
о т р е з к о в ъ , к о т о р ы е т а ж е т о ч к а о п р е д е л я е т ъ н а д р у 
г о й п р я м о й . О б р а т н о : если равны эти произведешя, то че
тыре крайшя точки этихъ четырехъ отрезковъ , кроме точки Р, 
лежать на одной окружности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если точка U лежитъ в н е окружности на секу-
щихъ АА' и ВВ1, то изъ подоб1я треугольниковъ ABU и BA'U 
(фиг. 121) с л е д у е т ъ : UA : UB = UB : UA', или UA • UA' = UB • UB . 

Ar=abclJ. (8) 

А 

Фиг. 120. Фиг. 121. 
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Доказательство остается правильнымъ и въ томъ случаъ, если точки 
А и А' сливаются въ одну точку Т, такъ что съкущая UA обращается 
въ касательную: UT2 = UA • UA'. Если данная точка V лежитъ внутри 
окружности (фиг. 121), то изъ подоб'я треугольниковъ А VА' и BV В' 
такимъ же образомъ слъдуетъ: VA • VB' = VB • VA'. — Обратное пред
ложен'е доказывается отъ противнаго. На этомъ предложенш основывается 
все содержаше § 9, планиметрическую часть котораго было бы умъстно 
поместить здъсь ; это учеше о с т е п е н и точки относительно окружности, 
объ и н в е р с ш и о п у ч к а х ъ о к р у ж н о с т е й . 

4. И з ъ предложенШ, относящихся к ъ инверсш, мы вновь напомнимъ 
ту теорему, что каждой окружности х, всегда отвъчаетъ окружность же х', 
которая иногда вырождается въ прямую. Касательныя, выходящая изъ центра 
инверсш О къ окружности х, должны касаться также окружности х ' . 
Ц е н т р ъ и н в е р с ш я в л я е т с я , т а к и м ъ о б р а з о м ъ , т а к ж е ц е н т р о м ъ 
п о д о б 1 я д в у х ъ в з а и м н о о б р а т н ы х ъ о к р у ж н о с т е й . 

О б р а т н о : если даны д в * окружности х и х' и мы проведемъ изъ 
одного изъ центровъ подоб'я О касательныя а и b къ окружности, ко
торыя касаются окружности х въ точкахъ А и В и окружности х' въ 
точкахъ А' и В', то OA • OA' = ОВ • ОВ' есть степень инверсш, ко
торая имъетъ центръ въ точкъ О и превращаете окружность х въ окруж
ность х ' . Итакъ : 
П р е д л о ж е н ' е 7 . Д в ъ о к р у ж н о с т и х и х' о п р е д ъ л я ю т ъ в с е г д а д в * 

и н в е р с ш , п р е о б р а з о в ы в а ю щ а я э т и д в ъ о к р у ж н о с т и 
д р у г ъ в ъ д р у г а . Ц е н т р а м и и н в е р с ш с л у ж а т ъ в н у т р е н н ' й 
и в н ъ ш ш й ц е н т р ы п о д о б ' я . В з а и м н о о б р а т н ы м и в с е г д а 
я в л я ю т с я дв-fc т о ч к и , п р и н а д л е ж а щ а я о д н о м у „ л у ч у 
п о д о б ' я " (такъ называется всякая прямая, проходящая черезъ 
центръ подоб'я) , н о не р а с п о л о ж е н н ы я на п а р а л л е л ь н ы х ъ 
р а д ' у с а х ъ . 

5. П р е д л о ж е ш е 8. Если д в ъ о к р у ж н о с т и к а с а ю т с я т р е т ь е й , 
т о т о ч к и к а с а ш я п р е д с т а в л я ю т ъ с о б о й двтз в з а и м н о -
о б р а т н ы я т о ч к и (въ одной изъ инверсШ, опредъляемыхъ, 
согласно предыдущему предложен'ю, первыми двумя окруж
ностями). 

Пусть х и х ' будутъ данныя двъ окружности (фиг. 122 и 123) , 
а Я (или а) пусть будетъ окружность, касающаяся объихъ данныхъ 
окружностей. Пусть М, N, L, (S) будутъ центры окружностей х и х ' , 
Я (и а ) . Наконецъ, пусть А и А' будутъ точки, въ которыхъ окруж
ность Я касается окружностей л и х ' . (Точно такъ же пусть В и Bt будутъ 
точки, въ которыхъ окружность а касается окружностей х и х ' ) . Точки 
касашя всегда лежать на центральной прямой; следовательно ,—точка А 
на прямой ML, точка А' на прямой NL (точка В на прямой MS, 
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точка By на прамой NS). Такъ какъ ALA' (BSBA есть равнобедренный 
треугольникъ, то LAA' = Эти углы мы обозначимъ черезъ а . 
Положимъ, что прямая АА' встръчаетъ окружность х въ точкъ St. В ъ 
такомъ случаъ имъетъ мъсто также равенство ЛШ = МА и, следова
тельно, М"йА = МА% = а; поэтому М911| NA', т. е. точки % А' 
отвечають другъ другу въ подобномъ соответствш, которое относить 
другъ другу точки М и N; прямая АА' проходить, следовательно, 
черезъ одинъ изъ центровъ подоб1я окружностей х и х'\ а такъ какъ 

Фиг. 122. 

21 и А' суть соответствуюиня точки и А есть вторая точка, въ которой 
прямая Я Л ' встречаетъ окружность к, то точки А и А' взаимно обратны 
(точно такъ же точки В и ВЛ. На фиг. 122 изображено подоб1е съ 
внешнимъ центромъ, на фиг. 123 — съ внутреннимъ центромъ. 

О т с ю д а с л е д у е т ъ , ч т о о б щ а я т о ч к а д в у х ъ с о п р и к а с а ю щ и х с я 
о к р у ж н о с т е й х и х о б р а т н а с а м о й с е б е в ъ к а ж д о й и з ъ д в у х ъ 
и н в е р с и й , п р е в р а щ а ю щ и х ъ э т и о к р у ж н о с т и д р у г ъ в ъ д р у г а . 

6. Какъ мы видели при доказательстве предложешя 8, прямая, со
единяющая две точки, въ которыхъ две окружности Ху и х2 касаются 
третьей окружности Я, всегда проходитъ черезъ внутреншй или внешнШ 
центръ подоб1я хх и х.г; согласно же п р е д л о ж ё н ш 7, точки касашя вза
имно обратны въ инверсш, имеющей центромъ О упомянутый центръ 
подоб1я, но все окружности, относительно которыхъ точка О имееть 
характерную для этой инверсш степень, принадлежать связке, определяющей 
собой и самую и н в е р с ш . Эту связку мы будемъ называть „связкой центра 
подоб1я О", или, короче, „связкой подоб1я Ои. Мы можемъ теперь сказать : 
П р е д л о ж е ш е 9. О к р у ж н о с т и , к а с а ю ш т я с я д в у х ъ о к р у ж н о с т е й 

Ху,Х2, п р и н а д л е ж а т ь о д н о й и з ъ д в у х ъ с в я з о к ъ п о д о б 1 я 
о к р у ж н о с т е й X j . X g . 
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П р е д л о ж е ш е 10. К а ж д а я о к р у ж н о с т ь Я, п р и н а д л е ж а щ а я о д н о й 
и з ъ с в я з о к ъ п о д о б 1 я д в у х ъ о к р у ж н о с т е й хх, х 2 и п е р е 
с е к а ю щ а я о д н у и з ъ н и х ъ , п е р е с е к а е т ъ т а к ж е в т о р у ю 
и п р и т о м ъ п о д ъ т е м ъ ж е у г л о м ъ . 

Въ самомъ д еле , такъ какъ окружность Я (въ связке) обратна 
самой себе , окружности же хх и х2 переходятъ одна въ другую, то и 
углы (хх, Я) и (х 2 , Я) взаимно обратны, а потому и равны. 

Предложеше 10 допускаеть обращеше и содержитъ въ себе пред
ложеше 9, какъ частный случай. 

П р е д л о ж е ш е 11. К а ж д а я о к р у ж н о с т ь Я, п е р е с е к а ю щ а я о к р у ж 
н о с т и хх и х 2 п о д ъ р а в н ы м и у г л а м и , п р и н а д л е ж и т ъ 
о д н о й и з ъ с в я з о к ъ п о д о б 1 я хх и х2. 

Эту теорему можно доказать прямо при помощи фигуры, частными 
случаями которой при <р = 0 являются фигуры 122 и 123. Можно вести 

Фиг. 123. 

доказательство также и следующимъ образомъ. Каждая инверая J, центръ 
которой С лежитъ на окружности Я, обращаешь Я въ прямую Я', которая 
пересекаетъ обратныя окружности хх и х2 подъ теми же углами, что и 
окружности x t и х^ прямая Я' проходитъ поэтому черезъ одинъ изъ 
центровъ подоб!я S' окружностей хх и х{. Связка инверсш, превраща
ющей окружности хх и х / другъ въ друга, а прямую Я' въ самое себя, 
преобразовывается инвераей J въ связку такой инверсш, которая пре
вращаетъ окружности Xj и Xg другъ въ друга, а окружность Я въ себя 
самое; это есть одна изъ инверо'й, которая отвечаешь связкамъ подоб1'я 
окружностей х 1 и щ, а потому окружность Я принадлежить одной и з ъ 
этихъ связокъ. 
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7. И з ъ сказаннаго с л ъ д у е т ъ : 

П р е д л о ж е н и е 12 . В с ъ о к р у ж н о с т и , к о т о р ы я п е р е с ъ к а ю т ъ т р и 
о к р у ж н о с т и х , , Х 2 , з%, н е п р и н а д л е ж а щ а я о д н о м у п у ч к у , 
п о д ъ о д и н а к о в ы м и у г л а м и , о б р а з у ю т ъ в ъ с о в о к у п 
н о с т и ч е т ы р е п у ч к а . 

Всъ окружности, пересъкающ'я подъ одинаковыми углами какъ 
окружности х± и , такъ и окружности х2 и х3, пересъкаютъ также 
окружности 5% и подъ равными углами. Отсюда слъдуетъ, что в с я к а я 
о к р у ж н о с т ь , к о т о р а я п р и н а д л е ж и т ъ к а к о й - л и б о с в я з к ъ п о д о б ' я 
Si2 о к р у ж н о с т е й х , и х%, а т а к ж е к а к о й - л и б о с в я з к ъ п о д о б ' я Sm 

о к р у ж н о с т е й Xg и Xg и в ъ т о ж е в р е м я п е р е с ъ к а е т ъ о д н у и з ъ 
э т и х ъ о к р у ж н о с т е й , н е о б х о д и м о п р и н а д л е ж и т ъ т а к ж е о д н о й 
и з ъ с в я з о к ъ п о д о б ' я 5 3 1 о к р у ж н о с т е й х3 и x t . Но обиц'я окруж
ности двухъ связокъ S12 и образуютъ пучекъ, который долженъ 
принадлежать также связкъ S31. Такъ какъ центры Slt S2, S3 связокъ 
*̂ 2з > "^31 > ^12 им*ютъ одну и ту же степень относительно всъхъ окруж
ностей пучка, то эти три точки лежать на радикальной оси пучка. Итакъ, 
ш е с т ь ц е н т р о в ъ п о д о б 1 я т р е х ъ о к р у ж н о с т е й р а с п о л о ж е н ы п о 
т р и н а о д н о й п р я м о й — на „ о с и п о д о б ' я " . Теперь ясно, что к а ж д а я 
окружность, принадлежащая связкамъ S12 и 5 ^ , необходимо принадле
житъ также связкъ 5 И , даже и въ томъ случа*, если она не пересъкаетъ 
ни одну изъ трехъ окружностей щ, х^, х3; въ самомъ д*л* , она при
надлежитъ нашему пучку, в с * окружности котораго принадлежать также 
связк* 5 В 1 . Н о , такъ какъ им*ются д в * связки S12 и д в * связки , 
то им*ются четыре пучка, окружности которыхъ перес*каютъ подъ 
равными углами три окружности x t , X g , х3. — Четыремъ пучкамъ отв*-
чаютъ четыре оси подоб 'я — р а д и к а л ь н ы я о с и э т и х ъ п у ч к о в ъ . Если 
Кх, К2, К3 суть центры окружностей х1,х2,х3, то можно проще всего 
найти центры подоб 'я , проведя параллельные рад'усы KlA1 || К2А21| К3А3 

и разыскавъ точки перес*чен"я съ центральною осью прямыхъ, соеди
няющихъ соотв*тственныя пары точекъ . Если отр*зки К1А1 и К2А2 

им*ютъ противоположное направлеше, если противоположное направлеше 
им*ютъ также отр*зки К2А2 и К3А3, то отр*зки KtAt и К3А3 им*ютъ 
одинаковое направлеше, т . е. двумъ внутреннимъ центрамъ подоб1я въ 
качеств* третьяго всегда отв*чаетъ вн*шшй центръ подоб1я, лежащдй на 
одной съ ними прямой; это не что иное, какъ предложен'е Дезарга въ 
прим*ненш къ треугольникамъ К^К2К3 и AtA2A3*). Если, такимъ обра-

*) Сонаправленность отр*зковъ на одной и той же прямой можетъ быть 
олредълена, какъ указано въ § 15; сонаправленность же параллельныхъ прямыхъ 
определяется ортогональной проекшей одной прямой на другую. 
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зомъ , Jhk есть внутренний, Акк — внешнш центръ подоб1я окружностей 
Кп и Кк, то соответственно расположены по одной прямой: 

А12 А31, 

А12 J3i' 

Л2 А2Я Jsi > 
J12 Аи. 

Два внешнихъ центра подоб1я не могутъ быть расположены на одной 
прямой съ внутреннимъ; въ самомъ дълъ , если сонаправлены какъ рад1усы 
КуАу и К2А2, такъ и рад1усы К2А2 и КЪА%, то и ращусы КХАХ и КгАг 

и м е ю т ъ одинаковое направлеше. 

8. Къ четыремъ пучкамъ, о которыхъ идеть речь въ предложенш 
1 2 , принадлежать также окружности, касаюицяся всехъ трехъ данныхъ 

Фиг. 124. 

окружностей х1У х. 2 , X g , если таковыя существуютъ. Такъ какъ эти че
тыре пучка легко найти, то задача Аполлошя сводится лишь къ тому, 
чтобы въ д а н н о м ъ п у ч к е о к р у ж н о с т е й н а й т и т е , к о т о р ы я к а с а 
ю т с я д а н н о й о к р у ж н о с т и xt ( и л и X g , или Xg) . Эту задачу, имеющую 
важное значеше для учешя о коническихъ сечешяхъ, намъ теперь легко 
разрешить . Пусть а, /9, у, . . . будутъ окружности даннаго пучка, k — та 
окружность , которой должна касаться некоторая окружность пучка е. Ради-
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кальная ось рам окружностей а и k встречаешь радикальную ось Ь пучка 
въ некоторой т о ч к е S, имеющей одинаковую степень какъ относительно 
всехъ окружностей пучка, такъ и относительно окружностей а и k; сле 
довательно, эта точка имеетъ ту же степень относительно окружностей 
/9 и k, у и k, и т. д . Поэтому радикальныя оси р$к, prk, . . . , рек в с е 
проходятъ черезъ точку 5 . С ъ другой стороны, радикальная ось рек есть 
общая касательная окружностей е и k въ точке ихъ соприкосновешя. 
Она проходитъ черезъ точку S, и такъ какъ эту последнюю точку легко 
построить, то задача по существу разрешена . На практике же наиболее 
простое р е ш е ш е заключается въ следующемъ (фиг. 124) . Находимъ ра
дикальную ось р пучка, выбираемъ произвольно некоторую окружность 
пучка у, пересекающую окружность k; проводимъ общую хорду послед-
нихъ двухъ окружностей у и k, которая будеть въ то же время ихъ 
общей радикальной осью ргк. Точка пересечешя прямыхъ рук и р и есть 
точка 5 ; мы проводимъ изъ нея касательную къ одной изъ окружностей 
пучка*) (или окружности к), для чего, въ случае гиперболическаго 
пучка, можетъ также служить просто о т р е з о к ъ , идущей изъ точки 5 къ 
предельной т о ч к е пучка. Наконецъ, изъ точки S, какъ изъ центра, ра-
д1усомъ, равнымъ ея разстояшю отъ точки касашя, проводимъ окруж
ность, которая пересекаетъ окружность k въ искомыхъ точкахъ сопри-
косновешя В' и В". Если К есть центръ окружности k, то прямыя 
KB' и KB" пересекают* центральную ось пучка въ точкахъ Е', Е", кото
рыя служатъ центрами двухъ искомыхъ окружностей Ё', е" * * ) . — Чтобы 
существовала точка S, радикальная ось рук не должна совпадать съ р\ 
окружность k не должна принадлежать пучку. 

9. После этихъ предварительныхъ соображешй р е ш е ш е Аполло-
шевой задачи уже не представляетъ затруднешя * * * ) . Пусть Кх, К2, К3 

будутъ центры трехъ данныхъ окружностей k l t k2, k3 (фиг. 125) . При 
помощи трехъ параллельныхъ рад1усовъ KXL\, К21^, K^L^ мы построим* 
четыре оси подоб1я. Пусть р будетъ одна изъ нихъ, S12, 5 ^ , 5 8 1 пусть 
будутъ лежаице на ней центры подоб1я. Намъ нужно найти соответ
ствующей пучокъ. Положимъ, что произвольный лучъ, проходящей черезъ 
точку S12, встречаешь окружности kt, въ точкахъ С1г С2; лучъ ж е 
SWC2 встречаешь окружность kB въ т о ч к е С 3 ; въ такомъ случае точки 
Cj и С2 суть взаимнообратныя точки въ связке подоб1я (S^), соответ 
ствующей центру S12; точно такъ же С2, Св суть взаимнообратныя точки 

*) При этой модификаши решеше пригодно даже въ томъ частномъ случае, 
когда k есть прямая. 

**) Фиг. 125 соответствуешь гиперболическому пучку, когда построеше слож
нее; въ случае эллиптическаго пучка мы непосредственно имеемъ радикальную ос ь Ь. 

***) По М а с ф е л л е р у (Massfeller, Archiv d. Math. u. Phys. (3) 3, 189). 
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въ связкъ (S^). Следовательно, окружность у, проходящая черезъ точки 
Сх, С 2 , С», принадлежитъ связкамъ S12 и 5 ^ , а, следовательно, и пучку, 
соответствующему радикальной оси р; р есть радикальная ось этого 
пучка, и намъ нужно отыскать окружности е' и Е" пучка, касаюшдяся, 
скажемъ, окружности kx, а вместе съ темъ и окружностей k2, . С ъ 
этою целью следуетъ отождествить, скажемъ, окружность kx съ окруж
ностью k на фиг. 124, радикальную ось р съ прямой, имеющей то же 
наименован'е на этой фигуре и, наконецъ, окружность у съ окружностью у 
на той же ф и г у р е ; тогда мы легко найдемъ касательныя окружности е', е". 

Четыремъ осямъ подоб'я отвечаютъ четыре пары касательныхъ 
окружностей. Предельные случаи, когда одна или несколько изъ данныхъ 
окружностей переходятъ въ точки или въ прямыя, приводятъ къ много-

численнымъ частнымъ случаямъ, въ которыхъ, однако, приведенное по-
с т р о е т е по существу остается въ силе. Если данныя окружности при
надлежать одному пучку, то это построеше, какъ было указано выше 
въ к о н ц е п. 8, становится непригоднымъ. Н о въ такомъ случае каса-
тельнаго круга е и не существуете вовсе, ибо одна и та же окружность 
х можетъ касаться не более двухъ окружностей пучка. 

10. Р е ш е ш е Аполлон'евой задачи поразительно освещается, если 
мы построимъ соответствующую окружностямъ k l t k2, ks ортогональную 
или д 'аметральную окружность О и къ полученной связке О применимъ 
данную въ § 10 интерпреташю двухъ взаимнообратныхъ точекъ, какъ 
псевдоточекъ, и окружностей пучка, какъ псевдопрямыхъ. Окружности 

Фиг. 125. 
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A j , k2, k3 становятся въ такомъ случа* псевдопрямыми гиперболической 
или эллиптической геометрш, смотря по тому, имъетъ ли связка О орто
гональную или д 'аметральную окружность. Н о въ этой псевдогеометрш 
каждая псевдоокружность состоитъ изъ двухъ дъйствительныхъ окруж
ностей, вздимнообратныхъ въ связкъ О. Аполлон'ева задача теперь гла
с и т ь : п о с т р о и т ь ч е т ы р е п с е в д о о к р у ж н о с т и , к а с а ю ш Л я с я т р е х ъ 
п с е в д о п р я м ы х ъ A j . A g , / ^ . Это — задача, разсмотрънная въ п. 1 о по
строены окружности, вписанной въ треугольникъ, и трехъ вн-ввписанныхъ 
окружностей. Мы должны только имъть въ виду, что въ случа* гипербо
лической связки стороны k l t k2, k3 могутъ и не перес*каться въ д*й-
ствительныхъ точкахъ. Въ такомъ случа* вершинами треугольника служатъ 
идеальныя точки, но построен'е , данное въ п. 1, остается прим*нимымъ 
и въ этомъ случа*, если мы говоримъ не о равнодълящихъ угловъ, а 
о б ъ осяхъ симметрш трехъ паръ сторонъ треугольника. Предложен'е 8 
настоящаго параграфа, согласно которому двумъ окружностямъ всегда 
отв*чаютъ д в * инверсш, превращающая эти окружности другъ въ друга, 
обращается въ нашей псевдогеометрш въ предложен'е, что д в * псевдо-
прямыя всегда могутъ быть преобразованы одна въ другую при помощи 
двухъ псевдосимметр'й совершенно такъ же, какъ это им*етъ м*сто въ 
евклидовой геометрш. Если мы ограничимся наибол*е нагляднымъ слу-
чаемъ, когда три связки подоб 'я Si2, S^, 5 8 1 им*ютъ каждая действи
тельную ортогональную окружность <в 1 2 , со^, с о м , то въ нашей псевдо
геометрш со12, (Bgg , OOgj являются псевдоосями симметрш или равнодЬля-
щими угловъ, образуемыхъ прямыми k l t k2, k». О н * перес*каются въ 
псевдоцентр* псевдоокружности е, касающейся псевдопрямыхъ k1} к2, k» 
и состоящей изъ двухъ дъйствительныхъ окружностей е' и е" . Относи
тельно „ о т р ъ з к о в ъ " , которые псевдоточки касашя опредъляютъ на „сто
ронахъ" псевдотреугольника , k2, k3, остаются въ сил* т * же предло-
жен'я, которыя были приведены въ п. 1. Переводя ихъ обратно на языкъ 
обыкновенной геометрш, мы получимъ рядъ прекрасныхъ тригонометри-
ческихъ формулъ, выводъ которыхъ завелъ бы насъ, однако, слишкомъ 
далеко. В с * пр'емы построен'я , указаннаго въ п. 9 , получаютъ очень 
простую интерпретащю. З д * с ь вновь сказывается большое значен'е гео
метрш, построенной на понят 'яхъ въ смысл* экономЫ мышлешя. Кто 
ум*етъ построить четыре касательныхъ круга въ треугольник* и влад*етъ 
т*ми немногими предложен'ями, которыя необходимы, чтобы интерпрети
ровать геометрш связки окружностей, какъ неевклидову геометрш, тотъ 
можетъ разрешить Аполлон'еву задачу, не затрачивая новой работы 
мысли, и при томъ самымъ простымъ образомъ. Даже гораздо бол*е общая 
задача о построены окружности, пересекающей три данныя окружности 
£ j , k2, ks подъ данными углами сц, сц, , претворяется въ простую 
задачу, относящуюся къ треугольнику, и получаеть простое решеше. 
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§ 25. Элементарная теор1я коническихъ сЬчежй. 

1. Аполлошева задача о касательной окружности является одной 
изъ плодотворнъйшихъ задачъ элементарной геометрш. С ъ одной стороны, 
ея р е ш е ш е опирается на т е о р ш радикальныхъ осей и центровъ подоб1я 
окружностей, пучковъ и связокъ окружностей; съ другой стороны, она 
находится въ связи съ двумя неевклидовыми геометр1ями, такъ какъ ока
зывается возможнымъ привести ее къ более простой задачъ о построены 
вписанной и внътшсан-
ныхъ окружностей въ 
треугольникъ. Мы хо-
тимъ еще показать, что 
эта задача вводить насъ 
также въ у ч е т е о ко
ническихъ свчешяхъ. 
Въ самомъ ДЪЛ-Б, сама 
собой напрашивается 
мысль придти къ ръ-
ш е н ш Аполлошевой за
дачи такимъ образомъ, 
чтобы найти предвари
тельно геометрическое Фиг. 126. 
место центровъ окруж
ностей х, которыя касаются двухъ данныхъ окружностей грх и гр2. Э т о 
геометрическое мъсто можно определить несколько проще; если Fx, F2 

суть центры, гх и г2—рад1усы данныхъ окружностей, Р—центръ, г—рад^усъ 
окружности х, то точка Р будетъ также служить центромъ окружности х', 
проходящей черезъ точку 
Ft и касающейся некоторой 
окружности (р2, концентрич
ной съ окружностью ip2 и 
имеющей рад1усомъ rx -f- г2 

или гх — г2, смотря по роду 
касашя (фиг. 126 и 127) . 
Если окружность ip2 выро
дится въ прямую, то окруж
ность q>2 обращается въ 
параллельную ей прямую, от
стоящую отъ нея на разстоянш гх и расположенную по ту или иную 
сторону ея, смотря по роду касашя (фиг. 128 и 129) . Д е л о сводится, 
такимъ образомъ, къ тому, чтобы и з с л * д о в а т ь г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о 
ц е н т р о в ъ в с е х ъ о к р у ж н о с т е й х', п р и х о д я щ и х * ч е р е з ъ н е п о д в и ж -
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н у ю т о ч к у Fx и к а с а ю щ и х с я н е п о д в и ж н о й о к р у ж н о с т и q>2, к о 
т о р а я м о ж е т ъ и н о г д а в ы р о д и т с я и в ъ п р я м у ю . Это геометрическое 
мъсто мы о п р е д ъ л и м ъ , какъ коническое съчеше; именно, мы будемъ 
его называть э л л и п с о м ъ или г и п е р б о л о й , смотря по тому, располо
жена ли точка Ft внутри или внъ окружности <р2, и п а р а б о л о й , если 
<р2 есть прямая. Если точка Fx лежитъ на окружности <р2, то коническое 

Фиг. 128. Фиг. 129. 

сЬчеше вырождается въ прямую, ортогональную къ q>2 въ точк* Fx. Намъ 
нужно будетъ потомъ доказать, что опредъленныя такимъ образомъ ко-
ничесюя сЬчешя действительно представляютъ собой свчешя кругового 
конуса плоскостью. 

2. Исходя изъ нашего опредълешя, можно легко построить сколько 
угодно точекъ коническаго съчешя, если даны Fx и <р 2; если д>2 есть 
окружность, то мы будемъ обозначать ея рад1усъ черезъ 2а, ея центръ 

Фиг. 130. Фиг. 131. 

— черезъ F2. Если зададимъ на (р2 точку касашя Q окружности х, про
ходящей черезъ точку Ft и касающейся <f2, то ея центръ Р лежитъ, съ 
одной стороны, на перпендикуляръ, возставленномъ изъ середины отръзка 
FxQ; съ другой стороны, онъ лежитъ на paoiycb F2Q, если <р2 есть 
окружность (фиг . 130 и 131) , или, если ср2 вырождается в ъ прямую,—на 
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прямой, перпендикулярной къ ср2 въ точк* Q (фиг. 132) . Если, въ случа* эл
липса или гиперболы, мы изъ точки Р, какъ изъ центра, проведемъ окружность 
1, проходящую черезъ точку F2 (фиг. 133 и 134) , то прямая F1P всегда 
встръчаетъ эту окружность въ о д н о й такой т о ч к * R, что RF1 = QF2 равно 
рад 'усу 2а окружности q>2. Окружность X проходить, такимъ образомъ, че
р е з ъ точку F2 и касается некоторой неподвижной окружности ср1, имъющей 

центръ въ точк* Ft и рад 'усъ 2а. Э л л и п с ъ и г и п е р б о л а я в л я ю т с я , 
с л е д о в а т е л ь н о , г е о м е т р и ч е с к и м ъ м * с т о м ъ ц е н т р о в ъ к а к ъ т * х ъ 
о к р у ж н о с т е й , к о т о р ы я п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ т о ч к у F2 и к а с а ю т с я 
о к р у ж н о с т и до,, т а к ъ и т * х ъ о к р у ж н о с т е й , к о т о р ы я п р о х о д я т ъ 
ч е р е з ъ т о ч к у F1 и 
к а с а ю т с я о к р у ж 
н о с т и ср2. Такъ какъ 
опред*ляюцц'е эле
менты Ft и ср2 кони
ческаго с*чен'я пу
темъ отражен'я отъ 
перпендикуляра, воз-
ставленнаго изъсере-
дины отр*зка FtF2, 
переходятъ въ опре-
д*ляюцц'е элементы 

точки расположены 
симметрично относительно этого перпендикуляра; такъ какъ, съ другой 
стороны, при отраженш относительно прямой F1F2 эти элементы преоб
разуются сами въ себя, то и прямая F1F2 дълитъ коническое свчеше на 
д в * симметрично равныя части. Э л л и п с ъ и г и п е р б о л а и м * ю т ъ , т а 
к и м ъ о б р а з о м ъ , д в * в з а н м н о п е р л е н д и к у л я р н ы я о с и с и м м е т р и и ; 

Фиг. 132. Фиг. 133. 

F2 и q>x, то в с * его Фиг. 134. 
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на одной изъ нихъ лежать точки F L T F 2 — т а к ъ называемые „ ф о к у с ы " 
коническаго съчешя, изъ которыхъ ни одинъ, согласно вышеизложенному, 
ни имъетъ никакого предпочтешя передъ другимъ, какъ это могло бы 
казаться по опредълешю. Теперь не трудно также указать и другое 
определеше этихъ двухъ типовъ коническихъ съчешй, пользующихся 
одинаково, обоими фокусами; именно въ случаъ эллипса, какъ видно 
на фиг. 130, PF1-\-PF2 = F2Q = 2а; въ случаъ же гиперболы, какъ 
видно на фиг. 1 3 1 , либо PF1~PFS, либо PF2 — PF1 = 2a. И т а к ъ : 
э л л и п с ъ и, с о о т в е т с т в е н н о , г и п е р б о л а , е с т ь г е о м е т р и ч е с к о е 
м ^ с т о т о ч е к ъ , р а з с т о я т я к о т о р ы х ъ о т ъ д в у х ъ н е п о д в и ж н ы х ъ 
т о ч е к ъ F1KF2— „ ф о к у с о в ъ " — и м е ю т ъ п о с т о я н н у ю с у м м у и л и , с о 
о т в е т с т в е н н о , п о с т о я н н у ю р а з н о с т ь . Аналогично этому, п а р а б о л а 
е с т ь г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о в с е х ъ т о ч е к ъ , р а в н о о т с т о я щ и х ъ о т ъ 
н е к о т о р о й н е п о д в и ж н о й т о ч к и FX—„фокуса"—и н е п о д в и ж н о й 
п р я м о й — „ д и р е к т р и с с ы " , — какъ это можно непосредственно видеть 
изъ построешя точекъ параболы на фиг. 132. Совершенно ясно, что эти 
свойства разстояжй могли бы служить для о п р е д е л е ж ' я коническихъ 
сеченШ, при чемъ л и н ш q>2, о которой идеть речь въ первоначальномъ 
определены, было бы всяюй разъ нетрудно указать. На основанЫ этого 
новаго определешя можно было бы б е з ъ труда доказать, какъ мы и 
сделаемъ въ начертательной геометрш, пользуясь такъ называемыми: 
Данделеновыми сферами, что опредъляемыя такимъ образомъ коничесюяг 
сечешя могутъ быть получены, какъ сечешя круговыхъ конусовъ, а, 
следовательно, какъ проекцЫ окружностей или же какъ образоваше п р о 
ективныхъ пучковъ. 

3. Возвращаясь теперь къ первоначальному опредъленш, данному 
въ п. 1, мы займемся теперь задачей о разысканы точекъ пересечешя 

коническаго сечешя, заданнаго фоку-
сомъ FT и направляющей д>2, съ пря
мой и (фиг. 135, 136, 137) . Въ силу 
нашего определешя это значить, что 
намъ нужно найти на прямой и центры 
окружностей х, проходящихъ ч е р е з ъ 
точку FX и касающихся др 2; но всъ. 
окружности, имеюип'я центры на пря
мой и и проходящая черезъ точку FX, 
проходятъ еще черезъ одну постоян
ную точку О х , симметричную съ FT 

относительно прямой и. Эти окруж
ности образуютъ поэтому пучекъ, и мы возвращаемся, такимъ образомъ, 
к ъ задач*, разрешенной уже раньше, о построенш окружностей пучка, 
касающихся данной окружности д>2. Это даетъ следующее р е ш е ш е нашей 
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задачи для случая эллипса или гиперболы. Черезъ точки F± и G, про
ведемъ вспомогательную окружность ц, пересекающую окружность д>2 

въ двухъ точкахъ А и В; изъ точки пересъчешя 5 прямыхъ F1Ol и АВ 
проведемъ касательныя къ окружности <р2; рад'усы F2T1 и F2T2 окруж
ности 9? 2 , проходя
щей черезъ точки 
касашя 7", и Г 2 , 
встр-Бчаютъ прямую 
и въ искомыхъ точ
кахъ Р1 и Р2*). Та
кимъ образомъ, п р я 
мая м о ж е т ъ и м ъ т ь 
с ъ э л л и п с о м ъ и л и 
г и п е р б о л о й не б о 
л е е д в у х ъ о б щ и х ъ 
т о ч е к ъ . Чтобы эти 
двъ точки Р1 и Р2 

слились въ одну и 
прямая и сделалась 
касательной кониче
скаго съчен'я, точки 
Г, и Т2 должны со
впадать, что возможно только въ томъ случа*, когда въ ту же точку 
падаетъ также точка 5 , т. е. когда точка G t лежитъ на окружности д>2. 
П р я м а я и п р е д с т а в л я е т ъ с о б о й к а с а 
т е л ь н у ю к ъ э л л и п с у и л и г и п е р б о л * , 
е с л и т о ч к а Q, с и м м е т р и ч н а я с ъ о д н и м ъ 
и з ъ ф о к у с о в ъ о т н о с и т е л ь н о п р я м о й и, 
л е ж и т ъ на о к р у ж н о с т и д>2. На фиг. 
130 и 131 прямая MP является касатель
ной, а Р есть т о ч к а к а с а н ' я . Если О 
есть середина отр*зка FtF2 (фиг. 130 и 
131), а М — середина отр*зка FtQ, то 
ОМ || F2Q, такъ что ОМ = \F2Q = а. 
О с н о в а н ' я М п е р п е н д и к у л я р о в ъ , о п у -
щ е н н ы х ъ и з ъ ф о к у с о в ъ э л л и п с а и л и 
г и п е р б о л ы на к а с а т е л ь н ы я п о с л * д -
н е й , л е ж а т ъ , с л е д о в а т е л ь н о , н а о к р у ж - * И Г -

н о с т и , и м * ю щ е й с в о и м ъ ц е н т р о м ъ „ ц е н т р ъ " э л л и п с а О и р а -

Фиг. 136. 

*) Если прямая и проходить черезъ точку F,, то точки Г, и 7", просто опре
деляются, какъ пересечете прямой и съ окружностью <р,, ибо въ этомъ случа* 
AB\iFtG,. 

Веберъ. Энни клоп, элемент, геометрш. 22 
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Д 1 у с о м ъ а. К а с а т е л ь н а я к ъ э л л и п с у в ъ н е к о т о р о й т о ч к е Р д е л и т ъ 
п о п о л а м ъ у г о л ъ FtPF2, с о с т а в л е н н ы й л у ч а м и PFX и PF2, и л и 
с о о т в е т с т в е н н о с м е ж н ы й у г о л ъ . 

4. С ъ незначительными изменениями все эти предложешя справед
ливы также и относительно параболы. Если мы изменим ь построеше, 
указанное на фиг. 135 и 136, такимъ образомъ, что проведемъ изъ точки 
5 касательную не къ д>2, а к ъ вспомогательной окружности ц, и если С 
есть одна и з ъ точекъ касашя, то последняя вместе съ точками 7Х и Т2 

лежитъ на окружности, имеющей центръ въ точке 5 . Въ этой модифи-
кацш построение, указанное на фиг. 135 и 136, применимо и къ пара
б о л е (фиг. 137) , когда qs2 вырождается въ прямую. Чтобы найти точку 
пересечешя прямой и съ параболой, определяемой фокусомъ Fx и на
правляющей (р2, мы опускаемъ перпендикуляръ изъ точки Fx на пря
мую и и находимъ точку его пересечешя 5 съ директриссой; изъ про
извольной точки прямой и, какъ изъ центра, проводимъ окружность г] *), 
проходящую черезъ точку Flt и къ ней проводимъ касательную SC 
изъ точки S. Окружность, имеющая центръ въ точке 5 и проходящая 
черезъ точку С , пересекаетъ прямую д>2 въ двухъ точкахъ Тх и Т2, 
перпендикуляры же, возставленные изъ точекъ Т1г Т2 к ъ прямой (р2, 
пересекаютъ прямую и въ точкахъ Рх и Р2, которыя прямая и имеетъ 
общими съ параболой. 

Прямая и становится касательной к ъ параболе, когда точки Pt и Р2 

совпадаютъ, когда совпадаютъ, следовательно, точки Tt и Т2 на прямой 
<р2 (фиг. 132) . Г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о о с н о в а ш й М п е р п е н д и к у 
л я р о в ъ , о п у щ е н н ы х ъ и з ъ ф о к у с а Fx на к а с а т е л ь н ы я к ъ п а р а б о л е , 
е с т ь п р я м а я , п а р а л л е л ь н а я д и р е к т р и с с е др2 и д е л я щ а я п о п о л а м ъ 
р а з с т о я ж е п о с л е д н е й о т ъ ф о к у с а . 

Эта параллель сама также представляетъ собой касательную въ такъ 
называемой в е р ш и н е параболы, т. е. въ точке ея пересечешя съ осью 
симметрш. 

5 . П о д о б н о т о м у , к а к ъ к о н и ч е с к о е с е ч е т е м о ж е т ъ и м е т ь с ъ 
п р я м о й н е б о л е е д в у х ъ о б щ и х ъ т о ч е к ъ , т а к ъ и з ъ л ю б о й т о ч к и А 
м о г у т ъ п р о х о д и т ь н е б о л е е , ч е м ъ д в е к а с а т е л ь н ы я к о н и ч е с к а г о 
с е ч е ш я , какъ мы это сейчасъ обнаружимъ. Въ самомъ д еле , пусть Q 
будетъ точка (фиг. 138) , симметричная съ Ft относительно прямой и; 
если и есть касательная, то точка Q находится на ср2, при чемъ AQ = AFX. 
Отсюда следуетъ , что точка Q лежитъ на окружности а, имеющей 
центръ въ т о ч к е А и проходящей черезъ точку Ft. С ъ другой стороны, 
точка Q лежитъ на окружности <р2\ следовательно, существуютъ две точки 
Qj и Q 2 , расположенныя такимъ образомъ, что перпендикуляры, возста-

*) Окружность 1) можетъ и не встречать прямой g>j. 
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вленные изъ серединъ отръзковъ F1Q, н FiQ2, служатъ касательными и, 
какъ рад'усы круга а, проходятъ черезъ точку А . Построен'е остается 
въ сил* и въ случа* параболы (фиг. 139) . 

Если точки и F2 совпадаютъ, а <р2 есть окружность рад'уса 2а, 
то коническое съчен'е представляетъ собой окружность съ рад'усомъ а. 
Приведенное выше построен'е касательной переходить при этомъ въ 

Фиг. 138. Фиг. 139. 

старое, указанное Евклидомъ, построен'е окружности, которое остается въ 
сил* и въ объихъ неевклидовыхъ геометр'яхъ. И второе построен'е каса
тельной къ окружности, которое основано на томъ, что рад 'усъ, прове
денный въ точку касан'я, перпендикуляренъ къ касательной, можетъ быть 
распространено на коническ'я съчен'я (фиг. 140 и 141) . Основан'е М 
перпендикуляра, который мы можемъ опустить изъ точки Ft на каса-

V 

\ / 

/ 
ч 

9, 

Фиг. 140. Фиг. 141. 

тельную и къ коническому съчешю, лежитъ, какъ мы видъли, въ случа* 
эллипса и гиперболы, на окружности о, имеющей центръ въ центр* кони
ческаго съчешя и рад 'усъ а. В ъ случа* параболы эта окружность пере
ходить въ касательную въ вершин*. Другимъ геометрическимъ м*стомъ 
точки F является окружность, им*юшая отр*зокъ AFt своимъ д 'аметромъ. 

22* 
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О б е эти окружности опредъляютъ два положешя точки М, ч е м ъ наша 
задача разрешена . 

Если точки F± и F2 вновь сливаются въ одну точку О, такъ что 
коническое с е ч е т е обращается въ окружность, то первое геометрическое 
место совпадаетъ съ этой самой окружностью, а второе — съ окружностью, 
имеющей д1аметръ АО. 

Этими метрическими предложешями и построешями мы ограничимся. 
Дальнейипя детали можно найти в ь спещальныхъ учебникахъ, изъ кото
рыхъ мы укажемъ книгу Цейтена*) , которую темъ охотнее рекомен-
дуемъ, что авторъ положилъ въ основу то же определеше, которымъ 
пользовались мы. 

*) Z e u t h e n . .Grundriss einer elementargeometrischen Kegelschittslehre'. 



Д О П О Л Н Е Н Ы 



I. О безконечно удаленныхъ элементахъ. 

Врядъ ли есть въ области геометрш вопросъ, относительно кото
раго царить такая путаница и который вызываетъ столько недоумешя, 
какъ вопросъ о безконечно удаленныхъ элементахъ. Оно и понятно 
почему. Для того, чтобы эти понятоя не вызывали сомнънШ, было бы 
необходимо указать, каковы тъ логичесюя положешя, которыми эти эле
менты вводятся въ геометрш, т. е. каковы тъ формальныя свойства этихъ 
образовъ, которыми мы пользуемся, когда ведемъ то или иное О нихъ 
разсуждеше. Н о этого мало. Для того, чтобы была уверенность, что 
в в е д е т е въ геометрш безконечно удаленныхъ образовъ не можетъ при
вести къ п р о т и в о р е ч ш съ основными положешями геометрш, нужно 
знать эти послъ\цшя, т. е. нужна логическая формулировка ТБХЪ ОСНОВ
НЫХЪ положешй, изъ которыхъ чисто формально можетъ быть развита 
геометр1я. Но, какъ известно, есть еще очень мало сочинеши, въ кОто-
рыхъ геометр1я выводится чисто логически изъ строго формулированных* 
посылокь. Коль скоро же этого нътъ, то нътъ и ТБХЪ средствъ, помощью 
которыхъ можно было бы д о к а з а т ь , что в в е д е т е безконечно удаленныхъ 
элементовъ не можетъ привести къ п р о т и в о р е ч ш ; более того, не имеетъ 
опредъленнаго содержашя и самый вопросъ, ибо неизвестно, съ чъмъ, 
собственно, не должно быть противор%ч1"я. Такого рода сомнъшя возни
кают*, конечно, и во всехъ остальныхъ частяхъ геометрш у всякаго, 
кто хочет* найти въ ней строго логическую дисциплину; но тому, 
кто интересуется фактической стороной при изученш другихъ частей 
геометрш, приходить на помощь интуищя, непосредственное воззръше, 
наглядныя представлешя, которыя онъ связывает* съ геометрическими 
образами. Н о всЬ эти средства отказываются служить, когда дъло ка
сается безконечно удаленныхъ элементовъ. Какъ представить себе , что 
параллельныя линш, которыя, по опредъленш своему, не имъютъ общихъ 
точекъ, все же пересекаются въ некоторой безконечно удаленной т о ч к е ? 
Какъ представить себе , что на прямой имеется т о л ь к о о д н а безко
нечно удаленная точка, а на плоскости т о л ь к о о д н а безконечно уда
ленная прямая? Какъ представить себе, что въ пространстве имеется 
т о л ь к о о д н а безконечно удаленная плоскость? Где, сь какой стороны 
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пространства она расположена? Представить же себе , что плоскость 
окружаетъ все пространство, мы также не можемъ. Итакъ, когда ръчь 
идетъ о безконечно удаленныхъ элементахъ, то мы не имъемъ ни тъхъ 
логическихъ основъ, исходя изъ которыхъ мы могли бы делать о нихъ 
формальные выводы, ни наглядныхъ представлены, которыя руководятъ 
нами при изучены другихъ вопросовъ геометрш въ тъхъ случаяхъ, 
когда мы не имъемъ достаточной логической почвы. 

Между тъмъ в в е д е т е безконечно удаленныхъ элементовъ несомненно 
приносить часто значительную пользу. Въ однихъ случаяхъ это приво
д и т ь к ъ обобщен 'ю предложешй; такъ, напримеръ, съ введен'емъ безко
нечно удаленныхъ точекъ теорема Д е з а р г а обобщается и на тотъ случай, 
когда прямыя, соединяющая соответствующая вершины двухъ треугольни
ковъ, параллельны; въ другихъ случаяхъ мы быстрее приходимъ къ резуль
тату, пользуясь безконечно удаленными элементами. Для проективной же 
геометрш в в е д е т е безконечно удаленныхъ элементовъ совершенно необ
ходимо, такъ какъ проективное преобразован'е пространства было бы 
совершенно невозможно, если бы не учитывать безконечно удаленныхъ 
э л е м е н т о в ъ С ъ другой стороны, если мы будемъ всегда трактовать 
безконечно удаленныя точки такъ же, какъ и обыкновенныя точки, то 
мы легко можемъ придти къ абсурду. Было бы, напримеръ, несправед
ливо сказать, что изъ любой безконечно удаленной точки можно, какъ 

I и изъ любой конечной точки, опустить перпендикуляръ на любую пря
мую или на любую плоскость; а въ тЬхъ случаяхъ, когда изъ безконечно 
удаленной точки можно провести перпендикуляръ на прямую или на 
плоскость, таковыхъ можетъ быть не одинъ, а безчисленное мно
жество. При такихъ услов'яхъ естественно возникаетъ вопросъ : въ ка-
кихъ же предълахъ можно пользоваться безконечно удаленными элемен
тами, не рискуя придти к ъ абсурду. 

В с е эти вопросы въ настоящее время можно считать совершенно 
разрешенными въ томъ смысле, что никакихъ принциш'альныхъ затруд
нены они уже не вызывають. Но сочиненЫ, въ которыхъ этотъ вопросъ 
быль бы достаточно выясненъ, очень мало, и они не принадлежать к ъ 
числу элементарныхъ 2 ) . 

х) Вернее: не вводя безконечно удаленныхъ элементовъ, можно было бы 
сохранить только те проективный соответств'я, которыя сводятся къ движетямъ 
и къ подобнымъ преобразовашямъ; аналитически это сводится къ тому, что можно 
было бы разсматривать только тЬ проективныя соответств'я, которыя выражаются 
алгебраически целыми линейными преобразовашями. 

2) Е. Б у н и ц к ' й . .Безконечно удаленные элементы въ геометрш положешя". 
Записки Императорскага НовороссШскаго Университета. Т. 92. 1903. 

F. Schu r . .Ueber die Einfuhrung der sogenannten ideaten Eiemente in die pro
jektive Geometrie". Mathem. Annalen. XXXIX. 1891. 

(Продолж. на след. стр.). 
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Нужно сказать, что и въ настоящемъ сочиненш авторъ относится къ 
этому вопросу очень легко, и врядъ ли указашя на стр. 114, 118, 148 
и др . могутъ удовлетворить читателя. Мы не имеемъ возможности въ 
пределах* настоящей статьи исчерпать вопросъ до конца, но полагаем*, 
что нижеслъ\дуюшдя строки прольютъ некоторый свътъ на этотъ вопросъ. 

Въ настоящемъ сочиненш авторъ неоднократно выясняеть ту мысль, 
что одна и та же формально построенная логическая система можетъ 
находить себе примънеше къ различнымъ многообраз1ямъ, т. е. къ раз
личнымъ комплексамъ объектовъ или образовъ. Таюя два многообраз1я, 
которыя равно подходятъ подъ одну и ту же логическую систему, между 
которыми можно, следовательно, установить однозначное соотвътств1е 
такимъ образомъ, чтобы соответственные элементы, какъ объекты 
применешя этой логической системы, играли въ ней одну и ту же 
роль, мы будемъ называть п о д о б н ы м и о т н о с и т е л ь н о э т о й л о г и 
ч е с к о й с и с т е м ы . Такимъ образомъ, напримеръ, совокупность всехъ 
комплексныхъ чиселъ представляетъ собой многообраз1е, подобное много
о б р а з ш всехъ точекъ на плоскости относительно ариеметики комплекс
ныхъ чиселъ; ибо, какъ известно, между этими многообраз1ями можетъ 
быть установлено с о о т в е т с г а е такимъ образомъ, чтобы каждой точке 
отвечало одно и только одно комплексное число (его аффиксъ) и обратно; 
в м е с т е съ т е м ъ ариеметичесюя действия надъ точками могутъ быть уста
новлены такъ, чтобы они вполне соответствовали д е й с т я м ъ надъ ихъ 
аффиксами; о б е системы представляютъ собой комплексы объектовъ, къ 
которымъ применяется ариеметика комплексныхъ чиселъ. 

Такимъ же образомъ совокупность комплексныхъ чиселъ по отно-
шешю къ той же логической системе представляетъ собой многообраз1е, 
подобное многообразш всехъ векторовъ на плоскости, выходящихъ изъ 
одной точки. 

Чтобы это важное понятое, на которомъ основаны все нижесле-
дующля соображешя, вполне отчетливо выяснить, укажемъ еще некоторые 
геометричесюе примеры. Во-первыхъ, въ примечанш на стр. 3 7 — 4 1 
было приведено многообраз1е, подобное многообразш точекъ относи
тельно евклидовой геометрш. Оставляя целый рядъ другихъ приме-
ровъ, которые авторъ разсматриваетъ въ тексте настоящаго сочинен!я въ 
применении къ различнымъ геометрическим* системам*, разсмотримъ еще 
следуюццй п р и м е р * . 

F. A m o d e o . .Sulla introduzione dei elementi infiniti alia geometria projective'. 
Giornale di MatemaUche. XXXIV. 1896. 

M. P a s c h . .Vorlesungen Uber neuere Geometrie -. Leipzig. 1882. 
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Возьмемъ многообраз 'е всъхъ лучей, выходящихъ въ (евклидовомъ) 
пространств* и з ъ одной точки О, т. е. такъ называемую связку лучей. 
При этомъ подъ лучемъ мы разумъемъ полупрямую, т. е. каждую и з ъ 
двухъ частей, на которыя точка О дълитъ прямую. Представимъ с е б е 
далее сферу произвольней) рад'уса, имеющую центръ въ* точк* О. 
Каждый изъ нашихъ лучей встр*чаетъ сферу въ одной точк*, которую 
мы будемъ считать точкой сферы, соотв*тствующей этому лучу. Такимъ 
образомъ, между связкой лучей и многообраз 'емъ точекъ нашей сферы 
установлено однозначное саотв*тств 'е . Каждому образу (совокупности 
точекъ) на с ф е р * отвечаете образъ (совокупность лучей въ связк*) . 
Такъ , наприм*ръ, д у г * большого круга на с ф е р * будетъ соотв*тствовать 
въ связк* плосюй уголъ, т. е. точкамъ, заполняющимъ на с ф е р * дугу 
большого круга, будутъ соотв*тствовать лучи, заполняющие плоск'й уголъ . 
Ц*лому большому кругу будетъ соответствовать совокупность лучей, 
заполняющихъ цвлую плоскость. Сферическому треугольнику будетъ со-
отв*тствовать въ этомъ смысл* трехгранный уголъ . Каждое д в и ж е т е на 
с ф е р * опредъленнымъ образомъ зам*1цаетъ точки сферы другими трчками 
той же связки. Вм*ст* съ т*мъ каждое предложеше, выражающее свойство 
сферическихъ фигуръ , выражаетъ также свойство соотв*тствующихъ о б 
разовъ въ связк*, если подъ терминами, фигурирующими въ предложенш, 
разум*ть т * образы, которые имъ соответствуютъ въ связк*. Такимъ 
образомъ, наприм*ръ, услов'я равенства сферическихъ треугольниковъ 
выразять услов'я равенства трехгранныхъ угловъ и т. д . Многообраз ' е 
лучей, представляемое связкой, и многообраз1е точекъ на с ф е р * подобны 
относительно той логической системы, которую мы называемъ сфери
ческой геометр1ей. 

Выяснивши это понят'е, мы постараемся теперь показать, что сово
купность точекъ, прямыхъ и плоскостей евклидова пространства пред
ставляетъ собой многообраз 'е , подобное совокупности всъхъ возмож
ныхъ связокъ, прямыхъ и плоскостей въ пространств* относительно 
той логической системы, которую составляете совокупность аксюмъ 
сопряжешя. 

Какъ было выяснено въ текст* настоящаго сочинен'я, Г и л ь б е р т ъ 
въ своей систем* геометрш подразд*ляетъ аксюмы на пять группъ, и з ъ 
которыхъ первая состоите изъ слъдующихъ восьми аксюмъ, называемыхъ 
аксюмами сопряжешя. 

I ' . Д в * различныя точки А и В всегда опредъляютъ прямую. 
1 2. Прямая определяется также любыми двумя различными своими 

точками. 
13. На каждой прямой всегда имеются, по меньшей мере, две точки, 

на каждой плоскости, по меньшей мере , три точки, не располо-
женныя на одной прямой. 
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14. Три точки, не лежаиця на одной прямой, всегда опредъляютъ 
плоскость. 

15. Плоскость определяется также любыми тремя своими точками, 
не расположенными на одной прямой. 

1в. Если д в е точки прямой лежать на плоскости, то все точки 
этой прямой лежать на этой плоскости. 

17. Если две плоскости имеютъ общую точку, то о н е имеютъ, по 
крайней мере, еще одну общую точку. 

18. Существуютъ, по крайней мере, четыре точки, не расположен-
ныя въ одной плоскости. 

Подъ связкой прямыхъ мы будемъ разуметь совокупность прямыхъ 
(не лучей), проходящихъ черезъ одну точку. 

Условимся теперь называть каждую связку прямыхъ т о ч к о й . Мы 
будемъ всегда писать это слово въ разрядку, когда будемъ употреблять 
его въ этомъ новомъ для него значенш. Ясно, что каждой обыкновенной 
т о ч к е пространства отвечаетъ связка, т. е. т о ч к а въ новомъ значенш 
этого термина. Въ этомъ новомъ многообразш т о ч е к ъ , т. е. многообра
зш всехъ связокъ евклидова пространства, мы будемъ подъ п р я м о й и 
п л о с к о с т ь ю разуметь то же, что и обыкновенно въ геометрш; мы бу
демъ часто писать и эти термины въ разрядку только съ тою целью, чтобы 
подчеркнуть, что мы разсматриваемъ ихъ теперь въ иной концепцш 
(въ многообразш т о ч е к ъ ) . Мы будемъ говорить, что п р я м а я п р о х о д и т ъ 
ч е р е з ъ т о ч к у , если она входить въ составь соответствующей связки. 
Мы будемъ говорить, что п л о с к о с т ь п р о х о д и т ъ ч е р е з ъ т о ч к у , если 
она содержитъ хотя бы одну прямую соответствующей связки (ясно, что 
она уже въ такомъ случае необходимо содержитъ безчисленное множество 
прямыхъ этой связки); подъ терминомъ же т о ч к а л е ж и т ъ н а п р я м о й 
и л и на п л о с к о с т и мы будемъ разуметь, какъ обыкновенно, что пря
мая или плоскость соответственно содержитъ точку. 

Теперь покажемъ, что совокупность т о ч е к ъ , п р я м ы х ъ и п л о 
с к о с т е й представляетъ собой многообраз1е, подобное совокупности то
чекъ, прямыхъ и плоскостей въ обыкновенномъ смысле этихъ словъ 
относительно аксюмъ сопряжешя. Такъ какъ термины п р я м а я и п л о 
с к о с т ь сохраняют* свое значеше, то дело сводится къ тому, чтобы 
обнаружить, что аксюмы сопряжешя остаются въ силе, если подъ сло-
вомъ т о ч к а разуметь не обыкновенную точку, а связку, а подъ терми
нами п л о с к о с т ь и п р я м а я п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ т о ч к у и л и с о д е р 
ж а т ь т о ч к у разуметь то , что установлено выше. 

Действительно, две различныя т о ч к и , т . е. две не совпадающих* 
связки, всегда определяют* п р я м у ю , черезъ нихъ проходящую: это есть 
единственная общая прямая о б е и х * связокъ; она содержит* о б е т о ч к и , 
ибо принадлежит* о б е и м * связкам* (аксюма I,). Ясно также, что та же 
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п р я м а я определяется и любыми другими двумя различными своими 
т о ч к а м и , т. е. любыми двумя различными связками, которымъ она при
надлежитъ (аксюма 12). Далее, на каждой п р я м о й имъются по меньшей 
м ъ р ъ д в * точки, т. е. каждая прямая принадлежитъ, по крайней мере , 
двумъ различнымъ связкамъ; на каждой п л о с к о с т и имеются по меньшей 
м е р е три т о ч к и , не расположенныя на одной прямой, т. е. каждая 
плоскость содержить , по крайней мере , три прямыхъ, принадлежащихъ 
тремъ различнымъ связкамъ (аксюма 13). Три т о ч к и , не лежащдя на одной 
п р я м о й , всегда определяють п л о с к о с т ь , черезъ нихъ проходящую, 
ибо три различныя связки, не имеющ'я общей прямой, определяють три 
прямыхъ, принадлежащихъ каждая двумъ изъ этихъ связокъ. Черезъ эти 
три п р я м ы я проходить п л о с к о с т ь , и притомъ единственная, удовлетво
ряющая требован 'ю (аксюма 14). Ясно, что эта п л о с к о с т ь определяется 
также любыми тремя другими своими т о ч к а м и , не расположенными на 
одной прямой (аксюма 15). Если две т о ч к и прямой лежатъ на п л о с к о с т и , 
т . е. если эта плоскость содержить по одной прямой отъ двухъ различ-
ныхъ связокъ, то она содержить также общую прямую этихъ связокъ, 
а, следовательно, проходить черезъ каждую т о ч к у этой прямой, ибо 
каждая связка, содержащая эту прямую, имеетъ, такимъ образомъ, прямую, 
лежащую въ этой плоскости (аксюма 1в). Если две п л о с к о с т и имеютъ 
одну общую точку, т . е. если две различныя плоскости содержать каждая 
по прямой связки, то оне всегда имеютъ общую прямую, принадлежащую 
связке , а, следовательно, имеютъ прямую, принадлежащую еще и дру-
гимъ связкамъ, т . е. имеютъ и д р у п я т о ч к и (аксюма 17). Наконецъ, 
если мы возьмемъ т р и т о ч к и , не лежащ'я на одной п р я м о й , т о оне , 
какъ мы видели, всегда определяють плоскость; а такъ какъ всегда су-
ществуютъ еще связки, не имеющ'я съ этой плоскостью ни одной общей 
прямой, то существують, по крайней мере , четыре т о ч к и , не располо
женныя въ одной плоскости (аксюма 18). 

Такимъ образомъ мы видимъ, что многообраз1е т о ч е к ъ , п р я м ы х ъ 
и п л о с к о с т е й подобно многообраз 'ю обыкновенныхъ точекъ, прямыхъ 
и плоскостей относительно аксюмъ расположен'я . 

Теперь, сверхъ тЬхъ связокъ, которыя мы разсматривали д о сихъ 
поръ, мы введемъ е щ е другого рода связки, именно мы условимся назы
вать также связкой совокупность всехъ прямыхъ, параллельныхъ какой-
либо определенной прямой. Этимъ вводится въ разсмотреше безчисленное 
множество новыхъ связокъ. Сообразно же введенной нами выше новой 
терминолопи мы будемъ эти связки также называть т о ч к а м и , но, въ 
отлич'е о т ъ прежде введенныхъ т о ч е к ъ , мы будемъ называть ихъ б е з 
к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и . Въ этомъ новомъ своемъ значеши 
б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я т о ч к а представляетъ собою уже вполне опре
деленное понят 'е : это есть связка параллелей. Въ дальнейшемъ мы 
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сохраним* терминологию, принятую раньше, т. е. мы будемъ говорить, что 
п р я м а я с о д е р ж и т ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у (или что б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н а я т о ч к а л е ж и т ъ на п р я м о й ) , если эта прямая входить 
въ составь соответствующей связки. Въ такомъ случае мы можемъ сказать, 
ч т о на к а ж д о й п р я м о й л е ж и т ъ о д н а и т о л ь к о о д н а б е з к о н е ч н о 
у д а л е н н а я т о ч к а , ибо каждая прямая входить въ составь одной и 
только одной связки параллелей. Вместе съ т е м ъ параллельныя между 
собой прямыя все проходятъ черезъ одну и ту же б е з к о н е ч н о у д а 
л е н н у ю т о ч к у , такъ какъ о н е принадлежать одной связке параллелей. 

Далее , какъ и прежде, мы будемъ говорить, что п л о с к о с т ь п р о 
х о д и т ь ч е р е з ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у (или что б е з к о н е ч н о 
у д а л е н н а я т о ч к а л е ж и т ъ на п л о с к о с т и ) , если плоскость содержитъ 
хотя бы одну прямую, принадлежащую соответствующей связке. Ясно, 
такимъ образомъ, что, сообразно этой терминолопи, плоскость содер
житъ т е б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и , которыя представляютъ собой 
связки прямыхъ, параллельныхъ этой плоскости; и такъ какъ такихъ 
связокъ имеется безчисленное множество, то можно сказать, что каждая 
плоскость содержитъ безчисленное множество б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ 
т о ч е к ъ . Совокупность б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ , принадле-
жащихъ одной плоскости, мы будемъ называть б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й 
п р я м о й этой плоскости. Сообразно этой терминолопи, на каждой пло
скости имеется одна и только одна б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я п р я м а я . 
Вместе съ т е м ъ две параллельныя плоскости имеютъ одну и ту ж е 
б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю , ибо б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я п р я 
м ы я какъ одной, такъ и другой плоскости состоять изъ т е х ъ б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ , т. е. изъ т е х ъ связокъ, которыя парал
лельны этимъ плоскостямъ. Напротивъ, б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я п р я 
мыя, принадлежашдя двумъ непараллельнымъ плоскостямъ, не совпадаютъ, 
а имеютъ только одну общую б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у . В ъ 
самомъ д е л е , общая б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я т о ч к а двухъ такихъ б е з 
к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ п р я м ы х ъ должна лежать въ обеихъ плоскостяхъ, 
т. е. это должна быть связка параллелей, изъ которыхъ некоторыя лежать 
въ одной изъ этихъ плоскостей и некоторый въ другой и которыя все, 
следовательно, параллельны обеимъ плоскостямъ. Ясно, что такая связка 
есть только одна; это есть связка прямыхъ, параллельныхъ прямой пере
сеченш нашихъ двухъ плоскостей. 

Наконецъ, совокупность в с е х ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ мы 
будемъ называть б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й п л о с к о с т ь ю . При такой терми
нолопи въ пространстве есть, следовательно, одна б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я 
п л о с к о с т ь , составленная изъ в с е х ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ . 

Къ разсмотренному нами выше м н о г о о б р а з ш т о ч е к ъ (которыя в ъ 
отлич1е отъ вновь введенныхъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ мы 
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будемъ называть к о н е ч н ы м и т о ч к а м и ) , п р я м ы х ъ и п л о с к о с т е й мы 
присоединимъ теперь наши новыя т о ч к и , прямыя и п л о с к о с т и — б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н ы я . Мы расширимъ, такимъ образомъ, многообраз 'е , обо-
гативъ его новыми элементами. Теперь мы покажемъ, что это расширенное 
такимъ образомъ многообраз 'е удовлетворяетъ всЬмъ аксюмамъ сопряжешя. 

Действительно, покажемъ прежде всего, что любыя д в * различныя 
т о ч к и опредъляютъ одну и только одну прямую, черезъ нихъ проходя
щ у ю . Намъ нътъ , конечно, надобности возвращаться къ тому случаю, 
когда о б * т о ч к и конечныя. Намъ нужно, следовательно, разсмотреть, 
во-первыхъ, случай, когда одна т о ч к а А к о н е ч н а я , а другая В—без
к о н е ч н о у д а л е н н а я , и, во-вторыхъ, случай, когда о б е т о ч к и б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н ы я . 

Положимъ, что А есть к о н е ч н а я т о ч к а , а В—безконечно у д а 
л е н н а я ; иначе говоря, А есть обыкновенная связка, а В—связка па
раллелей. Прямая, проходящая черезъ о б е т о ч к и , должна принадлежать 
о б е и м ъ связкамъ. Это есть та прямая связки А, которая параллельна 
прямымъ связки В. Ясно, что въ связке В есть одна и только одна 
такая прямая. 

Заметимъ, что черезъ каждую б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у В 
проходить безчисленное множество б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ п р я 
м ы х ъ . В ъ самомъ д е л е , каждая плоскость, параллельная прямымъ связки В, 
содержить некоторыя прямыя этой связки, т. е. содержить т о ч к у В; 
последняя принадлежитъ, следовательно, б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м ъ п р я 
м ы м ъ всехъ этихъ плоскостей; а, такъ какъ между этими плоскостями 
имеется безчисленное множество такихъ, которыя попарно другъ другу не 
параллельны, то черезъ точку В проходить , такимъ образомъ, безчисленное 
множество б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ п р я м ы х ъ . Но ни одна изъ этихъ 
прямыхъ не проходить черезъ конечную точку А, ибо б е з к о н е ч н о у д а 
л е н н а я п р я м а я по самому своему определешю есть свокупность б е з 
к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ , а к о н е ч н ы х ъ т о ч е к ъ не содержить . 

Обратимся теперь къ тому случаю, когда А и В суть различныя 
б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и . Ясно, что черезъ нихъ не можетъ 
проходить конечная прямая, ибо таковая, какъ мы видели выше, всегда 
содержить только одну б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у . Черезъ наши 
д в е т о ч к и можетъ поэтому проходить только б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я 
п р я м а я ; и, действительно, плоскость, параллельная обеимъ связкамъ, со
держить о б е т о ч к и , и, следовательно, б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я п р я м а я 
такой плоскости проходить черезъ т о ч к и Л и В. Обратно, всякая плоскость, 
содержащая б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и А и В, должна быть па
раллельна о б е и м ъ связкамъ; а такъ какъ в с е таюя плоскости параллельны 
между собой, то о н е имеютъ, какъ мы видели выше, одну и ту же пря
мую, которая, такимъ образомъ, вполне определяется т о ч к а м и А и В. 
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Такимъ образомъ, наше многообраз)'е, обогащенное б е з к о н е ч н о 
у д а л е н н ы м и т о ч к а м и , п р я м ы м и и п л о с к о с т я м и , удовлетворяешь 
аксюмъ I j . Что касается аксюмы I , , то она лишь при особой точке 
зрътия Гильберта на идею инцидентности, представляетъ собою нечто 
отличное отъ аксюмы \ г . Изъ сказаннаго выше, во всякомъ случае, вы
текаетъ, что всякая прямая определяется л ю б ы м и двумя своими т о ч к а м и . 

Обращаясь къ аксюмъ 1 3 , замътимъ, что намъ нужно только дока
зать, что она справедлива въ прим-вненш къ б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й 
п р я м о й и к ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й п л о с к о с т и , но мы уже выше 
имели случай показать, что въ каждой плоскости имеется безчисленное 
множество б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ , и что единственная б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н а я п л о с к о с т ь содержитъ в с е б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я 
т о ч к и . Вопросъ объ аксюме 1 3 , такимъ образомъ, совершенно исчерпанъ. 

Обращаясь теперь къ аксюме 1 4 , мы должны, собственно, разсмо-
т р е т ь т е случаи, когда въ числе трехъ т о ч е к ъ , не лежащихъ на одной 
прямой, имеется одна, две или три б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и . 
Положимъ, что Л и В суть конечныя точки, а С— б е з к о н е ч н о у д а 
л е н н а я . Въ такомъ случае б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я п л о с к о с т ь не мо
жетъ проходить черезъ эти три точки, ибо таковая, по определешю, со-
стоитъ только изъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ . Что же касается 
конечныхъ п л о с к о с т е й , проходящихъ черезъ точки Л и В , то оне 
необходимо должны содержать также прямую АВ. Чтобы такого рода 
плоскость проходила также черезъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у С, 
нужно, чтобы она была параллельна связке С . Такая плоскость (прохо
дящая черезъ данную прямую и параллельная данной связке параллелей) 
есть одна и только одна, если только прямая АВ сама не входить въ составь 
связки, т. е. не содержитъ точки С. Положимъ теперь, что В и С суть б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и , а Л — конечная. Плоскость, проходящая черезъ 
эти три т о ч к и , должна содержать прямыя связки Л (следовательно, должна 
проходить черезъ центръ этой связки), а также прямыя связокъ В и С (следо
вательно, должна быть параллельна связкамъ В и С) . Такая плоскость есть 
одна и только одна (именно та, которая определяется двумя прямыми 
связки Л, принадлежащими соответственно связкамъ В и С) . Наконецъ, 
если все три т о ч к и — б е з к о н е ч н о удаленныя, то черезъ нихъ проходитъ 
б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я п л о с к о с т ь и никакая другая не проходитъ, 
ибо все б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и , лежаиця въ одной конечной пло
скости, образують одну б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю этой плоскости. 

Аксюма 1 4 , такимъ образомъ, исчерпана; что касается аксюмы 1 5 , 
то о ней приходится сказать то же, что и о б ъ аксюме L,. 

Переходимъ теперь къ аксюме • . . З д е с ь мы опять должны дока
зать , что она справедлива в ъ л е х ъ случаяхъ, когда одна изъ двухъ т о ч е к ъ 
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б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я , или когда о б ъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н н ы я . В ъ 
послъднемъ случае, если о б ъ т о ч к и б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы я , то п р я 
м а я , ими определяемая, также б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я . Таюя д в * т о ч к и 
всегда принадлежать б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й п л о с к о с т и , но послед
ней принадлежитъ также и определяемая ими п р я м а я , такъ какъ она 
состоитъ исключительно изъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ . Если 
же некоторая конечная плоскость содержить д в е б е з к о н е ч н о у д а л е н 
н ы я т о ч к и Л и В , то ея б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я п р я м а я содержить 
эти т о ч к и , а такъ какъ черезъ т о ч к и А и В, какъ мы видели выше, 
проходить только одна прямая, то последняя совпадаетъ съ б е з к о н е ч н о 
у д а л е н н о й п р я м о й этой плоскости и, следовательно, лежитъ целикомъ 
въ этой плоскости. 

Е щ е нагляднее то же самое можно показать такимъ образомъ. Вся
кая конечная плоскость, содержащая две различныя б е з к о н е ч н о у д а 
л е н н ы я т о ч к и А и В, параллельна связкамъ А и В. Все таюя плоскости 
параллельны между собой, а потому, какъ было доказано, имеютъ одну 
общую б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю . Это и есть прямая, прохо
дящая черезъ данныя две т о ч к и , и лежащая, такимъ образомъ, целикомъ 
въ каждой плоскости, проходящей черезъ т о ч к и А и В. 

Если теперь изъ двухъ данныхъ т о ч е к ъ одна, скажемъ А, конеч
ная, а другая В — б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я , то АВ есть та прямая 
связки А , которая принадлежитъ также связке В (т. е. которая парал
лельна остальнымъ прямымъ этой связки). Всякая плоскость, проходящая 
черезъ т о ч к у В, параллельна прямымъ связки В; поэтому, если она про
ходить также черезъ точку А, то она необходимо содержить ту прямую 
этой связки, которая параллельна связке В, т. е. она содержить прямую 
АВ. В ъ примененш къ нашему многообразш, такимъ образомъ, спра
ведлива аксюма 1 6 . 

Обращаясь къ предложен'ю 1 7 , мы опять должны разсмотреть, соб
ственно, тоть случай, когда д в е плоскости имеютъ общую б е з к о н е ч н о 
у д а л е н н у ю т о ч к у , ибо, если о н е имеютъ общую конечную т о ч к у , 
то о н е сами конечныя плоскости, а этотъ случай уже исчерпанъ выше. 
Если же две плоскости имеютъ общую б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у 
и одна изъ плоскостей б е з к о н е ч н о у д а л е н н а я , то она имеетъ со второй 
плоскостью о б щ у ю б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю , именно б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю второй плоскости, которая, какъ составлен
ная изъ б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы х ъ т о ч е к ъ , принадлежитъ также б е з 
к о н е ч н о у д а л е н н о й п л о с к о с т и . Если же д в е конечныя плоскости 
имеютъ общую б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у В, то о б е о н е парал
лельны связке В. При такихъ услов 'яхъ эти д в е плоскости либо парал
лельны, и тогда о н е имеютъ о б щ у ю б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю , 
содержащую также б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у В, либо о н е пере -
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съкаются по прямой, принадлежащей связкъ В и содержащей, следова
тельно, б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч к у В. 

Нужно сказать и то, что справедливость аксюмы 17 вытекаетъ и з ъ 
того, что въ нашемъ расширенномъ многообразш любыя д в е плоскости, 
какъ мы видели выше, имеютъ общую прямую — конечную, если эти пло
скости не параллельны, и б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю , если о н е параллельны. 

Что касается аксюмы 1 8 , то доказывать ея справедливость не при
ходится. 

Итакъ, многообраз1е т о ч е к ъ , п р я м ы х ъ и п л о с к о с т е й , обогащен
ное б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и , п р я м ы м и и п л о с к о с т я м и , 
представляетъ собой такой комплексъ образовъ, къ которымъ применя
ются в с е аксюмы сопряжешя. Въ этомъ многообразш д в е параллельныя 
прямыя всегда пересекаются въ б е з к о н е ч н о у д а л е н н о й т о ч к е , д в е 
параллельныя плоскости всегда пересекаются по б е з к о н е ч н о у д а л е н 
н о й п р я м о й ; т . е. въ этомъ многообразш безконечно удаленные эле
менты обладают* теми формальными свойствами, которыя имъ при
сваиваются при введении ихъ въ элементарную г е о м е т р ш ; и такъ какъ мы 
имеемъ, такимъ образомъ, многообраз1е, въ примененш къ которому 
элементарная геометр1я, обогащенная безконечно удаленными элементами, 
оказывается справедливой, то и логическаго противореч1я здесь, оче
видно, быть не можетъ. В с е т е выводы, которые изъ этихъ формальных* 
посылокь вытекаютъ, не могутъ привести къ п р о т и в о р е ч ш ; и, если, поль
зуясь б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и , мы придемъ къ выводам*, 
касающимся конечных* т о ч е к ъ , то эти выводы будутъ справедливы, 
как* и всяюе выводы, сделанные относительно некоторыхъ образовъ в ъ 
многообразш, для котораго справедливы посылки, служащш точкой отпра-
влешя. Что касается многообраз1я обыкновенныхъ точекъ, прямыхъ и 
плоскостей, то оно подобно многообразш введенныхъ нами новыхъ ко -
нечныхъ т о ч е к ъ , п р я м ы х ъ и п л о с к о с т е й относительно аксюмъ сопря-
жешя. Поэтому всяюй выводъ, сделанный изъ этихъ аксюмъ, б у д е т * 
справедливъ въ примененш къ обыкновеннымъ конечнымъ элементамъ и 
въ томъ случае, когда мы пользовались при доказательстве безконечно 
удаленными элементами. Д е л о будетъ здесь обстоять совершенно такъ же, 
какъ въ вопросе о комплексныхъ числахъ. Совокупность комплексных* 
чиселъ представляетъ собой MHoroo6pa3ie, для котораго справедливы в с е 
преобразовашя ариеметики вещественныхъ чиселъ, а потому всяюй выводъ, 
при помощи этихъ преобразованы сделанный, будетъ правиленъ и въ т о м * 
случае, когда онъ въ конечномъ счете относится къ числамъ веществен
ным* (къ части всего многообраз1я комплексныхъ чиселъ). 

Многообраз1е, на которомъ мы обнаружили, что в в е д е т е безко
нечно удаленныхъ точекъ, к а к * точекъ пересечешя параллельныхъ 
прямыхъ, безконечно удаленных ь прямых*, какъ пересечены параллель-

Веберъ . Энциклоп. Элемент, геометры. 23 
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ныхъ плоскостей, и безконечно удаленной плоскости, какъ совокупности 
безконечно удаленныхъ прямыхъ, не можетъ привести къ противоръч 'ю 
с ъ аксюмами сопряжешя, было нами составлено путемъ соединен'я обы-
кновенныхъ связокъ, названныхъ нами т о ч к а м и , и связокъ параллелей, 
названныхъ нами б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и . Любопытно, что 
П а ш ъ въ указанномъ выше сочиненш даетъ такое опредълеше связки, 
к о т о р о е объединяете о б ъ категорш; именно, онъ определяете связку, 
к а к ъ комплексъ прямыхъ, обладающихъ тЬмъ свойствомъ, что любыя д в * 
прямыя этого комплекса расположены въ одной плоскости. Если поэтому 
мы возьмемъ двъ прямыя на плоскости и черезъ каждую точку про
странства, этой плоскости не принадлежащую, мы проведемъ плоскости, 
определяемый этой точкой и основными двумя прямыми, то ихъ пере
с е ч е т е определить прямую связки, проходящую черезъ выбранную точ
ку пространства. Чтобы определить прямую связки, проходящую черезъ 
точку, лежащую въ плоскости первыхъ двухъ прямыхъ, надо восполь
зоваться двумя другими прямыми связки, одна изъ которыхъ не лежитъ 
в ъ этой плоскости. Смотря по тому, были ли исходныя двъ прямыя 
сходящимися или параллельными, мы получимъ сходящуюся связку ( к о 
н е ч н у ю т о ч к у ) или связку параллелей ( б е з к о н е ч н о у д а л е н н у ю т о ч 
к у ) . Если связки взяты не въ евклидовомъ пространстве, а въ гиперболи-
ческоме, то, кроме сходящихся связокъ и связокъ параллелей, будутъ 
существовать связки третьяго типа — такъ называемыя расходящаяся связки. 
Расходящуюся связку образуютъ прямыя, перпендикулярныя къ одной и 
той же плоскости. Въ евклидовомъ пространстве эти последшя связки 
совпадають со связками параллелей, въ гиперболическомъ же простран
с т в е о н е образуютъ особую третью категор 'ю. Если мы въ гиперболи
ческомъ пространстве назовемъ к о н е ч н ы м и т о ч к а м и СХОДЯЩАЯСЯ связки, 
а б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и — связки параллелей, то каждая 
прямая будетъ входить въ составъ двухъ связокъ параллелей (соответ
ственно двумъ направлеш'ямъ прямой), т . е. будете иметь д в е б е з к о 
н е ч н о у д а л е н н ы я т о ч к и . Однако, при этомъ д в е прямыя въ плоскости 
е щ е не всегда будутъ иметь о б щ у ю т о ч к у : д в е расходящ'яся прямыя 
не будутъ иметь общей т о ч к и — ни конечной, ни безконечно удаленной. 
Чтобы любыя д в е прямыя, расположенныя въ одной плоскости, въ гипер
болическомъ пространстве имели о б щ у ю т о ч к у , необходимо еще б о л е е 
усилить многообраз 'е т о ч е к ъ , необходимо включить въ него еще т о ч к и 
третьей категорш, т. е. назвать т о ч к а м и также расходящ'яся связки. 
Эти точки Клейнъ назвалъ и д е а л ь н ы м и т о ч к а м и . Въ гиперболической 
плоскости д в е прямыя всегда встречаются либо въ конечной, либо въ 
безконечно удаленной, либо въ идеальной т о ч к е . 

Мы показали, что в в е д е т е безконечно удаленныхъ элементовъ не 
м о ж е т е привести к ъ п р о т и в о р е ч а съ аксюмами сопряжешя. Н о , к р о м е 
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.аксюмъ сопряжения, Гильберть различаеть еще четыре группы аксюмъ и, 
прежде всего, аксюмы расположенш. Однако, присвоить расширенному 
м н о г о о б р а з ш т о ч е к ъ такое расположеше на прямой, которое удовле
творяло бы требовашямъ, выраженнымъ въ аксюмахъ расположена, не 
удается. Причина этого коренится въ томъ, что изъ трехъ прямыхъ схо
дящейся связки, расположенныхъ въ одной плоскости, каждая можетъ 
съ одинаковым* правомъ считаться лежащей между двумя другими пря
мыми. Всл'Ьдств1е этого тЪ предложешя, выводъ которыхъ основанъ на 
аксюмахъ расположешя, не могутъ быть распространены на обогащенное 
нами многообраз1е т о ч е к ъ . Они могутъ выражать таюя свойства конеч-
ныхъ т о ч е к ъ , которыя не принадлежать безконечно удаленнымъ т о ч 
к а м ъ . Аксюмы конгруэнтности не распространяются уже на безконечно 
удаленныя точки потому, что въ нашемъ многообразш не всякая т о ч к а 
можетъ быть совмещена съ любой другой т о ч к о й . При помощи движешя 
можно, правда, совместить каждую сходящую связку съ любой другой 
сходящейся связкой (т. е. можно Привести каждую конечную т о ч к у въ 
любую другую конечную т о ч к у ) , но нельзя совмъстить сходящуюся 
связку со связкой параллелей (т. е. нельзя привести конечную т о ч к у 
въ безконечно удаленную). 

Все изложенное выясняетъ, каюя свойства конечныхъ точекъ могутъ 
быть распространены на безконечно удаленныя точки, а каюя не могутъ. 
Н а б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы е о б р а з ы р а с п р о с т р а н я ю т с я т ъ с в о й 
с т в а , к о т о р ы я в ы т е к а ю т ъ т о л ь к о и з ъ а к с ш м ъ с о п р я ж е ш я . 

Проективная геометр1я аксюмами конгруэнтности вовсе не поль
зуется. Она пользуется только тремя группами аксюмъ; именно, к р о м е 
аксюмъ сопряжешя, она пользуется еще а ксюмами расположешя и а к с ю -
мой проективной непрерывности (см. аксюмы II и III въ § § 15 и 1 6 ) . 
Аксюмы сопряжешя проективной геометрш отличаются о т ъ аксюмъ соот 
ветствующей группы въ евклидовой геометрш тЬмъ, что здесь всяюя 
д в * прямыя, расположенныя въ одной плоскости, имеютъ общую точку, 
и всяюя д в е плоскости имеютъ общую прямую. Н о мы видели, что про
странство, обогащенное б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и т о ч к а м и , удовлетво-
ряетъ этимъ требовашямъ. С ъ другой стороны, аксюмы расположешя, 
которыми пользуется проективная геометр!я, также отличаются отъ аксюмъ 
расположешя евклидовой геометрш. Проективная геометрия не вводить 
понятоя „между"; она разсматриваеть всегда д в е пары точекъ на прямой 
и требуетъ, чтобы четыре пары точекъ на прямой всегда однимъ и только 
однимъ способом* распадались на д в е пары, разделяющая д р у г * друга. 
Этим* свойством* всегда обладают* четыре прямыхъ сходящейся связки, 
расположенныя въ о д н о й плоскости . Э т и м ъ о б с т о я т е л ь с т в о м * можно 

воспользоваться , ч т о б ы распространить а к с ю м ы расположешя проективной 

г е о м е т р ш на н а ш е пространство , о б о г а щ е н н о е б е з к о н е ч н о у д а л е н н ы м и 
23» 
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т о ч к а м и . Действительно, пусть А, В, С, D будутъ четыре т о ч к и H I 
одной прямой. Возьмемъ произвольную сходящуюся связку О, въ составь, 
которой эта прямая не входить , и проведемъ прямыя OA, ОВ, ОС, OD. 
Это будутъ вполне определенныя прямыя, независимо отъ того, все ли 
т о ч к и А, В, С, D конечныя, или между ними имеются также безконечно 
удаленныя. Если же прямыя OA и ОС разделяются прямыми ОВ и OD, 
то мы будемъ говорить, что т о ч к и А и С разделяются т о ч к а м и BviD. 
Можно легко показать, что эта дизъюнкщя не зависитъ отъ выбора связки 
О, и что это опредълеше согласуется со всеми аксюмами расположешя 
проективной геометрш. Наконецъ, существенная особенность безконечно 
удаленныхъ т о ч е к ъ , какъ мы видели, заключается въ томъ, что конеч
ныя т о ч к и не могутъ быть приведены въ совмещеше съ безконечно 
удаленными. Однако, въ проективной геометрш комплексъ разсматрива-
емыхъ преобразованы значительно шире; именно, въ составь проектив-
ныхъ преобразованы входятъ, помимо твхъ , которыя мы называемъ дви-
жешями, еще д р у п я преобразовашя, при помощи которыхъ всякая связка 
можетъ быть превращена въ любую другую связку, и въ частности схо
дящаяся связка можетъ быть превращена въ связку параллелей. Вслед-
crBie этого въ проективной геометрш безконечно удаленныя т о ч к и играютъ 
ту же роль, что и конечныя. 

Изложеннымъ вопросъ о законности введешя въ геометрш поло-
жен'я безконечно удаленныхъ элементовъ достаточно выясненъ. В ъ метри
ческой геометрш возникаетъ еще вопросъ о разстоянЫ безконечно уда
ленной точки о т ъ конечной точки, каковое принимается безконечно боль-
шимъ. Выяснеш'е того, въ какой мере это законно, представляется более 
сложнымъ, потому что здесь мы сталкиваемся уже съ другимъ вопросомъ, 
именно вопросомъ о томъ, какимъ образомъ безконечность вводится въ 
аривметику. Мы не можемъ входить з д е с ь въ подробное обсуждеше этого 
вопроса; заметимъ только, что, присваивая безконечно большое разстоян'е 
безконечно удаленнымъ точкамъ, мы делаемъ совершенно то же (и въ томъ 
же смысле), что и въ алгебре , когда присваиваемъ безконечное р е ш е ш е 
у р а в н е н ш 0.x = а, где в ф О . 



II. Объ измъренЫ площадей. 

Въ текст* сочинешя авторомъ изложена теор1я площадей прямоли
нейных* фигуръ въ томъ виде , какъ она дана Гильбертомъ въ его „Осно-
вашяхъ" ] ) . Вм-встъ съ тъмъ приведены соображешя, въ силу которыхъ 
этой теорш отдается предпочтете предъ обычной евклидовой Teopieft 
этого вопроса. Получается прежде всего такое впечатлъше, что обыкно
венная теор1я площадей вовсе не нужна. Далее на стр. 2 9 8 , указывается, 
что совокупность площадей была бы только тогда претворена въ величину, 
если бы были также указаны правила умножешя площадей и дълешя пло
щадей, — точка зрешя , которую мы считаемъ решительно неправиль
ной. Въ общемъ, т * причины, которыя привели Гильберта къ его теорш 
площадей, остаются, какъ намъ кажется, недостаточно выясненными, и мы 
считаемъ полезным* остановиться здесь на этомъ вопросе. 

У ч е т е о площадяхъ имеет* целью, какъ говорятъ, выразить пло
щадь числомъ, т. е. каждой площади мы относимъ некоторое ариемети-
ческое число; притомъ это должно быть сделано такъ, чтобы, во-пер
вых*, конгруэнтным* фигурам* соответствовали одинаковыя числа, и, во-
вторых*, чтобы фигуре , составленной и з ъ несколькихъ фигуръ, соответ
ствовало число, равное сумме т е х * чиселъ, которыя отнесены составля
ю щ и м * фигурам*. В ъ этомъ заключается вся задача объ измеренш пло
щадей. Teopifl площадей прямолинейныхъ фигуръ заключается в * решеши 
этой задачи по отношешю къ последнимъ. Нужно, следовательно, ре
шить, можно ли отнести каждой прямолинейной фигуре число такимъ 
образомъ, чтобы удовлетворить поставленнымъ двумъ требовашямъ, и, 
если можно, то какъ это должно быть произведено. A priori мы не имеем* 
основашя ответить утвердительно даже и на первый изъ этихъ вопро-
совъ. В ъ самомъ д ъ л е , представимъ себе , что въ пространстве существо
вало бы такое д в и ж е т е S, которое совмещаетъ прямолинейную фигуру 
А съ прямолинейной фигурой В, и въ то же время существовало бы 
другое д в и ж е т е которое помещает* фигуру А внутрь фигуры В, 

1 ) Та же теория площадей была значительно раньше предложена С. О. 
Шатуновскимъ и сообщена имъ НовороссШскому Обществу Естествоиспытателей 
въ 1895 году и IX Съезду Русских* Естествоиспытателей и Врачей въ 1898 году. 
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подобно тому, какъ прямолинейный уголъ можно поместить внутри к о н -
груэнтнаго ему угла. Тогда поставленнымъ требован'ямъ удовлетворите 
было бы невозможно, ибо въ виду существован'я движен'я 5 , въ силу 
перваго требован'я, о б е и м ъ фигурамъ должно было бы быть отнесено 
одно и то же число, а въ виду существован'я движешя 5 ' , въ силу вто
рого требован'я , второй ф и г у р * должно было бы быть отнесено большее 
число. Следовательно, мы должны либо доказать, что поставленнымъ тре
бован'ямъ удовлетворить можно, либо постулировать это. Обычная теор 'я 
площадей постулируете это, хотя неявнымъ образомъ. Допустивъ, что 
каждой прямолинейной фигур* можно отнести число такъ, чтобы удовле
творить поставленнымъ требован'ямъ, обыкновенная теор)я площадей даетъ 
полное р*шен 'е второго вопроса о томъ, к а к ъ э т о д о л ж н о б ы т ь вы
п о л н е н о ; именно доказывается, что каждому треугольнику должно быть 
отнесено число, пропорщональное произведен'ю изъ основашя на высоту, 
что это число должно быть равно половин* указаннаго произведешя, 
если мы желаемъ квадрату, сторона котораго равна единиц* длины, отне
сти число 1 (т. е. принять его за единицу м*ры площади); многоуголь
нику же необходимо отнести сумму чиселъ, отнесенныхъ треугольни-
камъ, на которые онъ разбивается. Чтобы выяснить, что въ обычной 
теорш д*йствительно скрывается допущеше, о которомъ мы говорили, мы 
обратимся къ первому предложен'ю учен'я о площадяхъ. Оно формули
руется обыкновенно т а к ъ : „площади двухъ прямоугольниковъ, им*ющихъ 
равныя основания, относятся, какъ ихъ высоты". Чтобы это предложеше 
им*ло определенное содержан'е, нужно знать, что такое площадь. Не 
входя въ анализъ того, что можно подъ этимъ терминомъ вообще разу
меть, одно ясно, что подъ площадью разумеютъ такую величину, каждое 
значен'е которой имеетъ отношен'е к ъ любому другому ея значен'ю, 
выражающееся ариеметическимъ числомъ и обладающее теми свойствами, 
которыми обладаете отношен'е двухъ значенШ любой величины (напри
меръ , длины); сюда относится, въ частности, то свойство, что отношеше 
площади, составленной изъ двухъ площадей, къ третьей, должно быть 
равно сумме отношешй каждой изъ составляющихъ площадей къ третьей. 
Если поэтому мы фиксируемъ одну площадь и возьмемъ отношеше каж
дой площади къ этой последней (отношен'е , существован'е котораго, 
какъ сказано, явно принимается всей теор 'ей) , то оно и будетъ числомъ, 
отнесеннымъ каждой площади. 

Итакъ, то обстоятельство, что, отнеся каждому треугольнику полу-
произведеше изъ основан'я на высоту, а каждому многоугольнику число, 
равное сумме чиселъ, отнесенныхъ такимъ образомъ составляющимъ тре-
угольникамъ, мы удовлетворимъ требован'ямъ, поставленнымъ въ задач*-
объ изм*ренш; это обыкновенной теор 'ей не доказывается; она доказы
ваете только, что — если такое соотв*тств 'е между прямолинейными фи-
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гурами и ариеметическими числами установить возможно — таковое вполне 
опредъляется выбором* единицы м*ры. Еще иначе: обыкновенная теор1Я 
площадей доказывает*, что для установлешя системы изм*рен!я площадей 
прямолинейных* фигуръ при обычной единиц* мъры н е о б х о д и м о отне
сти каждому треугольнику полупроизведеше изъ основашя на высоту 
и т. д . Но д о с т а т о ч н о ли это? Будетъ ли при этомъ, действительно 
число, отнесенное каждой прямолинейной фигур*, равно сумм* чиселъ, 
отнесенныхъ составляющимъ фигурамъ, какимъ бы образомъ мы ни произво
дили разложеше, этотъ вопросъ остается открытымъ. На этотъ именно 
вопросъ TeopiH Ш а т у н о в с к а г о - Г и л ь б е р т а и даетъ отв*т*. TeopiH э т а 
д а е т ъ с т р о г о е д о к а з а т е л ь с т в о т о г о , ч т о д о с т а т о ч н о о т н е с т и к а ж 
д о й п р я м о л и н е й н о й ф и г у р * ч и с л о , о б ы ч н о и м е н у е м о е м * р о й е я 
п л о щ а д и , ч т о б ы ч и с л о , о т н е с е н н о е л ю б о й ф и г у р * , б ы л о р а в н о 
с у м м * ч и с е л ъ , о т н е с е н н ы х ъ с о с т а в л я ю щ и м ъ ф и г у р а м ъ , к а к ъ б ы 
мы ни д * л а л и р а з л о ж е ш я на с о с т а в л я ю и и я ф и г у р ы . Обычная теор1я 
площадей и Teopia Шатуновскаго - Гильберта, такимъ образомъ, допол-
няютъ другъ друга. 

Самое доказательство этого предложешя изложено въ текст* хотя 
и съ исчерпывающей полнотой, но, на нашъ взглядъ, недостаточно ясно. 
Мы не будемъ излагать зд*сь вновь этого доказательства, но выясним* 
лишь планъ его. 

Каждому треугольнику мы относим* число, равное полупроизведешю 
изъ основашя на соответствующую высоту (каковое п р о и з в е д е т е не за
виситъ отъ того, какое изъ трехъ оснований мы выберемъ); это число 
называется „м*рой площади" треугольника. ЗатЬмъ мы доказываемъ, в ъ 
первую очередь, что, какъ бы мы ни разлагали треугольникъ вновь на 
треугольники, м*ра площади этого треугольника всегда равняется сумм* 
м*ръ площадей составляющихъ треугольниковъ. Теорема эта доказывается 
сначала для такъ называемаго т р а н с в е р с а л ь н а г о разложешя (которое 
производится трансверсалями изъ одной вершины), зат*мъ для п о п е р е ч 
н а г о разложешя (при которомъ вершины составляющихъ треугольниковъ 
лежать только на сторонахъ даннаго треугольника); наконецъ, доказы
вается, что всякое разложеше треугольника на составляюцце треугольники 
можетъ быть путем* трансверсальныхъ и поперечныхъ разложенШ соста
вляющихъ треугольниковъ приведено к ъ тому, что данный треугольникъ 
будеть разложен* трансверсально на рядъ треугольниковъ, которые, въ 
свою очередь, будутъ разложены поперечно. 

Доказавъ , что м*ра площади треугольника всегда равняется сумм* 
м*ръ площадей составляющихъ треугольников*, какъ бы ни производи
лось разложеше, мы обращаемся затЬм* къ многоугольнику; мы доказы
ваемъ, что, какъ бы многоугольникъ ни был* разложен* на треугольники, 
сумма мъръ площадей составляющихъ треугольниковъ будетъ одна и та 



3 6 0 

ж е ; эта постоянная сумма и принимается за мъру площади многоуголь
ника. Наконецъ, послъ этого доказывается, что мъра площади всякаго 
многоугольника равняется суммъ мъръ площадей составляющихъ его мно
гоугольниковъ, какимъ бы образомъ не было произведено разложеше. 

Къ этому мы присоединимъ еще слъдующее замъчан'е. Точка з р ъ -
Н1я, на которой мы здъсь стоимъ, носить название а р и е м е т и ч е с к о й , такъ 
какъ она относитъ каждой площади число. Возможна точка зръшя ч и с т о 
г е о м е т р и ч е с к а я , которая относитъ каждой площади отръзокъ и, такимъ 
образомъ, совершенно освобождаетъ геометрш отъ числа. Такая теор 'я 
должна быть построена на исчисленш отръзковъ; за мъру площади тре
угольника въ такой т е о р ш принимается отръзокъ , представляющий собой 
половину произведешя изъ основан'я на высоту. 
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лиза и исчислешя безконечно малых*. Пер. съ нъм. подъ ред. проф. С-П.-Б 
унив. К А. Поссе. Часть I. XV1II+632 стр. 8<>. Съ 26 черт. Ц. 5 р. 

ШУВЕРТЪ, Г. проф. Математическ1я развлечен!я и игры. Пер. съ. 
нъм. I. Левинтова, подъ ред.. съ прим. и доб. „В. О. Ф. и Элем. Мат". XIV+358 
стр. 16 е. Со мног. табл. Ц. l р. 40 к. 

Ф И З И К А . 

АБРАГАМЪ, Г. проф. Сборник* элементарных* опытов* по физик*.* 
Пер. съ франц подъ ред. проф. Ь. П. Вейнберга. 

Часть I: XVI4-272 стр. 8*. Свыше 300 рис. 2-е изд. IL 1 р. 50 к. 
Часть II: 434+LXXV стр • 8'. Свыше 400 рис я-е изд. Ц. 2 р. 75 к. 
АУЭРВАХЪ, Ф. проф. Царица м!ра и ея тЬнь.* Общедоступное изло-

жев1е основанШ учёная объ энерНи и энтроп!и. Пер. съ в-вм. VI1I+50 стр. 8* 
S-* издам*. ц . 40 к. 
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БРАУНЪ, Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграфы и по-
Электрооптике. Речь, произн. по случаю получешя Нобелевской премш, съ до
поли, автора. Пер. съ рукописи Л. Мандельштама и Н. Папалекси, со вступи
тельной статьей переводчиковъ XXIV 4-92 стр. 16* Съ 25 рис. нпортр. авт. Ц. 70 к. 

БРУНИ, К. проф. Твердые растворы.* Пер. съ итал. подъ ред. 9Вп>стн. 
On. Физ. и Элем. Мат.' 37 стр. 16°. Ц. 25 к. 

ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит1е физики*. Пер. съ англШск. 
подъ ред. проф. Б. П. Вейнберга и прив.-доц. А . Р. Орбинскаго. Съ приложен, 
речи А . Балъфура. Несколько мыслей о новой теорш вещества. VIII4-277 
стр. 8*. Съ 5 порт, и 39 рис. 2-е изд. Ц. 2 р. 

ВЕИНБЕРГЪ, Б. П. проф. Снътъ, иней, град*, ледъ и ледники. * 
IV+127 стр. 8*. Съ 137 рис. и 2 фототип. табл. Ц. 1 р.. 

ВИНЕРЪ, О. проф. О цветной фотографы и родственных* ей естест
венно-научных* вопросах*.* Пер. съ нем. подъ ред. проф. Н. П. Дастерина. 
VI+69 стр. 8'. Съ 3 цвет. табл. Ц. 60 к. 

ГЕРНЕТЪ, В. А. Объ единстве вещества. 46 стр. 16° Ц. 25 к. 
ЗЕЕМАНЪ, П. проф. Происхожден1е цветов* спектра. Съ приложен, 

статьи В. Ритца. .Линейные спектры и строеше атомовъ". Пер. съ нем. 50 стр. 
16". ^ Ц. 30 к. 

КАИЗЕРЪ, Г. проф. Развитее современной спектороскоп!и *. Пер. съ 
ньи. подъ ред. ,Btbcm. On. Физ. и Эл. Мат.". 45 стр. 16° Ц 25 к. 

КЛОССОВСК1Й А. засл. проф. Основы Метеоролог1и * XVI+527 стр. 
больш. 8". Съ 199 рис., 2 цвета, и 3 черн. табл. Ц. 4 р. 

КЛОССОВСК1Й, А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на 
основами современных* воззренШ.* 46 стр. 8'. 2-е изд. испр. и дополн. Ц. 40 к. 

КОНЪ, Э. проф. и ПУАНКАРЕ, Г. акад. Пространство и время съ 
точки зренЫ физики. Пер. подъ ред. .Bncm. On. Физ. и Эл. Мат.". 81 <Ж>. 
16* Съ 11 рис. Ц. 40 к. 

ЛАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика. * Пер. съ нем. подъ 
ред. „Bn>cm. On. и Эл. Мат.". Въ 2-хъ томахъ больш. формата 892 стр. Съ 799-
рисунк. и 6 отд. цвета, табл. Ц. 7 р. 50 к. 

ЛЕМАНЪ, О. проф. Жидк1е кристаллы и теоЫи жизни. Пер. съ н*мец-
каго П. В. Казанецкаго. VIII4-43 стр. 8* Съ 30 рис Изд. распродано. 

ЛИНДЕРМАНЪ, Ф. проф. Спектр* и форма атомовъ. Речь ректора. 
Мюнхенскаго университета. 23 стр. 16". я-изд. Ц. 15 к. 

ЛОДЖЪ, О. проф. АНровой эеиръ Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. 
Д. Л Хмырова. VI+216 стр. 16°. Съ 19 рис. Ц 80 к. 

ЛОРЕНЦЪ, Г. проф. Курс* физики *. Пер. съ нем. подъ ред. профессора 
Н. П. Крстерина. Съ добавлениями автора къ русскому издашю. 

Т. I. VIH+356 стр. больш. 8°. Съ 236 рис. 2-е изд. Ц. 2 р. 75 к. 
Т. й.я VIH-f-466 стр. больш. 8". Съ 257 рис. Ц. 3 р. 75 к. 
МАИКЕЛЬСОНЪ, А. проф. Свътовыя волны и ихъ применены. Пе

ревела съ англ. В. О. Хвольсонъ подъ ред. за служ. проф. О. Д. Хволъсона cv 
дополн. статьями и примеч. редактора. VM1+189 стр. Съ 109 рис и 3 цвети, 
табл. Ц. 1 р. 50 к. 

МИ, Г. проф. Курс* электричества и магнитизма. Пер. съ н*мешс. 
0 . ©. Соколова подъ ред. засл. проф. О. Д. Хволъсона. Въ 2-хъ частях*. Окело-
50 печ. лнстовъ. Цена по подписке 5 р. 

МОРЕНЪ, Ш. ФизическЫ состоянЫ вещества. Пер. съ фр. подъ ред. 
проф. Л. В. Писаржевскаго. ХШ+224 стр. 8V Съ 21 рис. Ц, 1 р. 40 к. 

ПЕРРИ, ДЖ. проф. Вращающ1йся волчок* *. Публ. лекшя. Съ добавл. 
статьи проф. Б. Доната. .Волчекъ и его будущее въ технике*. Пер. съ англ. и 
нъмецк. VIII f 116 стр. 8*. Съ 73 рис. J-* изд. Ц. 60 к. 

ПЛАНКЪ, М- проф. Отношеи1е новейшей физики к ъ механистиче
скому BripOBO33p*Hii0. Пер. съ нем. I. Левинтова, подъ ред. .Влет. On. Физ. 
и Эл. Мат." 42 стр. 16*. А 25 к. 
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ИОЙНТИНГЪ. ДЖ. проф. Давлен1е свъта. Пер. съ англ. подъ редакщея 
^Впст. On. Физ. и Эл. Мат.' 128+11 стр. 16*. Съ 42 рис. Ц. 50 к. 

РАМЗАЙ, В. проф. Благородные и рад1оактивные газы. Пер. подъ ред. 
.Влет. On. Физ. и Эл. Мат.". 37 стр. 16*. Съ 16 рис. Ц 25 к. 

РИГИ, А. проф. Современная теор1я физическихъ явленШ. * (Рад1о-
-активность, юны, электроны). Пер. съ 3 итал. изд. VT1I+146 стр. 8". Съ 21 рис. 
3-е изд. Ц. 90 к. 

РИГИ, А. проф. Электрическая природа матер1и. * Вступительная 
лекщя. Пер. съ итальянск. подъ ред. „Впст. On. Физ. и Эл. Мат.". 27 стр. 8'. 
at изд. Ц 30 к. 

СЛАБИ, А. проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ нъм. подъ ред. 
„Впст. On. Физ. и Эл. Мат.". 28 стр. 8'. Съ 23 рис. Ц. 30 к. 

СЛАБИ, А. проф. Резонаисъ и затухан!е электрическихъ волнъ. Пер. 
-съ нъм. подъ ред. пВп>ст. On. Физ. и Эл. Мат.". 41 стр. 8'. Съ 36 рис. Ц. 40 к. 

СОДДИ, Ф. проф. Рад1й и его разгадка. * Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. 
Д. Хмырова. XVI+185 стр. 8*. Съ 31 рис. а 1 р. 25 к. 

ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теор!я вещества. Пер. съ 
англ. I. Левинтова, подъ ред. „Вгьст. On. Физ. и Эл. Мат.". VIII+162 стр. 8*. 
Съ 29 рис. Ц. 1 р. 20 к. 

ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добыван!е свъта. * Общедоступная 
лекщя для рабочихъ, прочитанная на собранш Британской Ассошащи 1906. Пер. съ 
анг. VI1I+88 стр. 16*. Съ 28 рис. Ц. 50 к. 

Успъхи физики. Сборникъ статей подъ ред. .Впстника Опытной Фи
зики и Элементарной Математики". 

Выпускъ I. * VIII+148 стр. 8* Съ 41 рис. и 2 таб. j - e изд. Ц. 75 к. 
Выпускъ И. 1V+204 стр. 8*. Съ 50 рис. Ц. 1 р. 20 к. 

X И М I я. 
МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. Стереохим1я. (Учете о пространствеяномъ распо-

-ложети атомовъ въ молекул*). Пер. съ нъм. подъ ред. проф. П. Г. Меликова 
VUI+164 стр. 8*. Съ 58 рис. Ц. l р . 20 к. 

ПЁШЛЬ В. проф. Введен!е въ коллоидную хим!ю. Очеркъ коллоидной 
химш для учителей, врачей и студентовъ. Пер. съ нъм. А . С. Комаровскаго. съ 
«ред. проф. 77. Г. Меликова, VMI+86 стр. 8" Ц. 75 к . 

РАМЗАЙ, В. проф. Введен1е въ изучен!е физической хим!и. Пер. съ 
-англ. подъ ред. проф. П. Г. Меликова. VI1I+75 стр 16*. Ц. 40 к. 

СМИТЪ, А. проф. Введен1е въ неорганическую хим!ю. Пер. съ англ. 
подъ ред. проф. П. Г. Меликова. XVI+840 стр. 8*. Съ 107 рис. Ц. 3 р. 50 к. 

УСПЪХИ ХИМ1И. Сборникъ статей о важнъйшихъ изелъдоващ'яхъ посл-Ьд-
яяго времени въ общедоступномъ изложен1и подъ ред. .Впст. On. Физ. и Элем. 
Мат." Вып. I, VIH+ 240 стр. 8*. Съ 83 рис. Ц. 1 р. 50 к. 

ЦЕНТНЕРШВЕРЪ. М. Г. Очерки по истор!и хим!и. Популярно-научныя 
лекц!и. XV1+318 стр. 8*. Съ 83 рис. Ц. 2 р. 20 к. 

ШЕИДЪ, К. Химическ1е опыты для юношества Пер. съ нъм. подъ ред. 
прив.-доц. Е. С. Елъчанинова. 1V+191 стр. 8*. Съ 79 рис. Издате распродано. 

ШТОКЪ, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЪ, прив.-доц. Практическое руковод
ство по количественному анализу. Пер. съ нъм. лабор. Новор. Унив А . Кон
шина подъ ред. проф. /7. Г. Меликова. Пер. съ нъм. VIII+173 стр. 8*. Съ 37 
Р и с - Ц. 1 р. 20 к. 

А С Т Р О Н О М 1 Я . 
АРРЕН1УСЪ, Св. проф. Образование м!ровъ*. Пер. съ нъм. подъ ред. 

«роф. К- Д. Покровского. VI!1+200 стр. 8*. Съ 60 рис. 2-е изд. Ц. 1 р. 75 к. 
л „ АРРЕШУСЪ, Св. проф. Физика неба*. Пер. съ нъм. подъ ред. прив.-доц. 

А . Р. Орбинснаго. VIII+250 стр. 8*. Съ 68 рис., 1 черн. и 1 спектр, табл. 
Издате распродано. 
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ВОЛЛЪ, Р. проф. Века и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. Орбинскаго. IV4-104 стр. 8* Съ 4 рис. и 1 табл. Ц. 75 к. 

ВИХЕРТЪ. Э. проф. Введен1е въ геодез!ю*. Перев. съ нем. IV+95 стр. 
16*. Съ 41 рис. 2-1 изд. Ц. 35 к. 

ГРАФФЪ, К. Комета Галлея*. Пер. съ нем. Х+71 стр. 16» Съ 13 рис. и 
2 отд. табл. Изд. второе испр. и дополв. Ц. 30 к. 

Галеева комета въ 1910 году. Общедоступное издате. Содержате: О 
вселенной—О кометахъ—О комете Галлея. 32 стр. 8*. Съ 12 иллюстращями Ц. 12 к. 

ЛОВЕЛЛЪ, П. проф. Марс* и жизнь на немъ. Пер. съ англ. подъ ред. 
и съ пред. прив.-доц. А. Р. Орбинскаго. XXI+272 стр. 8*. Со многими рис. и 
1 ц в е т табл. Ц. "2 р^ 

НЫОКОМЪ С. проф. Астроном1я для всехъ*. Пер. сь англ подъ ред. 
и съ предисл. прив.-доц А. Р. Орбинскаго. ХХ+288 стр. 8*. Съ порт, автора, 64 
рис. и 1 табл. 2-е изд. LL 1 р. 50 к. 

НЫОКОМЪ, С. проф. ТеорЫ движенЫ луны. (Истор1я и современное 
состояше этого вопроса), 26 стр. 16°. Изд. распродано. 

ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ Mipa. 1. Инфра-м1ръ. 2. Cynpa-Mipv Пер. 
съ англ. V1II4-119 стр. 8'. Съ 1 рис. и 1 табл. Ц. 80 к, 

Б I О Л О Г I Я. 
ВЕРИГО, Б. проф. Единство жизненных* явленШ- (Основы общей бю-

логт I . ) . VHI+276 стр. 8«. Съ 81 рис. Ц. 2 р. 
ВЕРИГО, Б. проф. Б1олог!я клетки, какъ основа учен!й о зароды

шевом* развитЫ и размножеши. (Основы общ. б(ологги, II). 1V+336 стр. 8'. 
Съ 60 рис. IX 2 р. 50 к» 

ЛЁБЪ, Ж. проф. Динамика живого вещества. Пер. съ нем. подъ ред. 
проф. В. В. Завьялова. VI11+353 стр. 8°. Съ 64 рис. Ц. 2 р. 50 к. 

ЛЁБЪ, Ж. проф. Жизнь. Пер. съ нем. 30 стр. 8*. Ц. 30 к. 
УСП/ВХИ БЮЛОПИ. Сборникъ статей о важн*йшихъ изследовашяхъ 

последняго времени. Вып. I. Подъ ред. проф. В. В. Завьялова. IV4-244 стр. 8'. 
Сь 24 рис. Ц. 1 р. 50 к. 

УШИНСК1Й, Н. проф. ЛекцЫ по бактер!ологЫ. VIJI+135 стр 8". Съ 
34 черн. и цвета, рис. на 15 отдъльн. табл. LL 1 р. 50 и. 

V A R I А. 
ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы*. Книга для юношества, 

объясняющая явлемя, которыя находятся въ противоречии съ повседневным* опы
том*. Пер. съ нем. VIH+193 стр. 8*. Съ 64 рис. и 3 табл. Ц. 1 р. 20 к_ 

ГАССЕРТЪ, К. проф. Изследован1е полярных* стран*-* Истор1я пу-
tamecTBifl къ северному и южному полюсамъ съ древнейшихъ времен* до настоя
щего времени. Пер. съ нем. подъ ред. и съ дополн. проф. Р. И. Танфильева. 
ХП+215 стр. 8*. Съ двумя цвет, картами. Ц. 1 р. 50 к, 

ГРОТЪ, П. проф. ВведенЗе въ химическую кристаллографию. Перев. 
съ нем. L Левинтова подъ ред. проф. л*. Д. Сидоренко. VIH-|-104 стр. 8' С* 
6 черт. Ц. 80 

ДАННЕМАННЪ, Ф. проф. Краткая истор1я естествознанЫ. Пер. 
съ немецкаго подъ ред. проф. С.-П.-Б. унив. И. И. Воргмана. rV-t-474 стр. 8*. 
Съ 87 рис. а 3 р. 

НИМФЮРЪ, Р. Воздухоплаван1е.* Науш. сновы и техническое раз-
випе. Пер. съ нем. VIII-f-161 стр. 8". Съ 52 рис. Ц. 90 к. 

СНАЙДЕРЪ, К. проф. Картина M i p a въ с в е т е современна™ естество
знанЫ. Пер. съ нем. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. VIII+193 стр. 8* Съ 16-
отд. портретами. Ц. 1 р. 50 к. 

ТРЁЛЬСЪ-ЛУНДЪ, проф. Небо • •оровозэрМе въ круговороте 
времен*. Пер. съ нем. IV+233 стр. 8°. Ц. 1 р. 50 к. 
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ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечешя. Пер. съ 
в~ьм. 146 стр. 16*. Свыше 250 рис. и черт. 2-е изд. Ц. 50 к. 

ШМИДЪ, В. проф» Философская хрестомат1я.* Пер. съ нъм. Ю. Гов-
-спева, подъ ред. и съ пред. проф. Н. Н. Ланге. VIII+172. -стр. 8*. U, 1 р. 

ЩУКАРЕВЪ, А. проф. Проблемы теор!и познан!я въ ихъ приложен!яхъ 
съ вопросамъ естествознашя и въ разработке его методами. IV+137 стр. 8*.. 

Ц. 1 р-
Имъется на склад*: 

БИЛЬТЦЪ Г. и В. Упражнен1я по неорганической химЗи. Пер. съ нъм. 
А. Крмаровскаго, съ пред. проф. Л. В. Писаржевскаго. XVI+272 стр. 8°. Съ 24 
рис U, 1 р. 60 к. 

П Е Ч А Т А Ю Т С Я И Г О Т О В Я Т Е Я к ъ П Е Ч А Т И : 
АНДУАЙЕ, проф. КУРСЪ АСТРОНОМ1И. Пер. съ франц. 
БАХМАНЪ, проф. ОСНОВЫ НОВЪЙШЕЙ ТЕОРШ ЧИСЕЛЪ.Пер. съ нем. 

лодъ ред. прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. 
БРАВЕ. МАТЕМЯТИЧЕСК1Я НЯЧЯЛЯ КРИСТЯЛЛОГРЯФ1И. 
ВЕРИГО, Б. Ф. проф. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ Б10ЛОГ1И, Ш „Современныя 

~геор!и эволюши въ Mipe животныхъ и растеши". 
ГИЛЬБЕРТЪ, Д. проф. ОСНОВЯН1Я ГЕОМЕТРШ. Пер. съ нъм. 
ЕВКЛИДЪ. ПЕРВЫЯ ШЕСТЬ КНИГЪ .НЯЧЯЛЪ". Переводъ проф. 

Л. М. Синцова и пр.-доц. С. Н. Бернштейна. 
КЛАРКЪ, А. ИСТОР1Я ЯСТРОНОМ1И XIX СТОЛтэПЯ. Перев. съанг. подъ 

ред. прив.-доц. С.-П.-Б. унив. В. Серафимова. 
КЛААЧЪ, Г. проф. ПОЛОЖЕНИЕ ЧЕЛОВЪКЯ ВЪ ПРИРОДБ. Пер. сь 

«тем. подъ ред. проф. В. Д. Ласкарева. 
КОЛЬРАУШЪ, Ф. проф. КРАТКОЕ РУКОВОДСТВО КЪ ПРЯКТИЧЕ-

•СКИМЪ ЗЯНЯТ1ЯМЪ ПО ФИЗИКЪ. Пер. съ н. подъ рея. проф. Н. П. Кастерина. 
КОРБИНЪ, Т. СОВРЕМЕННЫЕ УСПЪХИ ТЕХНИКИ. Пер. съ англ. 
ЛАДЕНБУРГЪ, А. проф. ЛЕКЦ1И ПО ИСТОР1И ХИМ1И ОТЪ ЛЯВУАЗЬЕ 

ДО НЯШИХЪ ДНЕЙ. Пер. съ нем. подъ редакц. прив.-доц. Е. С. Елъчанинова. 
ЛАГРАНЖЪ I. ПРИБАВЛЕНИЯ КЪ „ЭЛЕМЕНТАМЪ ЯЛГЕБРЫ" ЭЙЛЕРЯ. 

Неопределенный анализъ. Пер. съ фр. подъ ред пр.-доц С. О. Шатуновскаго. 
ЛОММЕЛЬ, Е. проф. Курсъ опытной физики. Пер. съ нем. 
ПАСКАЛЬ, ЭРНЕСТО, проф. ВЯР1ЯЦ10ННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ Пер. съ нем. 
САДИ-КАРНО. О ДВИЖУЩЕЙ СИЛ* ОГНЯ. 
САКСЛЬ и РУДИНГЕРЪ. БЮЛОГ1Я ЧЕЛОВЪКЯ. Пер. съ н*м. подъ 

ред. прив.-доц. Л. А. Тарасевича. 
УОКЕРЪ, проф. ВВЕДЕНИЕ ВЪ ФИЗИЧЕСКУЮ ХИМ1Ю. Пер. съ англ. 
УСП-ЬХИ ЯСТРОНОМ1И. Сборникъ статей. Вып. I. 
ЧЕЗАРО, Э. проф. ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ УЧЕБНИКЪ ЯЛГЕБРЯИЧЕСКЯГО 

«НЯЛИЗА и ИСЧИСЛЕНИЯ БЕЗКОНЕЧНО-МЯЛЫХЪ. Пер. съ нем. подъ ред. 
проф. С.-П.-Б. унив. К. А. Посев. Часть И. 

ШТОЛЫГЬ И ГМЕЙНЕРЪ. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЯРИ6МЕТИКА Пер. 
-сь нем. 

ШУЛЬЦЕ, д-ръ. ВЕЛИК1Е ФИЗИКИ И ИХЪ ТВОРЕН1Я. Пер. съ нем. 
ЮНГЪ, проф. ОСНОВНЫЯ ПОНЯТ1Я АЛГЕБРЫ И ГЕОМЕТРШ. Пер.съан. 

£ыписы6ающ1'е изъ главного склада издаю'й „)/1атезисъ* (Одесса, 
Стурдзобск/й пер) на сумму 5 руб. и до лбе за пересылку не 

платят ъ. 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ". 

Проф. Г. К0ВПЛЕВСК1Й 

основы дифференщальниго ^ ^ ^ ^ ^ 
: = Е ^ Е Е ^ и ИНТЕГРЯЛЬНЯГО ИСЧИСЛЕН1Й. 
Переводъ съ нъмецкаго подъ редакщей прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. ХШ-)-503 стр. 

Съ 31 черт. Ц. 3 р. 50 к. 

Содержан1е: Введете. Введете иррацюнальныхъ чиселъ. — Пределы—Ращональ-
ныя операщи — Функщи отъ одной переменной. — Геометрическое толковаше чиселъ 
и функщи. — Дифференцироваше функщи отъ одной переменной. — Безконечные ря-

-Ды. — Некоторый применешя степенныхъ рядовъ. — Maxima и minima. — Обращеше 
функщи и системъ функшй. — Неопределенные интегралы. — Определенные интегра
лы. — Интегрироваше безконечныхъ рядовъ. — Несобственные интегралы. — Геоме-
тричесшя применешя опредЬленныхъ интеграловъ. — Двойные интегралы и криво
линейные интегралы. — Геометричесюя применешя двойныхъ интеграловъ. — Некото

рый сведен1Я изъ теорш определителей. 

ИЗЪ ОТЗЫВОВЪ. „Курсъ профессора боннскаго университета, несомненно, является однимъ 
иэъ лучшихъ по ясности и чрезвычайной строгости обосновашя одного изъ могущественнъйшихъ 
методовъ современнаго анализа. Авторъ мастерски использовалъ новъйцпя иэыскашя въ области 
исчисления безконечно-малыхъ, и это научное достоинство его труда должно быть высоко оцънено 
даже въ нашей математической литературъ". Л. Б. (Современный Mipb, мартъ 1911). 

Проф. Г. К0ВЛЛЕВСК1Й. 

ВВЕДЕШЕ ВЪ ИСЧИСЛЕНИЕ БЕЗКОНЕЧНЫХЪ МАЛЫХЪ. 
СЪ ПРИЛОЖЕШЕМЪ ИСТОРИЧЕСКПГО 04EPKR. 

Переводъ съ немецкаго подъ редакщей и съ примечатями прив..доц. С. О- Шату
новскаго. VIII-f-140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909 г. Ц. 1 р. 

- С о д е р ж а н и е : Гл. I. Функщи, пределы, ряды. Гл. П. Дифференциальное исчисление. 
Гл. .III. Интегральное исчислете. — Исторический очеркъ. 

Учен. К. М. Н. Пр. признана заслуживающей внимашя при пополнены ученическихъ бибм-
-отекъ среднихъ учебнлхъ эаведенга. 

ИЗЪ ОТЗЫВОВЪ. „Главная особенность предлагаемой книги состоитъ въ томъ, что изу
чение анализа безконечно малыхъ сразу устанавливается на ТБХЪ основахъ, капя даны этимъ от-
раслямъ математики первоклассными нъмецкими учеными 2-ой половины XIX въка: Вейерштрас-
сомъ, Дедекиндомъ и Канторомъ, главное—первымъ. Нъкоторая, вредящая ясности, лаконичность 
и недомолвки оригинала освещаются въ соотвътствующихъ мьстахъ примъчажями и разъясне-
тями редактора перевода прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. Русское студенчество во .Введенш въ 
исчислете безконечно малыхъ" проф. Ковалевскаго получаетъ прекрасное и недорогое noco6ie. 
Переводъ вполнъ удовлетворителенъ". Иг—въ. (Образование, май 1909). 

„Извъстный боннскш профессоръ одинаково далекъ и отъ сухой перегруженности, свой
ственной учебникамъ, и отъ поверхностности ничего неуясняющихъ и ничему не научающихъ „по
пуляризации", особенно смъшныхъ тамъ, гдъ по существу дъла никакт'я популяризации невозмож
ны... Небольшой трудъ проф. Ковалевскаго можетъ получить двоякое приложеше: для студентовъ-
матеиатиковъ онъ можетъ замънить собой введете къ изучен!» ихъ науки: для болъе широкихъ 
слоевъ общества, чувствующаго некоторую неловкость оть полнаго своего невъжества въ области 
высшей математики, — столь важной не столько въ чисто техническом!», но и философскомъ и 
обраэовательномъ смыслъ дисциплины — можетъ послужить вполне достаточнымъ, вдобавокъ 

«везъ оспбаго затруднеюя воспринимаемым^ ЭАПОЯНЕН1ЕМЪ этого пробъла. Переводъ очень хорошъ". 
L e c t o r , (Ргъчъ, 16 февраля 1909). 



КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ". 

П. Я П П Е Л Л Ь С. ДОТЕВИЛЛЬ 
- И ™ 

Проф. Уннв. въ Паринск Проф. Ун. въ Монпелье 

Курсъ тщтшш mm 
Переводъ съ французскаго подъ редакшей и съ примечаниями прив.-доц. С. О. 
Шатуновскаго. Въ двухъ выпускахъ. ХХХИ+744 стр. 8°. Съ 222 рис. 1912. Ц-Ьна 5 р. 

Отъ редактора русскаго издания: „Обширный трехтомный трактатъ П. Аппелля по меха
ник* переработанъ имъ и С. Датевиллемъ въ однотомный курсъ... Въ этой переработке 
курсъ Аппелля и Дотевиллн пердставляетъ собою учебникъ теоретической механики, какъ 
бы специально приспособленный къ программ* теоретической механики нашихъ высшихъ-
учебныхъ заведешА и полностью обнимаюшдй эти программы. Если принять при этомъ во 
внимаше доступность и мастерство изложешя, которыя такъ характерны для книгъ Аппелля, и 
большое количество упражнешй, введенныхъ имъ въ вид* приложения въ конц* книги и 
дающихъ изучающему предметъ обширный матер>алъ для самостоятельной работы, то можно 
НАДЕЯТЬСЯ, что предлагаемый читателю въ русскомъ издании однотомный „Курсъ теоретиче
ской механики" Аппелля и Дотевилля будетъ ц*ннымъ вкладомъ въ нашу учебную литера
туру по теоретической механик*. 

Им*я въ виду сд*лать книгу доступною и для лицъ, не посвятившихъ себя спешаль
ному изучению чистой математики, мы снабдили прим*чашями т* немнопя м*ста, понимате 
которыхъ, быть ножегь, могло бы представить н*которыя затруднения". 

О. Д З Ю Б Е К Ъ 
Проф. Военно-инженерной Пкадешми въ Берлине. 

т ш ш ш ш ттт 
Переводъ съ немецкаго подъ редакшей и съ прим-вчанЫми профессора С.-Петер-

бурскихъ Высшихъ женскихъ курсовъ Вгьры Шиффъ. 

Ч. I. Аналитическая геометрЫ на плоскости Vffl+390 стр.8°. Съ 87 черт. 
1911 г. Щ н а 2 р. 50 к. 

Ч. II. Аналитическая геометр1я въ пространстве VIII-f-356 стр. 8°. Съ 36 
черт. 1912. Цена 2 р. 50 к. 

И»ъ предислов1я автора: „... хоте главной нашей цълью является основательное 
изучеше формулъ, непосредственно пригодныхъ къ примънешю, но достигнуть ее мы мо
жемъ лишь тогда, если будемъ выводить эти формулы въ связной последовательности и 
въ соотвътствш съ основами правильнаго метода преподавания, какъ истины, почерпнутая 
изъ глубины науки. Я надьюсь, что для читателя каждая страница этого учебника будетъ, 
ДБЙствительно, .поучительной"; но если эта книга и помимо непосредственныгь примъиешй 
самымъ содержашемъ своимъ послужить къ развипю его ума и духа, то врядъ-ли онъ 
за это посътуетъ. 

Составитель убъжденъ, что эта книга вполнъ пригодна также въ качестве перво-
началънаго введешя въ аналитическую геометр iio и для студектовъ, изучающихъ матема
тику въ университет*, но только для тъхъ, которые лишь недавно вышли изъ средней школы...* 


