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ОТ РЕДАКЦИИ 

В заседании Ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к о г о ф а к у л ь т е т а К а з а н с к о г о 
у н и в е р с и т е т а , 11 ф е в р а л я 1826 г . , был з а с л у ш а н док-лад Ы. И . 
Л о б а ч е в с к о г о : «Expos i t ion succ inc te des p r i n c i p e s de la g é o m é t r i e 
avec u n e d é m o n s t r a t i o n r i g o u r e u s e du t h é o r è m e des para l lè les» l ) . 
Х о т я этот д о к л а д был п р е д с т а в л е н Л о б а ч е в с к и м в п и с ь м е н н о м 
виде , он до нас не д о ш е л . Он б и л п е р е д а н un з а к л ю ч е н и е т р е м 
п р о ф е с с о р а м и , — п о в и д и м о м у , не с л у ч а й н о — не был в о з в р а щ е н 
и м и в ф а к у л ь т е т . Н о этот д о к л а д составил п е р в у ю ч а с т ь мемуара 
«О п а ч а л а х г е о м е т р и и » , к о т о р ы й был о п у б л и к о в а н Л о б а ч е в с к и м 
в «Казанском В е с т н и к е » — ж у р н а л е , и з д а в а в ш е м с я К а з а н с к и м 
у н и в е р с и т е т о м ; п е ч а т а н и е этого сочииотпгя было н а ч а т о в к н и ж к е 
« Ф е в р а л ь — март 1829 г.» и окончено в к н ш к к е «Июль — август 
1830 г .» . 

М е м у а р <0 п а ч а л а х г е о м е т р и и » я в л я е т с я г р а н ь ю д в у х эпох в 
и с т о р и и г е о м е т р и и . 

0 о д н о й стороны, им завершается , в о п р о с о д о к а з а т е л ь с т в о 
п о с т у л а т а Е в к л и д а о п а р а л л е л ь н ы х л и н и я х — вопрос , з а н и м а в ш и й 
у м ы м н о г и х в ы д а ю щ и х с я м а т е м а т и к о в в п р о д о л ж е н и е д в у х тысяч 
лет , н а ч и н а я с Е в к л и д а и к о н ч а я Л о б а ч е в с к и м . В с п р а в е д л и в о с т и 
этого постулата до н а ч а л а X I X столетня Никто но сомневался , и 
у с и л и я м а т е м а т и к о в б ы л и н а п р а в л е н ы на строгое л о г и ч е с к о е его 
д о к а з а т е л ь с т в о . И с с л е д о в а н и я Л о б а ч е в с к о г о п р и в е л и к заключе
н и ю , что эти у с и л и я по сугдоетиу своему были т щ е т н ы , что этого 
п о с т у л а т а д о к а з а т ь н о л ь з я , п о т о м у что он ие п р е д с т а в л я е т собой 
с л е д с т в и я о с т а л ь н ы х а к с и о м и постулатов , п о л о ж е н н ы х Е в к л и д о м 
в основу г е о м е т р и и . 

О д р у г о й стороны, м е м у а р Л о б а ч е в с к о г о о т к р ы в а е т новую 
с т р а н и ц у в и с т о р и и г е о м е т р и и и к л а д е т н а ч а л о н о в о м у ее от
д е л у — «неевклидовой г е о м е т р и и » . 

З а д а в ш и с ь м ы с л ь ю п р о с л е д и т ь к а к м о ж н о д а л ь ш е в л и я н и е 
V п о с т у л а т а (постулата о п а р а л л е л ь н ы х л и н и я х ) н а геометрическую-
систему, Л о б а ч е в с к и й о б р а т и л с я к методу д о к а з а т е л ь с т в а от п р о -

«Краткое наложение оснои геометрии со строгим доказательством теоремы 
о параллельных». 
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тинного . On д о п у с т и л , что .этот постулат н е в е р е н . Такоо д о п у щ е 
н и е тотчас ж е п р и в е л о к ц е л о м у р я д у следствий , п р о т и в о р е ч а щ и х 
многим теоремам классической г е о м е т р и и и н а ш и м п р е д с т а в л е н и я м 
о пространстве , к о т о р ы е с л о ж и л и с ь на основе многовекового 
опыта . О г р о м н а я заслуга Лобачевского з а к л ю ч а е т с я в том, что он 
п о н я л п р и ч и н у этих п р о т и в о р е ч и и . Он у я с п п л себе, что э т и п р о 
т и в о р е ч и я отнюдь не к о р е н я т с я в том, что в ы в о д ы , к к о т о р ы м он 
п р и ш е л , н е л е п ы по существу , а имеют с о в е р ш е н н о д р у г о й источ
и т ; . 

П у п , , по которому п о ш е л Л о б а ч е в с к и й , до него и з б и р а л и и 
д р у г и е г е о м е т р ы — С а к к е р и , Ламберт , Ш в е й к а р т , Т а у р и н у с , — р а б о т ы 
к о т о р ы х остались Лобачевскому н е и з в е с т н ы м и . Н о э т и г е о м е т р ы , 
в с т р е ч а я п р о т и в о р е ч и я с н а ш и м и п р и в ы ч н ы м и п р е д с т а в л е н и я м и 
о пространство , о с т а н а в л и в а л и с ь в самом н а ч а л е этого п у т и и но 
.давали себе я с н о г о отчета и том, где э т и п р о т и в о р е ч и я к о р е н я т с я ; 
онп в и д е л и в н и х д о к а з а т е л ь с т в о с п р а в е д л и в о с т и постулата 
и невозможности его о т в е р г н у т ь . В этом з а к л ю ч а л а с ь к о р е н н а я 
ошибка. В начало своего момуара «Воображаемая геометрия» Лоба
чевский п и ш е т : «Кто н и д у м а л н а й т и р е ш е н и е з а т р у д н и т е л ь н о г о 
вопроса , все без и с к л ю ч е н и я ошибались , б у д у ч и п р е д у б е ж д е н ы 
и справедливости того, что не м о ж е т още следовать п р я м о и з 
н а ш и х п о н я т и й о т е л а х без пособия н а б л ю д е н и й » . О р а б о т а х 
Л е ж а н д р а , которые были Лобачевскому и з в е с т н ы , он г о в о р и т 
в д р у г о м с о ч и н е н и и 1 ) : « Д а ж е н а х о ж у , что Л е ж а н д р несколько 
р а з по п а д а л па ту д о р о г у , которую в ы б р а л я так у д а ч н о ; н о 
вероятно п р е д у б е ж д е н и е в п о л ь з у п р и н я т о г о всеми п о л о ж е н и я 
заставляло на к а ж д о м ш а г у спешить з а к л ю ч е н и е м и л и д о п о л н я т ь 
том, чего бы н о л ь з я было д о п у с к а т ь еще в н о в о м п р е д п о л о 
жении» . 

Гений Лобачевского с к а з а л с я в том, что оп не п о д д а л с я этому 
п р е д у б е ж д е н и ю ; н а п р о т и в того, смело р а з в и в а я следствия , выте 
к а ю щ и е из о т р и ц а н и я V постулата , он с о з д а л новую геометриче 
с к у ю систему, к о т о р у ю н а з в а л «воображаемой геометрией» . О н 
и м е л решимость о т к а з а т ь с я от с в я з у ю щ е й с и л ы с л о ж и в ш и х с я 
г е о м е т р и ч е с к и х п р е д с т а в л е н и й ; более того , в п о л н е д о в е р я я стро
г о с т и своих л о г и ч е с к и х с у ж д е н и й , в о п р е к и у с т а н о в и в ш и м с я 
п р е д с т а в л е н и я м о п р о с т р а н с т в е , он ясно п о н я л п р и ч и н у тех п р о . 
т и в о р е ч и й , которые о с т а н о в и л и всех его п р е д ш е с т в е н н и к о в . О н 
п о н я л , что они к о р е н я т с я не в том, что V п о с т у л а т есть следствие 
о с т а л ь н ы х г е о м е т р и ч е с к и х аксиом, т ак что , о т в е р г а я его, м ы впа
д а е м в п р о т и в о р е ч и е с э т и м и п о с л е д н и м и , а в том, что V посту-

J) сНовые начала геометрии с долноК тсориеН параллельных». 
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л а т ость новое , н е з а в и с и м о е д о п у щ е н и е , не в ы т е к а ю щ е е и з д р у г и х 
п о с т у л а т о в и а к с и о м ; и поэтому , но н а р у ш а я последних , мы 
в п р а в е его п р и н я т ь и в п р а в е его о т в е р г н у т ь . П р и н и м а я ого, 
Е в к л и д с о з д а л свою классическую систему г е о м е т р и и ; отвергая 
е го , Л о б а ч е в с к и й с о з д а л свою «воображаемую геометрию» , с т о л ь 
ж е строгую и л о г и ч е с к и безупречную, к а к и г е о м е т р и я Е в к л и д а , 
и не з а к л ю ч а ю щ у ю в себе н и к а к и х л о г и ч е с к и х п р о т и в о р е ч и й . 
Обо г е о м е т р и и о д и н а к о в о п р а в и л ь н ы с л о г и ч е с к о й т о ч к и зре
н и я , и в с т р е т и в ш и е с я п р о т и в о р е ч и я , это — р а з л и ч и е д в у х различ
н ы х г е о м е т р и ч е с к и х систем, но не в н у т р е н н и е п р о т и в о р е ч и я , 
п р и с у щ и е т о й и л и д р у г о й и з н и х . К а к а я ж е из э т и х систем дей
с т в и т е л ь н о и м е е т место в п р и м е н е н и и к н а ш е м у п р о с т р а н с т в у ? 
Это — вопрос , ' к о т о р ы й не м о ж о т быть р е ш е н у м о з р и т е л ь н ы м и 
с р е д с т в а м и ; э т о — к о н к р е т н ы й вопрос , отпет н а к о т о р ы й может 
д а т ь т о л ь к о н а д л е ж а щ и м образом п р о в е д е н н ы й о п ы т . 

И з д а в н а м а т е м а т и к а п р и з н а в а л а с ь самой с о в е р ш е н н о й , самой 
т о ч н о й и з всех н а у к ; и з всего ч е л о в е ч е с к о г о з н а н и я ее у ч е н и я 
п о ч и т а л и с ь наиболее достово]:шыми, не в ы з ы в а ю щ и м и н и к а к и х 
с о м н е н и й . Г е о м е т р и я ж е с ч и т а л а с ь в е н ц о м т о ч н о г о з н а н и я к а к по 
н е з ы б л е м о с т и ее истин , так и по безуко2эизнегтиой строгости ее 
с у ж д е н и й . И с т о р и я н а у к и з п а е т много о т к р ы т и й , п р о и з в е д ш и х 
г л у б о к и й п е р е в о р о т в у с т а н о в и в ш и х с я в о з з р е н и я х . Н о н и к о г д а 
р е в о л ю ц и я в области ч е л о в е ч е с к о г о з н а н и я н е т р е б о в а л а т а к о й 
и с к л ю ч и т е л ь н о й смелости мысли , н и к о г д а ц е л а я н о в а я н а у к а не 
с о з д а в а л а с ь о д н и м ч е л о в е к о м . Н о в а я г е о м е т р и я была Л о б а ч е в с к и м 
р а з в е р н у т а во всех н а п р а в л е н и я х , в к о т о р ы х ш л а к л а с с и ч е с к а я 
г е о м е т р и я , и н и г д е ие п р и в е л а к п р о т и в о р е ч и ю . 

Если , о д н а к о , в « в о о б р а ж а е м о й г е о м е т р и и » , в том ее объеме, 
в к о т о р о м она была р а з в и т а Л о б а ч е в с к и м , н е т в н у т р е н н и х проти
в о р е ч и й , то молено л и б ы т ь у в е р е н н ы м , ч т о т а к и е п р о т и в о р е ч и я 
н е в с т р е т я т с я и н а д а л ь н е й ш и х э т а п а х ее р а з в и т и я ; есть л и дей
с т в и т е л ь н а я г а р а н т и я ее б е з у к о р и з н е н н о й п р а в и л ь н о с т и ? Вопрос 
этот , к о н е ч н о , не мог у с к о л ь з н у т ь от в н и м а н и я Л о б а ч е в с к о г о ; 
н а п р о т и в того , о н р а з м ы ш л я л о нем всю ж и з н ь , и , моясно сказать , 
в с е п о с л е д у ю щ и е его с о ч и н е н и я п р я м о и л и к о с в е н н о п о с в я щ е н ы 
и м е н н о э т о м у в о п р о с у . 

В том, что этот в о п р о с доллсен п о л у ч и т ь р а з р е ш е н и е в у т в е р 
д и т е л ь н о м смысле , Л о б а ч е в с к и й у ж е с 1826 г . н и к а к и х сомнений 
н е имел , но он н а с т о й ч и в о и с к а л этому к а т е г о р и ч е с к о е объектив
н о е п о д т в е р ж д е н и е . Он ш е л к этому д в у м я п у т я м и . 

Д е к а р т , Ф е р м а , Л е й б н и ц , Н ь ю т о н , Э й л е р , М о н ж , К о ш и , Гаусс , — 
•если н а з ы в а т ь к р у п н е й ш и е и м е н а , — с о з д а л и а н а л и т и ч е с к и е сред
с т в а г е о м е т р и ч е с к о г о и с с л е д о в а н и я . Эти м е т о д ы заключаются , 
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с одной стороны, в том. что соотношения м и ж д у элементами геоме
трических объектов получают в ы р а ж е н и е в в и д е у р а в н е н и й , и х 
с в я з ы в а ю щ и х ; д а л ь н е й ш е е исследование геометрических о б р а з о в 
становится д е л о м алгебры и а н а л и з а — и з в л е ч е н и е м выводов , выте 
кающих нз этих у р а в н е н и й . С д р у г о й стороны, более у г л у б л е н н о е 
«инфинитезимальное» и з у ч е н и е м е т р и ч е с к о й г е о м е т р и и (построе
ние в н у т р е н н е й д н ф е р е и ц и а л ь н о н геометрии) осуществляется с р е д 
ствами и с ч и с л е н и я бесконечно малых на основе в ы р а ж е н и я , к о т о -
рос получает элемент д л и н ы в п р о с т р а н с т в е и на п о в е р х н о с т и . 
Н о Л о б а ч е в с к и й устанавливает соответствующие у р а в н е н и я и 
д и ф е р е н ц и а л ь н ы е в ы р а ж е н и я т а к ж е в своей «воображаемой г е о 
метрии». Он з а к л ю ч а е т отсюда, что д а л ь н е й ш е е р а з в и т и е вообра
жаемой г е о м е т р и и но может п р и в е с т и к п р о т и в о р е ч и ю , п о с к о л ь к у 
этого п р о т и в о р е ч и я нет в тех у р а в н е н и я х , в к о т о р ы е в этой гео 
м е т р и и облекаются основные с о о т н о ш е н и я м е ж д у э л е м е н т а м и 
геометрических образов — п р е ж д о всего, м е ж д у сторонами и у г л а м и 
треугольника , — так к а к и з этих т р и г о н о м е т р и ч е с к и х с о о т н о ш е н и й 
уже вытекают все остальные . Отсутствие ж е п р о т и в о р е ч и й в т р и 
гонометрических у р а в н е н и я х новой г е о м е т р и и п о д т в е р ж д а е т с я 
тесной их связью с у р а в н е н и я м и с ф е р и ч е с к о й т р и г о н о м е т р и и ; 
ИМОППО , они п о л у ч а ю т с я и з у р а в н е н и й с ф е р и ч е с к о й тригономет 
рии заменой д е й с т в и т е л ь н ы х з н а ч е н и й с т о р о н а, Ь, с м н и м ы м и 
а У — 1, h У—1, с Y—-1. Вот к а к и з л а г а е т сам Л о б а ч е в с к и й э т и 
в а ж н ы е соображения в з а к л ю ч и т е л ь н о м абзаце с о ч и н е н и я «О нача 
лах геометрии» : 

«После того, к а к м ы н а ш л и у р а в н е н и я (17) ' ) , к о т о р ы е п р е д с т а 
вляют зависимость у г л о в и боков т р е у г о л ь н и к а ; когда , н а к о н е ц , 
д а л и мы общие в ы р а ж е н и я д л я э л е м е н т е н л и н и й , п л о щ а д е й п 
объема тел, все п р о ч е е в Геометрии будет у ж е а н а л и т и к о й , г д е 
исчисления необходимо д о л ж н ы быть с о г л а с н ы м е ж д у собою и 
ничего не и состоянии о т к р ы т ь н а м нового , чего бы но з а к л ю ч а 
лось в тех п е р в ы х у р а в н е н и я х , откуда д о л ж н ы быть в з я т ы все 
отношения г е о м е т р и ч е с к и х в е л и ч и и д р у г к д р у г у . И т а к , если на
добно п р е д п о л а г а т ь теперь , что какое -нибудь п р о т и в о р е ч и е п р и н у 
дит впослодствии о п р о в е р г н у т ь начала , п р и н я т ы е н а м и в э т о й 
новой Геометрии, то это п р о т и в о р е ч и е м о ж е т т о л ь к о с к р ы в а т ь с я 
в самых у р а в н е н и я х (17). Заметим, однако ж , что э т и у р а в н е н и я 
переменяются в (10) сферической Т р и г о н о м е т р и и , к а к скоро вместо 
боков а, Ь, с ставим а ] / — 1, &] /—! ," еУ~1; но в о б ы к н о в е н н о й 
Г е о м е т р и и и с ф е р и ч е с к о й Т р и г о н о м е т р и и в е з д е в х о д я т о д н и содер
ж а н и я л и н и й ; следовательно , о б ы к н о в е н н а я Г е о м е т р и я , Т р и г о н о -

J ) См. стр. 206 настоящего тома. 
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м е т р и к и эта н о в а я Г е о м е т р и я всегда будут с о г л а с н ы м е ж д у 
собой» . 

Д р у г о й п у т ь , п р и в о д и в ш и й Л о б а ч е в с к о г о к у б е ж д е н и ю н логи
ч е с к о й п р а в и л ь н о с т и н о в о й г е о м е т р и и , .-заключался в ее п р и м е н е 
н и я х к в ы ч и с л е н и ю о п р е д е л е н н ы х и н т е г р а л о в . З а м ы с е л его за
к л ю ч а е т с я в следующем. Н е к о т о р ы е д и ф е р е н ц и а л ь н ы е ф о р м ы , в осо
б е н н о с т и с о д е р ж а щ и е г и п е р б о л и ч е с к и е ф у н к ц и и , м о г у т быть рас
с м а т р и в а е м ы к а к в ы р а ж е н и я , к о т о р ы е и м е л и бы э л е м е н т ы д л и н ы , 
п л о щ а д и , обч^ема, массы, если бы в п р о с т р а н с т в е и м е л а место 
н о в а я г е о м е т р и я , а и н т е г р а л , н а д л е ж а щ и м о б р а з о м в з я т ы й от та
к о г о д и ф е р е н ц и а л а , в ы р а ж а л бы д л и н у н е к о т о р о й л и н и и , п л о щ а д ь 
н е к о т о р о й п о в е р х н о с т и , о б ъ е м и л и массу тела . Во м н о г и х с л у ч а я х 
этот и н т е г р а л у д а е т с я в ы ч и с л и т ь , р у к о в о д я с ь г е о м е т р и ч е с к и м и 
с о о б р а ж е н и я м и , — с л е д о в а т е л ь н о , с р е д с т в а м и « в о о б р а ж а е м о й гео
м е т р и и » . А к о г д а у ж е н а й д е н о з н а ч е н и е и н т е г р а л а , часто оказы
в а е т с я в о з м о ж н ы м п р о в е р и т ь п о л у ч е н н ы й р е з у л ь т а т чисто анали
т и ч е с к и м путем. I I эта п р о в е р к а во всех с л у ч а я х п о д т в е р ж д а е т 
р е з у л ь т а т , п о л у ч е н н ы й с р е д с т в а м и н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и . В 
э т о м с о в п а д е н и и Л о б а ч е в с к и й в и д и т , с о д н о й с т о р о н ы , несомнен
ное п о д т в е р ж д е н и е п р а в и л ь н о с т и п о с т р о е н н о й им г е о м е т р и ч е с к о й 
системы, а с д р у г о й с т о р о н ы , — о б ш и р н у ю о бл асть ее п р и м е н е н и я . 

Р у к о в о д я с ь э т и м з а м ы с л о м , Л о б а ч е в с к и й в с в о и х р а б о т а х уде
л я е т очень большое в н и м а н и е п р и л о ж е н и я м своей г е о м е т р и и к ана
л и з у . Он м н о г о з а н и м а е т с я в ы ч и с л е н и е м д л и н к р и в ы х л и н и й , 
п л о щ а д е й , о г р а н и ч е н н ы х п р я м ы м и и к р и в ы м и л и н и я м и , о б ъ е м о в 
тел в «воображаемой г е о м е т р и и » ; п о л ь з у я с ь с р е д с т в а м и э т о й гео
м е т р и и , п р и м е н я я к в ы ч и с л е н и ю о д н о й и т о й ж е в е л и ч и н ы р а з 
л и ч н ы е п р и е м ы , он п о л у ч а е т з н а ч е н и я н е к о т о р ы х о п р е д е л е н н ы х 
и н т е г р а л о в , п р о с т ы х и к р а т н ы х , и п р и х о д и т к п р е о б р а з о в а н и я м 
о д н и х и н т е г р а л о в в д р у г и е . Р е з у л ь т а т ы э т и х в ы ч и с л е н и й п о р о 
ж д а ю т у всякого , кто и х усвоит , глубокую с у б ъ е к т и в н у ю у в е р е н 
ность в незыблемой п р а в и л ь н о с т и с о з д а н н о й Л о б а ч е в с к и м «неевкли
д о в о й г е о м е т р и и » . Н о и с ч е р п ы в а ю щ е г о д о к а з а т е л ь с т в а л о г и ч е с к о й 
н е п р о т и в о р е ч и в о с т и этой г е о м е т р и и работы Л о б а ч е в с к о г о все ж е не 
с о д е р ж а т . Д а т ь такое д о к а з а т е л ь с т в о стало у д е л о м его п о с л е д о в а 
т е л е й и п р о д о л ж а т е л е й ( Б е л ь т р а м и , К л е й н , П у а н к а р е , С о ф у с Л и ) . 

Т а к и м образом, о т р и ц а н и е V п о с т у л а т а н е в н о с и т в г е о м е т р и ю 
н и к а к и х л о г и ч е с к и х п р о т и в о р е ч и й ; ом не з а в и с и т от о с т а л ь н ы х 
п о с т у л а т о в и аксиом, он н е п р е д с т а в л я е т собой и х следствия , и 
п о э т о м у все п о п ы т к и д о к а з а т ь его , о п и р а я с ь на э т и п о с т у л а т ы , 
т щ е т н ы . Д о к а з а т ь п о с т у л а т м о ж н о , только з а м е н я я его я в н о и л и 
н е я в н о тем или и н ы м д р у г и м постулатом, ему э к в и в а л е н т н ы м ; 
а п р о в е р и т ь его «подобно д р у г и м ф и з и ч е с к и м з а к о н а м , могут 



10 ОТ РЕДАКЦИИ 

л и ш ь опыты, к а к о в ы , н а п р и м е р , А с т р о н о м и ч е с к и е наблюдения» 1 ) . 
Лобачевский д а в а л себе я с н ы й отчет в том. что установить ф и з и 
ческий факт у м о з р и т е л ь н ы м и средствами с о в е р ш е н н о н е в о з м о ж н о . 

Геометрическая система, п о с т р о е н н а я Лобачевским , о т л и ч а е т с я 
весьма существенной особенностью. Все м е т р и ч е с к и е со о тно ш ени я 
этой г е о м е т р и и и п р е ж д е всего у р а в н е н и я п р я м о л и н е й н о й триго 
нометрии с о д е р ж а т некоторую п о с т о я н н у ю д л и н у ; в н е ш н и м 
образом она у Лобачевского обычно с к р а д ы в а е т с я , потому что он 
п р и н и м а е т эту постоянную за е д и н и ц у д л и н ы ; по он в п о л н е оце
нивает в а ж н у ю р о л ь , которую эта п о с т о я н н а я и г р а е т в «воображае
мой г е о м е т р и и » . У р а в н е н и я этой г е о м е т р и и п р и н и м а ю т ч е т к и й 
х а р а к т е р , т. е. д е й с т в и т е л ь н о становятся п р и г о д н ы м и д л я в ы ч и с 
л е н и й только п о с л е того, как з н а ч е н и е .этой постоянной устано
влено. Т е о р е т и ч е с к и эта п о с т о я н н а я м о ж е т иметь кагше у г о д н о 
з н а ч е н и е ; это есть п а р а м е т р , от котор ого н е е в к л и д о в а г е о м е т р и я 
зависит , подобно тому, к а к м е т р и ч е с к а я г е о м е т р и я сферы зависит 
от ее радиуса . Н е е в к л и д о в а г е о м е т р и я Л о б а ч е в с к о г о в ее м е т р и 
ч е с к и х соотношениях , т а к и м образом, не о д н о з н а ч н а : к а ж д о м у 
значению п а р а м е т р а отвечает н е к о т о р а я ее р а з н о в и д н о с т ь . Ч е м 
больше з н а ч е н и е этого параметра , тем м е н ь ш е « в о о б р а ж а е м а я 
геометрия» о т л и ч а е т с я от е в к л и д о в о й ; п о с л е д н я я п р е д с т а в л я е т 
собой к а к бы п р е д е л ь н ы й случай, соответствующий бесконечно 
большому значению этого п а р а м е т р а . Н о и п р и к о н е ч н о м значе 
н и и п а р а м е т р а метрические соотноше н ия «воображаемой геомет
р и и » , в частности, соотношения м е ж д у с т о р о н а м и и у г л а м и тре -
угольпика , о т л и ч а ю т с я от е в к л и д о в ы х тем м е н ь ш е , чем меньше сто
р о н ы т р е у г о л ь н и к а . 

Однако , до тех п о р , пока этот п а р а м е т р с о х р а н я е т к о н е ч н о е 
значение , п о к а г е о м е т р и я остается н е е в к л и д о в о й , она в ц е л о м 
глубоко о т л и ч а е т с я от е в к л и д о в о й . М о ж н о сказать — н а и б о л е е 
существенная особенность н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и Лобачевского , 
и з которой у ж о вытекают все остальные, з а к л ю ч а е т с я в том, что 
в ней сумма у г л о в п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а м е н ь ш е д в у х 
п р я м ы х . 

И с х о д я и з этого , Л о б а ч е в с к и й и п ы т а л с я э к с п е р и м е н т а л ь н о 
п р о в е р и т ь , имеет л и в н а ш е м п р о с т р а н с т в е в д е й с т в и т е л ь н о с т и 
.место «употребительная» (т. е. о б ы к н о в е н н а я , е в к л и д о в а ) и л и 
«воображаемая» г е о м е т р и я . И так к а к в н е б о л ь ш о м т р е у г о л ь н и к е 
•отклонение суммы у г л о в от д в у х п р я м ы х д о л ж н о быть н и ч т о ж н ы м , 
то Лобачевский п ы т а л с я о п р е д е л и т ь сумму у г л о в в т р е у г о л ь н и к е , 
д в у м я в е р ш и н а м и которого с л у ж а т к о н ц ы з е м н о г о радиуса , а т р е -

•) «Новые начала геометрии с полной теорией параллельных». 



ОТ РЕДАКЦИИ 11 

т ь е й — н е п о д в и ж н а я з в е з д а (Сириус) . Метод, к о т о р ы й ои д л я этого 
п р е д л о ж и л , основан на с р а в н е н и и п а р а л л а к с о в д в у х з в е з д . Вы
ч и с л е н и я не п р и в е л и его , о д н а к о , н и к к а к о м у о п р е д е л е н н о м у ре 
з у л ь т а т у . 

О н и п о к а з а л и , что ф и з и ч е с к о е пространство , м о ж е т быть, действи
т е л ь н о есть п р о с т р а н с т в о е в к л и д о в о , к а к т е п е р ь часто г о в о р я т , 
снесет па себе е в к л и д о в у геометрию» , но, м о ж е т быть , и отли
ч а е т с я от е в к л и д о в а ; о д н а к о , осли оно и о т л и ч а е т с я от этого послед
н е г о , то эти о т к л о н е н и я столь н и ч т о ж н ы , ч т о о ш и б к и н а б л ю д е н и й 
д а л е к о их п р е в о с х о д я т , и «очень в е р о я т н о , что е в к л и д о в ы положе
н и я о д н и т о л ь к о и с т и н н ы е , х о т я и о с т а н у т с я н а в с е г д а недока
з а н н ы м и » . 

Н у ж н о , однако , з а м е т и т ь , что з а д а ч а эта не т а к проста , к а к 
м о ж е т с н а ч а л а п о к а з а т ь с я , и р е ш е н и е ое, п р е д л о ж е н н о е Л о б а ч е в 
с к и м ir о с н о в а н н о е на с р а в н е н и и п а р а л л а к с о в д в у х авозд , опи
р а е т с я н а п р е д п о л о ж е н и е , что л у ч и света, и д у щ и е от з в е з д , д о х о д я т 
до н а с по п р я м ы м л и н и я м . 

Все и з л о ж е н н о е в ы ш е о т н ю д ь не п р е т е н д у е т на то, ч т о б ы д а т ь 
ч и т а т е л ю более и л и менее я с н о е п р е д с т а в л е н и е о г е о м е т р и и Лоба
ч е в с к о г о и о тех м н о г о о б р а з н ы х и д е я х м а т е м а т и ч е с к о г о , ф и з и ч е 
ского и философского х а р а к т е р а , к о т о р ы е с пего с в я з а н ы ; это п 
н е в о з м о ж н о с д е л а т ь в п р е д е л а х н е с к о л ь к и х с т р а н и ц . О в л а д е т ь к а к 
м а т е м а т и ч е с к и м и р а с с у ж д е н и я м и Л о б а ч е в с к о г о , т а к и и д е я м и , к кото
р ы м о н и п р и в о д я т , ч и т а т е л ю п о м о г у т в в о д н ы е с т а т ь и и к о м м е н т а 
р и и , с о п р о в о ж д а ю щ и е в н а с т о я щ е м и з д а н и и о т д е л ь н ы е с о ч и н е н и я 
Л о б а ч е в с к о г о . З д е с ь о ч е р ч е н т о л ь к о самый о б щ и й и х абрис , необ
х о д и м ы й д л я п р е д в а р и т е л ь н о г о обозрения работ Л о б а ч е в с к о г о . 
Н о п р е ж д е чем п е р е й т и к э т о м у обзору, о с т а н о в и м с я в е с ь м а ко
р о т к о на г л а в н ы х м о м е н т а х д а л ь н е й ш е г о р а з в и т и я и д е й Л о б а ч е в 
с к о г о . 

И з в е с т н о , что н е е в к л и д о в а г е о м е т р и я была п о ч т и о д н о в р е м е н 
но , н е з а в и с и м о от Л о б а ч е в с к о г о , о т к р ы т а еще д в у м я Г е н и а л ь н ы м и 
м а т е м а т и к а м и . Это были — в е л и ч а й ш и й м а т е м а т и к X I X с т о л е т и я 
К . Ф. Гаусс и венгерсхсий о ф и ц е р И о а н н Б о л и а й . П о с л е д н и й опу
б л и к о в а л основы н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и в н е б о л ь ш о м с о ч и н е н и и , 
и з в е с т н о м п о д н а з в а н и е м « А п п е н д и к с » 1 ) . Оно п о я в и л о с ь в свет н а 
т р и г о д а п о з ж е , чем была о п у б л и к о в а н а п е р в а я р а б о т а Л о б а ч е в 
ского «О н а ч а л а х г е о м е т р и и » , в о с п р о и з в о д и м а я в н а с т о я щ е м томе. 
Э т а р а б о т а Лобачевского с о д е р ж и т у ж е и з л о ж е н и е н е е в к л и д о в о й 

1) To-есть «Приложение»; это сочинение помещено в виде приложения к 
руководству его отца (профессора Вольфганга Волиаи). 
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геометрии ir притом и таком ее р а з в и т и и , п о сравнению с к о т о р ы м 
с о д е р ж а н и е «Аппендикса) составляет т о л ь к о п е р в ы е э л е м е н т а р н ы е 
ее начала . Обстоятельное и з л о ж е н и е н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и было 
сообщено Лобачевским Физико-математическому ф а к у л ь т е т у К а з а н 
ского университета еще на т р и года р а н ь ш е , т. е. за ш е с т ь л е т 
до появления «Аппендикса» Б о л и а й , именно в у к а з а н н ы й выше 
з н а м е н а т е л ь н ы й день 11-го ф е в р а л я 1826' г. 

Что касается Гаусса, то он не с ч и т а л в о з м о ж н ы м п р е д а т ь г л а с н о 
сти своп в о з з р е н и я на основы геометрии , опасаясь жестоких н а р е 
каний , которые вызовут эти своеобразные и д е и , — «крика беотий-
цен», к а к он говорил . Е г о в з г л я д ы на этот п р е д м е т остались достоя
нием очень небольшого числа его д р у з е й . Он п р о я в и л в этом мно
го п р а к т и ч е с к о й п р о з о р л и в о с т и ; н о эта ого у с т а н о в к а п о с л у ж и л а ис
точником очопь т я ж е л ы х п е р е ж и в а н и й р я д а м о л о д ы х матема
т и к о в . 

В шестидесятых годах п р о ш л о г о столетня , поело опубликова 
н и я п е р е п и с к и Гаусса, с д р у з ь я м и (1863 г.), в которой были д а н ы 
блестящие отзывы о работах Лобачевского , ira его еочинеггая было 
обращено внимание всего математического м и р а ; т е п е р ь э т и и д е и 
были усвоены, получили широкое р а с п р о с т р а н е н и е и р а з в и т и е . 
В настоящей статье пот в о з м о ж н о с т и с д е л а т ь хотя бы к р а т к и й 
обзор огромной л и т е р а т у р ы , п о с в я щ е н н о й н е е в к л и д о в о й геометрии. , 
ее развитию и ее значению. Мы о г р а н и ч и м с я только с л е д у ю 
щ и м и у к a: m г гиям и. 

Во-первых, вскоре после того к а к и д е и Лобачевского о б р а т и л и 
на себя внимание геометров , о б н а р у ж и л а с ь во з мо ж н о сть и х геоме
трических п р и л о ж е н и й , о б н а р у ж и л о с ь существование не т о л ь к о 
«воображаемых», но и вполне р е а л ь н ы х образов , в п р и м е н е н и и 
в которым осуществляется «воображаемая г е о м е т р и я » . Так , Б е л ь -
т р а м и показал , что г е о м е т р и я поверхности п о с т о я н н о й о т р и ц а т е л ь 
н о й к р и в и з н ы в е в к л и д о в о м п р о с т р а н с т в е совпадает с г е о м е т р и е й 
плоскости Лобачевского ; П у а н к а р е о б н а р у ж и л , что г е о м е т р и я 
Лобачевского может быть р е а л ь н о и с т о л к о в а н а в г е о м е т р и и к р у г о в 
и тем самым приобретает большое з н а ч е н и е в анализе , в т е о р и и 
автоморфных ф у н к ц и й ; Ф. К л е й н в к л ю ч и л в о о б р а ж а е м у ю геоме
трию к а к частный случай в общую теорию п р о е к т и в н о г о меро
о п р е д е л е н и я А. К э л и . Существование , л о г и ч е с к а я п р а в и л ь н о с т ь 
геометрии, отличной от к л а с с и ч е с к о й г е о м е т р и и , у н а с л е д о в а н н о й 
от эллинов , от Евклида , больше не в ы з ы в а л и сомнений . Это и м е л о 
огромное философское значение . В эпоху Л о б а ч е в с к о г о были ш и р о к о 
р а с п р о с т р а н е н ы идеалистические в о з з р е н и я , согласно к о т о р ы м уста
н о в и в ш и е с я и с т и н ы г е о м е т р и и с ч и т а л и с ь п р и с у щ и м и к а ж д о м у 
человеку от р о ж д е н и я , необходимой ф о р м о й н а ш е г о м ы ш л е н и я . 
Эту точку з р е н и я особенно настойчиво отстаивал г е р м а н с к и й 
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ф и л о с о ф Э м м а н у и л К а н т , к о т о р ы й и то в р е м я , м о ж н о сказать , 
в л а д е л у м а м и . Т о л ь к о о т к р ы т и е Л о б а ч е в с к о г о п о л о ж и л о конец 
•чтим в з г л я д а м . Самое с у щ е с т в о в а н и е геомотрин , о т л и ч н о й от той, 
к о т о р а я с ч и т а л а с ь е д и н с т в е н н о в о з м о ж н о й , н е о б х о д и м о с т ь опыт
н о й п р о в е р к и того , к а к а я г е о м е т р и я д е й с т в и т е л ь н о имеет место 
в н а ш е м п р о с т р а н с т в е , с о в е р ш е н н о и с к л ю ч а л и в о з м о ж н о с т ь воз
з р е н и й К а н т а , ого п р я м ы х и к о с в е н н ы х с т о р о н н и к о в . Открытии 
Л о б а ч е в с к о г о сыграло р е ш а ю щ у ю р о л ь в т е о р и и п о з н а н и я . 

Во-вторых , после о п у б л и к о в а н и я п о с м е р т н о г о м о м у а р а Рима на 
«О г и п о т е з а х , л е ж а щ и х в о с н о в а н и и г е о м е т р и и » (1813(5 г . ) стало 
я с н о , что г е о м е т р и я Л о б а ч е в с к о г о — д а л е к о не е д и н с т в е н н о воз
м о ж н а я система н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и . Б ы л и п о с т р о е н ы м н о г и е 
д р у г и е г е о м е т р и ч е с к и е систомы, н а ч и н а я с т а к о й , к о т о р а я очень 
б л и з к а к г е о м е т р и и Л о б а ч е в с к о г о , п р е д с т а в л я я собой к а к б и п о л я р 
н у ю ей а н т и т е з у ( р и м а н о в а г е о м е т р и я в у з к о м смысле этого слова ; 
в э т о й г е о м е т р и и сумма у г л о в п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а 
в с е г д а б о л ь ш е 2d), и к о н ч а я в е с ь м а д а л е к о и д у щ и м и ее обобще
н и я м и ( р и м а н о в а г е о м е т р и я в ш и р о к о м смысле с л о в а и д а л ь н е й 
ш и е ф о р м ы ее р а з в и т и я ) . К л а с с и ч е с к а я е в к л и д о в а г е о м е т р и я 
з а н и м а е т очень н е б о л ь ш о е , х о т я и и с к л ю ч и т е л ь н о в а ж н о е место 
в о г р о м п о м з д а н и и с о в р е м е н н ы х г е о м е т р и ч е с к и х д и с ц и п л и н , п о с т р о 
е н н ы х п о з а м ы с л у Л о б а ч е в с к о г о и Р и м а н а . Ыа базе этих о т к р ы т и й 
с о з д а л о с ь с о в е р ш е н н о н о в о е у ч е н и е об о б о с н о в а н и и г е о м е т р и и . 

З а э тим следует п р о б л е м а , на к о т о р у ю о б р а т и л в н и м а н и е еще 
сам Л о б а ч е в с к и й : это — в о п р о с о том, к а к о т р а з и т с я и з м е н е н и е 
с в о й с т в п р о с т р а н с т в а н а я в л е н и я х м е х а н и к и . «Оставалось б ы иссле
д о в а т ь , — п и ш е т Л о б а ч е в с к и й , — к а к о г о р о д а п е р е м е н а п р о и з о й д е т 
от в в е д е н и я в о о б р а ж а е м о й Г о о м е т р и и в М е х а н и к у , и не встре
т и т с я л и з д е с ь п р и н я т ы х у ж е и н е с о м н и т е л ь н ы х п о н я т и й о п р и 
р о д е в е щ е й , но к о т о р ы е п р и н у д я т нас о г р а н и ч и в а т ь и л и совоем 
н е д о п у с к а т ь з а в и с и м о с т и л и н и й и у г л о в . О д н а к о ж м о ж н о п р е д 
в и д е т ь , ч т о п е р е м е н ы в М е х а н и к е п р и н о в ы х н а ч а л а х Г е о м е т р и и 
б у д у т того ж е р о д а , к а к и е п о к а з а л г . Л а п л а с ( M é c a n i q u e céleste , 
Т. I , Liv I, Ch. I I ) , п р е д п о л а г а я в о з м о ж н о й в с я к у ю з а в и с и м о с т ь 
с к о р о с т и от силы, и л и — в ы р а з и м с я в е р н е е — п р е д п о л а г а я силы, 
и з м е р я е м ы е в с е г д а с к о р о с т и ю , п о д ч и н е н н ы м и д р у г о м у з а к о н у 
в с о е д и н е н и и , н е ж е л и п р и н я т о м у с л о ж е н и ю их» >). И с с л е д о в а н и ю 
э т о г о в о п р о с а п о с в я щ е н о о ч е н ь большое ч и с л о р а б о т , в а ж н е й ш и е 
и з к о т о р ы х п р и н а д л е ж а т К л и ф ф о р д у , Б о л л у , К л е й н у , А. П . Котель -
н и к о в у . О н и п о к а з а л и , что и м е х а н и к а отнюдь не з а м к н у т а н а в с е г д а 
в те р а м к и и ф о р м ы , в к о т о р ы е она в ы л и л а с ь в т в о р е н и я х Г а л и -

1) «О началах геометрии», см. стр. 261 настоящего тома. 
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лея , Ньютона , Л а г р а н ж а . Самая м ы с л ь о в о з м о ж н о с т и д р у г о й 
новой м е х а н и к и ведет свое начало от Л о б а ч е в с к о г о . 

Особенно а к т у а л ь н ы й х а р а к т е р в о п р о с ы этого р о д а п о л у ч и л и 
j ! последние д е с я т и л е т и я после п о я в л е н и я работ Э й н ш т е й н а . 
Геометрия Л о б а ч е в с к о г о нашла свое п р и л о ж е н и е в с п е ц и а л ь н о м 
п р и н ц и п е относительности , и, т а к и м образом, отчасти о п р а в д а л а с ь 
мысль Лобачевского о возможности п р и м е н е н и я его г е о м е т р и и 
п р и и з у ч е н и и ф и з и ч е с к и х я в л е н и й , хотя , быть может , и не в той 
формо, в к о т о р о й она рисовалась у м у самого Лобачевского . 
В общой т е о р и и относительности основным, м а т е м а т и ч е с к и м а п п а р а 
том я в л я е т с я р и м а н о в а г е о м е т р и я в ш и р о к о м смысле этого слова . 
Эти вопросы н а х о д я т с я еще в стадии р а з р а б о т к и и и с с л е д о в а н и я ; 
но совершенно несомненно , что и д е и Л о б а ч е в с к о г о в и х р а з в и т и и 
в настоящее в р е м я не т о л ь к о п о л у ч и л и р у к о в о д я щ е е з н а ч е н и е 
в геометрии , н о и г р а ю т большую роль в м а т е м а т и ч е с к о й обработке 
естествознания . 

С ш и р о к о й т о ч к и з р е н и я с о в р е м е н н а я м е х а н и к а , с о в р е м е н н а я 
ф и з и к а и к о с м о л о г и я на некоторых с у щ е с т в е н н ы х своих э т а п а х 
следуют замыслу , п е р в о е п р о я в л е н и е к о т о р о г о и м е л о место в г е о 
м е т р и и — в г е н и а л ь н о м о т к р ы т и и П . I I . Л о б а ч е в с к о г о . 

Повторяем , это к р а т к о е излоясение р у к о в о д я щ и х и д е й Лоба
чевского отнюдь не п р е т е н д у е т н а с к о л ь к о - н и б у д ь п о л н о е ' о с в е 
щение его творчества . И с ч е р п ы в а ю щ и й обзор того , что Лобачев 
ский внес в м и р о в у ю н а у к у , найдет себе место в п о с л е д н е м томе 
настоящего и з д а н и я . Н о и эти строки д а ю т н е к о т о р о е предста 
в л е н и е о том, к а к о е глубокое значение и м е л о его т в о р е н и е . Н а 
современную геометрию, на теорию п о з н а н и я , н а м е х а н и к у , 
физику , космологию — на все отрасли ф и л о с о ф и и и точного з н а н и я 
и д е и Лобачевского п о л о ж и л и печать , к о т о р а я н е т о л ь к о н и к о г д а 
но сотрется, но сохранит основное з н а ч е н и е . Л о б а ч е в с к и й п р и н а д 
л е ж и т к числу в е л и ч а й ш и х г е н и е в — т в о р ц о в с о в р е м е н н о й н а у к и . 

Перечень сочинений Лобачевского *) 

Весь с л о ж н ы й к о м п л е к с своих з а м е ч а т е л ь н ы х и н о в ы х и д е й 
Лобачевский в основных ч е р т а х и з л о ж и л у ж е в 1829 г. в п е р в о м 
опубликованном и м с о ч и н е н и и 

(1J «О н а ч а л а х г е о м е т р и я г. 

В этом м е м у а р е Л о б а ч е в с к и й и з л а г а е т сначала , к а к и в к а к о м 
п о р я д к е , по его мнению, следовало бы у с т а н а в л и в а т ь и р а з в и в а т ь 

>) Обстоятельные библиографические сведения о каждом сочинении приведены 
в приложениях к соответствующим мемуарам. 
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н а ч а л ь н ы е п о н я т и я н п е р в ы е т е о р е м ы г е о м е т р и и . Это н а ч а л о 
м е м у а р а , о д н а к о , не р а з в и т о и м п о д р о б н о и п р е д с т а в л я е т собой 
л и ш ь к р а т к и й п л а н п о с т р о е н и я п е р в ы х н а ч а л о б ы к н о в е н н о й 
( е в к л и д о в о й ) г е о м е т р и и . З а т е м Л о б а ч е в с к и й п е р е х о д и т к более 
п о д р о б н о м у и з л о ж е н и ю т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х л и н и й и з д е с ь ра з 
в е р т ы в а е т основы своей новой , « в о о б р а ж а е м о й » , г е о м о т р и п . П р и 
п о м о щ и в е с ь м а и с к у с н ы х г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й и ч р е з в ы 
ч а й н о о р и г и н а л ь н ы х с о о б р а ж е н и й Л о б а ч е в с к и й у с т а н а в л и в а е т 
у р а в н е н и я п л о с к о й и с ф е р и ч е с к о й т р и г о н о м е т р и и , и м е ю щ и е 
место в э той н о в о й г е о м е т р и и . Р а с п о л а г а я э т и м и у р а в н е н и я м и , 
о н и м е е т у ж е в о з м о ж н о с т ь о б р а т и т ь с я к а н а л и т и ч е с к о й г е о м е т р и и ; 
о н н а х о д и т у р а в н е н и я п р я м о й и в а ж н е й ш и х к р и в ы х , а з а т е м 
б о л ь ш у ю часть м е м у а р а п о с в я щ а е т п р и л о ж е н и я м в о о б р а ж а е м о й 
г е о м е т р и и к в ы ч и с л е н и ю и п р е о б р а з о в а н и ю о п р е д е л е н н ы х п р о с т ы х 
и к р а т н ы х и н т е г р а л о в . 

Н у ж н о у д и в л я т ь с я той ч р е з в ы ч а й н о й сясатости, с к о т о р о й 
т а к и е с в о е о б р а з н ы е и д е и и з л о ж е н ы в э т о м м е м у а р е . О н и б ы л и в 

а к о й с т е п е н и н е о ж и д а н н ы м и , о н и в т а к о й м е р е о п е р е д и л и своо 
в р е м я , что и п р и более д о с т у п н о м и з л о ж е н и и у с в о е н и е и х п о т р е 
бовало бы большого у с и л и я . В том ж е к о н с п е к т и в п о м обзоре , 
к о т о р ы й с о д е р ж и т н а з в а н н о е с о ч и н е н и е , новое у ч е н и е с о в р е м е н 
н и к а м д е й с т в и т е л ь н о не было д о с т у п н о ; оно н е т о л ь к о н е н а ш л о 
п р и з н а н и я , но было в с т р е ч е н о с н е с к р ы в а е м о й и р о н и е й . Р е ч ь 
и д е т не о р я д о в о м ч и т а т е л е ; м е м у а р а , н е с о м н е н н о , не п о н я л 
д а ж е М. В . О с т р о г р а д с к и й . 

В 1885 г . Л о б а ч е в с к и й о п у б л и к о в а л в « У ч е н ы х з а п и с к а х 
К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а » в т о р о й м е м у а р 

[2] « В о о б р а ж а е м а я г е о м е т р и я » , 

з а к о т о р ы м в 1836 г . в т е х ж е « У ч е н ы х з а п и с к а х » п о с л е д о в а л 
т р е т и й м е м у а р 

[3] « П р и м е н е н и е в о о б р а ж а е м о й г е о м е т р и и к н е к о т о р ы м и н т е г р а л а м » . 

В о в в е д е н и и к м е м у а р у [2] Л о б а ч е в с к и й г о в о р и т о п е р в о й своей 
р а б о т е с л е д у ю щ е е : « . . . в т е с н ы х п р е д е л а х п о в р е м е н н о г о сочине
н и я , н е мог и з л о ж и т ь я моего п р е д м е т а со в с е й п о д р о б н о с т ь ю . 
М н о г о п р е д л о ж е н и й , п о м е щ е н н ы х без ' д о к а з а т е л ь с т в а , о д н и 
в ы в о д ы и з п р о д о л ж и т е л ь н ы х и д о в о л ь н о з а п у т а н н ы х в ы ч и с л е 
н и й з а с т а в л я ю т м е н я п о д о з р е в а т ь , что мое с о ч и н е н и е , к а з а в ш и с ь 
с п е р в о г о в з г л я д а т е м н ы м , п р е д у п р е ж д а л о о х о т у з а н и м а т ь с я и м 
с н е к о т о р ы м в н и м а н и е м и д а ж е могло п о д а т ь п о в о д у с о м н и т ь с я 
в с т р о г о с т и моего с у ж д е н и я и в в е р н о с т и в ы в е д е н н ы х з а к л ю 
ч е н и й » . 



1'-. ОТ РКДЛКЦШГ 

'/Капая сделатг. сноп и с с л е д о в а н и я более д о с т у п н ы м и , )чзтра-
нитг, возникшие сомнения и в ы с к а з а н н ы е возралсения, Л о б а ч е в 
ский теперь избирает обратный путч.: о с т а в л я я в стороне геомет
рические п о с т р о е н и я д л я в ы в о д а о с н о в н ы х т р и г о н о м е т р и ч е с к и х 
формул, он исходит от у р а в н е н и и , в ы р а ж а ю щ и х з а в и с и м о с т и 
сторон ц углов п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а в о о б р а ж а е м о й г е о 
метрии, з адавая их a p r io r i , з атем он с т а р а е т с я д о к а з а т ь , ч т о 
э т и уравнении н и к о г д а не п р и в е д у т к л о ж н ы м з а к л ю ч е н и я м , и 
из них ужо выводит г е о м е т р и ч е с к и е с в о й с т в а т р е у г о л ь н и к о в и 
п а р а л л е л ь н ы х л и н и й . После этого он снова п о д р о б н о о с т а н а в л и 
вается на п р и л о ж е н и я х своей г е о м е т р и и к а н а л и з у и д а е т и м 
углубленное р а з в и т и е . 

Оба м е м у а р а б ы л и п о ч т и о д н о в р е м е н н о с э т и м (в 1836 и 1837 г г . ) 
опубликованы с н е б о л ь ш и м и и з м е н е н и я м и н а ф р а н ц у з с к о м я з ы к е 
в наиболее к р у п н о м математическом ж у р н а л е того в р е м е н и 
• J o u r n a l für die r e i n e u n d a n g e w a n d t e M a t h e m a t i k » (так н а з ы в а е 
мый ж у р н а л К р е л л н — Grelle): 

[2а] «Géomét r i e i m a g i n a i r e » , 

[За] «Appl ica t ion de la g é o m é t r i e i m a g i n a i r e à q u e l q u e s i n t é g r a l o s » . 

Н о и эти р а б о т ы о к а з а л и с ь д о с т у п н ы м и т о л ь к о Гауссу , к о т о р ы й , 
однако , о г р а н и ч и л с я в ы с о к о й о ц е н к о й и х л и ш ь в частной п е р е 
п и с ке со своими д р у з ь я м и . 

С 1885 г. Л о б а ч е в с к и й п р и с т у п и л к о п у б л и к о в а н и ю в « У ч е н ы х 
записках К а з а н с к о г о университета» о б ш и р н о г о сочинения , кото 
рое з а к о н ч и л п е ч а т а н и е м только в 1838 г. : 

[4] « Нош,le н а ч а л а г е о м е т р и и с п о л н о й т е о р и е й п а р а л л е л ь н ы х » . 

В этом с о ч и н е н и и Л о б а ч е в с к и й н а ч и н а е т и з л о ж е н и е всех основ 
геометрии с самого н а ч а л а по тому п л а н у , к о т о р ы й у ж е был в к р а т ц е 
намечен в мемуаре «О н а ч а л а х г е о м е т р и и » . «Кто не с о г л а с и т с я , — 
писал он в этом м е м у а р е , — ч т о н и к а к а я М а т е м а т и ч е с к а я н а у к а 
не должна бы н а ч и н а т ь с я с т а к и х т е м п ы х п о н я т и й , с к а к и х , п о в т о 
р я я Евклида , н а ч и н а е м м ы Геометрию» . Н у ж н ы с о в е р ш е н н о д р у 
гие отправные п у н к т ы , н у ж н о самые о с н о в ы г е о м е т р и и отроить 
совершенно и н а ч е . Это ои и п ы т а е т с я в ы п о л н и т ь в «Новых 
началах» . 

Основным и с х о д н ы м п о н я т и е м в г е о м е т р и и Л о б а ч е в с к и й счи
тает понятие о г е о м е т р и ч е с к о м теле , к к о т о р о м у м ы п р и х о д и м , 
отвлекаясь от всех свойств ф и з и ч е с к и х тел , к р о м е одного — п р и 
косновения . «Между свойствами, о б щ и м и в с е м телам , одно д о л ж н о 
назваться Геометрический — п р и к о с н о в е н и е . Словами н е л ь з я п е р е 
д а т ь совершенно того , что мы п о д э т и м р а з у м е е м : п о н я т и е п р и -
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-обретено ч у в с т в а м и , п р е и м у щ е с т в е н н о зрением, .и . сими-то ч у в с т в а м и 
мы его постигаем» . « Отвлекая-• все п р о ч и е ' с в о й с т в а , т е л у дают 
н а з в а н и е - — Г е о м е т р и ч е с к о ю * . Это было с к а з а н о еще в п е р в о м 
м е м у а р е —• «О п а ч а л а х г е о м е т р и и » ; здесь Лобачевский- дает р а з в и т и е 
этой мысли . И с х о д я и з п о н я т и я п р и к о с н о в е н и я ; . Л о б а ч е в с к и й 
п е р е х о д и т к п о н я т и ю о п о в е р х н о с т и , потом—- к п о н я т и ю о л и н и и 
и, н а к о н е ц , к п о н я т и ю о т о ч к е • и к р а с с т о я н и ю м е ж д у -двумя 
т о ч к а м и . Вот к а к он сам х а р а к т е р и з у е т этот з а м ы с е л в п о с л е д н е м 
с в о е м с о ч и н е н и и « П а н г е о м е т р и я » : «Вместо того , чтобы н а ч и н а т ь 
Г е о м е т р и ю п р я м о й л и н и е й и плоскостью, к а к это д е л а ю т обыкно
в е н н о , я п р е д п о ч е л н а ч а т ь с ф е р о й и к р у г о м , к о т о р ы х о п р е д е л е н и е 
не п о д л е ж и т у п р е к у в н о п о л п о т е , потому что в э т и х о п р е д е л е н и я х 
з а к л ю ч а е т с я способ, к а к и м образом эти в е л и ч и н ы п р о и с х о д я т . 
П о т о м я о п р е д е л я ю п л о с к о с т ь к а к п о в е р х н о с т ь , г д е п е р е с е к а ю т с я 
р а в н ы е сфоры, о п и с а н н ы е около д в у х п о с т о я н н ы х точек . Н а к о н е ц , 
о п р е д е л я ю п р я м у ю л и п и ю , к а к п е р е с е ч е н и е р а в н ы х к р у г о в в 
п л о с к о с т и , о п и с а п п ы х о к о л о д в у х п о с т о я н н ы х т о ч е к той ж е пло
с к о с т и . Д о п у с т и в т а к и е о п р е д е л е н и я , в с я т е о р и я п р я м ы х и пло
скостей п е р п е н д и к у л я р н ы х молсет быть и з л о ж е н а строго о лег
к о с т ь ю и к р а т к о с т ь ю » . 

Р у к о в о д я с ь этой т о ч к о й з р е н и я , Л о б а ч е в с к и й в « Н о в ы х н а ч а л а х » 
п о д р о б н о о с т а н а в л и в а е т с я н а о с н о в н ы х г е о м е т р и ч е с к и х п о н я т и я х , 
па н а ч а л ь н ы х т е о р е м а х о п о р п е п д и к у л я р н ы х л и н и я х и п л о с к о с т я х , 
о п р я м о л и н е й н ы х и с ф е р и ч е с к и х т р е у г о л ь н и к а х , на и з м е р е н и и 
л и н и й , у г л о в и п л о щ а д е й ; з а т е м о н п е р е х о д и т к т е о р и и п а р а л л е л ь -
п ы х л и н и й , строит ее в более общих п р е д п о л о я с е н и я х , чем в к л а с 
с и ч е с к о й г е о м е т р и и , и д а е т г е о м е т р и ч е с к и й в ы в о д о с н о в н ы х у р а в 
н е н и й т р и г о н о м е т р и и к а к в о б ы к н о в е н н о й , т а к и В | в о о б р а ж а е м о й 
гсомотрии . Н а ч а л о м е м у а р а п о с в я щ е н о к р и т и к е д о к а з а т е л ь с т в 
V п о с т у л а т а , д а н н ы х Л е ж а н д р о м и Б е р т р а н о м , а в о в т о р о й п о 
л о в и н е п о д р о б н о и з л а г а е т с я т е о р и я ошибок п р и р е ш е н и и тре 
у г о л ь н и к о в у п о т р е б и т е л ь н о й г е о м е т р и и — п р я м о л и н е й н о й и сфе
р и ч е с к о й . 

Н а д о сказать , что в п е р в у ю п о л о в и ц у X I X с т о л е т и я а к с и о м ы , 
-леясащие в основании г е о м е т р и и , — аксиомы, о п и р а я с ь на к о т о р ы е 
р а з в и т и е г е о м е т р и и м о л ш о п р о в е с т и строго л о г и ч е с к и м п у т е м , — е щ е 

. д а л е к о не были в ы я с н е н ы , не б ы л и отчетливо ф о р м у л и р о в а н ы ; 
п р и д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м г е о м е т р и и ш и р о к о п о л ь з о в а л и с ь н а г л я д 
н ы м и п р е д с т а в л е н и я м и о п р о с т р а н с т в е . « Г е о м е т р и я н а ч и н а л а с ь , — 
к а к г о в о р и т Л о б а ч е в с к и й , — с т о м н ы х п о н я т и й » . С о з д а н и е н е е в н л и -

.довой г е о м е т р и и , р а з н о с т о р о н н е е р а з в и т и е и д е й Л о б а ч е в с к о г о 

. д е й с т в и т е л ь н о п р и в е л и к у с т а н о в л е н и ю т о ч н о й а к с и о м а т и к и гео
м е т р и и и к строгому л о г и ч е с к о м у ее п о с т р о е н и ю , Н о ; в ; . « Н о в ы х 

. ?и> Hi, Пг-П| Лоба^вокий, т. I 2 
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началах» эта з а д а ч а Л о б а ч е в с к и м еще не была в ы п о л н е н а ; э т о 
было сделано л и ш ь в самом к о н ц е X I X с т о л е т и я . О д н а к о , с о ч и н е н и е 
«Новые начала» все ж е п р е д с т а в л я е т о ч е н ь б о л ь ш о й и н т е р е с , т а к 
к а к оно более д р у г и х х а р а к т е р и з у е т р а з в и т и е г е о м е т р и ч е с к и х воз 
з р е н и й Л о б а ч е в с к о г о . 

В и д я , что все его р а б о т ы о с т а ю т с я н е п о н я т ы м и , Л о б а ч е в с к и й 
р е ш и л и з л о ж и т ь основные с в о и и д е и в г о р а з д о более д о с т у п н о м 
виде . В 1840 г . он о п у б л и к о в а л в Б е р л и н е о т д е л ь н ы м и з д а н и е м 
н а н е м е ц к о м я з ы к е небольшое с о ч и н е н и е 

[5] «Geomet r i sche U n t e r s u c h u n g e n zu r T h e o r i e de r P a r a l l e l l i n i e n » 1 ) . 

И з всех с о ч и н е н и й Л о б а ч е в с к о г о н о г е о м е т р и и эта н е б о л ь ш а я 
брошюра, несомненно , з анимает п е р в о е место п о простоте и и з я щ е 
ству и з л о ж е н и я . Это — н а с т о я щ и й п е р л г е о м е т р и ч е с к о г о т в о р ч е с т в а . 
В этом с о ч и н е н и и теоремы, п р е д ш е с т в у ю щ и е т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х 
и не о т л и ч а ю щ и е с я от с о о т в е т с т в у ю щ и х т е о р е м е в к л и д о в о й гео 
метрии, п р и в о д я т с я без д о к а з а т е л ь с т в ; все в н и м а н и е а в т о р а сосре
доточено п а т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х л и н и й и г е о м е т р и ч е с к о м в ы в о д е 
т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ф о р м у л в « в о о б р а ж а е м о й г е о м е т р и и » . В с я к о м у , 
начинающему з н а к о м и т ь с я с с о ч и н е н и я м и Лобачевского , м о ж н о 
рекомендовать п р е ж д е всего п р о ч е с т ь э тот м е м у а р . Н а это сочи
нение в н и м а н и е м а т е м а т и к о в было о б р а щ е н о в ш е с т и д е с я т ы х г о д а х 
п р о ш л о г о столетия п о с м е р т н ы м о п у б л и к о в а н и е м п е р е п и с к и Г а у с с а 
с д р у з ь я м и , п о этому сочинению м а т е м а т и ч е с к и й м и р п р е ж д е 
всего п о з н а к о м и л с я с з а м е ч а т е л ь н ы м и и д е я м и Л о б а ч е в с к о г о (см. 
ниже , стр. 76). В и с т о р и и г е о м е т р и и н а ч а л а с ь н о в а я э р а . 

В конце своей ж и з н и , в 1855 г . , п о с л у ч а ю л я т и д е с я т и л е т и я 
Казанского университета , Л о б а ч е в с к и й п о м е с т и л в «Ученых з а п и с 
ках К а з а н с к о г о университета» п о с л е д н е е свое с о ч и н е н н о п о 
геометрии: 

[61 « П а н г е о м е т р и я » . 

В нем он считает «приличнее» н а з в а т ь свою г е о м е т р и ю н е 
«воображаемой», а «пангеометрией» , п о т о м у что это н а з в а н и е 
означает «геометрию в о б ш и р н о м в и д е , г д е о б ы к н о в е н н а я г е о 
м е т р и я будет ч а с т н ы й случай» . Это с о ч и н е н и е содерясит не
сколько ииую обработку н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и , м е с т а м и 
существенно в о с п о л н я е т н е к о т о р у ю н е д о г о в о р е н н о с т ь п р е ж н и х , 
мемуаров . 

В следующем, 1856 г о д у в с п е ц и а л ь н о м ю б и л е й н о м с б о р н и к е , 
п о с в я щ е н н о м п я т и д е с я т и л е т и ю К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а , это* 

*) «Геометрические исследовании по теории параллельных линий». 
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с о ч и н е н и е п о я в и л о с ь н а ф р а н ц у з с к о м я з ы к е в н е с к о л ь к о пере
р а б о т а н н о м в и д е : 

[6а] « P a n g é o m é t r i e ou précis de g é o m é t r i e 

fondée sur u n e t h é o r i e g é n é r a l e e t rigoureuse des pa ra l l è les» 1 ) . 

О с о б н я к о м стоит още одно г е о м е т р и ч е с к о е с о ч и н е н и е Лоба
ч е в с к о г о 
[71 « Г е о м е т р и я » . 

Это было , собственно, п е р в о е сочинение , п р е д н а з н а ч е н н о е 
Л о б а ч е в с к и м к п е ч а т и . Оно с о д е р я ш т л е к ц и и , д а ж е скорее кон
с п е к т л е к ц и й , к о т о р ы е Л о б а ч е в с к и й ч и т а л н а ч и н а ю щ и м студен
т а м д л я у г л у б л е н и я и х г е о м е т р и ч е с к о г о о б р а з о в а н и я . В 1823 г . 
это с о ч и н е н н е было п р е д с т а в л е н о п о п е ч и т е л ю К а з а н с к о г о у ч е б н о г о 
о к р у г а М. Л . М а г п и ц к о м у с п р о с ь б о й н а п е ч а т а т ь его н а к а з е н 
н ы й счет, н о в с л е д с т в и е о т з ы в а а к а д е м и к а Ф у с с а это х о д а т а й с т в о 
было отклонено . С о ч и н е н и е д о ш л о д о нас в р у к о п и с и ; о н о опу
б л и к о в а н о в п е р в ы е л и ш ь в 1909 г . 

К р о м е э т и х г е о м е т р и ч е с к и х с о ч и н е н и й , к о т о р ы е п о с т а в и л и 
Л о б а ч е в с к о г о в р я д ы в е л и ч а й ш и х ма те м ати ко в , и м о п у б л и к о в а н о 
еще 11 работ , о т н о с я щ и х с я к р а з л и ч н ы м о т р а с л я м а л г е б р ы , ана
л и з а и астрономии . 

Д в е и з э т и х работ н е с т о л ь к о по с о д е р ж а н и ю , с к о л ь к о п о 
своему в о з н и к н о в е н и ю , н а х о д я т с я на р у б е ж е г е о м е т р и и и д р у г и х 
о т д е л о в м а т е м а т и к и . 

В д в у х з а к л ю ч и т е л ь н ы х г л а в а х с о ч и н е н и я « Н о в ы е н а ч а л а » со
д е р ж а т с я с о о б р а ж е н и я , о т н о с я щ и е с я к у с т а н о в л е н и ю в е р о я т н о й 
о ш и б к и , п р о и с х о д я щ е й п р и р е ш е н и и т р е у г о л ь н и к о в . Эти р а с 
с у ж д е н и я в н е с к о л ь к о п е р е р а б о т а н н о м в и д е Л о б а ч е в с к и й опу
б л и к о в а л в 1842 г . н а ф р а н ц у з с к о м я з ы к е в я гурнале К р е л л я : 

[3] «Sur la p r o b a b i l i t é des r é s u l t a t s m o y e n s , t i r é s 
des o b s e r v a t i o n s r épé t ée s 2 ) » . 

В т о р о й м е м у а р , до н е к о т о р о й степени п р и м ы к а ю щ и й к сочи
н е н и ю [3], о п у б л и к о в а н Л о б а ч е в с к и м в 1852 г . в « У ч е н ы х з а п и с 
к а х К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а » : 

[9] «О з н а ч е н и и пекото2эых о п р е д е л е н н ы х и н т е г р а л о в » . 

1 ) «Пангеометрия, или очерк геометрии, основанный на общей и точной теории; 
параллельных линий». 

4) «О вероятности средних результатов, полученных из повторных наблю
дений». 

2* 
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В 1855 г. этот м е м у а р б ы л о п у б л и к о в а н Лобачойским т а к ж е 
па немецком я з ы к о в т а к н а з ы в а е м о м «Архиве Эрмапа» ' ) . 

Хоти в ы ч и с л е н и е р я д а о п р е д е л е н н ы х и н т е г р а л о в в ы п о л н е н о 
в -этой работе без пособия г е о м о т р я и , но не п о д л е ж и т с о м н е н и ю , 
что к самой этой томе Л о б а ч е в с к о г о п р и в е л о м н о г о о б р а з н о е 
вычисление о п р е д е л е н н ы х и н т е г р а л о в , которое он п р о и з в о д и л 
средствами «воображаемой г е о м е т р и и » . 

Д а л е е следуют д в а с о ч и н е н и я н о алгебре . В 1834. г. Л о б а ч е в 
ский о п у б л и к о в а л обстоятельное р у к о в о д с т в о по а л г е б р е : 

[10] «Алгебра и л и в ы ч и с л е н и е к о н е ч н ы х » . 

Это — учебник , к о т о р ы й п е р в о н а ч а л ь н о п р е д н а з н а ч а л с я д л я 
г и м н а з и й ; п р и д я , о д н а к о , п о т о м к з а к л ю ч е н и ю , ч т о это с о ч и н е 
ние д л я ш к о л ы недоступно , Л о б а ч е в с к и й его п е р е р а б о т а л и 
в этом н о в о м в и д е п р е д н а з н а ч а л д л я у н и в е р с и т е т с к о г о п р е п о 
д а в а н и я . С о х р а н и л с я и п е р в о н а ч а л ь н ы й в а р и а н т , н а п и с а н н ы й 
рукой Лобачевского . 

В этом с о ч и н е н и и д в у ч л е н н ы м у р а в н е н и я м у д е л е н а особая 
глава . Часть этой г л д в ы п о е в я щ о н а н е к о т о р о м у р а з в и т и ю р е з у л ь 
татов, и з л о ж е н н ы х Г а у с с о м в «Disqu i s i t ionos a r i t l n n e ü c a e » 
(1801). Это исследование в п е р е р а б о т а н н о м и р а с ш и р е н н о м в и д е 
Лобачевский в том ж е 1834 г. о п у б л и к о в а л в « У ч е н ы х з а п и с к а х 
Казанского университета» в в и д е о т д е л ь н о г о м е м у а р а : 

[11] « П о н и ж е н и е степени в д в у ч л е н н о м у р а в н е н и и , к о г д а 
п о к а з а т е л ь без е д и н и ц ы д е л и т с я па 8». 

П о существу , с о д е р ж а н и е этого м е м у а р а п о м е щ е н о в X V I 
главе «Алгебры». 

Д а л е е , т р и м е м у а р а посвящ.ены у ч е н и ю о сходимости беско
нечных р я д о в . 

Лобачевский н а ч и н а е т с т р и г о н о м е т р и ч е с к и х р я д о в , к о т о р ы е 
в ту пору з а н и м а л и умы. Его не у д о в л е т в о р я ю т д о к а з а т е л ь с т в а 
сходимости этих р я д о в , п р е д л о ж е н н ы е К о т и , Д и р и х л е , Д и р к с е -
ном. В 1834 г . о н п о с в я щ а е т этому в о п р о с у мемуа]), п о м е щ е н н ы й 
в «Ученых з а п и с к а х К а з а н с к о г о университета» : 

[12] «Об и с ч о з а н и и т р и г о н о м е т р и ч е с к и х строк» . 

В следующем, 1835 г о д у Л о б а ч е в с к и й помещает такясе в « У ч е н ы х 
записках» о б ш и р н ы й м е м у а р , п о с в я щ е н н ы й общей т е о р и и сходи
мости р я д о в : 

^'«Archiv für die •wissenschaftliche Knude von RusslanoN, herausgegeben von 
A. Erraan. 
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[13] «Способ у в е р я т ь с я в и с ч е з а н и и бесконечных строк 
и п р и б л и ж а т ь с я к з н а ч е н и я м ф у н к ц и й от в е с ь м а 

б о л ь ш и х чисел» . 

О с н о в н а я задача , к о т о р у ю Л о б а ч о в с к и й з д е с ь себе ставит, заклю
ч а е т с я в у с т а н о в л е н и и к р и т е р и я сходимости в том случае , к о г д а 
о т н о ш е н и е д в у х п о с л е д о в а т е л ь н ы х членов р я д а с т р е м и т с я к еди
н и ц е . К этому ж е в о п р о с у Л о б а ч е в с к и й затем в о з в р а щ а е т с я в 1841 г . 
В в и д е п р и л о ж е н и я к и з д а н и ю н а б л ю д е н и й м е т е о р о л о г и ч е с к о й 
о б с е р в а т о р и и К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а ' ) , к о т о р ы м р у к о в о д и л п р о ф . 
Э. К н о р р , Л о б а ч о в с к и й п о м е щ а е т м е м у а р : 

[14] «Über die C o n v e r g e n z de r u n e n d l i c h e n R e i h e n » 2 ) . 

К л а с с и ч е с к о й п р о б л е м е м е х а н и к и п о с в я щ о и м о м у а р , опублико
в а н н ы й Л о б а ч е в с к и м в 1834 г . в « У ч е н ы х з а п и с к а х Московского 
у н и в е р с и т е т а » : 

[15] «Условные у р а в н е н и я д л я д в и ж е н и я и п о л о ж е н и я 
г л а в н ы х осой о б р а щ е н и я в т в е р д о й системе» . 

М е м у а р с о д е р ж и т с в о е о б р а з н ы й в ы в о д у р а в н е н и й д в и ж е н и я 
т в е р д о г о тела и о с п о в н ы х свойств г л а в н ы х осей в р а щ е н и я . 

В и ю н е 1842 г . п р о и с х о д и л о полное солнечное з а т м е н и е . Д л я 
е г о н а б л ю д е н и я К а з а н с к и м у н и в е р с и т е т о м была снаряясена экспе
д и ц и я в П е н з у в составе а с т р о н о м а - н а б л ю д а т е л я Л я п у н о в а , п р о 
ф е с с о р а ф и з и к и К н о р р а и Л о б а ч е в с к о г о . В т о м ж е 1842 г . Лоба
ч е в с к и й о п у б л и к о в а л в « У ч е н ы х з а п и с к а х К а з а н с к о г о у н и в е р с и 
тета» отчет об этой э к с п е д и ц и и : 

[1G] « П о л п о е з атмение с о л н ц а в П е н з е 26 и ю н я 1842 г о д а » . 

О т ч е т с о д е р ж и т , к р о м е и з л о ж е н и я д е я т е л ь н о с т и э к с п е д и ц и и , 
о б з о р в з г л я д о в на с у щ н о с т ь с о л н е ч н о й к о р о п ы . 

О с о б н я к о м стоят д в е р а б о т ы Лобачевского , н е н а х о д я щ и е с я 
в п р я м о й с в я з и с е го н а у ч н ы м и и н т е р е с а м и . П е р в а я и з н и х опуб
л и к о в а н а и м еще в 1828 г . в ж у р н а л е « К а з а н с к и й В е с т н и к » : 

[17] «О р е з о н а н с е и л и в з а и м н о м к о л е б а н и и в о з д у ш н ы х столбов». 

Э т а с т а т ь я п р е д с т а в л я е т собой т о л ь к о р е ф е р а т р а б о т ы а н г л и й 
с к о г о ф и з и к а У и т с т о н а ( W h e a t s t o n e ) 3 ) . , 

Д) «Meteorologische Beobachtungen aus dem Lehrbezirlc der Kaiserlichen Russischen. 
Universität», Kazan. 

2 ) «О сходимости бесконечных рядов». 
8) W h e a t e t o n о, On the resonances or reciprocated vibrations -of--«ilurane 

of air, Quarterly Journal, 1828. 
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Вторая работа п р е д с т а в л я е т собой отзыв о д о к т о р с к о й д и с с е р 
т а ц и и А. Ф. Попова , составленный Л о б а ч е в с к и м в 184.5 г . О н а 
помещена в в и д е п р и л о ж е н и я к п е ч а т н о м у и з д а н и ю этой д и с с е р 
тации : 

[18] «Подробный разбор р а с с у ж д е н и я , п р е д с т а в л е н н о г о м а г и с т р о м 
А. Ф. П о п о в ы м п о д н а з в а н и е м „Об и н т е г р и р о в а н и и д и ф е р е н -
ц н а л ь н ы х у р а в н е н и й г и д р о д и н а м и к и , п р и в е д е н н ы х к л и н е й 

ному в и д у " » . 

Эти все работы, конечно , но имеют того з н а ч е н и я , к о т о р о е 
п р и о б р е л и геометрические о т к р ы т и я Л о б а ч е в с к о г о . Н о м н о г и е и з 
них содорж.ат и д е и , весьма своеобразные д л я того в р е м е н и . Т а к , 
Лобачевский, новпдимому , п е р в ы й о т л и ч а л н е п р е р ы в н у ю ф у н к ц и ю 
от д и ф о р о н ц и р у е м о й ; он п е р в ы й о п е р и р у е т п о н я т и е м , п о суще
ству не о т л и ч а ю щ и м с я от р а в н о м е р н о й н е п р е р ы в н о с т и ; он у к а з а л 
способ п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е н и й , м а л о 
отличающийся от того , к о т о р ы й п о л у ч и л р а с п р о с т р а н е н и е п о д 
н а з в а н и е м способа Г р о ф ф е . Н у ж н о , о д н а к о , сказать о п р е д е л е н н о , 
что эти работы Лобачевского епте о ч е н ь м а л о и з у ч е н ы . Н о п е ч а т ь 
своеобразной о р и г и н а л ь н о й м ы с л и л е ж и т н а всем, что о н п и с а л . 

Н а к о н е ц , две статьи, о п у б л и к о в а н н ы е Л о б а ч е в с к и м , н е отно
сятся к математическим н а у к а м : 

|19] «Предисловие к 1-й к н и ж к е „ У ч е н ы х з а п и с о к , 
и з д а в а е м ы х К а з а н с к и м у н и в е р с и т е т о м " , за .1834 г .» . 

[20] «Речь о ваягнейгдих п р е д м е т а х в о с п и т а н и я » , 
щэоизнесеипая 5 и ю н я 1828 г. ! ) . 

Когда Л о б а ч е в с к и й скончался , его и д е и еще не п о л у ч и л и п р и 
з н а н и я , и и м я его еще д а л е к о не п о л ь з о в а л о с ь той м и р о в о й извест 
ностью, которую оно п р и о б р е л о у ж е после его смерти . П о э т о м у 
н е было п р и н я т о н а д л е ж а щ и х м е р к у с т а н о в л е н и ю и о х р а н е его 
л и т е р а т у р н о г о н а с л е д и я . Это было в н е к о т о р о й мере с д е л а н о 
гораздо п о з ж е К а з а н с к и м у н и в е р с и т е т о м и К а з а н с к и м ф и з и к о -
математическим обществом. В а р х и в е у н и в е р с и т е т а с о х р а н и л и с ь 
составленные Л о б а ч е в с к и м д о к л а д ы о п р о г р а м м а х и м е т о д а х п р е 
п о д а в а н и я в университете математики , м е х а н и к и и м а т е м а т и ч е с к о й 
ф и з и к и , о п р е п о д а в а н и и х о з я й с т в е н н ы х н а у к , о состоянии у ч е б н ы х 
з а в е д е н и й К а з а н с к о г о учебного о к р у г а . 

*) «Казанский вестник», ч. 8, 1832 г. 
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П р и д е л а х К а з а н с к о г о у ч е б н о г о о к р у г а с о х р а н и л а с ь р у к о п и с ь 
•«Геометрии» и п е р в ы й в а р и а н т р у к о п и с и «Алгебры» . . . 

В ф у н д а м е н т а л ь н о й б и б л и о т е к е К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а хра
н и т с я п е р е п л е т е н н а я т е т р а д ь , с о д е р ж а щ а я 180 п е р е н у м е р о в а н н ы х 
с т р а н и ц листового ф о р м а т а ( in 4.°) и з а к л ю ч а ю щ а я большое коли
ч е с т в о з а м е т о к по р а з л и ч п ы м о т д е л а м м а т е м а т и к и . 

С о х р а н и л о с ь большое ч и с л о заметок , з а п и с о к , к о н с п е к т о в п о 
р а з л и ч н ы м отделам м а т е м а т и к и п механики , п о ф и з и к е , по небес
н о й м е х а н и к е , по л о г и к е ; о н и н а п и с а н ы р у к о ю Н . И . Лобачев 
с к о г о , в н е б о л ь ш и х т е т р а д к а х и л и на о т д е л ь н ы х л и с т к а х , частью 
с г р у п п и р о в а н н ы х , частью с о в е р ш е н н о р а з р о з н е н н ы х . Сюда отно
с я т с я т а к ж е о т р ы в к и н е б о л ь ш и х л и т е р а т у р н ы х п р о и з в е д е н и й Лоба
ч е в с к о г о в п р о з е и в с т и х а х на русском , ф р а н ц у з с к о м и а н г л и й 
с к о м я з ы к а х . 

В н е б о л ь ш о м числе с о х р а н и л и с ь п и с ь м а Ы. И . Л о б а ч е в с к о г о к 
е г о р о д с т в е н н и к у И . Е . В е л ш с о п о л ь с к о м у и к M. Н . М у с и н у - П у ш 
к и н у , ч а с т и ч н о у ж е о п у б л и к о в а н н ы е . 

Первое издание собрания сочинений Лобачевского 

К а к в ы ш е уже было у п о м я н у т о , в н и м а н и е м а т е м а т и ч е с к о г о 
ж и р а к з а м е ч а т е л ь н ы м и д е я м Л о б а ч о в с к о г о было п р и в л е ч е н о п о с л е 
1863 г . , к о г д а была о п у б л и к о в а н а п е р е п и с к а Г а у с с а с Ш у м а х е р о м . 
С н а ч а л а ш е с т и д е с я т ы х г о д о в и з р а з л и ч н ы х н а у ч н ы х ц е н т р о в и 
ют р а з л и ч н ы х г е о м е т р о в в К а з а н с к и й у н и в е р с и т е т стали посту
п а т ь п р о с ь б ы о п р и с ы л к е р а б о т Л о б а ч е в с к о г о ; и м я Л о б а ч е в с к о г о 
б ы с т р о п р и о б р е л о в с е м и р н у ю известность . 10 ф е в р а л я 1867 г . 
д е к а н Ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к о г о ф а к у л ь т е т а К а з а н с к о г о у н и в е р с и 
т е т а М. А. К о в а л ь с к и й в о ш е л в Совет у н и в е р с и т е т а с п р е д с т а в л е 
н и е м следующего с о д е р я с а и и я : 

« С о ч и н е н и я бывшего п р о ф е с с о р а з д е ш н е г о у н и в е р с и т е т а Н . И . 
Л о б а ч е в с к о г о в п о с л е д н е е в р е м я о б р а т и л и н а себя в н и м а н и е 
е в р о п е й с к и х у ч е н ы х , особенно те, к о т о р ы е о т н о с я т с я к области 
г е о м е т р и ч е с к и х и с с л е д о в а н и й . П р и ч и н о ю столь п о з д н е г о з н а к о м 
с т в а е в р о п е й с к и х у ч е н ы х с т р у д а м и п о к о й н о г о з н а м е н и т о г о 
н а ш е г о сочлена было то обстоятельство , ч т о б о л ь ш а я ч а с т ь и з 
н и х была п о м е щ е н а в „ У ч е н ы х з а п и с к а х " , к о т о р ы е , к а к и з в е с т н о 
С о в е т у , п е ч а т а л и с ь в м а л о м ч и с л е э к з е м п л я р о в н а у д о в л е т в о р е н и е 
п о т р е б н о с т е й о к р у г а и ч л е н о в у н и в е р с и т е т а . У к н и г о п р о д а в ц е в 
н и п е т е р б у р г с к и х , н и м о с к о в с к и х о н и не н а х о д и л и с ь . 

Н е и з в е с т н о , к а к и м п у т е м у с п е л и п р о с к о л ь з н у т ь з а г р а н и ц у 
н е к о т о р ы е м е м у а р ы Л о б а ч е в с к о г о ; н о дело в т о м , что п е р е в о д 
о д н о г о из н и х , с д е л а н н ы й ф р а н ц у з с к и м г е о м е т р о м : Г у э л в м , д а л 
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право сказать этому послодпому: „ t r a v a u x q u i â p e i n e t i r é s 

de l 'oubl i o n t dé jà a t t i r é l ' a t t e n t i o n d ' é m i n e n t s g é o m è t r e s " и 
действительно , к р о м е требований нз-за г р а н и ц ы , п о л у ч е н н ы х 
некоторыми ч л е н а м и факультета , о п р и с ы л к е с о ч и н е н и я Л о б а ч е в 
ского, такио ж е требования п о л у ч и л и б и б л и о т е к а р ь у н и в е р с и 
тета. Один э к з е м п л я р , я то н е п о л н ы й , е д в а у д а л о с ь с о б р а т ь 
членам факультета . 

Физнко-математическнй ф а к у л ь т е т , п р и н и м а я во в н и м а н и е 
то, что с о ч и н е н и я Лобачевского составляют библиографическую-
редкость и что они п о своему значоиию и в а ж н о с т и д о л ж н ы быть-
в России, если не более, то по к р а й н е й м е р е не мопоо известны, , 
чем за г р а н и ц е й , имеет честь х о д а т а й с т в о в а т ь п е р е д С о в е т о м 
о новом и з д а н и и , преимущественно ж е об и з д а н и и всех мемуаров , , 
касающихся т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х л и н и й » . 

Так , свыше 70 лет тому н а з а д в о з н и к в о п р о с об и з д а н и и со
брания сочиноиий Лобачевского . Совет п о с т а н о в и л в ы п у с т и т ь -
в свет полное собрание г е о м е т р и ч е с к и х с о ч и н е н и й Л о б а ч е в с к о г о . 
Н о хотя слава Лобачевского р о с л а с к а ж д ы м годом, х о т я его-
работы п р и о б р е т а л и все большее п р и з н а н и е и з н а ч е н и е , п р о ш л о 
почти д в а д ц а т ь лет , п о к а это п о с т а н о в л е н и е б и л о о с у щ е с т в л е н о . 
В 1883 г. в ы ш о л в свет п е р в ы й том етого и з д а н и я : «Полное со
брание с о ч и н е н и й п о г е о м е т р и и Н . И . Л о б а ч е в с к о г о . Издание -
И м п е р а т о р с к о г о К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а . Т о м п е р в ы й . С о ч и н е 
н и я на русском я з ы к е . К а з а н ь 1883». V n - j - 5 5 0 стр . 2 ) . 

Этот том с о д е р ж и т сочинения , о т м е ч е н н ы е в п р и в е д е н н о м , 
в ы ш е п е р е ч п е н о м е р а м и [1], (2), [3], [4] и [6]. С о ч и н е н и я м Лоба
чевского п р е д п о с л а п в е с ь м а к р а т к и й о ч е р к его ж и з н и и д е я т е л ь 
ности, составленный п р о ф е с с о р о м К а з а н с к о г о у н и в е р с и т е т а Ф . Г . 
Суворовым 8 ) ; очерк оканчивается не совсем п о л н ы м п е р е ч н е м 
сочинепий Лобачевского *). 

Второй том этого и з д а н и я выгяел в свет в 1886 г . Он с о д е р ж и т 
сочинения, о п у б л и к о в а н н ы е Л о б а ч е в с к и м н а и н о с т р а н н ы х языках, . , 
и имеет д о п о л н и т е л ь н о е н а з в а н и е : «Col lec t ion c o m p l è t e des oeuv re s , 
géomét r iques de N . J . Lobatcheffaky. É d i t i o n de l 'Un ivers i t é I m p é r i a l e , 

de Kasan», К а з а н ь , 1886. 

О «Труды, которые, едва извлеченные иа забвения, уже привлекли внима
ние выдающихся геометров». 

Это издание, на которое в вводных с-сатьях. и примечаниях неодно
кратно будут. делаться ссылки, будем цитировать сокращенно: «Поли. собр. con., 
по геом.». 

3 ) Фамилия автора в этом издании не указана. 
' / Полный перечень сочинепий Н. Й. Лобачевского (не считая паследия> 

«Ил впервые составлен А. В. Васильевым и помещен в ого небольшом "сочинениж 
«Николаи Иванович ЛоСачесвскип», С;-Пстербург, 3914. 
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В этот том в о ш л и ф р а н ц у з с к и е тексты с о ч и н е н и й [2] и [6] и 
с о ч и н е н и е [5]. Ф р а н ц у з с к и й текст с о ч и н е н и я [3] в пего н е в к л ю ч е н . 
Э т и м с о ч и н е н и я м п р е д п о с л а н тот ж е о ч е р к С у в о р о в а на ф р а н ц у з 
с к о м я з ы к е . В конце тома п о м е щ е н список в а ж н е й ш и х с о ч и н е н и й , 
и м е ю щ и х отношение к н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и . И з д а н и е не содер
ж и т н и к а к и х п о я с н и т е л ь н ы х к о м м е н т а р и е в . 

Это и з д а н и е сыграло о ч е п ь в а ж н у ю р о л ь . С о ч и н е н и я Л о б а ч е в с к о г о 
с д е л а л и с ь д о с т у п н ы м и к а к р у с с к и м , т ак и и н о с т р а н н ы м ч и т а т е л я м ; 
п о ч т и все о н и б ы л и п е р е и з д а н ы з а г р а н и ц е й с более и л и менее 
о б с т о я т е л ь н ы м и к о м м е н т а р и я м и . О д н а к о , т и р а ж и з д а н и я составлял 
т о л ь к о 400 э к з е м п л я р о в , и к к о н ц у с т о л е т и я оно п р е д с т а в л я л о 
уясе б и б л и о г р а ф и ч е с к у ю р е д к о с т ь . 

Организация к план настоящего издания 

С р е д и н а у ч н ы х в о з з р е н и й , к о т о р ы е п р и н е с л о с собою X X сто
л е т и е , е д в а л и не п е р в о е место по своеобразию з а м ы с л а , по ш и р о т е 
н а у ч н о г о охвата , по г л у б и н е п р о и з в о д и м о г о п е р е в о р о т а во в з г л я д а х , 
п о з а х в а т ы в а ю щ е м у н а у ч н о м у и ф и л о с о ф с к о м у и н т е р е с у з а н и м а л о 
у ч е н и е об относительности . В т о й р о л и , к а к у ю м а т е м а т и к а и г р а л а 
в р а з в и т и и этой , д и с ц и п л и н ы , особенно с в о е о б р а з н о й я в л я е т с я ее 
н е е в к л и д о в а база . П р а в д а , з д е с ь п р и х о д и т с я г о в о р и т ь о н е е в к л и 
довой* г е о м е т р и и в ш и р о к о м з н а ч е н и и этого слова , о том ее раз 
в и т и и , к о т о р о е с п р а в е д л и в о с в я з а н о с именем Р и м а н а . Н о , с одной-
с т о р о н ы , т а к н а з ы в а е м а я с п е ц и а л ь н а я т е о р и я относительности-
н е п о с р е д с т в е н н о с в я з а н а с г е о м е т р и ч е с к о й системой Л о б а ч е в с к о г о ; 
с д р у г о й стороны, э та система я в л я е т с я п е р в ы м п р о о б р а з о м вся
к о й г е о м е т р и и , о т х о д я щ е й от к л а с с и ч е с к о й г е о м е т р и и Е в к л и д а , 
в е р н е е , — в о с х о д я щ е й н а д нею. С о в е р ш е н н о естественно , что и н т е 
р е с к н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и вместе с э т и м ч р е з в ы ч а й н о в о з р о с 
и п р и т о м не т о л ь к о в с р е д е м а т е м а т и к о в , но и у ф и з и к о в , меха
н и к о в и астрономов , а вместе с т е м в о з р о с и н т е р е с к т в о р ц у этой 
г е о м е т р и и Н- И . Л о б а ч е в с к о м у и к его с о ч и н е н и я м . У н а с это-
п р о и з о ш л о у ж е в н о в о й г о с у д а р с т в е н н о й обстановке , в Советском 
Союзе , п р и н е б ы в а л о м п о д ъ е м е в с е й ж и з н и с т р а н ы и н а у ч н ы х 
и н т е р е с о в , в частности . 

В с в я з и о этим в Г о с у д а р с т в е н н о м и з д а т е л ь с т в е в о з н и к л а м ы с л ь 
6 6 " и з д а н и и п о л н о г о ' с о б р а н и я с о ч и н е н и й Н . И . Л о б а ч е в с к о г о . 
З а м ы с е л вотретил о д о б р е н и е р у к о в о д я щ и х - г о с у д а р с т в е н н ы х о р г а н о в 
й , ! п о с л в - - э т о г о он П о л у ч и л о с у щ е с т в л е н и е со в с е й т о й широтой, ' ' 
к о т о р а я свойственна в с я к о м у советскому н а ч и н а н и ю . П р е з и д и у м ' 
В с е с о ю з н о й м а т е м а т и ч е с к о й ассоциации' , в к о т о р ы й д е л о п о с т у п и л о 
д л я даяьнвйтлвго ' .его п р о д в и ж е н и я , о р г а н и з о в а л Р%дакционну10 
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коллегию в состапе п р о ф . В. Ф. К а г а н а и качество г л а в н о г о р о д а к -
тора и з д а н и я , п р о ф е с с о р о в А. I I . К о т е л ь н и к о в а , В. В . С т е п а н о в а , 
Ы. Г. Чеботарева и П . А. Ш и р о к о в а . К о л л е г и я п о л у ч и л а п о р у ч е 
ние окончательно разработать п л а н и з д а н и я , п р и в л е ч ь к р е д а к 
ционной работе к о м п е т е н т н ы х у ч е н ы х и п р и с т у п и т ь к о с у щ е с т в л е 
нию этого н а ч и н а п и я . 

В совместной работе Р е д а к ц и о н н а я к о л л е г и я и И з д а т е л ь с т в о 
установили следующие начала , на основе к о т о р ы х д о л ж н о б ы т ь 
осуществлено и з д а п и е : 

1. И з д а н и е долясно воспроизвести все с о ч и н е н и я Л о б а ч е в с к о г о , 
к а к о п у б л и к о в а н н ы е им п р и ж и з н и , т а к и с о х р а н и в ш и е с я в его 
л и т е р а т у р н о м н а с л е д и и . 

2. Сочинения , опубликованные Л о б а ч е в с к и м на русском и и н о 
странном я з ы к а х , д о л ж н ы быть в о с п р о и з в е д е н ы в обоих т е к с т а х . 
Это тем более существенно , что эти т е к с т ы п о своему с о д е р ж а 
нию не в п о л н е совпадают . Сочинение «Geome t r i s che U n t e r s u c h u n g e n 
zur Theor i e de r Pa ra l l e l l i n i en» , о п у б л и к о в а н н о е Л о б а ч о в с к и м т о л ь к о 
на немецком языке , в настоящом томе в о с п р о и з в о д и т с я в р у с с к о м 
переводе. 

3. Сочинения д о л ж н ы быть с н а б ж е н ы к о м м е н т а р и я м и , к о т о р ы е 
д е л а л и бы чтение и х в о з м о ж н о более д о с т у п н ы м . 

4. Каясдое сочинение должны: сопровояедать историко-библио-
графический и н а у ч н ы й его обзоры, а г д е это необходимо , — и 
статьи, освещающие историю в о з н и к н о в е н и я тех и д е й , к о т о р ы е 
составляют п р е д м е т сочинения . 

5. В состав и з д а н и я д о л ж н о войти п о д р о б н о е лсизнеописание Лоба 
чевского и статьи, освещающие его з н а ч е н и е в с о в р е м е н н о й н а у к е . 

В соответствии с этими р у к о в о д я щ и м и п о л о ж е н и я м и п л а н и з д а 
н и я рассчитан на 6 томов. П е р в ы е т р и тома будут содерясать 
геометрические с о ч и н е н и я Л о б а ч е в с к о г о ; ч е т в е р т ы й том — сочине 
н и я по а л г е б р е ; п я т ы й том — с о ч и н е н и я п о а н а л и з у , м е х а н и к е и 
астрономии. Ш е с т о й том будет содерясать л и т е р а т у р н о е н а с л е д и е 
Лобачевского , его ж и з н е о п и с а н и е и п о д р о б н ы й обзор его т в о р 
чества. 

Содержание первого той» 

Н а с т о я щ и й п е р в ы й том составлоп в п о л н о м соответствии с т е м и 
общими п р и н ц и п а м и , которые п р и в е д е н ы в ы ш е . О н с о д е р я ш т д в а 
с о ч и н е н и я : «Геометрические и с с л е д о в а н и я по т е о р и и п а р а л л е л ь 
н ы х линий» и «О н а ч а л а х геометрии» . 

Первое сочинение — «Геометрические и с с л е д о в а н и я н о т е о р и и 
п а р а л л е л ь н ы х л и н и й » — н а р у ш а е т х р о н о л о г и ч е с к у ю последователь ' -
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п о с т ь в о с п р о и з в е д е н и я с о ч и н е н и й Лобачевского . О н о помещено 
з д е с ь потому , что это — самое доступное из с о ч и н е н и й Лобачев 
с к о г о и еодорясит т о л ь к о э л е м е н т а р н у ю г е о м е т р и ю н е е в к л и д о в а 
п р о с т р а н с т в а . К а к уже сказано , п о этому сочинению математиче
с к и й м и р в ш е с т и д е с я т ы х г о д а х п р о ш л о г о столетия п о з н а к о м и л с я 
с з а м е ч а т е л ь н ы м и и д е я м и Лобачевского . С н е г о д о л ж е н н а ч а т ь 
и з у ч е н и е с о ч и н е н и й Л о б а ч е в с к о г о и с о в р е м е н н ы й ч и т а т е л ь . 

Это с о ч и н е н и е , о п у б л и к о в а н н о е Лобачевским о т д е л ь н ы м изда
нием: н а н е м е ц к о м я з ы к е п о д з а г л а в и е м «Geome t r i s che U n t e r s u c h u n 
g e n z u r T h e o r i e de r P a r a U e l l i n i o n » , в о с п р о и з в е д е н о з д е с ь в р у с с к о м 
п е р е в о д е , в ы п о л н е н н о м В . Ф . Каганом . 

Р е д а к ц и я п р и л о ж и л а все у с и л и я к тому, ч т о б ы с д е л а т ь это 
з а м е ч а т е л ь н о е п р о и з в е д е н и е д о с т у п н ы м в е с ь м а ш и р о к о м у к р у г у 
ч и т а т е л е й . Это с о ч и н е н и е с о п р о в о ж д а е т с я статьями , о д н а и з кото
р ы х о б с т о я т е л ь н о о с в е щ а е т историческое р а з в и т и е т е о р и и п а р а л 
л е л ь н ы х л и н и й д о о т к р ы т и я н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и Л о б а ч е в с к и м ; 
д р у г а я с т а т ь я ( п о м е щ е н н а я в числе п р и л о ж е н и й ) з н а к о м и т с эле
м е н т а м и н е е в к л и д о в о й г е о м е т р и и у д р у г и х геометров — частью 
ясивгяих д о Л о б а ч е в с к о г о , частью его с о в р е м е н н и к о в . 

« Г е о м е т р и ч е с к и е и с с л е д о в а н и я » к о м м е н т и р о в а н ы особенно де
т а л ь н о . 

В т о р о е с о ч и н е н и е Л о б а ч е в с к о г о — « О н а ч а л а х г е о м е т р и и » , — поме
щ е н н о е в настоящем томе , в о з в р а щ а е т ч и т а т е л я к х р о н о л о г и ч е с к о м у 
п о р я д к у п о я в л е н и я его с о ч и н е н и й . В л а д е я у ж е э л е м е н т а м и н е е в к л и 
д о в о й г е о м е т р и и , п о д г о т о в л е н н ы й ч и т а т е л ь будет в со сто ян и и 
у с в о и т ь этот с ж а т ы й и т р у д н ы й м е м у а р . Сочинение т р е б у е т боло© 
г л у б о к о г о м а т е м а т и ч е с к о г о о б р а з о в а н и я ; с э т и м с о о б р а з о в а н и 
т е к с т к о м м е н т а р и е в . 

Б о л е е т о г о , с о ч и н е н и е «О н а ч а л а х геометрии> с о д е р ж и т много 
р е з у л ь т а т о в , т р е б о в а в ш и х в ы в о д а и п р о в е р к и . Эту р а б о т у иссле
д о в а т е л ь с к о г о х а р а к т е р а в ы п о л н и л профессор А . П . К о т е л ь н и к о в , 
о б р а б о т а в ш и й ту ч а с т ь н а с т о я щ е г о тома, к о т о р а я о т н о с и т с я к этому 
•сочинению. 
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УЧЕНИЕ О ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЯХ 
И ОТКРЫТИЕ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Обоснование геоиотрии в «Началах» Евклида 
Неевклидова геометрия, элементарному изложению которой посвя

щено сочинение «Геометрические исследования но теории параллель
ных линий», возникла на почве задачи об обосновании геометрия. Эта 
задача, в свою очередь, в древности представляла лишь проявление 
в области геометрии общих воззрений, получивших отчетливое выра
ж е н и е в школе Платона. Согласно тенденциям Платона в с я к а я науч
н а я дисциплина должна развиваться тез небольшого числа исходных 
положений, составляющих ее основу. Не входя в критический анализ 
этих тенденций, окажем только, что в области геометрии, в силу осо
бенностей математических н а у к вообще и геометрии в частности, у ж е 
в древности удалось подойти к осуществлению этих тенденций ближе , 
чем в других науках. Более того, повидимому, и самые эти воззрения 
Платона сложились отчасти под влиянием попыток систематцческогс-
изложепия геометрии, которые в эпоху Платона у ж е имели место: 
оформлявшиеся попытки построить систематическое изложение начал 
геометрии в л и я л и на общие воззрения философов, а тенденция фило
софов, сложившиеся п получившие определенное в ы р а ж е н и е в школе-
Платона, укрепляли позиции геометров, занимавшихся обоснованием 
геометрии. Из известных нам авторов до Платона составлением начал 
геометрии занимался Гиппократ Хиосский, живший во второй поло
вине V в. до н. э . ; в эпоху Платона этим занимались Л е в и Евдокс; 
в самой Академии Платона было в ходу сочинение Тедия . Н и одно-
из сочинений этих авторов по геометрии до нас не дошло ; все они 
были забыты, когда появилось замечательное сочинение, содерясавшее 
изложение основ г е о м е т р и и — « Н а ч а л а » Евклида . 

К сожалению, сведения , которыми мы располагаем относительно-
Е в к л и д а , очень скудны. Время расцвета его деятельности относится 
к эпохе, когда лучшие представители греческой н а у к и были сосредото
чены в Александрии. Повидимому, в конце ГУ или в начале Щ в . до н. э . 
Е в к л и д основал 'в Александрии математическую школу, д л я которой 
собственно и было составлено его руководство. Е в к л и д писал, таким 
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образом, D snosy , когда взгляды Платона уясе утвердились, когда 
Аристотель уясе создал общую схему логического вывода («Оргапон»). 
Согласно этой схеме наглядные методы восточных народов д о л ж н ы 
былп уступать в геомотрап место формально-логическим умозаключе
ниям, развертывающимся в силлогизмы. В известном диалоге Платона 
«Фодон» одни из участников диалога, Сыммиас, наиболее отралсающпй 
воззрения самого Платопа, говорит: «Я знаю, что те, которыо ведут 
доказательство, исходя от очевидности, поступают тщетно»; это изре
чение систематически приводят позднейшие греческие геомотры и фи
лософы '). Стремление освободить наложение- геометрии от всяких 
наглядных выводов составляло основную тендонцпю геометров школы 
Платова, в том числе и Евклида . 

Исходными положениями, на которых Ев к ли д строит систему гео
метрии, служат определения, аксиомы и постулаты. К а ж д а я книга 
начинается определением тех терминов, которыо в ней появляются ; 
первой книге предшествуют еще аксхюми и постулаты. Как число, так 
п точное выражение аксиом я постулатов различны в различных до
шедших до пас списках «Начал», д а ж е в основных; в некоторых 
еппоках те и другие соединены в одну г р у п п у аксиом. Поэтому не так 
просто себе уяснить, какое различие греческие авторы, в частности 
Евклид, делали м е ж д у аксиомами и постулатами. Пространные рас
суждения Прокла не проливают на этот вопрос достаточно енота. 
Наиболее установившееся воззрение заключается в том, что аксиомы 
представляют собой общие достояния ума (•/oivod évvoiai), необходимые 
д л я ведения рассуждений во всякой науке (особенно в арифметике 
и естествознании); постулаты же представляют собой геометрические 
«требования» (ak-rjaa-ca), признав которые, приступающий к чтению 
«Начал» вынуждои призпать все последующие выводы. Одпако пет 
уверенности, что именно такова была точка зрения Евклида. 

Лучшие современные знатоки Евклида Гейборг и Мепге, выпу
стившие в Германии полное собрание сочинений Евклида на грече
ском и латинском я з ы к а х 2 ) , и Гис, выпустивший «Начала» па англий
ском языке в трех томах с обстоятельными комментариями 8 ) , сходятоя 
на следующем списке аксиом и постулатов: 

П о с т у л а т ы 

I. Нужно потребовать, чтобы от каждой точки ко всякой 
другой точке можно было провести прямую лилию. 

*) См., например, отрывок из Прокла (стр. ЗС настоящего тома). 
5 ) Euclidia opera omnia. Edidorunt I. L. H é i b o r g et H. M e n g e . Leipzig, 

1883—1895; семь томов, из которых первые пять содержат «Начала». 
8 ) Т. L. H j e a t h — The thirteen bocks of Euclids elements. Translated'from the 

text of Heiborg with introduction and commentary. Cambridge, 1008. < . • • . t 
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I I . I I чтобы к а ж д у ю ограниченную прямую можно было про
должить неопределенно. 

Ш . I I чтобы из любого центра можно было описать окруж
ность любым радиусом. 

IV . И. чтобы все п р я м ы е у г л ы были р а в н ы . 
V. И чтобы всякий роз, как прямая при пересечении с двумя 

другими п р я м ы м и образует с ними внутренние односто
ронние у г л ы , сумма которых меньше двух прямых, эти 
прямые пересекались с той стороны, с которой era сумма 
меньше д в у х прямых. 

А к с и о м ы 

I. Равные порознь третьему, равны м е ж д у собой. 
П . И если к равным придадим равные, то получим равные . 

Ш . И если от равных отнимем равные, то получим равные . 
IV. [И если к неравным прибавим равные, то получим неравные.] 
V. [И если удвоим равные, то получим равные. ) 

VI. [И половины равных равны между собой.] 
\ Г П . И с о в м е щ а ю щ и е с я J ) равны. 

УПТ. И целое больше части. 
IX . [И две прямые не могут заключать пространства.] 

Относительно аксиом, заключенных в скобки, Гепберг и Менге 
•сомневаются, принадлежат л и опп Евклиду; Гпс их вовсе опускает. 

В тех изданиях, которые объединяют постулаты п аксиомы, V по
стулат фигурирует в качестве X I (иногда в качестве Х П , д а ж е ХТТТ) 
аксиомы; поэтому в литоратуре постулат о параллельных л и н и я х 
часто фигурирует под названием X I аксиомы. Так именует посту
лат о параллельных линиях также и Гаусс. 

Н е входя ни в общий разбор аксиом и постулатов, н н в подробное 
излоясенпе содержания «Начал», ограничимся только замечанием, 
что первая книга отчетливо распадается на две части. Первую часть 
составляют первые 28 предложений, которые содержат учение об 
у г л а х и треугольниках, а также решение основных задач н а постро
ение (свойства смежных и вертикальных углов , условия равенства 
треугольников, соотношения м е ж д у сторонами и у г л а м и одного и двух . 
треугольншсов, теорема о внешнем угле треугольника, свойства пер
п е н д и к у л я р а п наклонных, построения перпендикуляра по различным 
заданиям, деление отрезка и угла на две равные части). П р и этом 
н у ж н о заметить, что так называемое предложение о внешнем угле 
•треугольника (предложение 16) устанавливает только, что внешний. 

*) Подразумевается — вешппшьг, образы. 

З а к . 468. И. И . ЛоОачепсклП, т. I . 3 
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угол треугольника больше каждого по внутренних углов, с ним не
смежных. Особенность этой первой частя книги заключается в том,, 
что доказательства нигде не опираются на V постулат; ату ч а с т ь 
кппги но почшгу Иоанна Болиай, сведения о котором даны н а стр. 1 0 5 — 
— Ш , часто называют (может быть, не вполне .удачно) абсолютной 
геометрией, разумея под этим ту часть геометрии, которая не зависит-
от постулата о параллельных линиях. В этом понимании слова абсо
лютной геометрия принадлежат не только 1 первые 28 предложений 
первой книги, по и р я д предложений третьей книги (учение об окруж
ности— соотношения между величинами д у г и стягивающих их хорд, 
между величинами хорд и их расстояниями от центра, свойства, 
касательной к окружности), а также- р я д стереометрических предло
жений, содержащихся в одиннадцатой книге . 

Постулат о параллельных линиях 

Таким образом, У постулат Евклида (постулат о параллельных ли
ниях) существенно отличается от остальных. В то в р е м я как к осталь
ным постулатам Евклид прибегает в первых ж е своих предложениях, . 
V постулат получает первое применение лишь в двадцать девятом 
предложении; более того, он как бы делит геометрию на две суще
ственно различные части: первая ч а с т ь — т а к называемая абсолютная 
геометрия — от V постулата не зависит; вторая часть — собственно-
евклидова геометрия — в с я основана на этом постулате в том омысло, 
что ни. одно предложение этой части не поддается доказательству, 
не опирающемуся на этот постулат. Собственно евклидова геометрия' 
содержит большую часть предложений геометрии — теорему о сумме 
углов треугольника, о пропорциональных линиях и о подобии фигур-
и, следовательно, всю метрику, основанную на учении о подобии, 
и, в частности, всю тригонометрию. С другой стороны, самое содер
жание V постулата сложнее остальных: оно содержит у ж е более-
сложный комплекс понятий, необходимых д л я его усвоения . 

Вследствие этого очень рано появились попытки исключить V по
стулат иа числа предложений, принимаемых без доказательства, 
и логически вывеоти его из остальных постулатов и аксиом. Этим • 
занимались, главным образом, комментаторы Е в ю ш д а . 

В течение почти двух тысяч лет «Начала» Евклида составляли 
единственный учебник геометрии, и кош^урпровать с ним не решался:: 
никто. Но многие авторы переиздавали Евклида , сопровождая его-
критичеокими замечаниями и отдельными попытками исправления 
и улучшения его текста. Критике текот Евклида , конечно, поддавался^ 1 

так как при всех выооких достоинствах этого сочинения оно, несом-
таенно, далеко не удовлетворяло строгим требованиям школы Платона. 
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логики Аристотеля — построить всю геометрию в порядке логиче
ского вывода , • не прибегая к наглядным представлеппям. Вскрытие 
многих дефектов этого рода составляет неоомноннуго заслугу коммен
таторов. Евклида . Среди этих попыток улучшить, исправить «Начала» 
Е в к л и д а , стремление освободить их от постулата о параллельных ли
н и я х играло весьма видную роль . 

Комментирование Е в к л и д а началось еще в глубокой древности. 
Но многие из этих комментариев до пас вовсе не дошли, другие 
дошли только в отрывках, в передаче другпх авторов. В этом отно" 
ш е н и и очень важную роль играет дошедший до нас полностью ком
ментарий Прокла к первой книге «Начал». Нрокл ( 4 1 0 — 4 8 5 г г . 
и . э.) был философ неоплатонической школы, преподававший, м е ж д у 
прочим, геометрию; повидимому, по его лекциям и составлен был 
этот комментарий. В печати он впервые появился в приложении 
к так называемому Базельскому изданию 1 ) «Начал» Е в к л и д а ( 1 5 3 3 г . ) ; 
но уясе в 1 5 6 0 г . был в ы п у щ е н латинский перевод е ю го с о ч и н е н и я 2 ) , 
в XVEŒ в . был издан английский его п е р е в о д 3 ) и, наконец, в 1 8 7 3 г . 
Тейбнером выпущен комментарий Прокла в подлиннике 4 ) . В передаче 
П р о к л а до пас дошли и р а с с у ж д е н и я более ранних авторов о V по
стулате Евклида (Герона Александрийского, Птолемея, Гемина Родос
ского). Составил ли Л р о к д комментарий и к последующим книгам 
Евклида , остается невыясненным. 

Вслед за текстом пятого постулата мы находим у Прокла следую
щие соображения: 

«Это положение должно быть совершенно изъято пз числа 
постулатов, потому что это — теорема, вызывающая много сомнений, 
которые Птолемей пытался устранить в одной из своих к н и г ; 
однако его доказательство требует многих определений и теорем; 
п сам Евклид дает обхэащение этого п р е д л о ж е н и я в качестве 
теоремы. Но , может быть, некоторые вследствие ошибочных воз
зрений подумают, что это положение действительно следовало 
поместить среда постулатов; само по себе оно вызывает доверие, 
если принять во внимание наклонение прямых линий, образую-

г ) Так называемое Вазедьское издание «Начал» было вьпгугдоно Симоном 
Старшим (Simon Grynaeus) на греческом языке по рукописи Теона (Феона) Алек
сандрийского. В литературе оно известно под названием «editio prineeps» («главное 
издание»), нотому что послужило оригиналом для большого числа других изданий. 

2 ) Procli Diadochi . . . in primum Euclidis Elemeatornm librum coramentarioium... 
libri ГШ; summa opera a Francisco Baroc io . . . edifci. Patavii, 1560. 

s ) The phüosophieal and mathematical commentaries of Proclus on the first book 
of Euclid's Elements. London, 1792. 

4 ) Procli Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum comnientarii. E x . 
roc. G. Fridlein, Leipzig, 1873. 

3* 
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щах с секущей у г л ы , сумма которых меньше двух п р я м ы х . 
Этого рода людям Гемии справедливо отвечает, что у творцов 
науки мы научились не относиться в геометрических рассуягде-
пиях с полным доверием к наглядным представлениям нашего 
воображения; как говорит по этому поводу Аристотель, это было бы 
подобно тому, чтобы требовать доказательств от автора риторики 
п в то ж е время терпеливо выслушивать геометра, исходящего 
от наглядных представлений. И Симмиас в платоновом „Федоне" 
говорит: „Я знаю, что те, которые ведут доказательство, исходя 
от очевидности, поступают тщетно". Конечно, совершенно необхо
димо признать, что прямые линии наклоняются одна к другой , 
когда прямые у г л ы заменяются острыми ' ) . Однако, что эти на
клонные при продолжении сойдутся, это остается не достоверным, 
а лишь вероятным до тех пор, пока этому не будет дано логи
ческое доказательство: ибо существуют бесконечные наклонные 
линии, которые никогда не сходятся; и хотя это представляется 
мало вероятным и удивительным, но совершенно достоверно, 
что при других формах линий это может иметь место-) . Что ж е , 
в случае прямых ЛИНИЙ не моясет иметь места то, что бывает 
в случае других линий? До тех пор пока мы. этого не обнаружим 
путем доказательства, свойства, которые могут проявиться при 
неограниченном продолясеныи других линий, тяготеют пад пашим 
воображением. Но если появляется сомнение в том, произойдет ли 
пересечение линий, то каким образом д о л ж п ы мы изгнать нз 
нашей доктрины это мало вероятное и иррациональное предпо
ложение? Совершенно ясно, что должно быть найдено доказа
тельство настоящей теоремы; а такое требование природе посту
латов совершенно ч у ж д о 8 ) . Каким образом это предложение 
должно быть доказано, это мы увидим н и ж е , когда придем 
к нему, когда элементы геометрии нас этому уясе научат. Ибо 
необходимо обнаружить его справедливость, но не как нечто 
представляющееся нам очевидным без доказательства, а к а к 
предложение, становящееся таковым благодаря доказательству». 

х ) To-есть когда перпендикуляры к секущей заменяются наклонными, обра
зующими с ней острые внутренние одно-

\ß' сторонние утлы (левый чертеж). 
й ) Например две гиперболические ветви, 

АА' и ВВ' могут асимптотически прибли
жаться одна I« другой, образуя острые уг
лы из концов секущей AB (правый чертеж). 

\ß 8 ) Прокл, очевидно, хочет скавато.» 
что к постулату мы не предъявляем требова

ния, чтобы он был доказан; поэтому V постулат Евклида, к которому такое требо
вание предъявляется, должен быть рассматриваем не как постулат, а как теорема 
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Это — знаменательные строки. Прокл, как мы видим, п д е т т а к далеко , 
что он, по крайней мере a priori, ne исключает д а ж е сомнения в ис
тинности самого предложения . Во всяком олучае он делает вывод , 
что постулат о параллельных линиях нужно из геометрии изъять , ее 
н у ж н о освободить от этого «томного пятпа», надо найти его дока
зательство. 

Это — лейтмотив, который проходит почти через всю литературу, 
относящуюся к обоснованию геометрии. Эти мысли занимали у ж е 
Птолемея за 300 лет до Прокла; Птолемей по свидетельству 
П р о к л а написал об этом предмете целую книгу. Эти мысли система
тически повторяются выдающимися геометрами вплоть до XLX в . 
Правда , доказательством постулата о параллельных линиях занимались 
и многие люди, лишенные не только таланта, но и достаточных позна
ний; но вместе с тем трудно назвать какого-либо из выдающихся 
геометров, кто не отдал бы дали этой проблеме, кто но посвятил бы 
ей времени и мысли. 

В литературе накопилось много попыток доказательства евклидова 
постулата. В 1762 г. Клюгель , ученик известного геометра Кест -
нера , занимавшего в Геттппгенском университете к а ф е д р у Евклида , 
представил диссертацию на тему «Ooeoj) важнейших попыток доказа
тельства теоремы о параллельных линиях» ' ) . 

В этом сочинении автор рассматривает около тридцати доказа
тельств V постулата Е в к л и д а л приходит к иному выводу , н е ж е л и 
П р о к л . 

Приведем вступление к диссертации Клюгеля , в котором его вывод 
отчетливо выражен . 

«Среди истин, которые прилежно пзучали выдающиеся у м ы , 
не последнее место занимает теорема элементарной геометрии 
о параллельных линиях . Все пауки хранят в себе загадочные 
вещи: неудивительно, что наш ум, заключенный в определенные 
пределы, многого но постигает и не в состоянии раскрыть источ
ники и причины многих фактов. При всем том я по знаю, коре
нится очи больше в слабости нашего ума и л и в характере самых 
истин вина того, что в пределах геометрии существуют препят
ствия, которые не дают возможности овладеть подступами к ней 
в такой степени, как это было бы лселательно. Немногочисленны 
истины, которыо в геометрии могут быть доказаны без пособия 
теоремы о параллельных линиях; но еще малочисленнее те истины, 

1) G-. S. K l ü g e l — C o n a t u u m praecipuorum. fcheoriam parallclanim demonstrand 
reeensio, quam publico examiai Submittent Abrah. Gottheit Kacst.ner et auctor respon
d e d Georgius Simon Klügel. Göttingen, 1703. 
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которые молено попользовать д л я ее доказательства. Вследствие 
ИТОГО , не располагая отчетливыми сведениями о прямых п кривых 
линиях, мы не можем выполнить это доказательство на оспове 
их определения. При этих условиях нельзя поставить геометрии 
в впну, если она вносит в основные своп полозкенпя такое 
предложение, истинность которого не устанавливается отчетли
вым рассуждением, а усматривается непосредственно благодаря 
нашим наглядным представлениям о прямой линии. Такова X I 
аксиома Евклида, согласно которой две прямые на плоскости, 
пересекающие третью под углами, сумма которых меньше .двух 
прямых, при неограниченном продолясеныи неизбежно д о л ж н ы 
пересечься. 

Многие, опытные в геометрических доказательствах, пытались 
устранить эту истину из числа аксиом; но все доказательства, 
которыми они старались эту истину строго установить, оказалиоь 
порочными. Другие предлагали заменить ее иными аксиомами, 
которые, однако, не могут считаться более ясными, нежели по
стулат Евклида . 

Таким образом, если обозреть все попытки, то окажется 
совершенно правильным, что Е в к л и д помеотил это предлоясение 
среди аксиом». 

Клюгель, конечно, не исчерпал всех предложенных до него дока- . 
вательств; многие доказательства были опубликованы и после пего. 
По вывод, к которому он пришел, был совершенно правилен: ни одно 
пз предложенных доказательств постулата о параллельных линиях не 
оказалось правильным. Одни содержали прямую погрешность, другие 

, явно или неявно заменяли в своих рассуждениях постулат другим 
эквивалентным ему допущением. 

Мы приведем здесь некоторые доказательства и именно те, н а 
• которых в литературе этого вопроса было сосредоточено внимание и 
которые содействовали выяснению содержащихся в нем трудностей. 
При этом мы будем давать не собственное изложение доказательств, 
«. подлинные тексты авторов. 

Параллельные линии в «Началах» Евклида 

Доказательства V постулата тесно примыкают к изложению теории 
параллельных линий в «Началах» Евклида. Мы приведем поэтому те 
пять теорем, которые в «Началах» составляют эту теорию. Первые 
три приведены в точном переводе, сделанном с гречеокого оригинала 
{греческие буквы в тексте и на чертежах заменены, как обычно, 
латинскими). 
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«I. 27 . Если прямая линия, пересекая две [другие} прямые линии, 
образует с ними равные накрест лежащие углы, то эти прямые 
параллельны. 

Положим, что п р я м а я линия EF, пересекая п р я м ы е AB п CD, 
образует с нпми равные накрест лежащие у г л ы AEF и EFD. 
Утверждаю, что п р я м а я 
AB параллельна CD. 

Ибо, если бы они не 
были параллельны, то они 
пересеклись бы либо со 
стороны точек В и D, либо 
•со стороны точек А и С. 
.Положим, что они продолягены в сторону [точек] В и 2 ) .и пере
секаются в [точке] G. Тогда в треугольнике GEF внешний угол AEF 
равен внутреннему не омежному с ним углу EFG, что невоз
можно. Следовательно, п р я м ы е AB и CD, будучи продолжены 
в сторону точек В и D, не пересекаются. Подобным ж е образом 
может быть доказано, что они не могут встретиться со стороны 
точек А ж О. Но п р я м ы е , которые не встречаются, ни с одной, 
н и с другой стороны, параллельны; следовательно, п р я м а я AB 
параллельна CD. 

I. 28 . Если прямая линия, пересекая две [другие] прямые линии 
образует внешний угол, равный соответствующему внутреннему углу 
•или если внутренние односторонние углы, составляют вместе два, пря
мых угла, то оти прямые друг другу параллельны. 

Предположим, что п р я м а я EF, -пересекая две п р я м ы е AB п CD, 
образует внешний угол EGB, • равный соответствующему внутрен
нему углу GED ' ) , или образует 
внутренние односторонние у г л ы 
BGB и GHD, составляющие вме- А-
сте два прямых угла . Утверждаю, 
что [прямая] AB параллельна 
[прямой] OD. 

Ибо, так как угол EGB равен 
у г л у GED, м е ж д у тем как угол 
EGB равен у г л у AGE, то угол 
Л.С7И равен углу GED. Но э т о — у г л ы накрест лежащие . Сле
довательно, п р я м а я AB параллельна GD. 

Е с л и же у г л ы Б О Л и GED составляют два прямых, а у т л ы 
AGE и ВСЕ также составляют два прямых, то у г л ы AGE и BGH 

] ) Евклид называет угол OHD не соответствующим (соответственны»!) углу EQ-B, 
•л противолежащим ему. 
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равны углам BGB п GBD ] ) . Отнимая общий угол BGB, н а й д е м 
что остающийся угол AGB равен остающемуся у г л у GED; по это — 
углы накрест лежащие . Поэтому п р я м а я AB параллельна CD. 

1.29. Прямая линия, пересекающая две параллельные прямые, 
образует с ними равные накрест лежащие угли, внешний угол равен 
соответствующему внутреннему углу, а сумма внутренних односторон
них углов равна двум прямим углам. 

Положим, что п р я м а я EF пересекает параллельные п р я м ы е 
AB, OD. Утверждаю, что она образует равные накрест л е ж а щ и е 
углы AGE, GED, что внешний угол EGB равен соответствую
щему внутреннему у г л у GED и внутренние односторонние у г л ы 
BGE и GED составляют два прямых угла . Ибо, если угол AGE 
не равен углу GED, то один из них больше другого. Пусть AGE 
будет больший угол. Придадим к каждому из них угол Б О Я . 
Тогда у г л ы AGE и BGE составят больше, чем у г л ы ВСЕ и 671/П. 
По у г л ы AGE и BGB составляют д в а прямых. Следовательно, 
BGB п GBD составляют меньше двух прямых. Но прямые литгли, 
которые образуют с секущей односторонние углы, составляющие 
меньше двух прямых, при неограниченном продолжении встре
чаются 2 ) . Следовательно, прямые Л В и CD п р и неограниченном 
продолжении встретятся; но они не могут встретиться, потому 
что они по условию параллельны. Следовательно, угол AGE не 
может быть неравен углу GED, а потому он равен ему. 

Далее , угол AGE равен углу BGB', следовательно, угол BGB 
также равеп у г л у GED. Придадим к каждому из них угол BGB. 
Получим, что у г л ы EGB п BGB равны углам BGB и GED. Но-
у г л ы EGB и BGB составляют два прямых у г л а ; следовательно, 
углы BGE и GED составляют два прямых угла» . 

Мы привели здесь подлинный текст трех основных теорем о парал
лельных линиях и их доказательств в «Началах» Евклида . За этим 
следует предложение I . 30 — «две прямые , параллельные третьей, парал
лельны между собой» — евклидово доказательство которого по настоя
щее время точно воспроизводится в наших учебниках элементарной 
геометрии. Наконец, предложение I. 31 содержит построение прямой , 
проходящей через данную точку и параллельной данной прямой; одно
значность этого построения вытекает из предложения I . 29 . 

Мы видим, что предложение I. 29 может быть рассматриваемо как 
обращение предложений I. 27 и I . 28. При этом V постулат получает 
применение только один раз в предложении I . 2 9 . Остальные предло-

1 ) Мы сказали бы: сумма углов AGE и BGE равна сумме углов BGB к GEJ>^ 
2 ) Постулат о параллельных линиях! 
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ж е п и я , непосредственно относящиеся к теории параллельных линий, 
в ы в о д я т с я у ж е из теоремы I . 29, а затем, в свою очередь, с л у ж а т 
основой д л я построения всей «собствен
но евклидовой* геометрия. а/ь 

В связи о этим можно содерясанив уд 
основных теорем о параллельных линиях / 
формулировать следующим обравом: / 

Обозначим, как показано на чертеже, е /р 
отдельными буквами восемь углов , которые о / д 
образуются п р и пересечении двух прямых, 
расположенных в одной плоскости, третьей прямой. Напишем следую
щие 12 равенств: 

а —с, b — f, с —g, d = h; c — f, д — е, a=h, b — g; 

c-f-e = 2d, d-{-f=2d, a-\-g = 2d, b~\-h~2d. 

К а ж д о е из этих равенств, если оно имеет место, влечет sa собой 
все остальные и я в л я е т с я достаточным условием д л я того, чтобы п р я 
мые были параллельны: это it доказывается предложениями I. 27 и 
I . 28. Требуется показать, что эти условия являются также необходи
мыми; это достигается ценой того, что необходимость одного из этих 
равенств принимается в качестве постулата. Е в к л и д принимает в каче
стве постулата условие c-\-e = 2d И Л И d~\~f=2di); можно принять 
в виде постулата .любое другое из этих условий; иными словами, 
можно принять за постулат п р е д л о ж е н и е : если линии параллельны, 
то имеет место одно пз соотношений (1) (какое угодно) ; из этого 
тогда вытекает, что при параллельности п р я м ы х имеют место все 
перечисленные равенства. Таким образом у ж е по существу дела 
постулат о параллельных линиях допускает 12 формулировок, мало 
отличающихся одна от другой . Английскому математику П л е й ф е р у 2 ) ' 
но совсем п р а в и л ь н о 3 ) приписывают другую формулировку, которая 
часто приводится в сочинениях по элементарной геометрии: через дан
ную точку можно провести только одну прямую, параллельную данной. 
С именем Леясондра (также, безусловно, неправильно) связывают сле
дующую формулировку постулата: если одна m двух прямых, лежащих 
в одной плоскости, перпендикулярна к секущей, а другая образует с ней 
острый угол, то прямые пересекаются со стороны острого угла. Постулат 
может быть в ы р а ж е н в различных других формах, — вернее , без 

1) Собственно говоря, обратно противоположное предложение: если с 4- е ф 2d,. 
то прямые пересекаются. 

2 ) J. P l a y f a i r — E l e m e n t s of geometry, containing tlie first s ix books of Euclid,. 
Edinburgh, 1797. 

в ) Но совсем правильно потому, что эта формулировка встречается у других: 
авторов раньше, — например, у Нассир-Эддвна.. То же относится и к Леяеандру. 
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доказательства может быть л р т т я т о одно пз. многих других предло
жений, эквивалентных V постулату. 

Но в течепне двух тысяч лет геометры старались вовсе избежать 
введения специального постулата в теорию параллельных линий, — 
тенденция, отчетливо выраясенная в приведенной выше цитате из со
чинения Прокла. Переходим к изложению наиболее интересных, в том 
или ином отношении характерных или поучительных доказательств 
постулата. 

Доказательство Прокла 

Комментируя предложение I. 29 «Начал», Прокл прежде всего изла
гает доказательство этого предложения, принадлежащее Птолемею и 
не ошграгощоеся на V постулат. Это «доказательство» в такой мере 
наивно, что н сам Прокл пе относится к нему серьезно; м ы не будем 
его здесь приводить. Свои собственные соображения Прокл также 
начинает с рассуждений, пе лпптелпых некоторого остроумия, по 
фактически к делу не относящихся. То, что он собственно считает 
доказательством постулата, изложено следующим образом: 

«Те, которые желают получить доказательство, должны быть 
осведомлены, что оно предполагает аксиому, которой пользовался 
Аристотель в своем доказательстве конечности мира, именно: 
если из одной точки выходят две прямые, то при неограниченном их 
продолженигс расстояние между ними становится больше любой конеч
ной величины. Он [Аристотель] указывает, что при продолжении 
бесконечных прямых линий от центра к периферии расстояние 
между нимп также будет бесконечно; ибо, еслп бы оно было 
только конечным, то оно все же могло бы быть увеличено, п р я 
мые же линии не были бы бесконечны Итак, [пересекающиеся] 
прямые линии при неограниченном продолжении удаляются одна от 
другой на расстояние, которое становится больше любой конечной 
величины. 

Принимая это, я утверждаю, что п р я м а я , пересекающая одну 
из двух параллельных линий, переоекает также и другую. 

В самом деле , пусть ab и cd будут параллельные прямые и 
пусть пряма я efg переоекает ab; утверждаю, что она переоечет 
также cd. В самом деле , так как мы здесь имеем две прямые 
линии, которые могут быть неограниченно продолжены от точки f, 
именно fb и fg, то расстояние м е ж д у ними превысит любую 

*) Эти соображения, конечно, очень сбивчивы и дажо вовсе непонятны; но 
«амая аксиома, которую формулировал Аристотель и которую Прокл применяет 
в следующем предложении, выражена совершенно отчетливо. 
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тсонечпую величину. . Следовательно, оно превзойдет величину 
расстояния между заданными параллельными п р я м ы м и линиями. 
Т а к как их расстояние становится, таким образом, больше рас
стояния м е ж д у параллельными, то fg пересечет cd. 

Установив это, мы можем последовательно провести доказа
тельство постулата. 
• Пуоть ab и cd будут две прямые, .которые, п р п пересечении 

•с прямой ef образуют с ней у г л ы bef и dfe, составляющие меньше 
д в у х прямых. Утверясдаю, что прямые п е р е с е к у т с я с той сто
роны, с которой сумма углов меньше двух п р я м ы х . 

В самом деле, так к а к у г л ы bef п dfe составляют меньше двух 
п р я м ы х , то пусть heb будет угол , дополняющий их до двух пря
м ы х ; продолжим he до точки к. Так как теперь п р я м а я ef пере
секает линии hk и cd и образует с ними внутренние односто-
ронппо у г л ы , составляющие д в а прямых, именно у г л ы lief н dfe, то 
п р я м ы е hk и cd параллельны; ab пересекает Ich, следовательно, 
в силу установленного выше предложения , опа пересекает 
ташке и cd. 

Таким образом п р я м ы е ab и cd встречаются с той стороны, 
с которой расположены у г л ы , составляющие меньше двух прямых. 
Поставленная цель , таким образом, достигнута». 

Приведенное рассуждение Прокла состоит из трех частей. В первой 
части Прокл четко оговаривает, что оп допускает добавочную аксиому, 
в е д у щ у ю свое начало от Аристотеля. Во второй части он при помощи 
этой добавочной аксиомы доказывает вспомогательное предложение, 
8аключагощееся в том, что п р я м а я , расположенная в плоскости двух 
параллельных прямых и пересекающая одну из них, пересекает также 
вторую 1 ) . Наконец, третья часть посвящена доказательству постулата 
•о п а р а л л е л ь н ы х линиях в том виде , в каком он формулировав: 
в «Началах» у Евклида . 

] ) Заметим, что это вспомогательное предложение по существу совпадает 
•с приведенной выше плэйферовой формулировкой постулата о параллельных 
линиях. 
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Раосужделие Прокла содержит двойную ошибку. Положение, кото
рое он называет Аристотелевой аксиомой ы которое заключается в том, 
что точки, располоясонные на одной стороне угла , по мере у д а л е н и я 
от верппгаы неограниченно удаляются от другой стороны угла , отшодь-
не должно быть причислепо к аксиомам. Оно допускает строгое дока
зательство, не опирающееся на постулат о параллельных линиях; это до
казательство дано Лобачевским в сочинении «Новые начала» (статья 106),. 
ыо встречается еще раньше в сочинении Саккери (см. стр. 107). 

Но во второй части, п р и доказательстве вспомогательного предло
жения , Прокл принимает, что расстояние между двумя параллельными 
линиями навеем их протяжении остается ограниченным (можно д а ж е д у м а т ь , 
что он считает это расстояние постоянным); это есть допущение, вполне 
эквивалентное постулату о параллельных линиях. Рассуждение Прокла. 
и сохраняет свое значение потому, что оно устанавливает эквивалент
ность обоих положений. 

Доказательство Насснр-Эддииа 

В XII I в. арабский математик Насспр-Эддпп ат-Туса (1201 — 1 2 7 4 ) 
сделал перевод на арабский я зык «Начал» Евклида и сопроводил его 
многочисленными примечаниями п комментариями. Это сочинение-
свыше трехсот лет сохранялось в рукописи, а в 1 5 9 4 г. было выпу
щено в свет в печатном виде в Риме ' ) . 

В 1901 г. в Бомбее оно было выпущено в переводе на санскритский 
язык. Сочинение это мало доступно, потому что перевода его на евро
пейские языки пе существует. Английский математик X V H в. Д ж . Вал-
лис (1G10 — 1 7 0 3 ) , занимавший в Оксфордском университете кафедру-
Евклида, хорошо известный также своими трудами по алгебре и ана
лизу, в своих лекциях по геометрии излагает доказательство постулата, 
о параллельных линиях, предложенное Нассир-Эддином. Это доказа
тельство замечательно в том отношении, что в нем впервые постулат 
о параллельных линпях поставлен в связь с учением о сумме углов 
треугольника. Воспроизведем здеоь доказательство Hacci-гр-Эддппа 
в передаче Волллса, помещенное во втором томе полного собрания 
его сочпненпй 2 ) : 

«Нассир-Эддип предпосылает доказательству постулата три 
леммы, первую из которых он принимает без доказательства.. 
Содержание их по существу заключается в следующем: 

J) Euclidis Elementoram geometricorum libri tredecini. E x traditione doctissimî» 
Nasmdini Tuaini nunc primum Arabice impressi. Borna, 1504. 

2 ) ,T. W a l l i s — De Postulate quinfco; et definitione quinta, Lib. Ö. Euclidis; dis,-
certatio geometrica. (Opera mathematica, Oxoniae, 1693 т. П стр. 065—673). 
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D-
Я 

Л е м м а I. а) Если ЛЬ и CD суть две прямые линии, располо
женные таким образом, что перпендикуляры EP, GR, KL, опущенные 
из точек прямой AB на CD, всегда образуют с прямой AB неравные 
углы1), которые все время остаются 
острыми со стороны В и тупыми 
со стороны А, то прямые AB и CD, 
до тех пор пока они не пересека
ются, постоянно сблизюаются со сто
роны острых углов, и расходятся со 
•стороны тупых углов, т. е. перпен
дикуляры уменьшаются в сторону 
точек В и D и возрастают в сто
рону точек А и С. 

b) Обратно, если проведенные таким образом перпендикуляры ста
новятся короче в направлении к точкам В, D и длиннее в направлении 
к А, С, так что прямые AB и CD постоянно сближаются в сторону 
В, D и расходятся в противоположную сторону, то каэюдый перпен
дикуляр образует с прямой AB два угла, один из которых острый, 
а другой тупой, причем все острые углы обращены в сторону точек 
В, D, а тупые — в противоположную сторону. 

Л е м м а П . Если гез концов отрезка AB восстановим к нему пер
пендикуляры АС, BD и на них отлооюнм рапные отрезки АС, BD и 
проведем прямую DG, то каэюдый 
из углов ACD и BDC будет пря- ^' 
мым, а отрезок CD будет равен AB. 

Доказательство этой леммы ве 
дется от противного иа основе 
п р е д ы д у щ е й леммы. Если , на
пример , ACD пе прямой угол , то ßiz. 
on либо острый, либо тупой; пред
положим, что он острый; тогда, согласно лемме I , АО больше BD, 
что противно условию; и т. д . 2 ) . 

Доказав , что у г л ы ACD, BDC прямые, уясе нетрудно обнару-
ясить, что отрезки AB п CD р а в н ы . 

Л е м м а 1П. В каждом треугольнике три угла составляют вместе 
два прямых. 

*) To-есть неравные смежные углы, которые каждый перпендикуляр образует 
•с прямой AB, например, углы A.EF и BEF. 

*) Заметим, что это заключение даже не вытекает из предыдущей; леммы, 
.ибо рассуждение молчаливо допускает, что в том случае, если ACD есть острый 
угол, BDO есть тупой угол; не исключена возможность, что оба угла 
острые, и тогда лемма не может получить применения; см. рассуждение Сак-
•керп (стр. 108). 
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Д л я прямоугольного треугольника это доказывается ыа осно
вании предыдущей леммы. В самом деле , еслп д а н прямоуголь
ный треугольник ABC, то мы строим, к а к это сделано выше , 
четырехугольник ABDC, у г л ы которого в силу предыдущей 
леммы прямые. Диагональ ВС делит этот четырехугольник на 
два равных треугольника, в каждом пз которых вггутренние 
углы составляют, таким образом, вместе д в а прямых. Вместе 
с тем теорома справедллва и д л я любого треугольника, так как 

всякий треугольник моясет-
быть разбит на два прямо
угольных треугольника. 

Теперь Нассир-Эддпн пе
реходит к окончательному до , 
казательству V постулата. 
Здесь возмояшы три случая: 
1) когда один нз внутренних 
односторонних углов , соста
вляющих вместе меньше 2d, 
прямой, 2) когда они оба 
острые и 3) когда один и з 
них тупой. Нассир-Э.цдин 
обнаруягпвает, что два по
следних случая могут быть, 
приведены к первому, и об
ращается к доказательству 
теоремы: если одна из двух 
прямых образует с секущей-
прямой угол, а другая ост
рый угол, то эти прямые 
встречаются со стороны ост

рого угла. Предположим, что прямые AB л CD встречают-
прямую FCE, образуя с ней прямой угол BCD и острый 
угол СЕВ (чертеяс а). Возьмем на ЕВ произвольную точку G и 
пз нее опустим перпендикуляр GB на ЕС. Tai : к а к угол CEG 
острый, то перпендикуляр упадет со стороны точки С; при этом 
оп либо совпадет с перпендикуляром DC, либо не совпадет-
с нпм. В первом случае предложение доказано. 

Е с л и GB не совпадет с DC и упадет со стороны точки F1), 
то прямая CD, входя внутрь треугольника, составленного пер-

-1) Соответствующего чертежа аст в тексте Нассир-Эддцна; он присоединен; 
нами (черт. б). 
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п е н д и к у л я р о м и п р я м ы м и AB л ОН, д о л ж н а пересечь EG1)* 
Пусть , наконец, 6\Н"2) падает Со стороны точки Е от прямой GB. 
Вдоль EG откладываем р я д отрезков ЕК, KL п т. д . , рав
н ы х ЕЕ, до тех пор пока точка деления M не упадет за точку С. 
Вдоль AB отметим отрезки GN, N0 и т. д . , равные EG, до тех 
пор , пока отрезок ЕР не станет таким же относительно отрезка. 
EG, каким ЕМ я в л я е т с я относительно ЕЕ. Тогда можно до
казать, что перпендикуляры, опущенные из точек Е, О, Р на 
п р я м у ю EG, падают соответственно в точки Е, L, И. 

В самом деле, проведем первый из этих перпендикуляров из 
точки N и обозначим его через NS. Проведем, далее , отрезок EQ, 
перпендикулярный к ЕЕ и равный GE, и на SE отложим отре
зок SB, т акже равный GE. Проведем, наконец, п р я м ы е GQ ж GR. 
Тогда в силу леммы П у г л ы EQG и QGE будут п р я м ы е и QG — ЕЕ. 
Таким ж е образом я у г л ы SBG и RGE прямые и RG = SE; сле
довательно, отрезки RG и GQ лежат на одной прямой и у г л ы , 
противоположные при вершине, EGR и EGQ равны. У г л ы ERG 
и GQE прямые , a NG = GE по построению. Поэтому RG = GQ 
ж вместе о тем SE=EE; а так как по построению ЕЕ — ЕК, 
то SH=KE и точка S совпадает с К. Совершенно такое же 
рассуждение можно провести и относительно остальных перпеп-
дикуляров . Следовательно, п р я м а я РМ перпендикулярна к FE; 
поэтому п р я м а я CD, будучи параллельна ИР и проходя внутри 
треугольника PME, д о л ж н а при достаточном продолжении пере
сечь EPt. 

В 1733 г. итальянский математик, иезуит Иероним Саккери выпу
стил в свет «Начала» Евклида с веоьма замечательными коммента
риями , о которых нам придется подробно говорить ниже 3 ) . В обшир
ных рассуждениях , относящихся к V постулату, Саккери посвящает 
доказательству Нассир-Эддпна следующие соображения, отчетливо-
в ы я с н я ю щ и е несостоятельность этого доказательства. Приводим пере
вод этих рассуждений Саккери: 

«Насспр-Эддин требует признания двух положений. Во-пер
вых , что две прямые , расположенные в одной плоскости и 
встречающие р я д других прямых линий таким образом, что 

!) Это утверясдение основано на аксиоме, которую обыкновенно неправильно 
свявывают с именем германского геометра Паша: если прямая, пересекающая сто
рону треугольника, входит внутрь его, то она долоюна из него выйти, т. е. должна 
встретить периферию треугольника еще в одной точке. См. ниже, «Геометрические 
исследования», предложение 3 и к нему примечание [3] (стр. 80 и 128). Эта аксиома 
в том или ином выражении необходима для обоснования абсолютной геометрии. 

2 ) Возвращаемся к оригинальному чертежу (а) автора. 
8 ) Стр. 167. 
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последние постоянно перпендикулярны к одшш на них, а д р у 
гую постоянно uexjeceKaioT под неравными углами н именно : по 
одну сторону под острыми углами, а по другую под тупыми 
у г л а м и , — ч т о такие две прямые, говорю я , до тех пор пока они 
не пересекаются, постоянно приблиясаются одпа к другой в сто
рону острых углов и, наоборот, в сторону тупых углов постоянно 
расходятся. 

Если других трудностей на его путл нет, я , со своей еторопы, 
охотно признаю это требование Пассир-Эддина, ибо как ра то, 
что у него остается недоказанным, я самым строгим образом 
доказал во I I приложении к Ш предложению*) . 

Второе требование Нассир-Эддшга представляет собой обра
щение первого; оно заключается в том, что у г о л должен в ту 
сторону, с которой упомянутые п ер п енди ку л яр ы по условию 
уменьшаются, постоянно оставаться острым, a с противоположной 
стороны, с которой перпендикуляры возрастают, должен оста
ваться тупым. 

В этом кроется недоразумение. Почему у г л ы (считая от неко-
то])ого перпендикуляра , принимаемого за первый) , будучи пер
воначально по одну сторону острыми, не могли бы постоянно 
возрастать, пока мы не дойдем до прямого угла , т. е. до пер
пендикуляра, который служит общим перпендикуляром обеих 
названных прямых; и если это наступит, то хитрые построения 
Пассир-Эддина, при помощи которых он весьма остроумно, хотя 
и с большими усилиями, доказывает евклидову аксиому, оводятся 
па-нет». 

Эти соображения Саккери безукоризненно правильны. Поясним их 
еще несколько на самом ходе доказательства Нассир-Эддила. Лем

мой 1 Насоир-Эддин пользуется 
D F" F F 

В l7£ E 

С" С' лишь д л я доказательства следую
щей П леммы. Здесь шу ну ясно 
показать, что при сделанном им 
построении в четырехугольнике 
ÂBDG внутренние у г л ы С я D пря 
мые. Доказывая это от противного, 
ол принимает, что угол G острый, и 

тогда согласно принятой лемме перпендикуляры C'A', С"А", .. . , 
идущие к Х>, Должны с той ж е стороны составлять с CD острые 

] ) Это первое допущение Насеир-Эдщша по существу представляет собой 
то.иысо некоторое расширение того положения, которое Прокл называет «Аристо
телевой аксиомой»; и именно в этом расширенном виде оно действительно было 
доказано как Саккери, так и независимо от него Лобачевским. 
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у г л ы С, С",-... и вместе с тем убывать ; поэтому BD n e может ока
заться равным АС. Между тем, как указывает Саккери, пе исключена 
возможность, что эти у г л ы возрастают, дорастая в некотором положе
нии перпендикуляра FE до прямого; тогда FE (общий перпендику
ляр ) будет наименьшим расстоянием между п р я м ы м и АЛ л CD, 
дальнейшие перпендикуляры F'E', I"Е" могут возрастать и вновь 
дорасти до BD—AG. Более того, п р и развитии своих идей Саккери 
показывает, что отрезок FE, соединяющий середины верхней и ниж
ней сторон четырехугольника, непременно представляет собой общий 
п е р п е н д и к у л я р ; чтобы в этом убедиться, достаточно наложить четы-
р о х у г о л ы ш к на самого себя обратной стороной, т. е. так, чтобы точки А 
и В, а также перпендикуляры АС u BD заместили друг д р у г а ; точки 
Е н F при этом не изменят своих пололсепий. Поэтому у г л ы D и О 
равны, а п р я м а я EF перпендикулярна к обоим «основаниям» AB и CD 
четырехугольника [см. «Геометрические исследования», предложе
ние 24 % 

Продолжая анализ доказательства Нассцр-Э;инша, заметим, что 
леммой Ш он д л я доказательства постулата вовсе пе пользуется , ему 
н у ж н а только лемма П . Какую ж е роль играет в его рассуждениях 
лемма П1? Она выясняет, что лемма II вполне равносильна тому, что 
сумма углов треугольника равна 2d; из леммы П Нассир-Эддин выводит, 
что сумма углов треугольника равна 2d, раарезывая четырехугольник 
на д в а прямоугольных треугольника; обратно, если принять , что сумма 
углов в треугольнике равна 2d и, следовательно, в четырехугольнике 
4d, то в четырехугольнике A.BDC, который Нассир-Эддип рассматри
вает, у г л ы С и D, будучи равны меяугу собой, д о л ж н ы быть прямыми. 

Основываясь на постулате о параллельных линиях, Евклид дока
зывает, что сумма углов в треугольнике равна 2d; если принять, что 
сумма углов треугольника равна 2d, то отсюда вытекает лемма П 
Ыассир-Эддипа и основанное на ней безукоризненное доказательство 
V постулата. Следовательно, допущение, что сумма внутренних углов 
треугольника равна 2d, эквивалентно постулату Евклида. Таков действи
тельный вывод из рассуждений Ыасспр-Эддина. Этот вывод имеет 
большое значение; его отчетливо усвоил и формулировал Саккери; 
»то сыграло большую роль в дальнейшей эволюции учения о парал» 
лельпых лилиях . 

Доказательство Валлиса 

Дяс. Вал лис пользовался весьма большим авторитетом не только 
в Англии, но и во всех странах, в которых в ту пору культивирова
лась математика. 11 июля 10U3 г. он прочитал в Оксфорде лекцию, 

>) Стр. 93. 

Зак . 4M. II. И. Л о б а ч о в с к и й , т. I. 4 
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содержавшую Доказательство постулата, о параллельных; лекция 'feit 
более интересна, что она содержит также и изложение взглядов 
итого выдающегося .математика иа существо проблемы о параллель
ных линиях. Лекция ята опубликована в полном собрапии сочинений 
В а л л и с а 1 ) . 

Лекция начинается следующими вводными словами, отчетливо 
выявляющими взгляды Валлиса : 

«Как известно, некоторые как древние , так и новые авторы 
делалп Евклиду упрек, что он принял Y постулат, или (как 
говорили другие) X I аксиому, или д а ж е (но исчислению Клавия) 
XI I I аксиому боз доказательства, мояс-ду теле как он должен был бы 
ее доказать. Именно, порицали, что он принял д л я прямых 
линий за очевидное нечто такое, что д л я линий вообще неспра
ведливо» -). 

Формулировав постулит о параллельных линиях, Валлис продолжает: 

«Между тем большинство этих обвинителей Евклида (по 
крайней мере, поскольку я их до сих пор изучил) основывают 
свои доказательства иа других допущепиях , которые, как мне 
кажется, ни в коем случае но будут признаны более легкими, 
чем то, что требует Евклид . Нередко они впадают даясе в ту 
самую ошибку, которой они желают избегнуть; именно, они при
нимают для прямых линий за истинное нечто такое, что д л я 
линий вообще несправедливо, как я вто показал в другом месте. 

С своей стороны, я без колебаний принимаю то, что требует 
Евклид; п это не потому, что доказательства, предложенные 
другими, страдают тем ж е недостатком, который они порицают 
у Евклида, или что требования их вовсе не более очевидны; 
дело в том, что, как мно кажется, совершенно необходимо либо 
принять этот постулат, либо заменить его другим; и наконец, 
если даже признать доказуемость этого постулата, то нужно 
сказать, что в качестве основного положения обыкновенно при
нимают не только то, что совершенно недоказуемо, но и то, что 
само по себе настолько очевидно, что не нуждается ни в каком 
доказательстве; ибо несомненно, некоторые из других аксиом 
могут быть доказаны, и это было бы нетрудно обнаруяшть, если бы 
в этом была нуяеда 8 ) . 

!) Demonstratio Postulat! Quinti Euclidis. (Operae mathematica, Oxonia, 1693 
т. IT, стр. 074—678). 

4 ) Явное указанно на соображения Прокла. 
5 ) Очень многие комментаторы Евклида указывали, что II и IV постулаты до< 

пускают доказательства. 
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Но видя , как многие до настоящего времени пытались дать 
доказательство упомянутого постулата в убелгдешга, что он в ти
ковом нуждается , а также сделать некоторый в к л а д в эхо дело, 
я попытался дать доказательство, которое вызывало бы меньше 
возражений, чем доказательства, предлоясеняые до сего в р е 
мени» . 

К а к и другие авторы, Валлпс предпосылает своему доказательству 
р я д вспомогательных предложений . Один из них совершенно три
в и а л ь н ы , другие пуяедались бы не столько в доказательстве, сколько-
в уточнении тех понятий, которыми автор оперирует; во всяком слу
чае, первые семь предложеппй по существу пе встречают возражений 
и здесь не требуют воспроизведения. 

Мы огртппчнмея поэтому только двумя предложениями Валлиса — 
восьмым и девятым. 

«VLTI. Наконец, я п р и м у (считая уже известными учение об 
отношении и понятие о подобных фигурах) следующее положе
ние: для каждой фигуры всегда существует другая подобная ей фи
гура произвольной величины. 

Кажется , что это допущение (способность к бесконечному де
лению и пропорциональному увеличению) вытекает из существо, 
прострапствепных отношений; именно, ясно, что каяедую фигуру 
можно неограниченно уменьшать п увеличивать (сохраняя их 
форму)». 

З а этим следует длинный абзац, в котором Валлпс старается еще 
убедительнее обнаружить допустимость вводимого им основпого поло-
лсеяля. 

Д а л е е идет предложение IX , которое н содеряшт, собственно, до
казательство V постулата. 

«IX. Пусть ' ) AB п CD будут прямые, пересекающие неограни
ченную прямую ACF и образующие с нею по одну сторону внут
ренние у г л ы ВАС и DCA, которые вместе составляют меньше 
двух прямых. 

Я утверждаю, что прямые AB и CD при неограниченном 
продолжении встречаются и именно с той стороны прямой AF, 
с которой леясат эти д в а угла . 

В самом деле, представим себе, что п р я м а я АС2), располо
ж е н н а я между ними на неограниченной прямой ACF, прямоли-

*) Чертеж см. на стр. 52. 
2 ) Собственно отрезок АС. 

4* 
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р 
л 

normo по ней передвигается 1 ) . Положим далее , что п р я м а я В А 
. .ппрающаяси на .1(7, движется вместе с этим отрезком, сохраняя 

угол ВАС, до тех пор, пока aß, т. е. 
д в и ж у щ а я с я п р ямая AB, встретит 
прямую CD (согласно лемме VH) в 
некоторой точке ~. Тогда ~Са есть 
треугольник 2 ) , и (согласно предложе
нию VDT) существует другой подоб
ный ему треугольник любой вели
чины. Поэтому па отрезке CA (как 
па основании) можно построить тре-

Г а А 
угольник, подооный треугольнику 

тС* с основанием Ст.. Пусть ЙТО выполнено н РСЛ есть этот 
треугольпш:». 

Авторы доказательства постулата о параллельных лнпнях естественно 
стараются обеспечить себя от возможных возражений; они очень часто 
входят в пространные рассулсдепия о совершенпо тривиальных вещах, 
которыми правильность вывода совершенно не нарушается . Мы опу
скаем такого рода тривиальные соображения Валлиса н воспроизво
дим продолжоппе доказательства: 

«Так как РСА есть треугольник, то стороны CP п АР (но опре
делению треугольника) встречаются и т о ч к е / ' 8 ) ; а так как тре
угольник РСА подобен треугольнику ъСя (иопостроеншо), то ка
ждый угол одного треугольника равен соответствующему у г л у 
другого треугольника (согласно определению подобных прямоли
нейных фигур). В соответствии с этим угол РСА равен углу тсСа, 
т. е. углу DCA, п прямая CP лежит на продолжении прямой CT); 
ибо если бьт прямая л е ж а л а по одну или д р у г у ю сторону (от CP), 
то угол РСЛ был бы больше или меньше угля DCA, между тем 
как равенство их доказано. 

Точно так лее угол РАС равен углу ~аС. Но тому же углу 
тлС, т. е. у глу faF, равен угол JJAF или ВАС, a потому и 

') Возможность такого передвижения прямолипепипго отрезка по прямое, на 
которой он лежит, подробно обосновывается в лемме I. 

ß D Л 2 ) Доказательству того, что такой треугольник деИетви-
' тольно образуется, посвящены предпосланные леммы. Эти под

готовительные теоремы были бы иялигптпгми, если бы Валлис 
ограничился тем случаем, когда AB \_АС, а угол DCA острый 
(этиле случаем весь вопрос исчерпывается). Опустив из любой 
точки т. па стороне CD угла A CD перпендикуляр тах, получаем 

" треугольник яб'а. 
в ) И эта фраза характерна в смысла попытки обоснования тривиального утвер

ждения, что стороны треугольника имеют обпгуш точку — вершину. • 
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у г о л ВАС равен у г л у РАС. Следовательно, п р я м а я АР л е т и т 
н а продолжении прямой AB (если бы она л е ж а л а по о/шу или 
д р у г у ю сторону ее, то углы ВАС и Р л С не были бы равны, 
м е ж д у тем как равенство их доказано). 

Таким образом п р я м а я АР совпадает с продолжением п р я 
мой AB. Совершенно так же CP и продолжение CD образуют 
прямую. Но, как уясе было показано, АР и CP встречаются 
в точке Р; поэтому встречаются и лродолясония прямых AB it 
CD и именно в этой точке Р , т. е. с той стороны прямой ВАР, 
с которой лежат два угла , составляющие меньше двух прямых. 
Что и требовалось доказать. 

Это доказательство я провел по самым строгим правилам, п о 
образцу Евклида , чтоб д а ж е и строгий с у д ь я не мог мне сделать 
упрека в его неполноценности. Однако я совершенно по пори
цаю Евклида за то, что он не дал доказательства: напротив, я 
не имел бы ничего против того, чтобы он в в е л еще большее числе* 
недоказанных постулатов, например если бы он (вместе с Архи
медом) постулировал, что прямая линия короче всех линий, прохо
дящих между теми оке концами; ему бы тогда не пришлось из
лагать 19 предложений, раньше чем доказать, что Ова стороны 
треугольника, вместе взятые, больше третьей, и многое другое, что 
само по себе очевидно*. 

Существенная заслуга Валлиса заключается в том, что он четко-
формулирует то допущение, которое в его рассуждении заменяет по
стулат о параллельных линиях. В отлично от многих д р у г и х авторов, 
которые делают такое нее допущение молчаливо, скрывая это от с е б я н от-
читателя, Валлпс высказывает убеждение, что без специального посту
лата учоггие о параллельных линиях обойтись не мож-ет. Валлио обнару-
ясил, что допущение существования подобных фигур эквивалентно -постулату 
Евклида; в этом — значение его рассуждений. Саккери, анализируя дока
зательство Валлиса, уточнял этот результат; он показал, что достаточно» 
принять существование д в у х подобных треугольников, т. е. д в у х 
треугольников, которые имеют соответственно равные у г л ы , по перав-
н ы е стороны, чтобы доказать евклидов постулат. 

Доказательство Л. Бертрана 

Известно, что X V I H в е к был эпохой упадка точности ныфнннтезн-
мального метода. Это было время , когда блестящие успехи исчисле
н и я бесконечно малых привели к широкому его применению, часто» 
выполнявшемуся без того контроля, который гарантирует правильность 
выводов . Те условия, п р и которых. бесконечно малые и бесконечно-
большие величины становятся точными математическими понятиями. 
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ощ(! i[o были ни выявлены, n u установлены; вследствие этого приме
нении их псредко прпподило к выводам, иногда необоснованным, 
иногда вовсе пещшпильпым. Эта печать эпохи, естественно, отраоилась 
п на исследованиях, относившихся к теории параллельных линий. 
Появились доказательства постулата, при помощи бесконечно малых 
н бесконечно больших величин и, конечно, в таком их применении, 
которое не соответствовало требованиям точного анализа. Наиболее 
остроумное* па итого р о д я доказательств относится к концу X V H I в . 
и принадлежит швейцарскому математику Л у и Бертрану ( 1731 — 1 8 1 2 ) . 
В 1778 г. пм было выпущено двухтомное сочинение «Новое построе
ние элементарной части математики;), представлявшее собой попытку 
обоснованного построения алгебры и геометрии 1 ) . 

Второй том этого сочинения посвящен геометршь В 1 8 1 2 г. этот 
том был вылущен отдельным изданием в значительно сокращенном и 
переработанном в и д е 2 ) . В обоих изданиях этого сочинения помещено 
одно и то же доказательство V постулата, основанное на примепонии 
бескопечно больших величин; мы воспроизводим его и точном переводе. 

« Т е о р е м а VH. .Если две прямые AB, GD (черт. 1-1)'л), проведен
ные в одной плоскости, образуют с третьей прямой EG внутренние 

углы BKL, DLK, составляющие вме
сте два прямых, то часть плоскости, 
которую они ограничивают, столь мала 
по отношению ко всей плоскости, что 
содержится в ней бесконечное число раз. 

Так как, по предположению, сумма 
углов BEL, DLK равна двум прямым 
углам и смежные у г л ы DLK, DLM 
такяге составляют д в а прямых, то 
у г л ы BEL п DLM равны. Если по-

Ч е р т . 14. этому отлояшм отрезок LM = KL 
ичехэез точку Ж проведем прямую MF 

в таком направлении, чтобы FML = DLK, а затем передвипом 
полосу AGDB вдоль EG, пока точка К не достигнет L\ если 
точка L при этом упадет в М, то полоса AGDB совпадет с по
лосой CEFD, ввиду того, что равные у г л ы совместятся, как и 
равные отрезки. 

Но теперь, раз оказалось возмомсным, в з я в на прямой EG 
длину LM, равную KL, построить па плоскости ABCD полосу 

1 ) L. В o r t г a n d —Développement nouveau de la partio élémentaire des ma-
hématiquos. Genève, 1778. 

2 ) L. B e r t r a n d — Eléments de géométrie. Paris, 1812. 
8 ) Номера чертежей на книги Бертрана. 
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GEFD, рапную AGDB, то нет никакого сомнения и в том, что 
посредством бесконечного множества отрезков, рапных KL и 
(последовательно) взятых на I1G, можпо па этой ж е плоскости 
построить бескопечное множество полос, равпых ACDJL Следо
вательно, если две проведенные на плоскости прямые образуют 
с третьей внутренние углг.т, составляющие д в а прямых угла , то 
часть плоскости, которую они ограничивают, столь мала по отно
шению ко всей плоскости, что содержится в ней бесконечное 
число раз. . 

Т е о р е м а VIII . Когда две прямые образуют с третьей внутрен
ние углы, сумма которых не равна двум прямым углам, эти прямые 
пересекаются по ту сторону, где эта сумма меньше двух прямых. 

Полояшм, что две прямые LC и КЛ образуют с третьей KL 
внутренние у г л ы ЛКЬ и OLK, составляющие в сумме меньше, 
чем два прямых у г л а ; тогда 
существует некоторая п р я м а я 
LM, образующая с LO такой 
угол OLM, что ЛКЬ - f KLC -f-
- f CLM=AKL-\- KLM— двум 
прямым. Следовательно, если 
бы п р я м а я LG не пересекала 
КА, угол MLG был бы заклю
чен целиком внутри полосы 
MLKA. Н о эта полоса содер
жится в плоскости бесконеч
ное число раз, между теле как угод MLG содержится в ней лишь 
столько риз, сколько д у г а MC содержится л окружности, опи
санной из центра L радиусом LM. Стало быть, угол MLC не за
ключен целиком внутри полосы MLKA; поэтому его сторопа LC 
выходит из этой полосы и пересекает КА*. 

Слабая сторона этого рассуждения , лишающая его доказательной 
силы, заключается в том', что пи в с я плоскость, ни часть ео, содер-
ж а щ а я с я м е ж д у сторонами угла , не могут 
быть рассматриваемы как оироделепиыо ве
личины, допускающие точное количествен
ное сравнение. В евклидовой плоскости каж
д ы й угол может быть последовательно бес
численное множество раз помещен внутри 
самого себя (см. приведенный здесь чер
т е ж ) ; расоуяедая, как Бертран , мы могли бы 
п р и м и к заключению, что содержащаяся между сторонами угла пло
щадь составляет сколь угодно малую часть себя самой. 
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Ыри леем том, н а г л я д н а я образность сообраясений Бертрана встре
тила признание у многих серьезных математиков того времени. Крелль 
еще в 1S35 г. поместил в своем журнале модификацию этого дока
зательства 1 ) . Вообще доказательства этого рода вносили немало пута
ницы в ученпо о параллельных линиях. 

Доказательства Леяишдра 

XIX век начинается весьма замечательными исследованиями. 
Л е ж а н д р а ( 1 7 5 2 — 1 8 3 3 ) по теории параллельных линий. В 1 7 9 4 г . 
Леясапдр выпустил в свет «Начала геометрии»—учебное руководство-
по элементарной геометрии, получившее весьма широкое распростра
нение -). 

Повидимому, составление этих «Начал» привело Л е ж а п д р а к си
стематическому размышлению лад теорией параллельных линий. Ле-
жандр в первых восьми изданиях своей книги по вводит вовсе посту
лата о параллельных линиях, а дает вместо этого его доказательство. 
Это доказательство меняется от издания к изданию, так как автор 
самостоятельно или по указанию других обнаруяшвает в своих рас
суждениях недочеты, лигаающло их доказательной силы. После вось
мого падания Лежаидр отказывается от доказательства постулата л 
г. девятом издании возвращается по сущоетву к системе Евклида . 
Однако в двенадцатом издании ( 1S23) Лежапдр вновь пытается уточнить 
одно из прежних доказательств, и эта новая модификация доказатель
ства сохраняется в тринадцатом л четырнадцатом изданиях, вышедших 
при жизни автора. В 1S33 г. Лежандр изложил все своп соображения 
по теории параллельных лппий в обппгрной статье, помещенной 
в «Мемуарах Наршкской акацемпп» : | ) . Мы пзлояшм содержание 
исследований Леясандра именно в той концепции, которая нашла 
себе место в этом заключительном мемуаре. Но необходимо иметь в-
виду , что все эти соображения Лежандра были у ж е известны 
с 1 8 2 3 г . , т. е. после появления 12-го издания «Начал.». 

Мемуар Лежандра озаглавлен очоль осторожно: «Размышления 
по теории параллельных линий». Все р а с с у ж д е н и я Л е ж а н д р а рас
падаются на две серпл, соответственно двум различным замыслам, 
двум исходным пунктам. Первый замысел связывает учение о парал-

l ) A. L. G r e l l e — Tlicorio des parallclos. Journal für die reine und angewandte-
Mathematik, 11, Bovlin, 1835. 

") A. M. L e g e n d r e — Klémonts de géométrie. Paris, 1794. 
^ a ) A. M. L e g e n d r e — Réflexions sur différentes manières de démontrer la. 

•théorie des parallèles ou le théorème sur la sommo des trois angles du triangle. 
.Mémoires do l'Académie des Sciences, Paris, 1833, т. XU, стр. 367—410. 
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лельных линиях с суммой углов прямолинейного треугольника , а второй 
основан на так называемом принципе однородности. 

Как обнаруяшл Нассир-Эддпн, предложение, что сумма углов 
прямолинейного треугольника р а в н а д в у м прямым, ведет к точному 
доказательству постулата о параллельных линиях. Сообразно этому 
Л е ж а н д р ставит себе целью доказать, не пользуясь постулатом о па
раллельных , что сумма углов треугольника равна д в у м прямым. Это 
и составляет первый замысел Л е ж а п д р а. 

Само доказательство разбивается на две часты: сначала Л е ж а н л р 
доказывает, что сумма углов треугольника пе может превысить двух 
прямых, а затем он старается доказать, что сумма углов треугольника 
не может быть и меньше двух прямых . Первое предложение доказано 
безукоризненно; все лее попытки доказать второо предлоясение содер
жат ту пли иную погрешность. Л о ж а и д р дает .два различных чрезвы
чайно остроумных доказательства первого предлоясения, пз которых 
одно помещепо л третьем издании «Начал» ( 1 8 0 0 ) , а другое — в 
двенадцатом издании ( 1823) . Эти д в а доказательства мы л приводим 
в переводе. 

Вот первое доказательство: 

« Н р е д л о ж о п и е XIX. Л о м м а. Сумма трех углов треуголь
ника пе .может быть больше двух прямых углов. 

Нусть, еслп возможно, ЛВС будет треугольник, в котором 
сумма трех углов больше двух прямых. 

Н а продолжении прямой .1(7 возьмем СЕ — ЛС; построим 
угол ECD=CAB п сторопу CD — .17?; соединим DE л BD. Тре-

Б Г) F В К 

л с Е a I P 

угольник С DE будет равен треугольнику ЛВС, так как они 
имеют одинаковый угол , с о д е р ж а щ и й с я между соответственнс-
равпымп сторонами; следовательно, угол CED = AGB, угол 
CDE = ЛВС и третья сторона ED равпа третьей стороне ВС. Так 
как АСЕ есть п р я м а я л и н и я , то сумма углов AGB, BCD, DCE 
р а в н а двум прямым углам . Однако мы предположили, что сумма 
углов треугольника ABC больше двух прямых; поэтому СЛВ-\-
- j - ABC~Y AGB > ACB-\- BCD-\- EGD; отнимая от обеих частей 
общее слагаемое АСВ и равные слагаемые CAB—ECD, получим 
ABC > BCD, а так как стороны AB, ВС треугольника ABC 
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соответственно равны сторонам CD, СВ треугольника BCD, 
то отсюда следует, что третья сторона АС больше третьей 
стороны ВВ. 

Представим себе теперь, что п р я м а я АС неограниченно про
должена и последовательно построены равные и подобным обра
зом расположенные треугольники ABC, ODE, EEG, GBl и т. д . 
Если соединим соседние вертпины прямыми BD, DF, FB, ЕК, 
то вмести с тем; образуется р я д промежуточных треугольников 
BCD, DBF, FGB и т. д . , которые все бзгдут равны между собой, 
так как все они будут иметь по равному у г л у , содержащемуся 
между соответственно равными сторонами. Следовательно, 

BD = DF == FB =ВК= ...; 

имея это в в и д у и принимая во внимание, что АС > BD, поло
жим разность АС—BD— В. Ясно, что .в таком случае 2D будет 
разность между прямой АСЕ, равной 2.1 С, и прямой пли лома
ной линией BDF, равной 2BD; таким образом АЕ— BF=2D. 
Таким лее образом найдем, что AG — ВВ—ЪВ, AI—BK—4D 
и т. д. 

Но как бы мала ни была разность D, если мы ее повторим 
достаточное число раз , она превзойдет любую наперед заданную 
величину. Можно, следовательно, предположить, что ряд тре
угольников продолжен настолько далеко, что разность АР — BQ 
будет больше 2AB; мы будем, таким образом, иметь AP^>BQ-\-
-J- 2АВ. G другой стороны, прямая АР короче ломаной ABQP'r 

так что JP<£AB-\-BQ + QP или АР < BQ -{- 2AB. Таким обра
зом гипотеза, из которой мы исходили, привела пас к противо
речию. Следовательно, сумма углов треугольника не может пре
восходить двух прямых». 

Весьма замечательно, что через 28 лет после того, как это доказа
тельство было опубликовано Лежандром (1800), Гаусс нашел то же 
самое доказательство. Н а титульном листе принадлежавшего Гауссу 
экземпляра «Начал» Евклида сохранилась запись того же доказатель
ства с надписью: «Найдено 18 ноября 1.828 года»; доказательство 
Лежандра , помещенное в несколько упрощенном виде •) в элементар
ном учебнике, от Гаусса, очевидно, ускользнуло. 

Чтобы доказать, что сумма углов треугольника равна 2d, оставалось 
•обнаружить, что она нб может быть меньше 2d. Леясандр в том же 
издании своих «Начал» выполняет это следующим образом. 

-) Изложение Лежандра, очевидно, имеет в виду учеников, для которых пред
назначены его «Начала». 
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« П р е д л о ж е н и е XX. Т е о р е м а . В каждом треугольнике 
сумма трех углов равна двум прямым. 

Доказав , что сумма трохугдоп по может превышать д в у х прямых, 
остается обнаружить, что она не может быть моньпге д в у х прямых. 

Пусть ABC будет данный треугольник я пусть , если это воз-
мояшо, сумма его углов равна 2 Р — Z , где Г означает прямой 
угол , a Z— какую-нибудь величину, на которую сумма углов , 
согласно лредполоясеннго, меньше двух прямых углов . 

Пусть А будет наименьший из углов треугольника АБС. При 
протпвополояшой стороне ВС построим угол BCD = .1 ВС л угол 
CBD = AGB; треугольники BCD 
п ABC будут равны, так как Е / 
они имеют общую сторону ВС, к уУ\ 
которой приложат соответствен- yS \ 
но равные у г л ы ' ) . Через точку D у/ \ 
проведем какую угодно прямую -ysP 
EF, но таким образом, чтобы она у / \ y S \ 
встречала продолисения сторон у / \ у/ \ 
у г л а А в точках Е л F. Так как А А*с. L—. 

С F 
сумма углов в каждом из тре
угольников ABC н BCD составляет 2 Г — Z, а и каждом из тре
угольников EBB и DGF опа по может превзойти 2Р, то сумма 
всех углов четырех треугольников ABC, BCD, EBD, DGF не пре
восходит 4P—2Я-4-4Р , т. е. S P — 2 Z . 

Если из ятой суммы вычтем сумму углов при точках В, С, D, 
которая составляет fi Г (так как су.мма углов , образовавшаяся 
п р и каждой из точек, есть 2Р), го остаток будет р а в е н сумме 
углов треугольника AEF, которая, таким образом, не превзойдет 
8Р — 2Z— CP, т. е. 2Р — 2Z. 

Итак, в то время как сумма углов треугольника ABC меньше 
д в у х прямых л а Z, эта су.мма в треугольнике AEF меньше д в у х 
п р я м ы х на 2Z. 

П р и посредстве треугольника AEF можно таким ж е образом 
построить третий треугольник, сумма углов которого будет меньше 
2Р — 4Z; затом мы построим четвертый треугольник, сумма углов 
которого отличается от 2Р больше чем на 8Z; это можно продол-
ясать неограниченно. 

*) Ha ВВС можно смотреть как на треугольник ABC, который в опрокинутом 
-виде приложен к стороне ВС. При этом сторона BD пройдет внутри угла СВЕ, 
•потому что угол DBG -— ВС А меньше угла СВЕ (внутренний угол треугольника 
меньше внешнего, с ним пе смежного); по той же причине сторона DC будет рас-
ыоложепа внутри угла ВСЕ. Вершина D будет, таким образом, лежать внутри 
угла EAF по другую сторону ВС относительно А. 
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0 ;шако, сколь бы мяло пи было Z по сравнению с п р я м ы м 
углом, последовательность Z, 2Z, 4Z, SZ и т. д . , члены которой 
постоянно удваиваются, рано или поздно приведет к члену, 
равному 2Р пли большему 2Р. Мы придем тогда к треугольнику, 
к сумме углов которого нужно будет прибавить 2Р плп больше-
2Р, чтобы в результате все-таки получить 2 Р. Это — вывод, оче
видно, абсурдный. Следовательно, гипотеза, от которой мы исхо
дили, но моясот иметь места; это значит, невозможно, чтобы 
сумма углов треугольника ЛВС была мепьше двух прямых. 
А так как сумма углов треугольника в силу предыдущего пред-
лоясонпя не может также превышать 2Р, то она равна 2Р>. 

Это расс}"кденпр, которому нельзя отказать в исключительном 
остроумии, все я:е страдает существенным недостатком, лишающим 
его доказательной силы. Оно предполагает, что через точку D, распо
ложенную внутри угла, всегда можно провести прямую EF, пересекающую-
обе стороны угла: это есть допущение, эквивалентное постулату Ев
клида. II Лежандр , очевидно, сознавал, что в этом есть дефект. 
Это видно из следующего подстрочного примечания , помещеипого-
в том лее третьем издании. 

«Мы предположили, что А есть самый меньший пз углов. 
ЛВС и, следовательно, не превышает двух третей прямого угла;, 
этим мы имели в виду сделать более ощутимым, что п р я м а я , 
проведенная через точку D, может одновременно встретить про-
долженпя сторон AB п АС*. 

Совортеппо ясно, что эта летать ничего не изменяет. Леягаидр» 
все ж е сохранил это доказательство с третьего по восьмое издание. 
Как уясе сказано, в изданиях о девятого по одиннадцатое Л е ж а н д р 
возвратился к схеме Евклида; по с двенадцатого по четырнадцатое 
появляется другая модификация того ж е доказательства, первая часть-
которого сыграна в литературе существенную роль . Приводим пере
вод этого второго доказательства. 

« П р е д л о ж е н и е XIX. Т е о р е м а . Во всяком треугольнике 
сумма трех углов равна двум прямым. 

Пусть ABC будет данный треугольник, в котором будем счи
тать AB самой большой и ВС самой малой стороной, ток что-
АСВ есть наибольший, а ВАС — наименьший угол треугольника. 
Через точку А и через середпну I противолежащей стороны ВС 
проведем прямую AI, которую продолжим до точки С такиМ 
образом, чтобы AG' — AB; далее , продоля-спм AB до В' таким 
образом, чтобы AB' превышало вдвое AI. 
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Если через Л, В, О обозначил: три угла треугольника ЛВС 
V таким ж е образом через Л', В', С обозначим три угла тре
у г о л ь н и к а AB'С, то я утверлсдаю, что С = В -f- С и Л = Л' - f -В'; 
отсюда • следует, что А-\-В-\-С — Л' -f- В' - j - С", т. е. что сумма 
трех углов п обоих трезтольниках одна и та ж е . 

Чтобы это доказать, отложим АК. = AI и соединим точки С" 
я К; получим треугольник С'АК, равный треугольнику BAI, 
ибо в этих двух треугольниках общий угол Л содеряштся м е ж д у 
соответственно равными сторонами; именно: АС' — AB и AK— AI; 
поэтому третья сторона С'К равна третьей стороне BI, угол 
А С К = . I ВС п угол ,! КС =г--Л1П. 

С 

Теперь утверждаю, что треугольник В'СК равен треуголь
нику AGI, пбо сумма двух смежных углов АКС' и СКВ' 
р а в н а двум прямым у г л а м , так я:е как п сумма д в у х углов 
АТС'-j- AIB; вычитая пз обеих сумм равные у г л ы АКС' и AIB, 
найдем, что угол СКВ' = AIC. Эти равные у г л ы заключены 
.в д в у х треугольниках меяеду соответственно равными сторонами, 
именно: СК— ТВ = CI и KB' —АК= AI, ибо мы предположили 
Л В' = 2 л / = 2ЛК. Следовательно, два треугольника В'С К и 
Л CI равны; поэтому сторона В'С —АС, у гол В'С'К—ЛСВ и 
угол KB'С = С AI. 

Отсюда следует: 
1) что угол АС'В', обозначенный через С, состоит из д в у х 

углов , равных углам В п С треугольника ЛВС, так что С — 
= -» + ü; 

2) что угол Л треугольника ЛВС состоит из у г л а А' или 
С AB', прппадлеясащего треугольнику AB'С, и из у гла С AI, 
равного у г л у В' того ж е треугольника; таким образом „-1 —A'-j-B'; 
следовательно, A -f- В + С = А' -\- В' -f- С'. С другой стороны, так 
как по предположению АС < AB и, следовательно, С'В' <.АС, то 
в треугольнике АС'В' у г о л при вершине А, обозначенный че
рез А', меньше угла В'; а так как сумма этих двух углов равна 
у г л у А данного треугольника, . то отсюда следует, что угол А' 
меньше 4- А. 

Если применим то ж е построение к треугольнику AB'С', то 
получим третий треугольник А В" С', у глы, которого обозначим 
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через А", В", С"; мы будем тогда иметь аналогичное равенстве* 
( , ' "= C" - f -7 / , А' = Л"-\-В", откуда следует, что А'~\- В'-\~С' = 
_ : А"-\-В" ~\-Cf. Таким образом сумма трех углов в обоих тре
угольниках одна н та же , по вместе с тем угол А" < -| А' н, 
следовательно, л " < - ^ - Л . 

Продолжая неопределенно р я д треугольников АС'В', АС"В" 
н т. д . , мы придем к треугольнику abc, в котором сумма трех 
углов будет та же, что в данном треугольнике ЛВС, по в кото
ром угол а станет меньше любого данного члена убывающей 
прогрессии — Л , ±Л, s Д , . . . » . 

До сих пор рассуждения совершенно безукоризненны и содержат 
в себе полое доказательство того, что сумма внутренних углов пря
молинейного треугольника пе может превышать двух прямых. В са
мом дело, предполояшм, что в треугольнике . l / i C сумма углов равна 
(придерживаясь обозначений Лежандра) 2f)-\-al). В приведенной 
выше убывающей геометрической прогрессии найдется ч.тон, мень
ший а; поэтому, п р о д о л л л т достаточное число риз построение после
довательных треугольников, придем к треугольнику abc, в котором 
угол а ••' 1 . По так как сумма углов треугольника abc осталась та же , 
что п в треугольнике ЛВС, т. е. раина 2Г/-\-а, то сумма .двух углов 
Ь-\-с должна оказаться больше, чем 2D; но это по может иметь 
места, так как к а ж д ы й из пнх меньше угла , смеленого со вторым пз 
этих двух углов. Некоторой модификацией этого доказательства поль
зуется также Лобачевский (см. «Геометрические исследования», пред
ложение 19). 

Лежандр идет, однако, .дальше н пытается п р и помоищ того ж е 
построения доказать, что сумма углов треугольника равна .двум 
прямым. 

Приводим заключительную часть его р а с с у ж д е н и я : 

«Можно, следовательно, предположить, что этот р я д треуголь 
ников иродолясен до тех пор, пока угол а пе станет .меньше вся
кого данного угла . 

I I если с помощью треугольника abc построим следующий 
треугольник а'Ь'с', то сумма а'-\-Ь' углов этого последнего бу
дет равна углу а и, следовательно, будет меньше любого дан
ного угла; отсюда видно, что сумма трех углов треугольника 
а'Ь'с' сводится к одному только у г л у с'. 

Чтобы иметь точную меру этой суммы, продолишм отороиу 
а'с' в направлении к d' и обозначим через х' внешний у г о л 

г ) В этом издании Лежандр обозначает прямой угол через D. 
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b'c'd'; если прибавим этот угол к углу треугольника а'с'Ь', то 
получим в сумме два п р я м ы х угла. Обозначая поэтому прямой 
угол через D, получим c' = 2f) — х'; следовательно, сумма углов 
треугольника а'Ь'с' будет 21) - j - а' ~\- Ь' — х'. 

а-

Но легко понять, что стороны и у г л ы треугольника а'Ь'с' при 
том лее построении меняются таким образом, что мы последова
тельно приходим к треугольникам, в которых у г л ы а' и Ь' при
ближаются к своим пределам, т. с. к пулю. В этом предельном 
пололсении прямая а'Ь'с' слипается с а'Ь'\ три точки а', с', Ь', 
в конце концов, располагаются в точности по прямой линии; 
тогда у г л ы Ь' и х' обращаются в нуль вместе с углом а' и ко
личество 2D - j - а' -\- Ъ' — х', выраясающее сумму трех углов тре
угольника а'с'Ь', сводится к 2D, н, следовательно, сумма углов 
треугольника равняется двум прямым». 

Это рассуждение обнаруживает, что даясо такой геометр, как Ле
жандр , не был достаточно осторонген в применении метода бесконечно 
малых. Когда он говорит, что у г л ы а' и Ь' стаяовятс51 менее любого 
данного угла , то получается впечатление, что наступит момент, когда 
эти у г л ы станут мепыпе любого угла , как бы мол он ни был; это, 
конечно, лишено смысла. В действительности лее доказано лишь то, 
что у г л ы а' и Ь' стремятся к нулю; что касается того, что ломаная 
а'с'Ь' стремится слиться с прямой а'Ъ' и что угол ж' стремится к нулю, 
это остается совершенно необоснованным, и рассуждение лишено до
казательной силы. Это было указано Штейном в «Анналах Жергона» 
в 1824 г . I). 

Таким образом, все эти рассуягдепия Лежандра действительно уста
навливают только, что сумма углов треугольника не может превысить 
д в у х прямых. К этому предложению Лежандр в примечаниях и в упо
мянутой выше статье, помещенной в «Мемуарах Парижской академии», 
присоединяет еще один в а я ш ы й факт: он обнаруживает, что сумма 
углов равна 2d во всяком треугольнике, если она равна 2d хотя бы 
в одном треугольнике, и, следовательно, она меньше 2d во всяком 
треугольнике, если существует хотя бы один треугольник, в котором 
сумма углов меньше 2d. 

Все излоясенные рассуяедения Л е ж а н д р а представляют, как мы 
видим, развитие одного и того ж е замысла, сводящегося к попытке 

-1) J. P. W. S t e i n — «Examen de quelques tentatives de théorie dos parallèles 
«Armalcs do Mathématiques puros et appliquées», 15, Nimes, 1824. 
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доказать, ко опираясь ни постулат о параллельных линиях, что сумма 
углог: в прямолинейном треугольнике равна .двум прямым. Рассужде
нии, вытекающие пз другого замысла и основанные на так называе
мом (.принципе однородности», изложены в приложении к первому 
паданию «Начал» (1704 г . ) 1 ) ; они развиты таклсе в «Размышлениях», 
помещенных в «Мемуарах». Ути рассуждения настолько пространны, 
что приводить полный пх перевод нецелесообразно. Герлпнг 2 ) в 
письмо к Гауссу от 11 марта 1810 г. чрезвычайно удачно в несколь
ких строках излагает сущность замысла Лежандра. Мы приводим это 
письмо Герлнпга и отпет Гаусса: 

« . . .В заключение вспоминаю, что я уясе .давно собирался спро
сить Ваше мнение о лежандровой теории параллельных линий, 
изложенной в его «Началах геометрии». Он определяет прямую 
линию как кратчайший путь меясду двумя точками и с помощью 
итого определения доказывает, что сумма трех углов треуголь
ника не превышает 2/2; затем он доказывает также, что опа пе 
может быть и меньше 2/2, при атом оп, однако, принимает, что 
через точку, лежащую внутри угла, меньшого R, всегда можно 
провести прямую лилию таким образом, чтобы она пересекла 
обе стороны угла. В шестом лздаппи он это допущение пытается 
оправдать в особом примечании. Мне кажется, однако, что в этом 
кроется та же ошибка, на которую Вы мне указывали во время 
моего последнего пребывания в Геттянгеие. Ои признает это 
допущение достаточно очевидным (assez évident) и полагает, что 
достигнуть большей строгости невозможно, если не исходить из 
другого определения прямой линии. 

Вслед за этим оп, однако, доказывает, что сумма трех углов 
треугольника должна быть равна 2/2, еще другим способом, ко
торый каясется мне убедительным. Рассуждение это состоит при
мерно в следующем: 

Двумя углами и стороной, к которой эти углы прилегают, тре
угольник вполне определяется, так что 

C=v(A, В, с). 

Если примем прямой угол за единицу, то О, А, В будут 
числа. Отсюда следует, что с не должно входить в функцию >э 
так как в противном случае мы имели бы 

с — <р (О, А, В) = числу, 

>) Note IV. 
') .Ger l ing , (,'hrisliau Ludwig (1788—1804j, учению и друг Гаусоа, в то время 

профессор математики в Марбургском университете. 
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что н е л е п о ' ) . ; Вследстт1е этого в -прямоугольном треугольнике 
•сумма двух острых углов раина 2Д, откуда все остальное у ж е 
вытекает 2 ) . 

Я это предлоясеаие читал у Леяеапдра еще тогда, когда рабо
тал в Гегтпнтене; в о з в р а щ а я с ь в пое.тодппп раз пз Гетпшгена , 
я очень огорчался, что мие 
не пришло D голову Вас 
•об этом спросить, когда я 
имел 'удовольствие слы
шать Ваше мнение по 
{всему) этому вопросу. Те
п е р ь , прочитав это вновь, [f?]*- V.' r^ j 

в и ж у , что на „сделанное ^ 1 

ему возражение^, связанное с сферическим треугольником, 
Леясандр отвечает, что там имеет место пе равенство С = 
= о (Л, В, с), а C = v(A, В, с гас!) или просто С = 'f ( л , 

вполне согласное с законом однородности. Это последнее мне но-
совсем ясно, и я очень хотел бы, чтобы Вы при случае упомя
нул п обо всем этом предмете в песколькнх словах» 8 ) . 

1) В атом п заключается гпмгпцип однородности: с предстаплнот собой линей
ную воличнну, а потому по может выражаться отмлоченыым числом. 

2 ) К письму приложен приводимый и ;|десь чертеж, который предиалначается 
для того, чтобы это утверждение опраидать. Если с из предыдущего уравнения 
выпадает, то оно имеет над: С = f (-1, В), т. е. каждыН угол Т1)еугольпика опре
деляется двумя другими углами. ECJI IL „1 есть прямой угол, то это соотношение 
принимает вид С = у (В), т. о. и прямоугольном треугольнике каждый острый 
угол определяете)! вторым острым углом. Если поэтому острые углы треугольника 
А НС обоицачим через р и », то » = X (р), Р —7Ла)- Если теперь из верпппгь! пря
мого угла опустим перпендикуляр AD на гипотенузу, то он разобьется на два 
прямоугольных треугольника ADD и ACD; из пряыоугольпого треугольника ABD 
следует, что /_ BAD = у(р) = <о = С, таким ж е образом /_ CA D = X (<") = р = В; 
поэтому « - { - Р = Л. Таким образом Л -\- В = d. 

8 ) Сделаниоо Лежапдру возражение заключается в том, что в сферическом 
треугольнике угол С определяется двумя другими углами Л, В it стороной с. Соот
ношение 

С=ч(А, В, с), 
таким образом, в сферической тригонометрии имеет место, и npiiinrun однородно
сти нарушается. Почему же такое же соотношение не может иметь места и в пря
молинейной тригонометрии? Лежандр на это, в свою очородь, справедливо возра
жает, что упомянутое соотношение п сферической тригонометрии имеет место 
в том случае, если под с разуметь угловое значешю стороны; если ж е под с разу
меть длину стороны, то ее угловое значение выразится отвлеченным числом — 
где г — радиус сферы. Предыдущее уравнение принимает поэтому вид 

С = 9 ( л , B , - î ) , 

и ^принцип однородности, таким образом, не нарушается. 

Э»к. И8. Н. И. Лобачевский, т. I. 
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Гаусс ответил Горлингу (в письмо от 11 а п р е л я 1810 г . ) . следующими 
словами: 

сВас пптересует мое мнение о лежандровом доказательстве-
теории параллельных линий. Я должен признаться , что в моих 
глазах его вывод не имеет никакой доказательной силы. Оп вы
водит, что с = 'з (Л, В, С), следовательно = числу, что нелепо . 
Это „следовательно" в действительности вовсе пе следует; равен
ство с='?(А, В, С) говорит только, что с определено, коль скоро-
задано А, В, С. Это, одпако, не исключает возможности, что> 
в состав функции » пе входпт какая-нибудь постоянная л и н и я . 
Из уравнения С = '?(Л, В, с) сторона с вовсе пе должна в ы п а с т ь ; 
опа может вполне оставаться, если функция о содержит постояп-
пуго линию, равную т, так что собственно 

Как легко докапать, если евклидова геометрия не есть истинная 
геометрия, то подобных фпгур вовсе не существует; в равносто
роннем треугольнике угол меняется вместе с величиной стороны, 
в чем я ничего абсурдпого не нахожу. Угол представляет собой 
в этом случае функцию от сторопы, а сторона- -функцию от угла , 
однако, естественно, такую функцию, в состав которой еще вхо
дит постоянная линия . Кажется парадоксальным, что возможна 
прямая линия, как бы заданная а priori ; но я не нахоясу в этом 
ничего противоречивого. Было бы далее желательно, чтобы гео
метрия Евклида пе была истинной, потому что мы тогда распо
лагали бы общей мерой a priori. Например , за единицу д л и н ы 
мояшо было бы принять сторону равностороннего треугольника,, 
угол которого = 5 9 ° 5 9 ' 5 9 " , 9 9 9 9 9 * ' ) . 

Приведем еще несколько строк пз другого письма Гаусса, харак
терных д л я тех настроений, которые по вопросу о теории парал-

1 ) Отчетливое понимание заключительной фразы предполагает уясе знакомство-
с неевклидовой геометрией. В неевклидовой геометрии, которую здесь имеет 
в виду Гаусс, любыми тремя углами, сумма которых меньше 180 э , вполне опре : 

деляетоя некоторый треугольник; эта сумма может сколь угодно мало' отличаться 
от 180°. Если бы в нашом пространстве имела место эта неевклидова геометрия, 
то мы могли бы, например, все три угла ввятв равными 6Ô':159'59",990Ô9 (так что-
сумма углов отличалась бы от 180° на 0",00003); существовал бы вполне опреде
ленный равносторонний треугольник, имеющий эти углы. Сторону этого ' тре
угольника можно было бы прштять за единицу меры; это была бы «общая», «абсо
лютная» мера, — как говорит Гаусс «мера a priori», т. е. устанавливаемая без пря
мого задания эталона. 
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лельных линий сложились в начало ХГХ в. , череа 1 2 0 0 - л е т после 
Прокла , так убежденно утверждавшего , что постулат о парад- ' 
л е л ь н ы х надо изъять из числа недоказуемых положений. 

В 1816 г . Гаусс поместил в Геттпнтенском библиографическом 
журнале*) рецепзию на д в е броппоры, посвященпые доказательству 
постулата о параллельных линиях. Рецензия начинается следующими' 
словами: 

«В области математики найдется мало вещей, о которых 
было бы паппсано так много, как о пробеле в начале геометрии 
п р и обосновании теории параллельных линий. Редко проходит 
год , в течение которого пе появлялась бы новая попытка вос
полнить этот пробел. И все же , если хотим говорить честно л 
открыто, то нулспо сказать, что по существу мы ле ушли в этом' 
вопросе дальше, чем Е в к л и д , за 2 0 0 0 лет. 

Такое откровенное и открытое признание, на н а ш в з г л я д , 
более соответствует достоинству паукп, чем тщетные попытки 
скрыть этот пробел, восполнить который мы н е в состоянии, бес
содержательным сплетением призрачных доказательств». 

Н. И. Лобачевский 

Работы Л е ж а н д р а по теории параллельных лилий былп хорошо из
вестны именно потому, что они были помещены в различных изда
ниях его «Начал», получивших очень широкое распространение. Пови- ' 
димому, они и послужили точкой о т р а в л е н и я исследований Н. И . Ло
бачевского; это можно заключить из его собственных указаний в 
различных ого работах. Во всяком случае, в начале 20-х годов 
прошлого века Лобачевский занялся теорией параллельных линий п 
пролил полный свет на эту задачу, занимавшую геометров в тече
ние д в у х тысяч лет; он д а л полное ее решение. Мы до сих пор еще 
не располагаем обстоятельным жизнеописанием этого гениального 
ученого 2 ) . Все материалы, которые могут служить д л я составления 
такого жизнеописания, нуждаются еще в тщательном изучении. 
Р е д а к ц и я настоящего издания надеется иметь возможность поместить 
в последнем томе обстоятельную биографию Н . И. Лобачевского f 
здесь ж е ограничимся следующими краткими сведениями о его жизни 
и деятельности. 

J ) С. F. G a u s s — Besprechung von Schwab (1814) und Metternich (1815), Göt
tingenische Gelehrte Anzeigen, 63 (20 April), 1816. 

2 ) Волее других выяснению жизни, личности и истории творчества П. И. Ло
бачевского содействовал покойный профессор Казанского университета А В . Ва
сильев. Укажем здесь его брошюру «Николай Иванович Лобачевский», С.-Петер
бург, 1014 г. 

5* 
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I I . П. Лобачевский родился 22 октября 1 7 9 3 г . в Ынжпом Нов
г о р о д е Отоц его И в а н Максимович — то одним сведениям земле
мер, по другим архитектор ,—повидимому, скончался в 17Ü7 г. 1 ) . 
После его смерти его вдова, Прасковья Александровна Лобачевская, 
вместе с тремя сыновьями-погодками (Николай был средний пз них) 
переохала в Казань, повидимому, д л я того чтобы дать детям лучшее 
образование: в то время па всю восточную Россию существовала 
только одна гимназия в Казани, в которую П. А. Лобачевская н 
определила всех троих своих сыновей. Все дети учились успешно; 
когда они окончили гимназию, П. А. Лобачевская в числе других 
родителей учеников гимназии получила нредлоасеняе определить 
своих сыновей в открытый незадолго перед тем ( 1805 г.) Казанский 
университет па казенный счет с тем, чтобы они после окончания 
унпвехзеитета шесть лет служили по специальности. Мать д а л а 
на это согласие; H. II . Лобачевский был зачислен в число сту
дентов Казанского университета 11 февраля 1807 г . , когда ему шел 
только четырнадцатый год. 

В первые годы своего существования Казанский университет 
ие имел еще четкого разделения на факультеты; Лобачевский, пови
димому, под влиянием матери, был склопеп изучать медицину, но 
в университете его интересы были направлены в другую сторону. 
П р и открытии университета попечителем учебного округа был назначен 
вице-президент Академии наук , известный астроном С. Я . Румовский, 
человек большого образования и широкого кругозора. Б л а г о д а р я его 
усилиям преподавание в новом университете, особенно в области близ
ких ему физико-математических дисциплин, было д а ж е по мнению 
профессора Энгеля поставлено на такую высоту, на которой оно 
в то время стояло лишь в немногих германских университетах. 

Д л я преподавания математики были приглашены из Германии 
II . Бартельс и К. Реннер , д л я преподавания физики и астрономии — 
И. Литтров и К. Броннер. Это были серьезные ученые , прекрасные 
педагоги; в дело постановки преподавания в новом восточном уни
верситете они вложили много труда и настоящего энтузиазма. Эти 
профессора направили интересы Лобачевского в область математики ,— 
он прошел очень хорошую школу. Наибольшее влияние на него имел, по-
видимому, Бартельс, который вел с ним отдельно занятия у себя на дому. 

Молодые студенты, пионеры первого восточного университета, 
учились с большим рвением; по отзывам профессоров, Лобачевский 
занимал среди них выдающееся , если пе первое место. У ж е в этом 

J ) В последнее время обнаружены указания, заставляющие думать, что эти 
даты и сведения не точны. Производятся расследование, [результаты которого 

удут сообщены в заключительном томе. 
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возрасте оы с успехом овладевал такими трудными сочгшепиямп к а к 
«Disquisitiones a r i t h m e t i c a l Гаусса , «Mécanique analyt ique» Л а г р а н ж а , 
«Application de l 'Analyse à la G-éornéhie» Мошка. Одыако ггпспектор 
университета систематически отмечает его «дурное поведение» и в от
ношении поведения признает его худшим студентом. Правда , инкрими
нируемые ему проступки в большинстве случаев обпаруяшвагог только, 
что пылкий, может быть, п несколько строптивый iononia по был 
склонен к точному выполнению требований университетской инспекция 
п строгому подчинению п а е а ж д а в ш е й с я администрацией казарменной 
регламентации быта: оп был не прочь иной раз самовольно отлучиться, 
вырваться из душлой атмосферы университетского интерната — иногда 
д а ж е в маскарад; любитель пиротехники, ou позволил себе пускать 
ракеты в 11 часов ночи; согласно преданию, оп д а ж е проявил однажды 
неслыханное озорство, въехав в универентотекпй вестибюль верхом 
на корове. Ыо затем обвинения становятся более серьезпыми и д л я 
того времени очень опасными: помощник инспектора Копдырев. 
отмечает, что «Лобачевский в значительной степени я в и л п р и 
знаки безбожия», что «мнение его получило многие ложные попя-
тпя». Заколебались ли действительно у Лобачевского устои 
религии, был ли оп в некоторой мере захвачен распространен
ными в начале царствования императора Александра I либе
ральными тенденциями плп д а ж е революционными настроениями,, 
или все это в большой мере было лишь фантазией усердного инспек
тора, сказать трудно. Но в в и д у подымавшейся реакции, при п р е д п и 
сании подвергать неблагонадежных студентов суровым карам, эти 
наветы инспектора, поддержанные директором университета Яковкп-
ным, грозили Лобачевскому исключением пз университета. Броннер 
писал по этому поводу академику Фуссу: «6п (Яковкин) едва н е 
оклеветал и не погубил из-за пустяков лашего лучшего воспитан
ника Н и к о л а я Лобачевского, научные наклонности которого заслу
живают исключительного одобрения, и которого нам с большим тру
дом удалось спасти». Так, п р и настойчивой поддержке .ценивших 
его профессоров и не менее настойчивых угрозах университет
ской администрации, Лобачевский закончил свое обучение в уппвер-
ептоте. 

В 1811 г. по представ л еишо Бартельса Лобачевский был произве
ден в м а г и с т р ы — з в а н и е , которое в то время означало примерно-
то ж е , что у лас сейчас «аспирант»; ему еще по исполнилось 18 лет , 
когда он под непосредственным руководством Бартельса стол гото
виться к профеосорской деятельности. В 1814 г. он у ж е приступил 
к преподаванию, a еще через д в а года (в 1818 г.) первенцы Казан
ского университета Лобачевский и Симонов (астроном) были - произве
д е н ы в экстраординарные профессоры. 
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Между тем после отечественной войны и в особенности после 
заключения Священного союза реакция быстро нарастала; либеральные 
веяния перпого периода царствования Александра I сменились арак-
чсевщнпой. Пост министра народного просвещения получил крайний 
реакционер княаь А. I I . Голицын, усматривавший одну пз главных 
свопх задач в подавлении растлевающей деятельности университетов. 
Оп обрушился в первую очередь на Казанский университет. В 1819 г. 
бывший либерал и д р у г Сперанского, ренегат и предатель М. Л. Маг
ницкий получил поручение произвести ревизию Казанского универ
ситета. Эту ревизию он провел с неслыханным пристрастием и окончил 
докладом, требовавшим «публичного уничтолсения Казанского уни
верситета». Это предлоясение не было выполнено; но Магницкий был 
назначен попечителем Казанского учебного округа и получил пору
чение «привести Университет в доляспый порядок и устройство». Он 
энергично принялся за искоренение его «вредного духа» . Девять про
фессоров были немедленно уволены; большинство иностранных про
фессоров, в том числе Бартельс п Броннер, покинули Россию. Казан
ский университет на семь лот погрузился в атмооферу лицемерия, 
фарисейства и грубого мистицизма. 

Т я ж е л ы е условия жизни Казанского университета под управле
нием Магницкого весьма неблагоприятно отразились и на Лобачев
ском. Враждебную ему в период его студенческих лет универси
тетскую адхшнЕстрацшо теперь сменило отоль ясе враяедебное, но 
•более высокое начальство. Правда , в первое в р е м я Магницкий отнесся 
к Лобачевскому благожелательно. В своем докладе после ревизии он 
отмечает Лобачевского и Симонова как людей, по общему признанию, 
«отменно зишощих». После вступления в управление округом Маг
ницкий давал Лобачевскому ответственные поручения (реорганизация 
университетской библиотеки, руководство строительной комиссией), и 
ети поручения Лобачевский со свойственной елгу добросовестностью 
и деловитостью выполнял очень, успешно. Магницкий был доволен. 
Н е л ь з я д а ж е сказать, что Лобачевский занял место среди опозиционно 
настроенной профессуры; но он д е р ж а л себя с достоинством, н е при
соединялся к подобострастию большинства профессоров; и этого, 
повидимому, было достаточно д л я того, чтобы вооружить против себя 
надменного попечителя. 

Во всяком случае к концу правления .Магницкого Лобачевскому 
вновь грозили суровые репрессии, и трудно сказать, чем бы это 
окончилось, если бы Магдицкий во всей своей деятельности не 
переусердствовал. Новая ревизия университета привела к его устра
н е н и ю (1826 г.). , 

В студенческие годы Лобачевский ответил н а преследование 
университетской инспекции удвоенной энергией в учебной работе. 



У Ч Е Н И Е о ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ: ЛИНИЯХ 71 

В эпоху Магницкого, в пору мрачного угнетения университета, предо
ставленный в отношении своих научиых интересов исключительно 
•самому себе, оторванный от своих бывших руководителей, от научных 
центров математической мысли, Лобачевский погрузился в исследова
ния по теории параллельных линий. Очень возможно, что к этому 
его п р и в е л к у р с геометрии, который он читал студентам; возможпо 

•также, что толчком к этому послужили незадолго перед тем опубли
кованные работы Лелсандра, несостоятельность которых была ему ясна . 
Так или иначе, в двадцатых годах прошлого века мысли Лобачев
ского были сосредоточены иа теории параллельных линий. Лобачевский 
шел при этом по тому мсе пути, что и все его предшественники: он 
п ы т а л с я доказать постулат о параллельных линиях. В п е р в ы е годы 
•своей преподавательской деятельности, как уясе сказано, Лобачевский 
ч и т а л к у р с , который имел своим назначением углубить сведения 
-студентов по элементарной геометрии. В сохранившихся записках 
•студента Темникова (от 1817 , г.) приведена попытка Лобачевского 
доказать постулат. 

Однако тщательные р а з м ы ш л е н и я привели Лобачевского к созна
нию, что это доказательство ошибочно. В сочинении «Геометрия» 
Лобачевский у ж е твердо высказывает убеждение , что ни одно 
и з предломеенных доказательств пятого постулата пе может быть 
признано достаточным, но в то асе в р е м я никаких указаний на то, что 
постулат и не моясет быть доказан, что здесь открываются совер
шенно новые горизонты, в этом сочинении ( 1 8 2 3 г.) еще нет. Не 
подлежит , однако, сомнению, что именно с этого примерно времени 
м ы с л ь Лобачевского получает новое направление . 

Б ы т ь может, в качестве последней попытки все ж е доказать 
постулат, Лобачевский (как это и до него делали многие другие) ста 7 

новится твердо на путь доказательства от противного: он допускает , 
что из точки, лежащей вне данной прямой, молено в их плоскости 
провести больше одной прямой, не встречающей данную, и рассчиты
вает, что выводы, отсюда проистекающие, приведут к противоречию 
•с установленными п р е д л о ж е н и я м и геометрии: они, таким образом, 
опровергнут сделанное допущение , и этим будет выполнено доказа
тельство постулата. Но к такому противоречию Лобачевский не при
шел . Напротив, тонко я смело развертывая один вывод за другим, 
Лобачевский построил новую, своеобразную «воображаемую» геомет
рию, глубоко отличающуюся оа традиционной геометрии Евклида 
и потому известную в настоящее в р е м я под названием «неевклидо
вой геометрии». Эта новая геометрия развернута Лобачевским чрез
вычайно широко и глубоко рюзработана в целом р я д е сочинений — 
-от первого доклада в Совете физико-математического факультета 
.Казанского университета в 1826 г . до последнего оочинения. сПан-
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геометрия» в 185fi г., которое он уясе слепой продиктовал своим у ч е 
никам. Список всех этих работ, с указанием нх последовательного» 
развития, читатель найдет в вподпой статье к настоящему тому. По
строение повой геометрии било выполнено Лобачевским «мастерски 
в истинно геометрическом духе» , по словам Гаусса , с печатью «твор
ческой гениальности», по словам I I . Бол пай, который с успехом 
занимался тем ясо вопросом. 

Однако чрезвычайно своеобразные идеи Лобачевского, излоясея-
ные к тому ясе в чрезвычайно мало доступной, скаясем больше, — 
в совершенно недоступной форме, при его жиапи в печати призна
ния ио получили; напротшз того, они была встречены резким осу
ждением. Печальные свидетельства этого — издевательский пасквиль-
па первое сочипенпе Лобачевского «О началах геометрии», пренебре
жительная рецензия на сочинение «Геометрические исследования» , 
уничтожающий отзыв Российской академии наук , которой Лобачев
ский- д в а ж д ы направлял своп работы. Но большая д у ш е в н а я устой
чивость, a также кипучая организационная работа спасли Лобачев
ского от отчаяния, в которое такое отношение современников могло» 
его ввергнуть. 

Всю свою яспзнь гениальный русский ученый муясествеппо боролся: 
за свои идеи. Все силы ого ума л воли были сосредоточены л а том,, 
чтобы завоевать этим идеям признание. Всестороннее развитие повой 
геометрии как в порядке обоснования элементарной геометрии, так 
и путем построения аналитической л диферепциальной геометрии,, 
изыскание аналитических се прплоясеннй (главным образом, д л я вычи
сления оиределепных интегралов), размышления н а д трудными вопро
сами о логической ее правильности п о конкретном ее значении — 
составили предмет исследований Лобачевского, изложенных в его-
многообразных геометрических сочинениях. Эти сочинения • полны 
глубочайшей мысли, многогранного математического творчества, р а з и 
тельных результатов. Однако им недоставало доступности изложения. . 
Стремление восполнить этот пробел и прпвело Лобачевского к соста
влению небольшого сочинения «Геометрические исследования по теории 
параллельных линий», которое было им опубликовано в 1840 г. н а 
немецком языке (оно в настоящем издании помещено в руо-
ском переводе). Эта н а п р я ж е н н а я научная работа развертывалась 
среди кипучей административной деятельности. В первые ж е выборы, 
состоявшиеся после устранения Магницкого, Лобачевский был избрал 
ректором Казанского университета и вслед за этим еще пять раз-, 
переизбирался на эту руководящую должность . -На этом посту 
Лобачевский проявил огромную энергию. Он вдохнул дух сво
бодной научной мысли в университет, раздавленный Магницким;, 
он организовал при университете-ученые общества; он создал н а у ч н ы й 
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орган «Ученые записки Казанского университета», в которых опубли
ковал также и большинство свопх собственных работ; он развернул 
строительство у н и в е р с и т е т а — д о последнего времени главные здания 
и учебно-вспомогательные учреяеденпя университета сохранили облик, 
который был им придан Лобачевским; он проявил исключительное 
мужество и распорядительность во в р е м я поясара в Казани в 1S42 г. 
и в трудные дли холерной эпидемии в 1830 г . 

В р я д ли может быть сомненио в том, что именно эта разносторон
н я я деятельность помогла Лобачевскому преодолеть тяяеелыо перел-сп-
ватгля, которые были связаны с сознанием, что его новые идои —• 
существо и смысл всей его научной жизни — оставались непризнан
ными, более того, встречали в математической среде пренебрежитель
ное, оскорбительное отношение. Правда , Гаусс оказал Лобачевскому 
большое внимание: он п р е д л о ж и л принять ого в члены Геттипген-
ского Учеиого Общества, носившего характер академии, и лично изве
стил его об избрании. Н о только в этом и выразился акт при
знания: о своих взглядах на существо его пдей он пе сообщил 
Лобачовскому ничего. 

В 1846 г . ата кипучая деятельность прервалась . Лобачевский был 
назначен помопгником попечителя Казанского учебного округа. Лоба
чевский оставил университет и со свойственной ему энергией начал 
развертывать организационную работу. Но через год попечителем был 
назначен генерал-майор В . П . Молоствов; Лобачевский очень скоро 
себе уяснил , что совместная о ним работа д л я него невозможна, 
и устранился от дел. 

И теперь , когда прекратилась ж и в а я работа л наступило выну
жденное бездействие, т я ж е л ы е п е р е ж и в а н и я на почве непризнанного 
научного творчества стали быстро подтачивать его силы. К этому 
присоединились и д р у г и е обстоятельства: тялское семейное горе — 
смерть старшего сына Алексея — и утрата зрения. По свидетельству 
современников, не достигнув еще шестидесятилетнего возраста, Лоба
чевский у ж е производил впечатление дряхлого старика. И пмелно 
в эту пору по случаю пятидесятилетия Казанского университета 
Лобачевский написал д л я юбилейного сборника свое последнее произ
ведение «Пангеометрия». Это было новое изложение всей его системы. 
Конечно, существенно новых идей оно у ж е не содержало , но некото
р ы е отдельные моменты заключали ценные дополнения. 

Б у д у щ е м у биографу Н . И. Лобачевского предстоит еще выясгшть 
многие черты, ближе характеризующие его личность, его в з г л я д ы , 
пути его творчества. Но никакому сомнению не подлеяшт, что это 
был человек гениального проникновения, оригинальной мысли и твор
ческой воли. Всей своей организационной деятельностью он получил , 
конечно, право на памятник, поставленный, ему в. Казани , на унл-
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перситотской п л о щ а д и ; но н е и з м е р и м о б о л е е п р о ч н ы й — в е ч н ы й 
памятник 

aère p e r e n n i u s 

r e g a l i q u e s i tu 

p y r a i u i d u m a l t i u s 1 ) 

он в о з д в и г с е б е сам открытием п о е в к л н д о в о й г е о м е т р и и , своими 
с о ч и н е н и я м и , которые в н а с т о я щ е м и з д а н и и в н о в ь п о я в л я ю т с я 
на свет . 

Г)Ш Горация: «прочнее меда и выше дарственных пирамид», 



Памятник H. И. Лобачевскому 
в Казани на Университетской площади 

стр. 75 



ОБЗОР СОЧИНЕНИЯ «ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ» 

«Геометрические исследования по теории параллельных линий» 
представляют собой элементарное изложение начал неевклидовой гео
метрии, созданной Лобачевским (так называемой гиперболической гео
метрии). Это сочинение было выпущено Лобачевским в свет в 1 8 4 0 г . , 
•после того как им были у ж е опубликованы наиболее крупные геомет
рические сочинепия: «О началах геометрии» ( 1829) , «Вообраясаемая 
геометрия» ( 1 8 3 5 ) , «Применение вообраясаемой геометрии к некото
р ы м интегралам» ( 1 8 3 0 ) , «Новые начала геометрии с полной теорией 
•параллельных» (1835 — 1 8 3 8 ) . 

Как указано в общей вступительной статье, характерной особенностью 
п е р в ы х трех сочинений является крайне сжатое изложение воего текста. 
Краткое, почти схематическое изложение основ новой геометрии 
•сопровождается многочисленными вычислениями определенных инте
гралов, одни из которых непосредственно выражают те или иные 
величины (длины, плолгади, объемы) в «воображаемой геометрии», а 
д р у г и е приводятся к такого рода величинам. 

Между тем эти вычисления предполагают отчетливое знание основ 
новой геометрии. И если трудно себе представить человека, изуча
ющего интегральное исчисление и его геометричеокие (приложения 
•без знакомства с элементами геометрии, то в таком именно положении 
находились в тридцатых годах прошлого столетия те немногие матема
тики, которые пробовали разобраться в мемуарах Лобачевского. В ре
зультате они совершенно не были поняты. 

Сочинение «Новые начала геометрии» изложено гораздо более об
стоятельно, но оно оодерясит много материала, чуждого новой геомет
рии ; печатание его растянулось н а четыре года, и оно не содейство
вало усвоению «воображаемой геометрии». 

Тогда Лобачевский пришел к мысли дать краткое, ро доступное 
излоясение основных начал новой, «воображаемой», геометрии. ' Это 
именно им и выполнено в оочинении «Геометричеокие исследования 
по теории параллельных линий», опубликованном на немецком языке 
в 1840 г . Элементы неевклидовой геометрии изложены ъ этом неболь
шом сочинении о удивительным искусством, З а сто лет, истекпгих со 
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промели опубликования «Геометрических исследований», идея Лоба
чевского многообразно лорекрпсталлпзовались в умах многочислен
ных гсомстроп, размышлявших пал этнмп вопросами. Многие выводы 
в настоящее время упрощены и пзменепы, пекоторые концепции плаче 
оформлены; но синтетическое изложение начал неевклидовой геомет
рия этого типа и по настоящее время сохраняло общую схему «Гео
метрических исследований», подобно тому как построение пачал обык
новенной геометрпи по сне время поепт на себе отпечаток схемы 
Евклида. «Геометрические исследования» представляют собой перл 
геометрического творчества и навсегда останутся образцом пзложе-
ния своеобразных новых идей в элемептарпой форме. По «Геомет
рическим исследованиям» с неевклидовой геометрией впервые позна
комились математики копца шестидесятых п начала семидесятых годов 
прошлого столетия. 

Написанные Лобачевскпм после другпх основных его сочинений 
«Геометрические исследопаипя» представляют собой лучшее введе
ние во всо его сочинения. Оно переведопо на французский п англпй-
екпй языки п неоднократно на этих языках переиздавалось . Гаусс , 
познакомившись с этой брошюрой Лобачевского, писад о ней своему 
д р у г у Шумахеру в 1840 г.: «Это сочинение выполнено Лобачевскпм 
мастерски в ИСТИННО геометрическом духе . Я считаю себя обязанным 
обратить Ваше внпмапяе иа это сочмпеппе, которое наверное доста
вит Вам совершенно исключительное наслаждение» . 

По содержанию «Геометрические исследования» можно разбить 
на четыре части. 

Первую часть составляет краткое введоппе и предлоясения 1 — 1 5 ; 
они содержат поречень важнейших нредлолсений, не зависящих от 
постулата о параллельных лилпях; однп из этих нредлолсепий н у ж н о 
рассматривать как постулаты, другие — как теоремы, устанавливаемые 
без пособия V постулата. Этот перечень, конечно, не охватывает всех 
предложений так называемой «абсолютной геометрии», т. е. того-
геометрического материала, который пе завпеит от постулата о парал
лельных линиях. Лобачевский ограничивается темп, которыо е м у 
напболее необходимы д л я дальнейшего своеобразного развития 
геометрии. Нужно, однако, отметить, что этот перечень пе исчерпывает-
и тех предлонсений, н а | к о т о р ы е автор фактически опирается в даль
нейшем тексте сочинения. 

Вторую часть составляют предложения 16 — 2 5 . Они содержат изло
жение теории параллельных линий в новом определении этого основ
ного понятия. Здесь устанавливаются две гипотезы, одна из которых 
ведет к евклидовой (по Лобачевскому— «употребительной») геометрии,, 
д р у г а я — к «воображаемой». В связи с этим устанавливается понятие-
об угле параллельности (функция П (х)) и о связанной с этим записи-
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мости м е ж д у суммой углов треугольника и постулатом о параллельных 
л и н и я х . 

Третью часть составляют предлояссння 28—34. После необходимых 
подготовительных предложений здесь устанавливаются понятия о пре
дельной линии и предельной поверхности и доказывается основная 
теорема, что геометрия предельной поверхности формально совпадает 
с евклидовой планиметрией. 

Четвертую часть составляют предлоясення 3 5 — 3 7 ; они содержат 
неевклидову тригонометрию и вывод основного соотношения: 

tg i -n (a . - ) = e-*. 

Из этого краткого обзора мы видим, что «Геометрические исследо
вания» не охватывают всей элементарной геометрии так называемого 
гиперболического пространства. Мы пе находим здесь далее разверну
того учения о расположении п р я м ы х и плоскостей; пет вывода длины 
•окружности, площади круга , нет д а ж е учения о площадях прямоли
нейных фигур , отличающегося такой простотой. В заключительных 
абзацах Лобачевский отсылает д л я ознакомления с этими вопросами 
к д р у г и м своим сочинениям. Ц е л ь этого сочинения совершенно ясна: 
Лобачевский хочет дать такое введение в «воображаемую геометрию», 
которое сделало бы внимательному читателю доступным изучение 
остальных, более глубоких, труднее наложенных его сочинений. И эта 
цель была достигнута Лобачевским. 

Совершенно несомненно, что п в настоящее в ^ т м я изучение сочи
нений Лобачевского в подлиннике наиболее целесообразно ' начинать 
•с «Геометрических исследований»: это — ключ к остальным его сочи
н е н и я м . Именно поэтому, в отступление от хронологической последо
вательности, это сочинение помещено на первом месте. 

П р и всей сравнительной элементарности излоясеиия «Геометриче
с к и х исследований», это сочинение все лее сохраняет достаточно 
рассуждений , которые могут оказаться трудными д л я читателя, 
•еще н е усвоившего своеобразных идей неевклидовой геометрии. Чтобы 
облегчить усвоение этих и д е й и чтение' сочинения, к нему даны при
мечания, помещенные частью в виде сносок под текстом, частью после 
текста. В сносках помещены пояснительные примечания , которые 
доллены содействовать непосредственному уяснению замысла , опреде
лений и рассулсдепий автора. После текста помещены более обширные 
примечания , которые содержат сопоставление р а с с у ж д е н и й Лобачев
ского с более поздними приемами развития этих идей , исторические 
и историко-критичеекпе справки. 



Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е И С С Л Е Д О В А Н И Я 
ПО Т Е О Р И И П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы Х Л И Н И Й 

Перевод с немецкого В. Ф. Кагана 

В г е о м е т р и и я наглел п о к о т о р ы е н е с о в е р ш е н с т в а , к о т о р ы е я 
с ч и т а ю п р п ч и н о й того , ч т о эта н а у к а , п о с к о л ь к у она н е п е р е х о д и т 
в а н а л и з , д о настоящего в р е м е н и не в ы ш л а н и н а о д и п ш а г з а 
п р е д е л ы того состояния , в к а к о м она к нам п е р е п ш а от Е в к л и д а . 
К э т и м н е с о в е р ш е н с т в а м я о т н о ш у нелепость в п е р в ы х п о н я т и я х 
о г е о м е т р и ч е с к и х в е л и ч и н а х , способы, к о т о р ы м и м ы себе пред
с т а в л я е м и з м е р е н и е этих в е л и ч и н , и, н а к о п е д , в а ж п ы й пробел 
в т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х л и н н й , к в о с п о л н е н и ю к о т о р о г о все уси
л и я м а т е м а т и к о в д о н а с т о я щ е г о в р е м е н и были т щ е т н ы м и * . Стара
н и я Л е я с а н д р а не п р и б а в и л и к этой т е о р и и н п ч е г о , так к а к он 
б ы л вынуяеден оставить е д и н с т в е н н о строгий х о д [исследования] , 
с тать н а п о б о ч н ы й п у т ь и п р и б е г н у т ь к в с п о м о г а т е л ь н ы м п р е д л о 
ж е н и я м , к о т о р ы е он без о б о с н о в а н и я с т а р а е т с я и з о б р а з и т ь к а к 
н е о б х о д и м ы е а к с и о м ы *. 

С в о й п е р в ы й опыт п о н а ч а л а м г е о м е т р и и я о п у б л и к о в а л в «Ка
з а н с к о м вестнике» з а 1829 г.®. В н а д е ж д е , ч т о я у д о в л е т в о р и л 
всем т р е б о в а н и я м , я з а н я л с я после этого о б р а б о т к о й в с е й этой 
п а у к и и эту свою работу о п у б л и к о в а л о т д е л ь н ы м и ч а с т я м и в «Учо-

* Настоящее сочинение посвящоно исключительно устранению пробела в тер ; 

рии параллельных линий. О том, в чем Лобачевский усматривал сущность остальных 
недостатков геометрии, — неясность первых понятий и дефекты метрики, — по
дробно сказано по «Вступлении» к сочипопшо «Новые начала». Это обширное 
сочинение найдет себе место во втором томе настоящего издания. 

* Об исследованиях Лежандра, относящихся к теории параллельных линий 
см. статью «Учение о параллельных линиях до создания неевклидовой геометрии» 
^стр. 56 настоящего тома). 

4 5 Речь идот о сочинении «О началах геометрии», помещенном шоке в настоя
щем томе (стр. 185). 
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н ы х записках К а з а н с к о г о университета» за 1836, 1837 и 1838 г г . 
п о д з а г л а в и е м «Новые н а ч а л а г е о м е т р и и с п о л н о й теориой п а р а л 
л е л ь н ы х » . Рцамер этой работы, быть может , м е ш а е т м о и м сооте
ч е с т в е н н и к а м следить за п р е д м е т о м , к о т о р ы й после Л е ж а н д р а 
у т р а т и л интерес . Я д е р ж у с ь , однако , мнения , что т е о р и я парал
л е л ь н ы х л и н и й не д о л ж н а была бы отказаться от своих п р и т я з а 
н и й па в н и м а н и е м а т е м а т и к о в ; поэтому я н а м е р е н и з л о ж и т ь здесь 
с у щ н о с т ь моих и с с л е д о в а н и й ; п р и этом в п е р е д отмечу , что , в о п р е к и 
м н е н и ю Л е ж а н д р а * , все остальные несовершенства , к а к , н а п р и м е р , 
о п р е д е л е н и е п р я м о й л и н и и , оказываются з д е с ь п о с т о р о н н и м и и 
л и ш е н ы всякого в л и я н и я н а теорию п а р а л л е л ь н ы х л и н и й . 

Чтобы не у т о м л я т ь ч и т а т е л е й множеством т а к и х п р е д л о ж е н и й 
конх доказательства н е п р е д с т а в л я ю т з а т р у д н е н и й , я привоясу 
з д е с ь н а п е р е д только те из них , знание к о т о р ы х необходимо д л я 
последующего *. 

1} Прямая линия но-крывист себя самое во всех положениях. П о д 
э т и м я разумею, что п р и BjjaineHiiH п о в е р х н о с т и п р я м а я л и н и я пе 
меняет своего места, осли она п р о х о д и т ч е р е з д в е н е п о д в и ж н ы е 
т о ч к и поверхности®. 

2) Д в е п р я м ы е не могут п е р е с е к а т ь с я в д в у х т о ч к а х [ 2]. 

3) П р я м а я л и н и я , б у д у ч и достаточно п р о д о л ж е н а в обе стороны, 
долясна у х о д и т ь за в с я к и е п р е д е л ы и т а к и м о б р а з о м д е л и т ограни
ченную плоскость на д в е части [ 3]. 

* См. L e g e n d r e — Béfloxions, стр. 372. Библиографические данные при
ведены на стр. 56 настоящего тома. 

* Приводимые ниже 15 предложений носят различный характер. Первое из 
них продставляет собой одно из возможных определений прямой лннин; другие 
должны быть рассматриваемы как постулаты или аксиомы (например, предложения 
2, 3, 5); наконец, остальные суть теоремы, обычно доказываемые в курсах геометрии. 
Все эти предложения не оависят от постулата о параллельных линиях (т. е. устана
вливаются, не опираясь на этот постулат); Лобачевский их приводит как материал 
которым он моясет пользоваться при, развитии своей геометрической системы, не 
рискуя впасть в ложный круг—воспользоваться положением, независимость кото
рого он имеет в виду обнаружить. Однако в этот перечень вошли далеко не все 
предложения, не зависящие от постулата о параллельных линиях; более того, 
Лобачовский в дальнейшем изложении и сам пользуется предложениями, не во
шедшими в этот перечень; мы их отметим в своем месте. 

® Об этом определении прямой линии см. примечание 1 иа стр. 128. Заметим, что 
Лобачевский систематически употребляет как в настоящем сочинении, так и в мему
арах, опубликованных по-русски, термин «линия» там, где речь идет о прямой линии. 
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4) Д в е п р я м ы е , п е р п е н д и к у л я р п ы е к о д н о й и т о й же т р е т ь е й 
згрямои, н и к о г д а не п е р е с е к а ю т с я , с к о л ь к о бы м ы их п и п р о д о л ж а л и . 

5) П р я м а я л и н и я в с е г д а п е р е с е к а е т д р у г у ю п р я м у ю , е с л и поре-
-ходит с о д н о й ее стороны н а д р у г у ю [ + ] . 

6) В е р т и к а л ь н ы е у г л ы , у к о т о р ы х стороны одного составляют 
п р о д о л ж е н и я сторон д р у г о г о , р а в н ы . Э т о с п р а в е д л и в о как в п р и 
м е н е н и и к п л о с к и м п р я м о л и н е й н ы м углам , т а к и в п р и м е н е н и и 
к п л о с к о с т н ы м д в у г р а н н ы м у г л а м . 

7) Д в е п р я м ы е не могут /Пересечься , если какая-либо т р е т ь я 
л р я м а я п е р е с е к а е т и х под р а в н ы м и углами . 

8) В п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е р а в н ы м у г л а м п р о т и в о л е ж а т 
р а в н ы е стороны, и обратно . 

9) В п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е б о л ь ш е й стороне п р о г и в о -
.лежит т а к ж е б о л ь ш и й угол . В п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е г и п о 
т е н у з а больше к а ж д о г о из к а т е т о в , и п р и л е ж а щ и е к н е й у г л ы 
о с т р ы е . 

10) П р я м о л и н е й н ы е т р е у г о л ь н и к и к о н г р у э н т н ы [ 5], если у н и х 
р а в н ы сторона и два у г л а и л и д в е с т о р о н ы и з а м о ч е н н ы й м о ж д у 
н и м и у г о л , и л и две с т о р о н ы и у г о л , п р о т и в о л е ж а щ и й б о л ь ш е й 
с т о р о н е [°], и л и т р и с т о р о н ы . 

11) П р я м а я л и н и я , п е р п е н д и к у л я р н а я к д в у м д р у г и м п р я м ы м , 
•не л ея гащим с нею в о д н о й п л о с к о с т и [7J, п е р п е н д и к у л я р н а к о всем 
п р я м ы м , п р о в е д е н н ы м ч е р е з т о ч к у и х общего п е р е с е ч е н и я в п л о 
скости д в у х п о с л е д н и х п р я м ы х . 

12) П е р е с е ч е н и е ш а р а п л о с к о с т ь ю е с т ь к р у г . 

13) П р я м а я , к о т о р а я п е р п е н д и к у л я р н а к л и н я й п е р е с е ч е н и я 
д в у х [ п е р п е н д и к у л я р н ы х *] п л о с к о с т е й и располоясена в о д н о й и з 
э т и х п л о с к о с т е й , п е р п е н д и к у л я р н а к д р у г о й п л о с к о с т и . 

14) В с ф е р и ч е с к о м т р е у г о л ь н и к е р а в н ы м сторонам п р о т и в о л е ж а т 
р а в н ы е у г л ы , и обратно . 

15) С ф е р и ч е с к и е т р е у г о л ь н и к и к о н г р у э н т н ы , если у них р а в н ы 
д в е с т о р о н ы и у г о л , з а к л ю ч е н н ы й м е ж д у ними, или ж е сторона и 
п р и л е ж а щ и е к н е й у г л ы * . 

* Это слово, очевидно по недосмотру, в оригинале "опущено. Это отмечено и: 
-в казанском издании: втого сочинения («Полн. собр. соч. п о геои.»). 

* Это предложение формулировано не вполне точно: сферические треуголь
ники при этих условиях либо конгруэнтны, либо симметричны. Н о Лобачевский 

Заи. 468. Н. И. Лобачевский, т. I. 6 
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Я G 

Н а ч и н а я отсюда, д а л ь н е й ш и е п р е д л о ж е н и я у ж е сопровождаются 

п о я с н е н и я м и и д о к а з а т е л ь с т в а м и . 

Н>) Все п р я м ы е л и н и и , в ы х о д я щ и е в н е к о т о р о й плоскости из о д н о й 

точки , могут быть по о т н о ш е н и ю к н е к о т о р о й з а д а н н о й п р я м о й т о н 

ж е п л о с к о с т и р а з д е л е н ы н а д в а класса , 

и м е н н о н а пересекающие ее и нспсрееска-

•ю m un *. Граничная линия одного и д р у 

гого класса «тих [прямых] л и н и й назы

в а е т с я параллельной заданной линии 

И з т о ч к и А (черт . 1) опустим н а 

[заданную] л и н и ю ВС п е р п е н д и к у л я р 

AD, к которому , в свою очередь , вос

ставим п е р п е н д и к у л я р АЕ. В п р я м о м 

у г л е EAD п р я м ы е , в ы х о д я щ и е п з 

т о ч к и .1 , либо все встречают л и н и ю 

.ОС, как , н а п р и м е р , AF, лнбо ж е 

С К В н е к о т о р ы е , п о д о б н о п е р п е н д и к у л я р у 

Ч е р т . 1. АЕ, но в с т р е ч а ю т л и п н и DC. Н е 

з н а я , ость л и п е р п е н д и к у л я р АЕ е д и н с т в е н н а я л и н и я , к о т о р а я не 

придержипастся своеобразной терминология, по которой две сферические фигуры 
«конгруэнтны», если одна из них может быть совмещена со второй либо непосред
ственно, либо после замоны одной из них симметричной, Это он определенно • 
оговаривает в «Новых началах», ст. 81. Нужно сказать, что первой из STirx двух 
теорем Лобачевский фактически пользуется только в том случае, когда оба тре
угольника равпобедренныо и боковые стороны одного равпы боковым сторонам 
другого; при равенстве содержащихся между шага углов сферические треуголь
ники в этом случае всегда конгруэнтны в обычном смысле слова. 

* Этими соображениями устанавливается та своеобразная точка зрения, 
вернее, то исходное допущение, которое отличает «неевклидову» геометрию Лоба
чевского от обычно)!, векашг утвердившейся «евклидовой» геометрии. Лобачевский 
допускает, что из точки А, лежащей впо прямой ВС, может в плоскости ABC 
выходить не одна, а несколько прямых, по встречающих ВС; точнее, он пе исклю
чает этой возможности. Это непосредственно приводит к классификащш, устано
вленной в тексте и обстоятельно изложенной в следующем абзаце Лобачевского; 
оно подробно разъяснено в примечании 8. 

Геометрия, построенная на всех постулатах Евклида, с заменой, однако, по
стулата о параллельных (V постулата) допущением, что в плоскости из точки, 
лежащей вно прямой', можно провести больше одпой прямой, по встречающей, 
данной, и есть неевклидова геометрия Лобачевского. Однако название «неевклидова 
геометрия» в настоящее время получило гораздо более пигрокое значение; но в 
примечаниях к настоящему сочинению мы под «неевклидовой гоометриай» всегда 
разумеем геометрию Лобачевского; ее в настоящее время обычно называют также 
гиперболической геометрией, (см. сноску * к предложению 37, стр. 125), 
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в с т р е ч а е т с я с 7)0', будем с ч и т а т ь в о з м о ж н ы м , что с у щ е с т в у w н 

д р у г и е л п п п п , н а п р и м е р AG, которыо не встречают 7)0', с к о л ь к о 

бы м ы и х ни п р о д о л ж а л и . П р и п е р е х о д е от н е р е с и к а ю щ и х л и н и й AF 

к н е п о р о с е к а ю щ н м А (г м ы д о л ж н ы встретить л и ш п о ЛИ, п а р а л 

л е л ь н у ю 7)0', — г р а н и ч н у ю л и н и ю , — по одну с т о р о н у к о т о р о й н и 

о д н а л гатя AG но в с т р е ч а е т DC, м е ж д у тем к а к п о д р у г у ю сто

р о н у к а ж д а я л и н и я AF п е р е с е к а е т л и н и ю ВС. У г о л ПАВ м е ж д у 

п а р а л л е л ь ю АН и п е р п е н д и к у л я р о м AI) н а з ы в а е т с я углом парал
лели ( у г л о м п а р а л л е л ь н о с т п ) ; м ы будом здесь о б о з н а ч а т ь его ч е р е з 

II (р) п р и AD=jp*. 

— Е с л и II(р) есть п р я м о й у г о л * , то п р о д о л ж е н и и АЕ' п е р п е н 

д и к у л я р а АЕ тпкжо будет п а р а л л е л ь н о п р о д о л ж е н и ю 7)7? л и н и и 7)0'; 

к этому еще заметим, что в отношении ' ч е т ы р е х п р я м ы х у г л о в , 

к о т о р ы о п р и тонко А о б р а з у ю т п е р п е н д и к у л я р ы АЕ и AI) п их 

п р о д о л ж е н и я АЕ' и AT)', к а ж д а я п р я м а я л п н и я , в ы х о д я щ а я из 

т о ч к и А, либо сама, либо п о к р а й н е й мере с в о и м п р о д о л ж е н и е м 

р а с п о л о ж е н а в одном из тех д в у х п р я м ы х у г л о в , к о т о р ы е обра

щ е н ы к л и н и и ВС, т а к что , к р о м е п а р а л л е л и ЕЕ', все д р у г и е 

[прямые] по д о с т а т о ч н о м п р о д о . т ж е н п п в обе с т о р о н ы д о л ж н ы 

п е р е с е к а т ь л и н и ю ВС. 

Е с л и II (р) < 4" к е, то п о д р у г у ю сторопу [ п е р п е н д и к у л я р а ] AB, 

п о д т е м лее у г л о м ВАК = II (р), будет п р о х о д и т ь еще о д н а л и н и я 

АК, п а р а л л е л ь н а я п р о д о л ж е н и ю ВВ л и ш ш ВС; т а к и м образом 

п р и э т о м д о п у щ е н и и м ы доляспы о т л п ч а т ь още сторону париллело-
ностиЯ. Все остальные л и н и и и л и и х п р о д о л я с е н и я в н у т р и д в у х 

п р я м ы х у г л о в , о б р а щ е н н ы х к 7?С, п р и н а д л е ж а т к п е р е с е к а ю щ и м , 

* Это обозначение основано на том, что угол параллельности в неевклидониК 
геометрии, как это будет нюке обнаруя;сш>, представляет собой функцию рас
стояния р. 

* To-есть в случае геометрии Евклида, которому этот небольшой абзац по
священ. 

Й To-есть в случае неевклидовой геометрии. 
9 Иными словами, прямая АН считается параллельной прямой ВС в сторону DC, 

а прямая АК—параллельной той же прямой в сторону DB. Это получает еще более 
точное выражение, если гопорнть только о лучах, а не о прямых: луч АЕ 
параллелен лучу ВС (чорт. 1), а луч АК параллелен лучу СВ; вместе с тем 
через точку А, лежащую вне луча ВС, во всяком случае (т. е. как в евклидовой, 
так и в неевклидовой геометрии) проходит один и только один параллельный 
ему луч АН. Лобачевский этой терминологией не пользуется: он всегда пи
шет «линия А H параллельна липни D С» или же «прямая АН параллельна л ря-

6+ 
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осли они л е ж а т в н у т р и у г л а HAK— 2 П (р) м е ж д у п а р а л л е л я м и ; 

н а п р о т и в того, о н и п р и н а д л е ж а т к н е п е р е с е к а ю щ и м AG-, если о н и 

располоя*ены п о д р у г у ю с т о р о н у параллелей: АН и АК в отвер

стии д в у х у г л о в Ш = - ^ - П ( 1 ) ) , Е'АК = ^к — П(р) м е ж д у 

п а р а л л е л я м и и п е р п е н д и к у л я р о м ЕЕ' к AT). П о д о б н ы м ж е обра

зом п о д р у г у ю сторону п е р п е н д и к у л я р а ЕЕ' п р о д о л я с е н и я АН' и 

АК' п а р а л л е л е й АН и АК т а к ж е будут п а р а л л е л ь н ы ВС; осталь

н ы е л и н и и п р и н а д л е ж а т в у г л е К'АН' к п е р е с е к а ю щ и м , а в у г л а х 

К'АЕ и Н'АЕ' — к н е п е р е с е к а ю щ и м . 

Сообразно этому п р и п р е д п о л о ж е н и и II (р) = у к л и н и и могут 

быть т о л ь к о п е р е с е к а ю щ и м и и л и п а р а л л е л ь н ы м и ; е с л и лее п р и н я т ь , 

нто II (х>) < 4- тс> то пулено д о п у с т и т ь д в е п а р а л л е л и , о д н у по одну 

сторону [ п е р п е н д и к у л я р а ] , д р у г у ю п о д р у г у ю [его] с т о р о н у ; к р о м е 

того , меяеду о с т а л ь н ы м и л и н и я м и н у ж н о р а з л и ч а т ь пересекаю

щ и е и н е п е р е с е к а ю щ и о . К а к п р и одном, так и п р и д р у г о м 

преднолоягении п р и з н а к о м ш ф а л л е л н з м а с л у ж и т то, что л и н и я 

становится п е р е с е к а ю щ е й п р и м а л е й ш е м о т к л о н е н и и в ту сторо

ну , г д е л е ж и т п а р а л л е л ь ; т а к и м образом, е с л и АН п а р а л л е л ь н а 

DC, то к а ж д а я л и н и я AF, сколь бы м а л н и был у г о л HAF, 
пересекает DC. 

17) Прямая линия сохраняет признак, параллельности во всех своих 
точках *. 

П у с т ь [прямая] AB (черт . 2) будет п а р а л л е л ь н а CD * и пусть АС 
будет п е р п е н д и к у л я р к п о с л е д н е й . Мы р а с с м о т р и м д в е точки , к о 

торые р а с п о л о ж е н ы п р о и з в о л ь н о : одна п а л и н и и АН и д р у г а я н а 

ее п р о д о л ж е н и и п о д р у г у ю сторону п е р п е н д и к у л я р а . Полоясим, 

ч т о точка Е л е ж и т п о ту сторону п е р п е н д и к у л я р а , с к о т о р о й AB 
рассматривается к а к п а р а л л е л ь н а я CD. И з т о ч к и Е опустим п е р 

п е н д и к у л я р ЕК н а CD, з а т е м п р о в е д е м ЕЕ т ак , ч т о б ы она п р о 

мой CD». Ио это всегда нужно понимать в том смысле, что луч АН параллелен лу
чу CD. 

** Содержащееся в предыдущем предложении определение параллели связы
вает ее с точкой, из которой она выходит: луч AB параллелен CD (черт. 2), если 
он не встречает CD н в точке А отделяет лучи, пересекающие CD, от непересокаго-
щих. Будет ли ©тот луч производить такое же отделение пересекающих лучей 
от непоресекающих в другой своей точке, скажем, в точке Е или Е'Ч Этот именно 
вопрос получает разрешение в предложении 17. 

* Предполагается — в точке А. 
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х о д и л а в н у т р и у г л а ВЕК. Т о ч к и А и Ъ с о е д и н и м п р я м о й л и н и е й , 
продоллсопио к о т о р о й дол'/кпо в с т р е т и т ь CD где -либо в G (предло
ж е н и е 16) *. Вместо с тем м ы п о л у ч и м т р е у г о л ь н и к ACG, в н у т р ь 
к о т о р о г о в х о д и т л и н и я EF; т а к к а к эта п о с л е д н я я н е м о ж е т п е р е 
с е ч ь АС в силу самого п о с т р о е н и я , а т а к ж е но м о ж е т в т о р и ч н о 
в с т р е т и т ь н и АО, п и ЕК ( п р е д л о ж е н и е 2), то она д о л ж н а в с т р е т и т ь 
CD в к а к о й - л и б о точке Е ( п р е д л о ж е н и е 3) *. 

П у с т ь т е п е р ь Е' будет т о ч к а на п р о д о л ж е н и и [линии] AB и 
п у с т ь Е'К! будет п е р п е н д и к у л я р на продолясении л и н и и CD; про
в о д о м л и н и ю Е'Е' п о д с т о л ь м а л ы м у г л о м AE'F', ч т о б ы она пере 
с е к л а АС где -либо в F'; з а т е м и з А п р о в е д е м п о д т е м я;е у г л о м 

Ч е р т . 2. 

с AB .пинию AF, продоллсепие к о т о р о й встретит CD в G (предло
ж е н и е 16). Т а к и м образом м ы п о л у ч а е м т р е у г о л ь н и к АОС, в к о т о 
р ы й в х о д и т продолягение л и н и и E'F'; т а к к а к эта л и н и я не моясет 
в т о р и ч н о п е р е с е ч ь АЕ, а т а к ж е н е моясет п е р е с е ч ь AG, ибо у г о л 
В AG = BE' С ( п р е д л о ж е н и е 7), то она д о л ж н а в с т р е т и т ь CD где -
л и б о в 6?'. 

Т а к и м образом, и з к а к и х бы точек Е и Е' [ п р я м о й AB] н и вы
х о д и л и л и н и и EF и E'F' и к а к бы м а л о они н и о т к л о н я л и с ь от 
л и н и и AB, они всегда п е р е с е к у т [линию] CD, к о т о р о й AB п а р а л 
л е л ь н а ®. 

* Ибо в точке А луч AB по условшо отделяет встречающие CD лучи от не-
встречагощих. 

* См. предложение 3 и к нему примечание 3. 
а Иначе говоря, лучи ЕВ и Е'В в точках Е, Е' производят отделение пере

секающих лучей от непересекающих, т. е. как луч ЕВ, так и луч Е'В параллельны 
лучу CD. 
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18) Две ./инки всет'да взаимно параллельны. 
П у с т ь „1.(7 будет п е р п е н д и к у л я р к [ л и т ш ] OD (черт. 3), кото

р о й АЬ' п а р а л л е л ь н а * ; и з С проводом л п ш п п 67? и о д к а к и м у г о д н о 

острым углом EOD к OD и и з A опустим п е р п е н д и к у л я р AF на 

СЕ; п о л у ч и м п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к АСЕ, в к о т о р о м г и п о 

т е н у з а АО болыио катета A F ( п р е д л о ж е н и е 0). Отлоягим AG — AF 
и н а л о ж и м AF на АО'; т о г д а AB и FE з а й м у т п о л о ж е н и е АК и 

GH, п р и ч о м у г о л ВАК ~ FAC*; с л е д о в а т е л ь н о , АК д о л ж н а п е р е 

сечь линию DC где-либо в [точке] К ( п р е д л о ж е н и е 1 6 ) ; т а к и м 

образом п о л у ч и т с я т р е у г о л ь н и к АКС, в н у т р ь к о т о р о г о [входит] 

п е р п е н д и к у л я р GH; о н 

в с т р е ч а е т л и н и ю АК в L 
( п р е д л о ж е н и е 3) и т ем 

о п р е д е л я е т на л и н и и AB 
jjaccTOunne AL т о ч к и пе

р е с е ч е н и я л и н и й AB и 

СЕ от т о ч к и А.0. 

Отсюда следует , что СЕ 
в с е г д а в с т р е т и т AB, с к о л ь 

£ jj бы м а л и и был у г о л ECD ; 

ч е т 3 поэтому CD п а р а л л е л ь н а 

AB ( п р е д л о ж е н и е 16 ) . 
19) В прямолинейном треугольнике, сумма трех углов не может 

•превышать двух прямых. 

Д о п у с т и м , что в т р е у г о л ь н и к е ABC (черт. 4) сумма т р е х у г л о в 

р а в н а тг - j - а ; если его стороны не р а в н ы , в о з ь м е м наимепьшухо из 

н и х ВС, р а з д е л и м ее п о п о л а м в D, п р о в е д е м и з А ч е р е з D л и н и ю 

AD и и а ее продолжении : сделаем DE р а в н ы м AD; з а т е м с о е д и н и м 

т о ч к у Е с точкой С п р я м о й ЕС. В р а в н ы х т р е у г о л ь н и к а х ADB и 

Я 

"х Дано, таким образом, что луч AB параллелен лучу CD; нужно доказать, 
что к луч CD параллелен AB. Так как луч CD не встречает AB, то остается 
только обнаружить, что всякий луч СЕ, проходящий внутри угла DCA, встретит 
AB. Это доказательство Лобачевский и проводит. 

* Полоса BAFE повернута вокруг точки А таким образом, что линия AF 
совпадает с линией AG, FE с GB, а AB с АК. Поэтому утлы поворота F АС жВАХ 
равны. 

э Если произведем обратный поворот п возвратим отрезок АС в положение 
AF, то луч GL пойдет по FE, AL по AB п точка L совпадет с точкой пересече
ния лучей AB и СЕ. 
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1 

Г1Ж у г о л ABD — BCE xr 11 AD — Ш ? 6 ' ( п р е д л о ж е н и я f> и Ю); отсюда 

с л е д у е т , что и т р е у г о л ь н и к е АСЕ сумма у г л о в т а к ж е д о л ж н а быть 

р а в н а ~ - f a ; к р о м е того , н а и м е н ь ш и й у г о л ВАС т р е у г о л ь н и к а ABC 

( п р е д л о ж е н и е Щ п е р е ш е л в ноиыа т р е у г о л ь н и к АСЕ, п р и ч е м ou 

р а з б и л с я па дно части ЕАС и АЕС. П р о д о л ж а я т а к и м лее обрнлом, 

р а з д е л я я п р и этом п о п о л а м 

к а ж д ы й р а з ту сторону, кото

р а я п р о т и в о л е ж и т н а и м е н ь -

т е м у углу , мы н е о б х о д и м о 

п р и д е м к т р е у г о л ь н и к у , сумма 

т р е х у г л о в к о т о р о г о р а в н а 

- - г - а , но в к о т о р о м о к а ж у т с я Ч е р т . 4. 

дна у г л а , к а ж д ы й и з к о т о р ы х п о ' а б с о л ю т н о й в е л и ч и н е м е н ь ш е - g - a ; 

т а к к а к , однако , т р е т и й у г о л не можот быть б о л ь ш е к, то а д о л ж н о 

б ы т ь либо пулом, либо о т р и ц а т е л ь н ы м . 

2Ü) Если в каком-либо прямолинейном треугольнике сумма трех 

углов равна двум прямым, то ото имеем место и во веяном другом 

треугольнике. 

П о л о ж и м , что в п р я м о л и н е й н о м 

т р е у г о л ь н и к е ABC (черт . 5) сумма 

т р е х у г л о в — - ; в т а к о м случае п о 

к р а й н е й мере два его у г л а д о л ж н ы 

•быть острые . И з в е р ш и н ы В т р е т ь е г о 

у г л а опустим на п р о т и в о п о л о ж н у ю 

сто^юну п е р п е н д и к у л я р а ; т о г д а тре 

у г о л ь н и к ABC р а з о б ь е т с я н а д в а п р я м о у г о л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а , в 

к а ж д о м из к о т о р ы х сумма т р е х у г л о в т а к ж е д о л ж н а быть р а в н а я , 

тгбо н и в одном из н и х она н е м о ж е т п р е в ы ш а т ь тс, а в составлен

н о м и з них т р е у г о л ь н и к е * она но д о л ж н а быть м е н ь ш е тт. Т а к и м 

Ч е р т . 5. 

* Так как угол ВАС острый, то основание перпендикуляра, опущенного на 
точки В на сторон)' AG, должно в силу предыдущего предложения упасть на луч 
AG, а не на его продолжение; по той же причине оно должно упасть и на луч OA; 
основание перпендикуляра должно, следовательно, лежать внутри стороны АО. 
Треугольник разобьется поэтому на два составляющих треугольника. 

Та» Как сумма внутренних углов треугольника АВО равна -к, в составляю
щих же треугольниках к ним присоединяются еще два прямых, угла, то сумма, 
внутренних углов обоих составляющих треугольников составит 2л Пскйсаяыеу 
в силу предыдущего предложения ни в одном ив двух составляющих япюугояь-
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образом мы полупаем п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к с катетами р 
и q, а и з п о г о * п о л у ч а е м ч е т ы р е х у г о л ь н и к , в к о т о р о м п р о т и в о 
п о л о ж н ы е стороны р а в н ы , а п р и л е ж а щ и е д р у г к д р у г у стороны р 
и q в заимно п е р п е н д и к у л я р н ы (черт . G). П о в т о р н о п р и к л а д ы в а я 
тот ж е ч е т ы р е х у г о л ь н и к , м о я ш о п о л у ч и т ь п о д о б н ы й ж е [четырех
угольник] со сторонами пр и д и , наконец , ч е т ы р е х у г о л ь н и к ABCD 
со в з а и м н о п е р п е н д и к у л я р н ы м и сторонами, в к о т о р о м АВ = пр, 
AD = mq, DC = np, BC = mq, где m и п, суть п р о и з в о л ь н ы е ц е л ы е 
числа . Т а к о й ч е т ы р е х у г о л ь н и к д е л и т с я д и а г о н а л ь ю BD на д в а равных. 

В C D 

Ч е р т . G. Ч е р т . 7. 

п р я м о у г о л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а BAD и BCD, в каясдом и з которых 
сумма трех углов р а в н а к *. Числа m и п могут быть в ы б р а н ы так> 
чтобы п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к ABC (черт . 7), к а т е т ы которого-
АВ = пр, BC = mq, о х в а т и л д р у г о й з а д а н н ы й [ п р я м о у г о л ь н ы й ] 
т р е у г о л ь н и к DBB, к о л ь скоро [их] п р я м ы е у г л ы б у д у т п р и в е д е н ы 

ников сумма углов не моясет оказаться больше тт, она доляспа быть в каждом нз 
составляющих треугольников равна тг. 

Весь смысл этой частп доказательства заключается в том, чтобы показать, 
что при существовании какого-либо треугольника, в котором сумма углов равна п,. 
всегда воамоокно построить прямоугольный треугольник, в котором сумма внутрен
них углов также равна тс. 

* Прикладывая к нему конгруэнтный ему треугольник гипотенузой к гипоте
нузе, но повернув последнюю в обратную сторону таге, чтобы точка С попала в В 
а точка В — в С 

* Вновь по той причине, что ни в одном ив этих двух треугольников сумм» 
внутренних углов не может превысить я. 
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в совмещопио *. Если п р о в е д е м л и н и ю DC, то п о л у п и м ente п р я м о 

у г о л ь н ы е т р е у г о л ь н и к и , пл к о т о р ы х к а ж д ы е два п о с л е д о в а т е л ь н о 

имеют общую сторону *. Т р е у г о л ь н и к ЛВС п о л у ч а е т с я п у т е м 

с о е д и н е н и я д в у х т р е у г о л ь н и к о в ACD и DCB, н и в о д н о м та кото

р ы х с у м м а т р е х углов не м о ж е т быть больше - ; она д о л ж н а быть 

п о э т о м у р а в н а - , поскольку в с о с т а в л е н н о м т р е у г о л ь н и к е эта сумма 

д о л ж н а быть р а в н а т.. Т а к и м ж е о б р а з о м т р е у г о л ь н и к BDC состоит 

и з д в у х т р е у г о л ь н и к о в DEC и DBE; поэтому и в т р е у г о л ь н и к е DBE 

сумма т р е х у г л о в д о л ж н а быть р а в н а тс®; и в о о б щ е это д о л ж н о 

и м е т ь место во в с я к о м т р е у г о л ь н и к е , т а к к а к в с я к и й т р е у г о л ь н и к 

р а з б и в а е т с я на д в а п р я м о - д 

у г о л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а ^. 

О т с ю д а следует , что воз

м о ж н ы т о л ь к о д в а д о п у щ е 

н и я : либо сумма т р е х у г л о в 

во всех п р я м о л и н е й н ы х тре

у г о л ь н и к а х р а в н а - , либо 

жо о н а во всех треуголь 

н и к а х м е н ь ш е я [ 9 j . Ч е р т. 8. 

21) Из данной точки всегда можно провести прямую линию таким 

образом, чтобы она образовала с данной прямой сколь угодно малый угол. 

И з д а н н о й т о ч к и А [черт. 8] о п у с т и м н а д а н н у ю п р я м у ю . '-50 

п е р п е н д и к у л я р AB; на ВС в о з ь м е м п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у D и п р о 

в е д е м л и н и ю AD; далее , с д е л а е м DE = AD и п р о в е д е м АЕ. П у с т ь 

* Иначе говоря, располагая уже прямоугольным треугольником, в\котором 
сумма углов равна г., можно при его помощи построить другой прямоугольный 
треугольник с той ж е суммой углов ( = - ) , в котором катеты будут сколь угодно 
велики (соответственно больше любых двух воданных отрезков). Если поэтому 
возьмем произвольный прямоугольные треугольник DBE (черт. 7), [то можно 
будет построить такой прямоугольный треугольник ABC с суммой углов = тс, в кото
ром треугольник DEE займет положение, указанное на черт. 7. 

* Это будут прямоугольные треугольники АВО и ВВС с общим катетом СВ 
и прямоугольные треугольники DCB и DEB с общим катетом DB. 

® Таким образом доказано, что при оделанном предположении в любом прямо
угольном треугольнике сумма углов равна т.. 

S Если ABC (черт. 5) есть совершенно произвольный треугольник, то мы 
разобьем его на два прямоугольных треугольника; в каждом из них сумма вну
тренних углов равна т., в обоих вместе = 2щ отбросив сумму двух прямых углов,, 
образовавшихся при дополнительной вершине, придем к еаключению, что. 
и в исходном треугольнике ABC сумма углов равна тс. 
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л п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к и ABD угол AUB = '/.. В т а к о м случив 
в р а в н о б е д р е н н о м т р о у г о л ь п и к о ЛЬЕ у г о л Л/77) доллсен быть 
либо район — п, либо м е н ь ш е ( п р е д л о ж е н и я 8 п 2 0 * ) . Продолжая , 
т а к и м образом, мы, ira конец, п р и д е м к такому у г л у ЛЕВ, к о т о р ы й 
моньшо любого з а д а н н о г о у г л а . 

22) Если два перпендикуляра к одной и той же прямой линии 
параллелты между собой, то в прямолинейных треугольниках сумма 
трех углов равна г.. 

П о л о ж и м , что л и н и и AB и CD (черт. 0) п а р а л л о л ь н ы меяеду 
собой и п е р п е н д и к у л я р н ы к АС. И з А п р о в е д е м л и н и и АЕ и АЕ 

к т о ч к а м Е п F, в з я т ы м 
на л и н и и CD н а любых 
р а с с т о я н и я х FC > ЕС от 
т о ч к и С. Д о п у с т и м , что 
в п р я м о у г о л ь н о м тре
у г о л ь н и к е АСЕ сумма 
т р е х у г л о в р а в н а it — а, 
a в т р е у г о л ь н и к е AEF 
она р а в н а г. — ß; в та

к о м случае в т р е у г о л ь н и к е ACF [сумма углов] будет равна 
т.—а — 9, п р и ч е м н и а, н и ß н е могут быть о т р и ц а т е л ь 
н ы м и . П у с т ь , далее , у г о л BAF=a, AFC—b; в т а к о м случае 
аА-'р — а— Ь*; т е п е р ь , у д а л я я л и н и ю AF от п е р п е н д и к у л я р а АС, 
м о ж н о сделать у г о л а м е ж д у A F и п а р а л л е л ь ю AB сколь у г о д н о 
м а л ы м ; т ак ж е молено у м е н ь ш а т ь и угол Ь; с л е д о в а т е л ь н о , д в а 
у г л а а и ß не могут иметь н и к а к о й д р у г о й в е л и ч и н ы , к р о м е а = 0 
и и —0®. 

* Здесь уместна ссылка на предложение 19: поскольку сумма HI [утренних 
углов треугольника це может превысить тс, каждый из внешних углов треуголь
ника ыо может быть меньше суммы двух впутрепшгх углов, с ним но смежных; 
поэтому /_ DAE -f- l_ DE А — 2 DE А •< а. Ссылка на предложение 20, повидимому, 
представляет собой недосмотр. 

* Так Kaie / CAF = ~ п — а, /_ AFG = Ь, то сумма углов прямоугольного тре

угольника ACF равна - -f- b — о, откуда и вытекает равенство a -f- ? = о — 6. 
а Так как по условию луч AB параллелен OD, то луч AF будет пересекать 

CD, сколь бы малым мы ни взяли угол а. Что касается утла Ь, то он может быть-
сделан сколь уго.дно малым согласно предложению 21. Таким образом в ореды> 
дутцем равенстве о ß = а — b левая чисть имеет постоянные пеотрица'гвлМйаФ 
слагаемые а и ß; правая лее часть бесконечно мала; отсюда вывод автора-. 
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Отсюда следует , что во всех п р я м о л и н е й н ы х т р е у г о л ь н и к а х 

сумма т р о х у г л о в либо р а и н а г., н тох-да угол п а р а л л е л ь н о с т и 

" ( 2 ' ) — "5" ~ д л я любой л п ш н J , либо во в с е х т р е у г о л ь н и к а х эта 

сумма < ~, и т о г д а т а к ж е И 

П е р в о е п р е д п о л о ж е н и е с л у ж и т основой обыкновенной геометрии 

и плоской тригонометрии. Второе п р е д п о л о ж е н и е т а к ж е м о ж е т 

быть д о п у щ е н о , не п р и в о д я н и к к а к о м у п р о т и в о р е ч и ю в р е з у л ь 

т а т а х ; оно обосновывает н о в о е г е о м е т р и ч е с к о е у ч е н и е , к о т о р о м у 

я д а л н а з в а н и е « воображаемая геометрия* и к о т о р о е я з д е с ь н а м е 

р е н и з л о ж и т ь в п л о т ь д о в ы в о д а у р а в н е н и й м е ж д у с т о р о н а м и и 

у г л а м и п р я м о л и н е й н ы х и с ф е р и ч е с к и х т р е у г о л ь н и к о в *. 

23) Для любого заданного угла а можно найти такую линию р, 

что'Л1(р) = а. 

П у с т ь AB и А С (черт. 10) — д в е п р я м ы е л и н и и , о б р а з у ю щ и е 

п р и п е р е с е ч е н и и о с т р ы й у г о л а; на AB в о з ь м е м п р о и з в о л ь н о 

т о ч к у Вг и и з э той т о ч к и о п у с т и м н а АС п е р п е н д и к у л я р В'А', 
с д е л а е м АГА" — АА, в о с с т а в и м в А" п е р п е н д и к у л я р А"В" и т а к 

б у д е м п р о д о л ж а т ь до тех п о р , п о к а п р и д е м к п е р п е н д и к у л я р у СВ, 

к о т о р ы й у ж е не встречает AB. Это необходимо д о л ж н о и м е т ь 

* О этого места Лобачевский, таким обрааом, твердо принимает второе воз-
молотое допущение, именно, что сумма углов треугольника меньше т, и в этом 
предположении развертывает все свои дальнейшие рассуйздепня. Это нужно 
постоянно помнить, следя аа дальнейшим текстом. 

В 

л 
F 

С 

Ч е р т . 10. 
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место, ибо если в т р е у г о л ь н и к е АА'В' сумма всех т р е х у г л о в 
р а в н а г. — а, то в т р е у г о л ь н и к е AB'А" о н а р а в н а - — 2а, в т р е 
у г о л ь н и к е АА"В" она м е н ь ш е тс— 2а ( п р о д л о ж е н и е 2 0 ) * и т. п . , 
п о к а она, наконец , н е станет о т р и ц а т е л ь н о й и п р и э т о м обнарулсит 
н е в о з м о ж н о с т ь о б р а з о в а н и я т р е у г о л ь н и к а . П е р п е н д и к у л я р CD 
можот о к а з а т ь с я и м е н н о тем, до которого все п е р п е н д и к у л я р ы н а 
точек , л е ж а п щ х ближе к А, пересекают AB; во в с я к о м случае п р и 
п е р е х о д е от п е р е с е к а ю щ и х к н о п е р е с е к а ю щ и м т а к о й п е р п е н д и к у л я р 
д о л ж е н существовать *. Т е п е р ь и з точки F п р о в е д е м л и н и ю FE,. 
образующую с FG о с т р ы й у г о л EFG и и м е н н о с т о й стороны, 
с к о т о р о й л е ж и т т о ч к а А. И з какой-либо т о ч к и H л и н и и FE опу
стим н а АС п е р п е н д и к у л я р ЕК, продоллсение к о т о р о г о , следова
тельно , д о л ж н о п е р е с е ч ь AB где-либо в В®; он образует , т а к и м 
образом, т р е у г о л ь н и к АКБ, в н у т р ь к от ор ого в х о д и т п р о д о л ж е н и е 
л и н и и FE и потому оно д о л ж н о встретить г и п о т е н у з у AB где-либо» 
в Ж. Т а к к а к OFE есть п р о и з в о л ь н ы й у г о л и м о ж е т быть в з я т 
сколь угодно малым, то [линия] FG п а р а л л е л ь н а AB и AF—p ( п р е д 
л о ж е н и е 16 и 18). 

Л е г к о усмотреть , что с у м е н ь ш е н и е м р у г о л а в о з р а с т а е т , п р и 
б л и ж а я с ь п р и р = 0 к - j т. Я; с в о з р а с т а н и е м р у г о л а уменьшается , . 

* Ссылка и здесь, как я в предложения 21, должна быть сделапа на пред
ложение 19. Существенно то, тго сумма углов треугольника, разбитого трансвер-
салыо на два составляющих треугольника, всегда меньше, нежели сумма углов, 
любого из этих составлявших троугольтопсов. Фактически это было уже обнару
жено при доказательство предложения 22. Там было показано, что в треугольнике-
AGF, разбитом трансверсалыо j АЕ па треугольник AGE с суммой углов я — * 
п треугольник AEF о суммой углов 7с — ß, сумма внутренних углов равна, 
т: — а — ß. В случае, с которым мы здесь имеем дело, сумма углов треуголь
ника АА"В" поэтому меньше, нежели в.;треугольнике АА"В'. 

* Это докапывается таге же, как и существование параллели [см. предложение 
16 к к нему примечание 8 (стр. 129)]. Принимая это, Лобачевский обнаруживает, что» 
луч FG действительно параллелен лучу AB, т. е. что всякий луч FH, проходя
щий внутри угла GFA, встречает AB. 

0 Это следует из того, что перпендикуляр ЕЕ выходаи" 
из точки К, лежащей до основания первого, не встречаю
щего AB перпендикуляра FG. 

2 Если, как на прилагаемом чертеясе, AF есть тот от
резок р, для которого П (р) — а ( = /_ BAF), и мы возьмем! 
AW < AF, то луч AB будет встречать перпендикуляр E'G', 

Р а потому луч AB', параллельный E'G', будет проходить. 
выше AB, т. е. при AF' < AF имеем П {AF') > Ц (AF)~ 

Итак, П (р) есть монотонная функция от р, убывающая с возрастаниемр и, следо
вательно, возрастающая с 'убыванием р. Как было доказано выше (предложение 28)^ 



H. II. ЛОБАЧЕВСКИЙ —«ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ» U3 

в с е более п р и б л и ж а я с ь к н у л ю п р н # = оо. Т а к к а к с о в е р ш е н н о 

п р о и з в о л ь н о , к а к о й у г о л р а з у м е т ь п о д символом П ( р ) , к о г д а л и н и я ^ 

в ы р а ж а е т с я о т р и ц а т е л ь н ы м ч и с л о м , то м ы п р и м е м [1ÛJ 

1 I ( P ) - | - I I ( - J P ) = : S 

к а к о в о е р а в е н с т в о д о л ж н о и м е т ь место д л я всех з н а ч е н и й р, ка-к, 
п о л о ж и т е л ь н ы х , т а к и о т р и ц а т е л ь н ы х , а т а к ж е д л я р — 0. 

24) Чем далее параллельные линии продолоюаются в сторону парал
лельности, тем более, они друг к другу приближаются. 

К п р я м о й AB (черт. 11) в о с с т а в и м д в а п е р п е н д и к у л я р а АО —BD 
и к о н е ч н ы е и х т о ч к и с о е д и н и м п р я м о й л и н и е й [CD). Т о г д а че

т ы р е х у г о л ь н и к CABD будет 
и м е т ь д в а п р я м ы х у г л а п р и 
А к В, а п р и С ж D — д в а ост
р ы х у г л а (предложение- 22) * 
к о т о р ы е р а в н ы м е ж д у собой, 
к а к в э т о м л е г к о убедиться , 
н а л а г а я этот ч е т ы р е х у г о л ь 
н и к н а самого себя так , что
бы л и н и я BD у п а л а на АС, 

•а АС—па BD. Р а з д е л и м AB п о п о л а м и в точке д е л е н и я Е вос
с т а в и м п е р п е н д и к у л я р EF к AB. О н д о л ж е н быть т а к ж е п е р п е н 
д и к у л я р е н к CD, потому ч т о ч е т ы р е х у г о л ь н и к и CAEF и FEBD 
п о к р ы в а ю т д р у г д р у г а , е с л и н а л о ж и м и х д р у г па д р у г а так , 
ч т о б ы л и н и я FE осталась в т о м лее п о л о ж е н и и [ и ] . В с л е д с т в и е 
этого л и н и я CD не м о ж е т быть п а р а л л е л ь н а AB*, п а р а л л е л ь ж е 
хс п о с л е д н е й в т о ч к е С, и м е н н о CG, д о л ж н а быть н а к л о н е н а в сто
р о н у AB ( п р е д л о ж е н и е 16) и отсечет от п е р п е н д и к у л я р а BD ч а с т ь 

при этом возрастании функция П (р) должна проходить -через все утлы, меньшие 
гг ~-; поэтому П (р) стремится к * к, когда р стремится к пулю. И обратно, убы
вая с возрастанием р, функция П (р) должна проходить через все сколь угод
но малые углы; опа стремится поэтому к нулю, когда р неограниченно воз
растает. 

* Ссылку па предложение 22 нуясно относить к концу его, где устанавли
вается, что в дальнейшем исследование будет производиться на ОСНОЕО допущения, 
•что сумма углов треугольника меньше те, а потому сумма углов в •четырехуголь-
.иике меньше 2л. 

* По предложению 22. 
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BU < СЛ. Т а к кат; т о ч к а С в ы б р а н а на л и н и и CG- произвольно , , 

то отсюда следует , что CG том более п р и б л и ж а е т с я к ЛВ, ч е м 

далее мы ее п р о д о л ж а е м [ 1 2 ] . 

25) Jler, прямые .нити, параллельные, третьей, параллельны между 

собой. 

П р и м е м сначала , что т р и л и н и и AB, Cl) и ЕЕ (черт. 12) л е ж а т 

в одной плоскости . Е с л и д в е из н и х н о п о р я д к у AB и CD п а р а л -

в п у т р и угла ВАС, д о л ж н а п е р е с е ч ь [линию] ЕЕ, п а р а л л е л ь н у ю 

AB, где-либо в Н, сколь бы лгал н п был у г о л ВАН; следовательно , 

CD пересечет в т р е у г о л ь н и к е АЕН л и н и ю АН где -либо в так 

к а к она не может в с т р е т и т ь с я с EF. Е с л и бы АН п р о х о д и л а и з 

точки А в н у т р и у г л а С AG, то она д о л ж н а б ы л а бы в т р е у г о л ь 

н и к е GAG пересечь п р о д о л ж е н и е CD где -либо м е ж д у т о ч к а м и С 

* To-есть лежащей впо полосы, ограничиваемой первыми двумя параллелями. 
* Обращаясь к доказательству этого продлолгения, нужно прежде всего заме

тить, что прямыо AB к CD встретиться пе могут, яотому что из точка и х 
пересечения, если бы таковая существовала, выходили бы два луча, параллельные EFy 

что не может имогь места (см. сноску 8 на стр, 83). Остается, таким образом, обнару
жить, что AB есть граничный луч, по встречающий CD\ это автор к выполняет. 

0 Угол DCE есть угол параллельности, соответствующий расстоянию СЕ, 
а потому оп мепыпе прямого. 

G 

D 

F 
л е л ь н ы к р а й н е й * л и н и и ЕЕ, 

то AB и CD т а к ж е п а р а л л е л ь н ы 

м е ж д у собой. Ч т о б ы это обнару

ж и т ь *, о п у с т и м и з п р о и з в о л ь н о й 

т о ч к и А к р а й н е й л и н и и AB иа 

д р у г у ю к р а й н ю ю ЕЕ п е р п е н д и 

к у л я р АЕ, к о т о р ы й пересечет 

среднюю л и н и ю CD в н е к о т о р о й 

точке С ( п р е д л о ж е н и е 3) п о д уг

л о м ВСЕ< -V - со стороны па

р а л л е л и CD к EF ( п р е д л о ж е 

ние 2 2 ) ° . П е р п е н д и к у л я р AG, 

о п у щ е н н ы й и з т о й ж е т о ч к и „1 

на CD, д о л ж е н у п а с т ь в н у т р и 

о т в е р с т и я острого у г л а ACQ 

( п р е д л о ж е н и е 9); в с я к а я д р у г а я 

л и н и я АН, п р о в е д е н н а я и з А 
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и О. Отсюда следует , что AB и CD п а р а л л е л ь н ы ( п р е д л о ж е н и я 
16 и 18). 

Е с л и п р и м е м , что обо в н е ш н и е л ш ш н AB и EF л а р а л л о л ь н ы 
с р е д и н а СО, то к а ж д а я л и н и я АК, п р о в е д е н н а я па т о ч к и А 
в н у т р и у г л а ВАЕ. п е р е с е ч е т л и н и ю CD где -либо в ТОЧКИ А', 
с к о л ь б ы м а л шг б и л у г о л ВАК. Н а п р о д о л ж е н и и АК вопьмем 
п р о и з в о л ь н о т о ч к у L и с о е д и н и м со с С л и л и е й CL, к о т о р а я пере 
сечет EF гдо-лнбо в М, в с л е д с т в и е чего образуется т р е у г о л ь н и к ЛГСЕ. 
П р о д о л ж е н и е л и н и и ЛЬ в н у т р ь т р е у г о л ь н и к а 2£СЕ не м о ж е т 
в т о р и ч н о п е р е с о ч ь н и АС, н н СМ; с л е д о в а т е л ь н о , оно д о л ж н о 
в с т р е т и т ь EF где -либо 
в Е; п о э т о м у А В л EF 
в з а и м н о п а р а л л е л ь н ы . 

П у с т ь т е п е р ь п а р а л 
л е л и AB и CD (черт. 13) 
л е ж а т в д в у х п л о с к о 
стях , п е р е с е ч е н и е к о -
то ]эыхесть л и н и я EF*. 
И з п р о и з в о л ь н о й точ
к и Е п о с л е д н е й опу
стим п е р п е н д и к у л я р 
ЕА п а одну п з д в у х 
п а р а л л е л е й , н а п р и м е р н а AB; з а т е м из о с н о в а н и я А п е р п е н д и 
к у л я р а ЕА о п у с т и м в н о в ь п е р п е н д и к у л я р АС н а в т о р у ю п а р а л 
л е л ь CD и с о е д и н и м к о н ц ы Е и С обоих п е р п е н д и к у л я р о в 
л и н и е й ЕС. У г о л ВАС д о л ж е н б ы т ь острым ( п р е д л о ж е н и е 22); 
с л е д о в а т е л ь н о , п е р п е н д и к у л я р CG-, о п у щ е н н ы й п з С н а AB, п а д а е т 
в т о ч к у G п о ту с т о р о н у от CA, в к о т о р о й с ч и т а е м ли ни л AB 
и CD п а р а л л е л ь н ы м и . К а ж д а я л и н и я ЕЕ, с к о л ь б ы м а л о она н и 
о т к л о н я л а с ь от EF, л е ж и т с ЕС в плоскости , к о т о р а я д о л ж н а 
п е р е с е ч ь плоскость д в у х п а р а л л е л е й AB п CD в д о л ь н е к о т о р о й 
л и н и и CH. Эта п о с л е д н я я л и н и я п е р е с е к а е т где -либо AB ц и м е н н о 
в т о й ж е т о ч к е Е, к о т о р а я п р и н а д л е ж и т в с е м т р е м п л о с к о с т я м 

Ч е р т . 13. 

* Отсюда уже следует, что линии AB и EF но пересекаются: через общую 
их. точку, если бы таковая существовала, необходимо проходила бы и прямая ÇD 
потому что три прямые AB, CD и FF лежат попарно в одной плоскости; но это 
не может иметь места, так как линии AB и CD параллельны. 
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и ч е р е з которую необходимо п р о х о д и т т а к ж е л и н и я ЕН; следова
тельно , EF п а р а л л е л ь н а AB. П о д о б н ы м ж е о б р а з о м м о ж н о обна
р у ж и т ь п а р а л л е л ь н о с т ь л и н и й EF и CD. 

Сообразно «тому предполоясоние , что л и н и я ЕЕ п а р а л л е л ь н а 
о д н о й из д в у х д р у г и х п а р а л л е л ь н ы х м е ж д у собой [линий] AB и 
CD, о значает не что и н о е , к а к то , что ЕЕ р а с с м а т р и в а е т с я к а к 
пересечение д в у х п л о с к о с т е й , в к о т о р ы х леясат п а р а л л е л и AB и 
CD. Поэтому д в е л и н и и п а р а л л е л ь н ы м е ж д у собой, если они па
р а л л е л ь н ы о д н о й и т о й ж е т р е т ь е й л и н и и , х о т я бы они леягали 
и в р а з л и ч н ы х п л о с к о с т я х . П о с л е д н е е п р е д л о я г е н и е м о ж н о в ы р а 
з и т ь т а к ж е с л е д у ю щ и м о б р а з о м : три плоскости пересекаются по 
линиям, которые все между собой параллельны, поскольку предпола

гается параллельность двух из них. 

26) На поверхности шара противолежащие друг другу треуголь
ники имеют одинаковую площадь. 

П о д п р о т н в о л о ж а щ и м и д р у г д р у г у т р е у г о л ь н и к а м и м ы р а з у 
меем здесь такие , к о т о р ы е образуются п е р е с е ч е н и е м п о в е р х н о с т и 

в в' 

Ч о р т . 14. 

ш а р а [теми же] п л о с к о с т я м и по обе с т о р о н ы ц е н т р а ; в т а к и х тре

у г о л ь н и к а х с т о р о н ы и у г л ы имеют п о э т о м у п р о т и в о п о л о и ш ы е 

н а п р а в л е н и я . 

В п р о т и в о л е ж а щ и х д р у г д р у г у т р е у г о л ь н и к а х ABC и А'В'С 
(черт. 14, на к о т о р о м о д и н и з т р е у г о л ь н и к о в н у ж н о себе п р е д 

с т а в и т ь и з о б р а ж е н н ы м в п о в е р н у т о м в и д е ) с т о р о н ы AB —А'В', 
ВС —В'С, CA —C'A' и и х у г л ы п р и т о ч к а х А, В, С т а к ж е р а в 

н ы соответствующим у г л а м в д р у г о м т р е у г о л ь н и к е п р и т о ч к а х 

А', В', С. П р е д с т а в и м себе плоскость , п р о х о д я щ у ю ч е р е з т р и т о ч к и 

А, В, С, и п е р п е н д и к у л я р , о п у щ е н н ы й н а э т у п л о с к о с т ь и з цен-
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т р а нгара; п р о д о л ж е н и я этого п е р п е н д и к у л я р а в обо с т о р о н ы пе

р е с е к у т п р о т и в о л е ж а щ и е д р у г д р у г у т р е у г о л ь н и к и в т о ч к а х I) и 

D' ж а р о в о й п о в е р х н о с т и . Р а с с т о я н и я т о ч к и D от т о ч е к А, В, С 

н а с ф е р е в д у г а х б о л ь ш и х к р у г о в д о л л ш ы б ы т ь р а в н ы ( п ре д -

л о ж е г а ю 12) к а к м е ж д у собой, т а к и р а с с т о я н и я м D'A', В'В' 

D'C в д р у г о м т р е у г о л ь н и к е (предлолсение 6) ; с л е д о в а т е л ь н о , 

р а в н о б е д р е н н ы е т р е у г о л ь н и к и , р а с п о л о ж е н н ы е ' в о к р у г точек D и 

D' в обоих с ф е р и ч е с к и х т р е у г о л ь н и к а х ABC и А'В'С' к о н г р у 

э н т н ы д р у г д р у г у . 

Чтобы вообще судить о р а в е н с т в о д в у х п о в е р х н о с т е н * , п р и н и 

м а ю за основу следующее п р е д л о ж е н и е : две поверхности равны, 

если они образуются составлением ила, отделением равных частей *. 

27) Трехгранный телесный угол равен полусумме его двугранных 

•углов без прямого®. 

* В оригинале сказано «Oberflächen» (поверхностен); в действительности 
здесь идет речь о равенстве площадей (т. с. о равновеликости) двух фигур. Во 
всех своих сочинениях Лобачевский называет две фигуры или два тела равными, 
когда они, по современной терминологии, равновелики. Напротив того, когда они 
конгруэнтны, оп на немецком языке называет их «congruent», на русском — «оди-
яаковымн» (см. примечание 5). 

* На это предложение по следует смотреть как на определение равновеликих 
фигур. Лобачевский им пользуется только в точном соответствии с его выраже
нием, приведенным в тексте: показав в каждом случае, что две фигуры могут быть 
получены составлением или отделением одинаковых частей, Лобачевский отсюда 
заключает, -что эти фигуры равновелики. Обратное предложение в таком общем 
виде вовсе несправедливо, т. о. но всякие две равновеликие фигуры могут быть 
составлены из конечного числа конгруэнтных частей. Впрочем, равновеликие пря
молинейные фигуры (многоугольники) всегда допускают разбиение на конгруэнт
ные фигуры. Об этом см. В. Ф. К а г а н — О преобразовании многогранников, 
•2-е изд., ГТТИ, М о с т а — Ленинград, 1933. 

1 3 Трехгранный угол, как и всякий телесный- угол, измеряется площадью той 
части сферы единичного радиуса, которую он на ней вырезывает. Площадь сфе
рического треугольника выражается числом A -4- В -+- С — т:, 
где А, В, С суть углы треугольника. Сообразно атому пред
ложение, о котором идет речь, долясно было бы гласить: 
«трехгранный телесный угол равен сумме его двугранных 
углов без двух .прямых». Расхождение обусловливается тем, 
что Лобачевский выражает площадь сферы не числом 4т: 
•а числом 2т: в особого рода единицах. Именно: часть сферы, ко
торую на ней вырезывает двугранный угол а, имеющий ребро 
па каком-либо диаметре сферы, Лобачевский всегда выражает числом а. Если это 
угол в один градус, то Лобачевский называет соответствующий вырезок граду
сом (сферы), вся сфера при его (центезимальном) делении содержит 400°. Если 
линейный, а вместе с том и двугранный углы, как в настоящем сочинении, изме
ряются в радианах, то вся сфера выражается числом 2г., 

Эвж. 45S. H. И. Лобачевский, т. I. 7 
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В сферическом треугольнике ЛВС (черт. .15), в котором каж
д а я сторона < г., обозначим углы через .1 , В, С, продолжим сто
рону ЛВ так, что образуется полный круг ЛВЛ'В'Л, который 
разделит сферу на дие равные части. В той половине, в которой 
находится треугольник ЛВС, продолжим еще две другие стороны 
за точку их взаимного пересечения С д о п х пересечений с кругом 
в Л' п ./!'. .Этим полусфера разобьется па четыре треугольника 

ЛВС, ЛСВ', В'СЛ', Л'СВ, величины 
которых пусть будут Р , X, Y, Z. 
Яспо, что з д е с ь * 

г + х = п, 

Р-У'А=Л. 

Величина сферического треуголь
ника Y равна величине противоле
жащего ему треугольника ЛВС, в 
котором .сторона ЛВ общая с тре-
угольппком В, а третпй угол С' ле
жит при коночной точко диаметра 
сферы, идущего от С чс2:ез центр 

сферы D (предложение 20). Отсюда следует, что B-\-Y=C;. 
а так как P-f-AT-j- Y-\-Z—r,, то мы получаем также 

2 > = ~ ( Л + Л - | - 6 ' - * ) . 

К тому жо результату молено прнтти такжо п другим: путем, опи
раясь только па предложение , приведенное выше относительно 
равенства площадей (щэедложепио 20). 

В сферическом треугольнике ЛВС (черт. 16) разделим стороны 
ЛВ и ВС пополам п через точки деления D и Е проведем боль
шой круг; пз точек Л, В, С опустим на этот круг перпендику
ляры AF, ВН и CG*. Если перпендикуляр из В надает в i f 
между D и Е, то образующийся таким образом треугольник BBS 

* Троугольшпси Р и X образуют сферические «вырезок», который Лобачев
ский (кале выяснено в споско ° на предьщущеИ стратгце) выражает тем же числом, 
что л угол Б. 

* Точнее, окрул:пости больших кругов, перпендикулярные к DE. 
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р а в е н AF.D, а ВНЕ р а в е н EGC ( п р е д л о ж е н и и С п 15) ; отсюда 
с л е д у е т , что площадь- т р е у г о л ь н и к а ABC р а в н а п л о щ а д и четырех 
у г о л ь н и к а ЛЕСС ( п р е д л о ж е н и е 2G)*. Е с л и т о ч к а H с о в п а д а е т 
с с е р е д и н о й 27 . стороны ВС (черт . 17), то о б р а з у ю т с я т о л ь к о д в а 
р а в н ы х п р я м о у г о л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а ЛЕВ и BDE, з а м е щ а я кото
р ы е д р у г д р у г о м , д о к а ж е м р а в е н с т в о п л о щ а д е й т р е у г о л ь н и к а ABC 
и ч е т ы р е х у г о л ь н и к а ЛЕЕ С. Е с л и , паконоц , т о ч к а II п а д а е т вне 

т р е у г о л ь н и к а ЛВС (черт. 18), 
то м ы п е р е й д е м от т р е у г о л ь н и к а 
ЛВС к ч е т ы р е х у г о л ь н и к у AFGC, 
п р и с о е д и н я я т р е у г о л ь н и к JP-Л 

.Q —DBH и о т н и м а я з а т е м т р е 
у г о л ь н и к CGE — EBH. 

Ч о р т . 10. 

Ч е р т . 17. Ч е р т . 18. 

Е с л и в с ф е р и ч е с к о м ч е т ы р е х у г о л ь н п к о AFGC п р е д с т а в и м 
себе б о л ь ш и е к р у г и , п р о х о д я щ и е ч е р е з т о ч к и Л и G и ч е р е з F 
и С, то д у г и п о с л е д н и х меяеду AG и FC р а в и ы (предлоясенне 
15) ; п о э т о м у к о н г р у э н т н ы т а к ж е т р е у г о л ь н и к и F АС и A CG ( п р е д 
л о ж е н и е 15), и угол F АС р а в е н у г л у AGG. 

Отсюда следует , что в о в с е х п р е д ы д у щ и х с л у ч а я х сумма всех 
т р е х у г л о в сферического т р е у г о л ь н и к а р а в н а сумме обоих р а в н ы х 

* Треугольники ADV н BDH симметричны отпоептслыю точки D; такие сим
метричные фигуры всегда могут быть приведены в положение, при котором они 
будут противолелсать друг другу па сфере; поэтому находит себе применение 
предложение 26. 
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у г л о в в ч е т ы р е х у г о л ь н и к е , з а и с к л ю ч е н и е м обоих п р я м ы х у г л о в *. 

Т а к и м образом, д л я к а ж д о г о с ф е р и ч е с к о г о т р е у г о л ь н и к а , в кото

ром сумма т р е х у г л о в есть S, м о ж н о н а й т и ч е т ы р е х у г о л ь н и к с 

той ж е п л о щ а д ь ю , в к о т о р о м имеются д в а п р я м ы х угла , д в е р а в 

ные п е р п е н д и к у л я р н ы е [к основанию] с т о р о н ы , а к а ж д ы й и з д в у х 

о с т а л ь н ы х у г л о в р а в о п -g- S. 

П у с т ь т е п е р ь ABCD (черт . 19) будет с ф е р и ч е с к и й ч е т ы р е х 

у г о л ь н и к , в к о т о р о м с т о р о н ы AB —DC п е р п е н д и к у л я р н ы к ВС 
и к а ж д ы й и з у г л о в п р и А н D р а в е н —S. П р о д о л ж и м с т о р о н ы 

AD и ВС ' д о и х п е р е с е ч е н и я в Е п д а л е е з а т о ч к у Е, сделаем 

Р 

Ч е р т . 19. 

DE — EF п н а п р о д о л ж е н и е ВС опустим п е р п е н д и к у л я р FG. Всю 
д у г у BG р а з д е л и м п о п о л а м и точку д е л е н и я 3 с о е д и н и м д у г а м и 
б о л ь ш и х к р у г о в с А и F. Т р е у г о л ь н и к и EFG и ВСЕ к о н г р у э н т н ы 
( п р е д л о ж е н и е 15); следовательно , FG=DC — AB. Т р е у г о л ь н и к и 
ABS и SQF т а к ж е к о н г р у э н т н ы , т ак к а к о н и — п р я м о у г о л ь н ы е 
и имеют р а в н ы е к а т е т ы ; с л е д о в а т е л ь н о , [дуги] AS и SF п р и н а д 
л е ж а т одному к р у г у , д у г а AEF р а в н а к * , ADEF т а к ж е = я, у г о л 
SAD = EFE = -J- S—ВАЛ= ~S— EFG = - \ £—SEE — EFG= 
« - 2 - Я — J Ï J L D — к + следовательно , у г о л EFE=-~(S — r) ^, 

* To-есть двух равных углов, которые остаются по исключении двух прямых 
углов четырехугольника. 

* Так как большие круги AKF и ADF пересекаются в противоположных 
точках сферы (А и F). 

® EFO = EDO = т. — ADO. 
Я Из полученного уравнения EAD = ^S—HAD — г. - f i S находим 

.SUD =-£•(>? — ~), a потому то же значение нмеот и угол ЛЕЕ, а следовательно 
и сферический вырезок AHFDA, как это и выражепо в тексте. 
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и л и , ч т о то ж е , р а в е н в е л и ч и н е в ы р е з к а AÏÏFDA, к о т о р ы й в свою 
о ч е р е д ь р а в е н ч е т ы р е х у г о л ь н и к у ABCD; это л е г к о у см о тр еть , если 
п е р е й т и от одного к д р у г о м у , п р и б а в л я я сначала [к в ы р е з к у ] т р е 
у г о л ь н и к EFG, а з атем [ треугольник] BAR и о т н и м а я п о е л о 
этого р а в н ы е и м т р е у г о л ь н и к и DGF и HFG. Сообразпо э т о м у 

— г) есть в е л и ч и н а ч е т ы р е х у г о л ь н и к а ABCD, а вместе с т ем 
и в е л и ч и н а сферического т р е у г о л ь н и к а , в к о т о р о м с у м м а т р е х 
у г л о в р а в н а S[iS]. 

28) Если три плоскости пересекаются по параллельным линиям, 
то сумма трех двугранных углов [ими образуемых] равна двум 
прямым. 

П у с т ь АА', ВВ', CG' (черт . 20) будут п а р а л л е л ь н ы е л и н и и , 
о б р а з о в а н н ы е п е р е с е ч е н и е м п л о с к о с т е й ( п р е д л о ж е н и е 25). В о з ь -

Ч е р т . 20. 

м е м и а н и х п р о и з в о л ь н о т р и т о ч к и А, В, С и п р е д с т а в и м себе 
п р о х о д я щ у ю ч е р е з н и х п л о с к о с т ь , к о т о р а я , с л е д о в а т е л ь н о , п е р е 
секает п л о с к о с т и п а р а л л е л е й п о п р я м ы м лгшпям AB, АС и ВС. 
З а т е м ч е р е з п р я м у ю АС и к а к у ю - л и б о точку D н а л и н и и ВВ' 
п р о в е д е м еще о д н у п л о с к о с т ь , к о т о р а я пересечет д в е п л о с к о с т и 
п а р а л л е л е й АА' и ВВ', CG' и ВВ' п о л и н и я м АЕ и DC; н а к л о 
н е н и е э т о й плоскости к т р е т ь е й п л о с к о с т и п а р а л л е л е й АА' и СС 
о б о з н а ч и м ч е р е з iv. У г л ы м е ж д у п л о с к о с т я м и , в к о т о р ы х л е ж а т 
п а р а л л е л и , обозначим ч е р е з X, Y, Z соответственно линиям АА', 
ВВ', СС ; п у с т ь , далее , п р я м о л и н е й н ы е у г л ы BDC = a, ADC — b, 
ADB —с. П р е д с т а в и м себе о п и с а н н у ю в о к р у г т о ч к и А к а к ц е н т р а 
ш а р о в у ю п о в е р х н о с т ь ; ее п е р е с е ч е н и я с п р я м ы м и AC, AD, АА' 
о п р е д е л я т с ф е р и ч е с к и й т р е у г о л ь н и к со с т о р о н а м и р, а и г , 
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в е л и ч и н а к о т о р о г о " п у с т ь оудет я * ; в пом п р о т и в о л е ж а т сторопе 
<] угол V, сторопе г у г о л X, а с л е д о в а т е л ь н о , стороне р [проти
в о л е ж и т угол] r.-\-2a—w— Хэ ( п р о д л о ж о ш ю 27). Т а к и м ж е об
р а з о м [прямые] CA, CD, СС", п е р е с е к а я ш а р о в у ю п о в е р х н о с т ь 
в о к р у г центра С, о п р е д е л я ю т [па neii j т р е у г о л ь н и к в е л и ч и н ы 
,3 со сторонами р', </', г' и у г л а м и : w п р о т и в q', Z п р о т и в 
г ' и , следовательно , — — Z п р о т и в р'. Н а к о н е ц , пересече 

н и я м и ш а р о в о й п о в е р х н о с т и в о к р у г D с л и н и я м и DA, DB, DG 
о п р е д е л я е т с я с ф е р и ч е с к и й т р е у г о л ь н и к со с т о р о н а м и I, те, п, ко 
т о р ы м п р о т и в о л е ж а т у г л ы w-\-Z—23, w-\~X—2--Ж 9 и Y; следо
вательно , в е л и ч и н а этого т р е у г о л ь н и к а 3 = - * - (A.'-f- Y-\-Z — s)— 
— с. — 3 С у м е н ь ш е н и е м w у м е н ь ш а е т с я т а к ж е в е л и ч и н а тре
у г о л ь н и к о в а и ß, так что a - j - ß — w м о ж е т быть сделано м е н ы п о 
любого дапного числа . В т р е у г о л ь н и к е о с т о р о н ы I и m т а к ж е 
могут быть у м е н ь ш а е м ы до у н и ч т о ж е н и я ( п р е д л о ж е н и е 21). Сле
довательно , т р е у г о л ь н и к 2 м о ж е т быть отаюжен о д н о й пз своих 
с т о р о н I и m п о б о л ь ш о м у к р у г у с ф е р ы с к о л ь к о у г о д н о р а з 
я все-таки но з а п о л н и т п о л у с ф е р ы ; п о э т о м у 3 исчезает вместе 
с « i l ; отсюда следует , что необходимо доляспо б и т ь X - j - Г - j -

* To-есть площадь. 
* Читателю удобное будет следить не по черт. 20 в тексте Лобачевского, 

& по прилагаемому чертежу, где добавлены обозначения, пводимые в тексте. 
° Если искомый третий 

угол обозпачим через ?, то в 
силу предложения 27 а = 
= 4 (w + X + > — 1»), откуда 

S="n: + 2 o — w — X . 
2 Легко видеть, что сто

роне I противолежит угол, 
смежный с тем, который на 
сфере С противолежит сто-
ропо р'. Точно так же сто
роне m противолежит угол, 
смоясный с тем, который на 
сфере А противолежит сто
ропе р. 

I ЛобаЧевскггй хочет сказать, что при неограниченном убывашш двух сто
рон I и m сферического треугольника, которое имеет место, когда точка D 
беспредельно удаляется по параллели ВВ', его плогдадь 6 стремчтася к нулю 
(неограниченно убывает отношение 5 к площади полусферы). В равенстве 
- j (X -f- ,T-\-Z — т:) = о + §- | - В — w правая часть стреляется к пулю, а левая 
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29) В •прямолинейном треугольнике перпендикуляры, вомтпвлен-
пый пз середин сторон, либо [вовсе] не встречаются, либо псе три 
пересекаются п оОнои точке*. 

П р е д п о л о ж и м , что в т р е у г о л ь н и к е ABC (черт . 21) п е р п е н д и к у 

л я р ы ED и DF, в о с с т а в л е н н ы е к сторонам AB и ВС л з и х с е р е д и н 

Е и Е, п е р е с е к а ю т с я в точке D; в н у т р и у г л о в т р е у г о л ь н и к а 

п р о в е д е м л и н и и DA, DB, DC. 

В р а в н ы х т р е у г о л ь н и к а х ADE nBDE ( п р е д л о ж е н и е 10) AD — BD; 
т а к ж е з а к л ю ч а е м , ч т о BD —CD; следовательно , ADC есть р а в н о 

б е д р е н н ы й трез ' гольник , а п о т о м у п е р 

п е н д и к у л я р , о п у щ е н н ы й и з в е р г л л н ы D 
п а о с н о в а н и е АС, п а д а е т в с е р е д и н у 

п о с л е д н е г о G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о не м е н я е т с я л п том 

с л у ч а е , если точка п е р е с е ч е н и я D дг.ух 
п е р п е н д и к у л я р о в ED л FD п а д а е т п а 

самую л и н и ю А С и л и вне т р е у г о л ь н и к а . 

Е с л и п о э т о м у п р и м е м , ч т о д в а п з этих 

п е р п е н д и к у л я р о в лс п е р е с е к а ю т с я , т о л Ч е р т . 21. 

т р е т п й не м о ж е т с п и м п в с т р е т и т ь с я 

30) Перпендикуляры, восставленные к сторонам прямолинейного 
треугольника из их середин, должны быть все три друг другу парал
лельны, если предположим параллельность двух из mix*. 

сохраняет постоянное значение, которое поэтому не может бить отличным 
от нуля. 

* В евклидово)! плоскости около всякого трсуголънтаса можно описать окруж
ность; нерпепдтсулнры, восставленные к сторонам треугольника на их середпп, 
всегда пересекаются и. притом в одной точке, которая и служит центром ошг-
caHHOlt около Треугольника окрултостн. В псевклидовой геометрик Лобачевского 
дело обстоит иначе: если в поевклидовой плоскости дна и з этих перпендикуля
ров пересекаются, то через точку их пересечения необходимо проходит и третий 
перпендикуляр; точка пересечения есть центр описанной окружности. Но может 
случиться, что два перпендикуляра вовсе ие пересекутся; в таком случае не 
пересекаются никакие два из трех перпендикуляров: описанной около треуголь
ника окружности по существует. 

* Согласно предыдущей теореме эти три перпендикуляра могут друг с другом 
не пересекаться. В этом последнем: случае любые два из них представляют собой 
либо параллельные, либо расходящиеся прямые. Настоящее предложение утвер-
ясдает, что если два из трех перпендикуляров параллельны, то и все три между 
собой параллельны. 
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П у с т ь н т р е у г о л ь н и к е ЛВС (черт . 22) л и н и и DE, FG, ПК б у д у т 

п е р п е н д и к у л я р ы , восстанлеиныо к его с т о р о н а м в и х с е р е д и н а х 

D, F, И. П р и м е м п е р в о н а ч а л ь н о , что п а р а л л е л ь н ы п е р п е н д и к у 

л я р ы DE и FG, к о т о р ы е п е р е с е к а ю т л и н и ю ЛВ в L и М*. И з 

т о ч к и L в н у т р и у г л а BLE п р о в е д е м п р о и з в о л ь н о п р я м у ю л и н и ю ZCr, 

к о т о р а я д о л ж н а в с т р е т и т ь FG где-либо в G, к а к бы м а л н и был 

у г о л о т к л о н е н и я é r Z i ? ( п р е д л о ж е 

ние 16) *. Т а к к а к в т р е у г о л ь н и к е 

LG2I п е р п е н д и к у л я р ПК не мо

ж е т в с т р е т и т ь с я с Л / С 0 (предло

ж е н и е 29), то о и д о л ж е н встре

тить TjG где -либо в Р ; отсюда сле

дует , что Ä f f д о л ж н а быть п а р а л 

л е л ь н а DEQ ( п р е д л о ж е н и е 1 6 ) 

и MG ( п р е д л о ж е н и я 18 и 25). 

Е с л и п о л о ж и м с т о р о н ы ВС—2а, A.C — 2b, ЛВ=^2с, а п р о т и в о 

л е ж а щ и е этим сторонам у г л ы обозначим ч е р е з Л, В, С, то в р а с 

смотренном сейчас случав 

;1 = П ( й ) - И ( с ) , 

2? = П (а) — I I (с), 

С = П(о) + П(Ь), 

к а к в этом л е г к о у б е д и т ь с я с помощью л и н и и АЛ', ВВ', СО', кото

р ы е п р о в е д е н ы и з точек Л, В, С п а р а л л е л ь н о п е р п е н д и к у л я р у ПК, 

а следовательно, и д в у м д р у г и м п е р п е н д и к у л я р а м DE и FG (пред

л о ж е н и я 23 и 25 )2 . 

П о л о ж и м теперь , что п а р а л л е л ь н ы п е р п е н д и к у л я р ы ПК и FG; 

в таком случае т р е т и й п е р п е н д и к у л я р DE и е м о ж е т и х п е р е с е ч ь 

* Правильность этой конфигурации, на которой построено все дальнейшее 
доказательство предложения 30, разъяснено в примечании 16. 

* Здесь, Сыть может, была бы уместнее ссылка и па предложение 17: луч 
DE, параллельный FQ-, сохраняет признак параллельности и в точке L; поэтому 
луч LG необходимо пересечет FQ. 

° Ибо по условию перпендикуляры НК и MQ пе встречаются. 
Я Ибо LE ne встречает ПК по условию, а всякий луч LF, проходя2ций внутри 

угла ELIT, встречает НК. 
X Вряд ли здесь уместна ссылка на предложение 23. Ясно, что /_А'ÄD = 

= П(Ь), А'АН = П (с), откуда и вытекает первое из трех равенств; совершенно 
таким же образом устанавливаются к два других. 
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( п р е д л о ж е н и е 29); с л е д о в а т е л ь н о , он либо п а р а л л е л е н им, л и б о п е р е 

секает АЛ' * . П о с л е д н е е д о п у щ е н и е означает не что и н о е , как то , 

что у г о л С > II (a) -f- II (b) * . Е с л и 

м ы этот у г о л у м е н ь ш и м так , ч т о б ы 

он с т а л р а в е н II (a) - j - II (b) ®, со

о б щ а я д л я этого л и н и и АС н о в о е 

полоясение CQ, (черт . 23), и в е л и 

ч и н у т р о т ь е й с т о р о н ы ВО, обозна

ч и м ч е р е з 2с ' , то у г о л CBQ п р и 

т о ч к е В, к о т о р ы й возрос , долясен 

согласно д о к а з а н н о м у в ы ш е б ы т ь Ч е р т . 23. 

р а в е н П (а.) — П (с') > II (а) — П (с), 

о т к у д а следует с' > с ( п р е д л о ж е н и е 23). Однако в т р е у г о л ь н и к е ACQ 

* По условию FO II ЯК. Проводим луч АА', параллельный FO и ЕК (си. чер
теж а). Всякий луч AQ, проходящий внутри угла А'АЕ, непременно встречает ЕК, 
а потому встречает и DE в некоторой точке S. Если по 
этому луч АА' но встречает DE, то он CNry параллелен 

* Если порпендтгвуляр DE встречает луч АА 
в некоторой точке R (см. 
чертеж <5), то угол BAD или 
A'AD меньше j. Если по
этому на AD отложим отре
зок AD' Tait, что П (AD') = 
= /_A'AD, т. о. так, что 

перпендикуляр D'E' к АО 
параллелен АА', то точка!)' 
должна будет уцаегь за 
точку Л, т. е. AD' > 6, а 
D'C<.b. Но \l(D'G) = Z.D'CC, ЩСЕ) = П(а) = Z С"(Ж Поэтому С* = Ц (D'C) -f П(а); 
a так как Х>'С < Ь, то П (D'C) > П (о) и, следовательно, О > П (о) -f- П (а). 

и Установив преды;гущее неравенство, автор вращает сторону CA = 2b вокруг 
точки G по направлению к СВ. Длины а и ö остаются при этом без изменения, 
вместе с тем сохраняет свое значение и сумма 
П (а) -|- П (Ь); угол же С уменьшается. Поэтому 
паступит момепт, в который С = И (а) -)- П (Ь). 
Этот момент и изображен на черт. 23, кото
рый мы вдесь для ясности пополняем. Если 
теперь разделим угол QCB лучом СС так, 
чтобы Z.DCC = П (Ь), /_FCC = П (а), то оба 
луча DE и FQ будут параллельны СС, а по
тому будут параллельны между собой. С другой 
стороны, /_Q'QD = Z_C'CD=zU(b). Поэтому /.BQD</_QCC </, QCB; отсюда 
следует BQ > СВ. Совершенно аналогичным обрааом докажем, что BQ > QC, т. е. 
BQ = с' остается наибольшей, стороной в треугольнике BCQ. Мы находимся поэтому 
вполне в условиях уясе рассмотренного случая. Перпендикуляры DE и FQ [пере-
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у г л ы п р и А и Q р а в н ы ; п о э т о м у в т р е у г о л ь п н к е ABQ у г о л п р и Q 
д о л ж е н б и т ь больше, чем п р и точке А, с л е д о в а т е л ь н о , AJ)>BQ 
(пре д л ож е ние 9 j ; это з н а ч и т с > г/ . 

.41) Продел той линией (орициклом) мы называем такую расположеи-
пню в плоскости кривую линию, у которой все перпендикуляры, восста

вленные из середин ее хорд, парал
лельны между собой . 

В с о г л а с и и с э т и м о п р е д е л е 
н и е м м о ж н о п р е д с т а в и т ь себе обра
зование п р е д е л ь н о й л и н и и , е сл и 
будем п р о в о д и т ь к д а н н о й п р я 
мой AB (черт . 24) и з д а н н о й н а 
ней т о ч к и А. п о д р а з л и ч н ы м и 
у г л а м и CAB = 11 (а) о т р е з к и АС = 
— 2а: к о н е ц 6 ' т а к о г о о т р е з к а будет 
л е ж а т ь п а п р е д е л ь н о й .линии, точ
к и которой м о ж н о т а к и м образом 

Ч е р т . 2i. постопоино о п р е д е л я т ь . П е р п е н д и 

к у л я р BE к х о р д е АС, восставлен
н ы й и з ее с е р е д и н ы В, будот п а р а л л е л е н л и н и и AB, которую м ы 
будем п а з ы в а т ь осью предельной линии. Т а к и м лее о б р а з о м к а ж д ы й п е р 
п е н д и к у л я р EG, носставлепиый пз с е р е д и п ы к а к о й - л и б о х о р д ы АН, 
будет п а р а л л е л е н AB; п о э т о м у это свойство д о л ж н о п р и н а д л е ж а т ь 
также к а ж д о м у п е р п е н д и к у л я р у KL, в о с с т а в л е н н о м у и з с е р е д и н ы К 
х о р д ы СН, м е ж д у к а к и м и бы д в у м я т о ч к а м и С и И п р е д е л ь н о й 
л и н и и она н и была п р о в е д е н а ( п р е д л о ж е н и е 30) * [ 1 7 ] . Этого р о д а 
п е р п е н д и к у л я р ы д о л ж н ы поэтому без о т л и ч и я от AB н а з ы в а т ь с я 
осями предельной линии [1а]. 

32) Круг, радиус которого возрастает, переходит в предельную линию. 
П у с т ь AB (черт. 25) будет х о р д а п р е д е л ь н о й л и н и и ; и з ее кон

ц о в А и В п р о в е д е м д в е оси АС и BD, к о т о р ы е , следовательно , 

секагот сторону QB н точках L и Ж, причем середина П стороны BQ лежит между 
шши. А так как перпендикуляры DE и FG между собой параллельны, то им 
параллелеп и третий перпендшеуляр ЖК, причем имеют место три равопства, 
установленные выше. 

* Ввиду исключительной важпостн всех соображений, содержащихся в настоя
щем предложении, они подробнее изложены с равличньгх точек зрения в приме
чаниях 17—18, которые полезно прочесть уже при первом ознакомлении с текстом. 
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о б р а з у ю т с х о р д о й д в а р а в н ы х у г л а ВАС = A.BD = а ( п р е д л о ж е 
н и е 31). На о д н о й п з э т и х осей АС в о з ь м е м где-либо т о ч к у В, 
п р и м е м ее за ц е н т р к р у г а н п р о в е д е м д у г у к р у г и AF от н а ч а л ь 
н о й т о ч к и А ооп АС д о ее п е р е с е ч е н и я с д р у г о й осью ВТ) в точке F. 
С о о т в е т с т в у ю щ и й точко F р а д и у с к р у г а FE образует н о одну сто
р о н у у г о л AFE—& с х о р д о й A F, а п о д р у г у ю с т о р о н у у г о л EFD — i 
с осью BD. Отсюда в ы т е к а е т , что с о д е р ж а щ и й с я м е ж д у д в у м я 
х о р д а м и у г о л BAF — я — 3 < 3 A-f—a * ( п р е д л о ж е н и е 22) ; следо
в а т е л ь н о , а — 3 < 4--f. О д н а к о у г о л -у у м е н ь ш а е т с я д о п у л я как 
в с л е д с т в и е д в и ж е н и я центра, Е п р и н е и з м е н н о м п о л о ж е н и и т о ч к и F 
( п р е д л о ж е н и е 2 1 ) * , т ак н в с л е д с т в и е п р и б л и ж е н и я т о ч к и F к В 
п о осп п р и н е и з м е н н о м п о л о 
ж е н и и цегсгра Е ( п р е д л о ж е н и е 22) ; 
отсюда следует , что п р н т а к о м 
у м е н ь ш е н и и у г л а •( исчезает такясе 
и у г о л а — 3, т. е. в з а и м н о е н а к л о -
п е и п о д в у х х о р д AB и AF, а вместе 
с т ем [исчезает] и р а с с т о я н и е 
т о ч к и В п а п р е д е л ь н о й л и н и и от 
т о ч к и F па к р у г е [ 1 Я ] . 

П о э т о м у п р о д е л ь н а я л п н ш г моясет н а з ы в а т ь с я т а к ж е кругом 
с бесконечно большим радиусом. 

33) П у с т ь А А' — ВВ' = х (черт . 20) будут д в е л н н п и , п а р а л 
л е л ь н ы е н сторопу от А к А', а и х п а р а л л е л и с л у ж а т осями д в у х 
п р е д е л ь н ы х д у г (дуг н а д в у х п р е д е л ь н ы х л и н и я х ) AB = s, А'В' — s' ; 
т о г д а 

.9' — se-31, 

* Осп АС и BD, проледеппые через концы хорда AB предельной линии, 
образуют с этой хордой равпые углы (теорема 4 D примечании: 17). Поэтому 
/_ BAF ==/_ ВАС—£FAE—a — fi. С другой стороны, внешний угол AFD тре
угольника ABF больше суммы внутренних с ним пе смежных углов BAF -f- ABF, 
т. е. ß -f- у ]> а — ß -\- а, что совпадает с перавепством, приведенным в тексте. Самое 
же иредлолгение о том, что внешний угол больше суммы ипутренпггх, с ним пе 
смежных, вытекает из заключительных соображений предложения 22, па которое 
Лобачевский ссылается. 

* Ссылка на предложение 21 неправильна. Из этого предложения можно 
было бы только заключить, что угол AEF стремится к нулю, когда точка Е не
ограниченно З'далястся вдоль оси АС. Угол же EFD неограниченно убывает 
потому, что луч FD параллелоп АС, и тогда луч FE встречает АС при сколь 
угодно малом угле DFE. Все рассуяедепле доведено до конца в примечании 19. 
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г д е с по зависит н н от Д}т s и н и от п р я м о й х, т . е. от р а с с т о я 

н и я Д}ТЯ я' от s. 
Чтобы это д о к а з а т ь , п р и м е м , что о т н о ш е н и е д у г и s к .<?' р а в н о 

отношению д в у х ц е л ы х ч и с е л п п иг. М е ж д у д в у м я о с я м и АА',БВ' 
п р о в е д е м еще третью ось СО', к о т о р а я , т а к и м образом , отсекает от 

д у г и AB часть AC = t, а от д у г и А'В' с т о й ж е с т о р о н ы — ч а с т ь 

А!С —Ü. П у с т ь т е п е р ь отношение t u s р а в н о о т п о ш е н ш о д в у х 

ц е л ы х чисел р и q, так что 

к-
m 

Р а з д е л и м теперь я осями н а щ р а п н ы х ч а с т е й ; т о г д а т а к и х ч а с т е й 
о к а ж е т с я mq на s' и пр и а t. М е ж д у тем эти р а в н ы е ч а с т и н а s и 
Р t соответствуют т а к ж о равным. 
о\ -'• • ту1 

ч а с т я м н а s' н if; с л е д о в а т е л ь н о , 

t .у L J Ч е р т . 26. Т а к и м образом , г д е бы м ы н и 
в з я л и д в е д у г и t ж t' м е ж д у д в у м я 

осями АА' и ВВ', о т н о ш е н и е t к if остается то ж е , п о к а м е ж д у 
н и м и остается то ж е р а с с т о я н и е х. Е с л и п о э т о м у д л я х — 1 п о л о ж и м 
s— па', то д л я любого х д о л ж н о быть 

s' =se-x *. 

Т а к к а к е есть неизвестное число , п о д ч и н е н н о е т о л ь к о усло
вию е > 1, а, с д р у г о й стороны, е д и н и ц а д л я и з м е р е н и я д л и н ы х 
может быть в ы б р а н а п р о и з в о л ь н о , то последнюю м о ж н о д л я у п р о 
щ е н и я вычислений в ы б р а т ь так , что п о д е м о ж н о будот р а з у м е т ь 
основание н е и е р о в ы х л о г а р и ф м о в . 

З д е с ь м о ж н о ' е щ е отметить , ч т о s' = 0 д л я х — оо; п о э т о м у а с р -
стояние м е ж д у д в у м я п а р а л л е л я м и ( п р е д л о ж е н и е 24) не т о л ь к о 
у м е н ь ш а е т с я , но п р и продоллеепии и х в с т о р о н у п а р а л л е л и з м а 
в к о н ц е к о н ц о в (zuletzt) с о в е р ш е н н о исчезает . П а р а л л е л ь н ы е л и н и и 
имеют, т а к и м образом, х а р а к т е р асимптот . 

* Это предложение требует обстоятельного разъяснения. Оно проведено в при
мечании 21. 
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31) Предельной поверхное>пью'.(о\та(1щ)ои) н а з ы в а е т с я п о в е р х н о с т ь , 
к о т о р а я п о л у ч а е т с я в р а щ е н и е м п р е д е л ь н о й л и н и и в о к р у г о д н о й 
и з с в о и х осей, к а к о в а я вместе со всоми д р у г и м и о с я м и п р е д е л ь н о м 
л и н и и будет т а к ж е осью п о в е р х н о с т и * . 

Хорда [ п р е д е л ь н о й п о в е р х н о с т и ] наклонена под равными углами 
к осям, -проведенным через ее конечные точки, где бы на поверхности 
эти две точки пи были взяты. 

П у с т ь А, В, С (черт. 27 ) б у д у т т р и т о ч к и на п р е д е л ь н о й п о в е р х 
н о с т и , АА' п у с т ь будет ось в р а щ е н и я , ВВ' и СС — д в е д р у г и е оси ; 
с л е д о в а т е л ь н о , -42? и АС суть х о р д ы , 
к к о т о р ы м оси н а к л о н е н ы п о д р а в н ы м и 
у г л а м и А'AB = В В А, А'АС = С С А 
( п р е д л о ж е н и е 3 1 ) * ; д в е оси ВВ' и СС, 
п р о в е д е н н ы е че]эоз к о н ц ы т р е т ь е й х о р 
д ы ВС, т а к ж е п а р а л л е л ь н ы и л е ж а т в 
о д н о й п л о с к о с т и ( п р е д л о ж е н и е 2 5 ) . П е р 
п е н д и к у л я р BD', в о с с т а в л е н н ы й и з се
р е д и н ы D х о р д ы .42? в п л о с к о с т и д в у х 
п а р а л л е л е й , д о л ж е н быть п а р а л л е л е н А 
-трем о с я м АА, ВВ', СС ( п р е д л о я с е н и я 
123 и 2 5 ) ° , т а к о й лее п е р п е н д и к у л я р 
ЕЕ' к х о р д е АС в п л о с к о с т и п а р а л л е 
л е й АА', СС будет п а р а л л е л е н т р е м С 
о е я м АА', ВВ', СС и п е р п е н д и к у л я р у Ч е р т . 27. 

ВВ'. У г о л м е я с д у п л о с к о с т ь ю , в к о т о р о й 

р а е п о л о л ; е н ы п а р а л л е л и АА' и ВВ', и плоскостью т р е у г о л ь н и к а 
ABC о б о з н а ч и м через Я ( » ) , г д е а м о ж е т быть [числом] п о л о ж я -

* Предложение 34 составляет главную основу всего дальнейшего развития 
•неевклидовой геометрии. Примечание 22 содержит тщательный его анализ и ряд 
указаний для уяепешгя дальнейшего текста. 

* Так как АА' есть ось вращения, то ВВ' и СС суть оси предельных линий, 
служащих меридианами; поэтому оси ВВ' и АА' одинаково наклонены к хорде AB, 
а оси CG' и Д.4' одинаково наклонены к хорде АС (см. примечание 17 к предло
жению 31, теорема 4). В предложения 31, на которое Лобачевский ссылается, это 
•свойство предельной лкншг, конечно, содержится, но явно не выражено. 

а Ссылка па предложение 23 вряд ли обоспована. Первое утверждение, что 
перпендикуляр DD' параллелей осям АА' и ВВ', основано на самом определении 
предельной линии (предложение 31); вследствие ггредложешгя 25 он параллелен 
также оси ОС. 
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толг.пым, о т р и ц а т е л ь н ы м ИЛИ н у л е м * . ЕСЛИ а п о л о ж и т е л ь н о ; то 

п р о в е д е м Fl) = а в н у т р ь т р е у г о л ь н и к а ABC в его п л о с к о с т и п е р 

п е н д и к у л я р н о к х о р д е AB в ее с е р е д и н е I). Е с л и а будет ч и с л о м 

о т р и ц а т е л ь н ы м , то н у ж н о п р о в е с т и FD = а в н е т р е у г о л ь н и к а п о 

д р у г у ю сторону х о р д ы - AB; если а —0, то т о ч к а F совпадает 

с В*. Во всех с л у ч а я х п о л у ч а е м д в а р а в н ы х п р я м о у г о л ь н ы х 

т р е у г о л ь н и к а AFD н DBF; с л е д о в а т е л ь н о , FA — FB. Т е п е р ь 

п.'! т о ч к и F восставим п е р п е н д и к у л я р Fl1' к п л о с к о с т и т р е у г о л ь 

н и к а ЛВС. 

Так к а к у г о л D'DF= 11(a), DF=*a, то [линия] FF' п а р а л л е л ь н а 

DD' и л и н и и FE', с к о т о р о й она [поэтому] т а к ж е л е ж и т в : о д н о й 

плоскости , л о р п е п д и к з ' л я р н о й к п л о с к о с т и т р е у г о л ь н и к а ABC0. 
Е с л и т е п е р ь п р е д с т а в и м себе п е р п е н д и к у л я р ЕК, в о с с т а в л е н н ы й 

ii EF в, плоскости п а р а л л е л е й ЕЕ' и FF', то он будот т а к ж е п е р 

п е н д и к у л я р е н к плоскости т р е у г о л ь н и к а ЛВС ( п р е д л о ж е н и е .13) 

л к л е ж а щ е й в э той п л о с к о с т и п р я м о й ЛЕ ( п р е д л о ж е н и е . 11); 

поэтому [линия] АЕ, п е р п е н д и к у л я р н а я к ЕК и ЕЕ', будет т а к ж е 

п е р п е н д и к у л я р н а к FE ( п р е д л о ж е н и е 1 1 ^ . Т р е у г о л ь н и к и AEF 
и FEC р а в н ы , к а к п р я м о у г о л ь н ы е с р а в н ы м и к а т е т а м и ; поэтому 

AF — FC — FB. П е р п е н д и к у л я р на. в е р ш и н ы F р а в н о б е д р е н н о г о 

т р е у г о л ь н и к а ВЕС н а основание ВС п р о х о д и т ч е р е з с е р е д и н у 

* Cit. примечаний 10 к предложению 23 на стр. 130. Если а есть линейный угол 
этого диугранцого угла, то оп пдиеь определяется том числом а, для которого 
П (а) = а. Этот угол может окапаться острым, прямым или Т5'пьга, соответственно 
чему, как указано в тексте, а имеет положительное, нулевое пли отрицательное 
значение. Этим способом определения угла Лобачевский в дальнейшем пользуется 
очень часто (см. примечание 24 к предложению 35, стр. 146). 

* Ом. предыдущую сноску. 
0 Плоскость D'DF перпендикулярна к прямой ЛВ, а потому перпендикулярна 

и к плоскости ЛВС [это предложение не фигурирует среди основных 15 предло
жений (см. сноску * на стр. 80), но явпо не зависит от постулата о параллель
ных линиях]. Перпендикуляр FF', восставленный к прямой DF в плоскости D'DF, 
будет перпендикулярен и к плоскости ABC (продлоясенио 13), или, иначе, пер
пендикуляр FF', восставленный из точки F и плоскости ЛВС, лежит в плос
кости D'DF. А так как /_ D'DF = П (DF), то луч DD' параллелен лучу FF'. 

3 Прямая АЕ порпездикулярна к ллншг ЕЕ'; EF есть проекция линии ЕЕ' 
на плоскость ABC; поэтому прямая АЕ перпендикулярна и EF. Казалось бы,, 
можпо было непосредственно сослаться на предложение о перпендикуляре к про
екции и к проектируемой линии. Но обычноо доказательство этого предложения 
существенно предполагает, что наклонная ЕЕ' и проектирующий перпенди
куляр FF' пересекаются. Вследствие этого Лобачевский восиолпяет ото доказа
тельство для того случая, когда луч ЕЕ' параллелен лучу FF', 
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п о с л е д н е г о G; плоскость , п р о х о д я щ а я ч е р е з этот п е р п е н д и к у л я р 
•FG п ЛИНИЮ FF', д о л ж н а быть п е р п е н д и к у л я р н а . к п л о с к о с т и 
т р е у г о л ь н и к а ABC и п е р е с е к а т ь п л о с к о с т ь п а р а л л е л е й ВВ', СС 
н о л и н и и GG", к о т о р а я т а к ж о п а р а л л е л ь н а А А' и BL" ( п р е д л о ж е 
н и е 2 3 ) ; т а к к а к т е п е р ь CG п е р п е н д и к у л я р н а к FG, а потому и 
kGG', то у г о л C'CG — B'BG ( п р е д л о ж е н и е 2;3). 

О т с ю д а следует , что д л я п р е д е л ь н о й п о в е р х н о с т и к а ж д а я п з со 
осей лелеет быть рассматриваема- к а к ось п о в е р х н о с т и p-J. 

Тливной плоскостью м ы б у д е м н а з ы в а т ь к а ж д у ю п л о с к о с т ь , п р о 
в е д е н н у ю через ось п р е д е л ь н о й п о в е р х н о с т и . С о о б р а з н о этому 
к а ж д а я главная плоскопиь сечет п р е д е л ь н у ю п о в е р х н о с т ь по п р е 
д е л ь н о й л и н и и * , м е ж д у тем к а к п р и д р з т о м п о л о ж е н и и с е к у щ е й 
п л о с к о с т и это пересеченно есть к р у г * . Т р и г л а в н ы й п л о с к о с т и , 
п е р е с е к а ю щ и е д р у г д р у г а , образуют д р у г с д р у г о м у г л ы , сумма 
к о т о р ы х р а в н а т: ( п р е д л о ж е н и е 2S) . Этн у г л ы м ы б у д е м рассма
т р и в а т ь к а к у г л ы в п р е д е л ь н о м . т р е у г о л ь н и к е , с т о р о н а м и .которых 
елуягат д у г и п р е д е л ь н ы х л и н и й , о б р а з у е м ы х п е р е с е ч е н и е м п р е 
д е л ь н о й п о в е р х н о с т и э т и м и т р е м я г л а в н ы м и п л о с к о с т я м и 0 . 

* Через ось А. 1' поверхности проведем плоскость, которая рассечет поверх
ность по некоторой лшшн AG. Как было показано. выше, луч Д Д ' можно рас
сматривать как ось, вращением вокруг которой линяя АО обра- ^ q 
зует поверхность; следовательно, АО есть предельная линия. —-
Особенно отчетливо это выясняется, если исходить из другого 
определепия предельной лишш и поверхности (примечание IS 
к предложеишо 31 и примечание 22 к настоящему предложе
нию). По этому определению О сеть точка луча СС, соотпет- , 
ствующая точке А луча АА'; но тогда в плоскости параллелен ^ 
АА', СС точка О лежит на предельной линии, определяемой точкой А п осью ДД'-

* Если А, В, С суть три точки сечешгн, то через них, как доказано выше 
(см. примечание 22), проходит окружность (черт. 27 текста). Перпендикуляр FF' 
из центра этой окружности представляет собой ось поверхности. Плоскости FF',LA', 
FF'BB', FF'CC секут поверхность по предельным линиям AF, BF, OF. При 
вращении вокруг осп FF' каждая иа этих предельных 
линий образует рассматриваемую поверхность. Мы можем 
эти предельные линии рассматривать как меридианы; пло
скость ж е ABC сечет поверхность по параллели, т. о. по 
окружности. 

* Пусть ABC будет предельный треугольник, т. е. тре_ 
угольник, составленный на предельной поверхности предель. 
ними линиями AB, ВС, OA. Плоскости этих предельных \< g' ç1 . 
линий пересекаются ло осям АА', ВВ', ОС. Согласно предло
жению 28, сумма двугранных углов, этими плоскостями образуемых, равна п. Если 
в вершине А проведем касательные ABt и АСх к предельным линиям AB и ДО» 
то они образуют линейный зтол BtACL даугранного угла АА' (см. дримеча-
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В п р е д е л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а х с т о р о н ы и у г л ы с в я з а н ы поэтому 

т е м и лее зависимостями , к о т о р ы е у с т а н а в л и в а ю т с я в о б ы к н о в е н н о й 

г е о м е т р и и д л я п р я м о л и н е й н ы х тре -

ß' ç> у г о л ь н и к о в * [- 3]. 

35) В д а л ь н е й ш е м м ы будем обозна

ч а т ь в е л и ч и н у л и н и й б у к в о й со ш т р и 

хом , н а п р и м е р ж', ч т о б ы у к а з а т ь , что 

т а к о в а я н а х о д и т с я к д р у г о й л и н и и , обо

з н а ч а е м о й той же б у к в о й без ш т р и х а , 

в соотношении , в ы р а ж е н н о м у р а в н е н и е м 

А П(аО + П ( я ' ) = у * [9*]-

П у с т ь т е п е р ь ABC ( черт . 28) будет п р я 

м о л и н е й н ы й п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь 

н и к , в к о т о р о м г и п о т е н у з а АВ=е,ка-

Ч е р т . 23. т е т ы AG = b, ВС — а, а п р о т и в о л е ж а щ и е 

и м у г л ы суть ВАС=Е (a), ABC = П (ß) * . 

В точке А восставим п е р п е н д и к у л я р АА' к п л о с к о с т и т р е у г о л ь 

н и к а ABC и и з точек В ж С п р о в е д е м ВВ' и СС п а р а л л е л ь н о 

АА!. Плоскости , в к о т о р ы х э т и т р и п а р а л л е л и л е ж а т , образуют 

м е ж д у собой у г л ы 11(a) п р и АА', п р я м о й п р и СС"2 ( п р е д л о ж е н и я 

11 и 13) и , следовательно , П ( а ' ) п р и ВВ' ( п р е д л о ж е н и е 28). 

нне 17, теорему 5 на стр. 136); с другой стороны, тем же углом B^ACi изме
ряется и угол А предельного треугольника; то же относится и к углам В к С. 
Поэтому в предельном треугольнике ABC сумма углов А -f- В -f- С = ъ. 

* Последнее соображение устанавливает факт весьма большой важности, 
обстоятельному выяснению которого посвящено примечание 23. 

* Иными словами, каждый из острых углов прямоугольного треугольника ABC 
задается его гиперболическим значением о и ß. О гиперболическом значении углов 
см. примечание 24. 

° Двугранный угол (АА') измеряется углом А треугольника ABC, гипербо
лическое значение которого обозначено через а; следовательно, (АА') — П (а). 
Плоскость С'СА, проходящая через перпендикуляр АА' к плоскости ABC, пер
пендикулярна к последней. Прямая ВС, перпендикулярная к линии пересечения 
взаимно перпендикулярных плоскостей АСВ и АА'СС и лежащая в первой 
из них, перпендикулярна ко второй (ссылка па предлолсение 13 в тексте). Поэтому 
плоскость ВВ'СС, проходящая через ВС, перпендикулярна к плоскости АА'СС, 
двугранный угол (СС) прямой. Сумма двугранных углов (АА1), (ВВ'), (СС) равна % 
(ссылка па предложение 28 в тексте); ноэтому угол (ВВ') дополняется (АА') 
до прямого; его гиперболическое значепие есть а'. 
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П е р е с е ч е н и я л и н и й ВА, ВС, ВВ' с ш а р о в о й п о в е р х н о с т ь ю , 
о п и с а н н о й в о к р у г точки В к а к ц е н т р а , о п р е д е л я ю т с ф е р и ч е с к и й 
т р е у г о л ь н и к тпк, в котором с т о р о н ы тп — II (с), кп — II (3), тк —11(a), 
п р о т и в о л е ж а щ и е ж е им у г л ы с у т ь 11(A), П ( а ' ) , i -тс* . 

П о э т о м у вместе с с у щ е с т в о в а н и е м п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь 
н и к а со с т о р о н а м и а, Ь, с и противолеисащими и м у г л а м и II (et) , 

I 

И (6), у * нулепо д о п у с т и т ь т а к ж е существование с ф е р и ч е с к о г о тре 

у г о л ь н и к а (черт . 29) со с т о р о н а м и II (с), П (ß), II (а) и п р о т и в о л е ж а 

щ и м и у г л а м и 

II(è) , U fa ' ) , -f"-

Н о и, обратно, д л я э т и х д в у х т р е у г о л ь н и к о в с у щ е с т в о в а н и е 

с ф е р и ч е с к о г о т р е у г о л ь н и к а в л е ч е т за собой с у щ е с т в о в а н и е п р я м о -

а 

Д е р т. 29. 

л и н е й н о г о , к о т о р ы й п о э т о м у т а к ж е может иметь с т о р о н ы а, а', 3 

и п р о т и в о л е ж а щ и е им у г л ы П (£>'), П (с),-|-т: *. 

П о э т о м у от а, Ь, с, а, 3 м о ж н о п е р е й т и к Ь, а, с, 3, a, a т а к ж е 
к а, а', ß, b', е. 

* Сторона тп сферического треугольника измеряется углом В'ВА; так как луч 
ВВ' параллелен АА', а АА' перпендшеулярен к AB, то этот угол есть П (с); сторона 
тк таким же образом измеряется углом В'ВО = П (о); сторона же кп измеряется 
углом В прямолинейного треугольника ABC, гиперболическое значение которого 
обозначено чероз ß. Угол m сферического треугольника измеряется двугран
ным углом ВВ' и поэтому равен, как было показано, II (о'); угол к измеряется 
двугранным углом В С или его линейным углом C'CÂ~, а потому равен П (Ь). 
Плоскость ВВ'АА', проходя через АА', перпендикулярна к плоскости ЛВС; 
двугранный угол (ВА), которым измеряется угол п сферического треугольни
ка, прямой. 

* Доказательство этого изложено в примечании 25, с которым рекомендуется 
•ознакомиться уже при первом чтении. 

Звк . 468. п. И. Л о б а ч е в с к и й , т. I. 8 
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П р е д с т а в и м себе п р е д е л ь н у ю п о в е р х н о с т ь , п р о х о д я щ у ю ч е р е з 

точку А п имеющую осью [линию] А А.' (черт . 28) ; [эта п о в е р х н о с т ь ] 

пересечет две д р у г и е оси ВВ' и СС в В" и G", а п е р е с е ч е н и я ее 

с плоскостями п а р а л л е л е й образуют п р о д е л ь н ы й т р е у г о л ь н и к , 

стороны которого В"С"=р, C'A = ii, В"А = г, п р о т и в о л е ж а щ и е же 

и м у г л ы суть II (а), II (а ' ) , -i- IT *, следо

в а т е л ь н о , 

р = г s in II (a), q — г cos П (а). 

Т е п е р ь н а р у ш и м с о е д и н е н и е т р е х 

г л а в н ы х плоскостей п о л и н и и ВВ' и 

р а з в е р н е м и х т а к и м образом, чтобы они 

вместо со всеми н а х о д я щ и м и с я в н и х 

л и н и я м и р а с п о л о ж и л и с ь в одной п л о -

-_л' скости ; в этой п л о с к о с т и д у г и р, СЬ г 

с о е д и н я т с я в о д н у д у г у п р е д е л ь н о й ли

н и и , п р о х о д я щ е й ч е р е з т о ч к у А и имею

щ е й А А' своей осью (черт . 3 0 ) * ; п р п 

этом по одну с т о р о н у [оси . .Li ' ] р а с п о 

л о ж а т с я д у г и q и р, с т о р о н а b т р е у г о л ь 

н и к а , к о т о р а я в т о ч к е А п е р п е н д и к у 

л я р н а к АА', — ось СС, и д у щ а я от к о н ц а 

Ч е р т . 30. с тороны b п а р а л л е л ь н о АА' л п р о х о д я 

щ а я ч е р е з т о ч к у с о е д и н е н и я С" [ д у г ] p i i q ; 
сторона а—перпендикулярная к СС" в точке С, а т а к ж е в ы х о д я 

щ а я и з к о н ц а этой с т о р о н ы ось ВВ', п а р а л л е л ь н а я А А' и п р о х о 

д я щ а я ч е р е з к о н е ц В" д у г и р. П о д р у г у ю с т о р о н у А.А' будут 

л е ж а т ь : сторона с, п е р п е н д и к у л я р н а я к АА' в т о ч к е А, и ось ВВ', 
п а р а л л е л ь н а я АА' и и д у щ а я от к о п ц а [стороны] b ч е р е з к о н е ч н у ю 

т о ч к у В" д у г и г. В е л и ч и н а л и н и и СС" з а в и с и т от Ъ, к а к о в у ю за-

* Стороне р противолежит угол А, который и выражен через П(сс); стороне q. 
противолежит угол, измеряемый двугранным углом (В"В'), который дополняет 
А до j я и потому равен П (а'). В прямоугольном предельном треугольнике-
стороны и углы связаны уравнениями обыкновенной (т. о. евклидовой) тригоно
метрии. 

+ Потому что это будут предельные линии па плоокооти, имеющие в каждой 
из точек схождения А и О" общую ось (точнее — параллельные оси). 
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в и с н м о с т ь м ы в ы р а з и м через СС" — f(b). Т а к и м ж е о б р а з о м будет 

BB" = f{c)*. 

— Если , п р и н и м а я СС за ось , п р о в е д е м п з т о н к и С н о в у ю п р е 

д е л ь н у ю л и н и ю д о п е р е с е ч е н и я D с осью ВВ' и о б о з н а ч и м д у г у -

CD ч е р е з t, то 

BD = f (а), ВВ" = BD - f DB" BD - f С С" 

и, с л е д о в а т е л ь н о , 
f(c) = f(a) + f(b). 

К р о м е того , мы з а м е ч а е м ( п р о д л о ж е н и о 33), что 

it = pef(h) = г s in II (a) eW *. 

Е с л и б ы п е р п е н д и к у л я р к п л о с к о с т и т р е у г о л ь н и к а ABC (черт . 28) 

был в о с с т а в л е н не в точке А, а в В, то л и н и и с и г остались бы 

те ж е , д у г и q и t п е р е ш л и бы в t и q, п р я м ы е а и b в b и а, 

а у г о л П (а) з а м е н и л с я бы у г л о м II (ß)®, с л е д о в а т е л ь н о , м ы б ы и м е л и 

q = г sin П (В) с/Ч«) ; 

п о д с т а в л я я вместо # 9 его з н а ч е н и е , н а х о д и м 

cos П (а) = s in II (3) еП°), 

з а м е н я я лее а и 3 через Ъ' и с ^ : 

s in П (b) = s in П (с) еАо), 

и умноягая н а eAft) : 

sin П (b) ef №) == s in П (с) е«<0. 

Отсюда следует т а к ж е : 

sin II (a) (») = s in II (b) c«"). 

* Если в какой-либо точке Д предельной .типни проведем к ней касательную 
АС = b и из точки (7 проведем ось ОС', параллельную АА', которая встретит 
предельную линию в точке С", то длина отрезка СС" явно будет функцией от Ь, 
которую Лобачевский и обозначает через f (b). Соответственно ВВ" = f (с). 

* Согласно предложению 33, t = рех, где х есть дошла отрезка СС", выражен
ная в установленной в предложении 33 единице меры (в оригинале ошибочно 
сделана ссылка па предложение 32 вместо 33), а тале как СС" = f (b), то мы и по
лучаем соотношение, приведенное в тексте. 

0 Доказательство втого см. в примечании 2G. 
9 Подстановка производится в найдепную выше формулу g = г сов Ц (а). 
1 Согласно установленной выше возмояшостн перейти от элементов о, 6, с, а, ß 

к влементам а, а', ß, ö', с; при этом cos П (й') = cos [ i я — П* (6)] = ein Д (о). 

8« 
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Т а к как, однако , п р я м ы е а и Ь д р у г от д р у г а но з а в и с я т , а с д р у 

г о й стороны, п р и ft = О f (ft) — О, П (ft) = I я , то д л я любой п р я м о й 

л и н и и а 
e-r(<i) = s in .n (a ) ; 

сообразно этому 

sin II (<?) = sin П (a) s in П (ft), 

s in П (?) = cos II (a) s in II (я) *. 

Отсюда и з м е н е н и е м букв п о л у ч а е м 

s in П (а) = cos II CP) s i n l l (ft), 

cos II (ft) = cos П (c) cos П (a), 

cos II (a) = cos П (с) cos П (ß) *. 

Е с л и в сферическом п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е (черт. 2 9 ) & 

о б о з н а ч и м стороны II (с), II (ß), II (я) с п р о т и в о л е ж а щ и м и и м у г л а м и 
l l (ö) , I l ( a ' ) буквами я, О, с, Д то н а й д е н н ы е у р а в н е н и я п р и н и 
мают форму , к о т о р а я , к а к известно , у с т а н а в л и в а е т с я д л я п р я м о 
у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а в с ф е р и ч е с к о й т р и г о н о м е т р и и , и м е н н о : 

s in а = s in с s in Л., 

sin'ft = s in с s in В, 

cos А — cos a sin В, 

cos В — cos ft s in A, 

cos с = cos a cos ft ; 

от этих З ' равнений молено п е р е й т и к у р а в н е н и я м л ю б ы х сфери
ч е с к и х т р е у г о л ь н и к о в . Т а к и м образом с ф е р и ч е с к а я т р и г о н о м е т р и я 
н е зависит от того, р а в н а л и в п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е сумма 
т р е х у г л о в д в у м п р я м ы м и л и нет 9. 

* Это соотношение получается из предыдущего при помощи той же замены, 
которая указана в предыдущем примечании (I на стр. 115). 

* Первое из этих трех уравнений получаем из предыдущего, заменяя друг 
другом катеты о и Ь, а вместо с тем и противолеясащие им углы П (а) и II (ß); 
второе получим из первого при помощи подстановки, указанной в примеча
нии I на стр. 115; третье получим из второго повой транспозицией катетов и 
прилежащих им острых углов. 

0 Сопутствующем, как показано в тексте нашему прямолинейному прямоуголь
ному треугольнику. 

9 Общий обзор; этого довольно сложного рассуждения сделан в примечании 27: 
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36) Т е п е р ь р а с с м о т р и м снова п р я м о л и н е й н ы й п р я м о у г о л ь н ы й 

т р е у г о л ь н и к ЛВС (чорт. 31), с т о р о н ы к о т о р о г о суть а, Ь, с, а п р о 

т и в о л е ж а щ и е у г л ы суть П ( а ) , I I ( ß ) , i тт. П р о д о л ж и м г и п о т е н у з у с 
з а т о ч к у В и сделаем BD = ß; и з т о ч к и D восставим к BD п е р 

п е н д и к у л я р DD', к о т о р ы й , с л е д о в а т е л ь н о , будет п а р а л л е л е н ВВ', 
т . е. п р о д о л ж е н и ю стороны а за т о ч к у В. ' И з т о ч к и А п р о в е д е м 

в ' с' 

Ч о р т . 31. Ч е р т . 32. 

еще к DD' п а р а л л е л ь АА', к о т о р а я в то ясе в р е м я будет п а р а л 
л е л ь н а СВ' ( п р е д л о ж е н и е 25). П о э т о м у у г о л A'AD = TT (с —}- ß ) > 

Д ' Д ( 7 = 1 1 ( 0 ) ; следовательно , 

i i (ô ) = U(«0 + i i (c - f - îO. 

Е с л и о т л о ж и м 3 на г и п о т е н у з е с от т о ч к и В, з а т е м и з конечной : 
т о ч к и D (черт. 32) * в о с с т а в и м к AB в н у т р ь т р е у г о л ь н и к а п е р 
п е н д и к у л я р DD' и и з т о ч к и А п р о в е д е м А А' п а р а л л е л ь н о DD', 
т о ВС с ее продолясением СС будет т р е т ь е й п а р а л л е л ь ю , т о г д а 
у г о л САА' = П (е ) , DA А' = П (с — S); с л е д о в а т е л ь н о , 

П(с — ? ) = П(а ) + П(й). 

П о с л е д н е е у р а в н е н и е остается в силе и в т о м случав , к о г д а 
с = 3 и л и с < 8 . Е с л и с — 3 (черт . 33), то п е р п е н д и к у л я р АА', в о с 
с т а в л е н н ы й к AB и з т о ч к и А, п а р а л л е л е н с т о р о н е ВС*=а с ее 

* Чертеж сделан в предположении c > ß ; случаи с 4^. f> рассмотрены ниже. 
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п р о д о л ж е н и е м СС ; с л е д о в а т е л ь н о , 11(a)-)-И" (Ь) — у т г и в то ж е 
в р е м я И ( с — р ) — ^ х ( п р е д л о ж е н и е 2 3 ) * . Е с л и e < ß (черт . 34), 
то к о н е ц отрезка ß падаот п о д р у г у ю с т о р о н у т о ч к и 1 в D н а 
п р о д о л ж е н и и г и п о т е н у з ы AB. В о с с т а в л е н н ы й отсюда п е р п е н д и к у 
л я р DD' к AD и п а р а л л е л ь н а я ему л и н и я АА' и з [точки] А будут 

такнсе п а р а л л е л ь н ы стороне ВС=а с ее п р о д о л ж е н и е м СС. З д е с ь 
у г о л DA А' = II(ß — с), следовательно , П (a) -f- П (h) = i t — II ( ß — с ) = 
= И(с — ß) ( п р е д л о ж е н и е 23). 

П р и в е д я в с в я з ь оба н а й д е н н ы х у р а в н е н и я , п о л у ч а е м 

2n(&) = n ( C - ß ) 4 - n ( C + ß ) , 

2 П ( а ) = П(с — ß ) — П ( с + Р), 
о т к у д а следует 

с о з П ( о ) _ c o s 
l 
2 П ( с - ? ) + 

1 
2 л ( с - Ь Р ) " 

c o s n ( a ) ~ c o s 
' 1 

2 И (с _ ß ) _ 1 
2 П(С + Р) 

Е с л и сюда подставим з н а ч е н и е ( п р е д л о ж е н и е 35) 

COSN(Ö) 
^ - H ; = cosII (c) , cos П (а) х J ' 

* См. закжояительныи абзац предложения 23: П (0) = — я. 
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т о п о л у ч и м 

tg \ II (с) 2 = tg II (с - 3) I g I 11 (с + ,3) * . 

З д е с ь 3 ость п р о и з в о л ь н о е ч и с л о , т ак к а к у г о л П(3) с о д н о й 

с т о р о н ы [гипотенузы] с можот быть в ы б р а н п р о и з в о л ь н о в п р е д е 

л а х от О д о к; с л е д о в а т е л ь н о , Й [может быть выбрано] п р о 

и з в о л ь н о м е ж д у 0 и с о ; п о л а г а я здесь по п о р я д к у 3 = с, 2с, 3ß 

и т. д . , д л я любого п о л о ж и т е л ь н о г о ч и с л а ?i п о л у ч и м : 

tg у II (с)]" = tg -g П (не) *. 

Написав сообразно этому предыдущее равенство в виде пропорции 

cos II (с) _ cos [~U(c~ JI)+ 1 Д ( с + Р)] 
1 _ c o s [ I L I ( C - I I ) - I N ( C + FI)]' • 2 

-составляем производную пропорцию: 

1 — cos II (с) 
1 -f- cos II (в) 

с о 8 [ 1 п ( с - Р ) - | П ( с + р ) ] - о о в [ 4 и ( д - р ) - + 1 п ( с + р)] 
= cos [ I П (с - ß) - i П (с + р)] + cos Ii П (с - р) + i П (с + Р)] ~ 

_ sin^nÇc—Р) в г а ^ Щ с - Н ) 
cos I I I (с — ß) cos j) II (c + ß) ' 

* При {5 = с, П (с — ß) = 4 тг, tg 4 Д (с — ß) = 1, и равенство принимает вид 

[tg4n(c)]2 = t g y l l ( 2 c ) . (I) 
При ß = 2с 

П ( в - р ) = П(—e) = i t - I I ( e ) ; t g i n ( c - p ) = otg in (e) , 

а потому предыдущее равенство дает 

Далее, при ß = Зс 

П (с — ß) = П (— 2с) = it — IT (2с) ; tg \ П (с — ß) = ctg | П (2с), 

и, таким образом, в силу соотношения ( I) при ß = Зс 

t g 4- п (с—ß) = [ t g 4 п (с)] - , J . 

-Вместе с тем основное уравнение, установленное в тексте, дает 

'[tgirr(e)]*=te-in(4c). 
Продолжить эти рассуждения или провести их а общем виде уже нетрудно. 
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Если будем з д е с ь р а с с м а т р и в а т ь п к а к о т н о ш е н и е д в у х л и н и й 

. - с и с и примем, что 

c tg у П(с) = е е , 

то п о л у ч и м вообще д л я любой л и н и и х, к а к п о л о ж и т е л ь н о й , так. 

и о т р и ц а т е л ь н о й , 

tg -J- П (х) = е-* *, 

г д е е м о ж е т быть любое число , большее е д и н и ц ы , ибо П (х) = 0> 

п р и х = 00. 
Т а к к а к единица , к о т о р о й и з м е р я ю т с я л и н и и , произвольна , , 

то за е м о ж н о т а к ж е п р и н я т ь основание н е п е р о в ы х л о г а р и ф м о в [ 2 8 ] -

37) И з н а й д е н н ы х в ы ш е у р а в н е н и й д о с т а т о ч н о з н а т ь д в а с л е 

д у ю щ и х : 

sin П (с) = sin П (a) s in П (Ь), 

s in П (а) = s in П (b) cos П (ß), 

относя последпее к обоим к а т е т а м и и Ь, чтобы и з и х с о е д и н е н и я 

вывести д в а о с т а л ь н ы х ( п р е д л о ж е н и е 35) и п р и т о м без д в у з н а ч 

ности относительно а л г е б р а и ч е с к и х з н а к о в , ибо у г л ы здесь , 

острые *. 

* Если фиксируем с^и положим и = — , то предыдущее основное соотношение' 
примет вид: 

tg у П (*) = [tg { I l ( c ) ] n = [ t g l l ï (с)] 0 . 

Если с есть положительное число, то tg ̂  П (с) есть правильная дробь. Поэтому-
всегда можно найти такое число е > 1, при котором 

ctg ~ II (с) = вй. 

Предыдущее равенство примет вид 

tg i П (х) — г-* . 

Этим сделан следующий важный шаг: установлена функция II (ж). 
* Стороны и углы прямолинейного треугольника — в неевклидовой геометрии 

даже прямоугольного — связаны тремя независимыми уравнениями. Лобачевский-
указывает, что за такие три уравнения могут быть приняты те два уравнения, 
которые приведены в тексте в связи с третьим, которое получается из второго-
транспоеицией катетов и противолежащих им острых углов. Из этих трех урав
нений путем исключения то одних, то других элементов треугольника могут быть, 
получены пе только два дополнительных уравнения, приведенные в предложении 35,. 
но и еще пять уравнений, которые совместно о приведенными пятью дают воз
можность по любым двум элементам вычислить любой третий елемонт. Эти десять, 
уравнений (соответствующие числу сочетаний из 5 элементов по 3) Лобачевский 
то отдельными группами, то совместно приводит, можно сказать, во всех йвоих. 
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— А н а л о г и ч н ы м образом п р и х о д и м к д в у м у р а в н е н и я м : 

1. tgn(c) = a inI l («) tgn(o) , 
2. cos И (а) = cos II (с) cos II (?) *. 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь п р я м о л и н е й н ы й т р е у г о л ь н и к со CToponaMif 
a, b, с и п р о т и в о л е л с а щ и м и у г л а м и А, В, С (черт. 35). Е с л и ЛпВ~ 
суть о с т р ы е у г л ы , то п е р п е н д и к у л я р р и з в е р ш и н ы у г л а С п а д а е т 
в н у т р ь т р е у г о л ь н и к а и д е л и т с т о р о н у с на две части , и м е н н о : 

С 

Ч е р т . 36. Ч е р т . 37. 

н а ч а с т ь х со с т о р о н ы у г л а А и с — ж со стороны у г л а В. Т а к и м 
о б р а з о м п о л у ч а ю т с я д в а п р я м о у г о л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а , п р и м е н я я 
к к о т о р ы м у р а в н е н и е (1), п о л у ч а е м 

t g U ( a ) = s i a 5 t g n O ) , 

t g H ( & ) = e i n A t g I I ( p ) , 

к а к о в ы е у р а в н е н и я остаются без и з м е н е н и я , д а ж е если бы о д и н 
и з у г л о в , н а п р и м е р В, был п р я м ы м (черт . 36) и л и т у п ы м (черт . 37). 

сочинениях. Они вое сгруппированы в ст. 14 «Новых начал». В примечании 2 * 
приведены все эти десять уравнений прямоугольного треугольника и дан их вывод 
из тех трех, которые Лобачевский принимает sa иоходные. 

* Эти уравнения выведены в примечании 29. Они там приведены под номе
рами (8) и (6). 
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Т а к и м обравом п о л у ч а е м общее д л я всех т р е у г о л ь н и к о в соотно

ш е н и е 

3. s in Л t g II (а) - - s iu В t g П (Ь) *. 

Д л я т р е у г о л ь н и к а с о с т р ы м и у г л а м и А, В (черт . 35) п о л у ч а е м 

еще [уравнение (2)] 

cos II (о:) — cos A cos II (b), \ 

c o s H ( c — х) = cos В cos U (а), / 

к а к о в ы е у р а в н е н и я о т н о с я т с я т а к ж е к т р е у г о л ь н и к а м , в к о т о р ы х 

у г о л А и л и В п р я м о й и л и т у п о й . Н а п р и м е р п р и В = у it (черт . 36) 

н у ж н о в з я т ь а; = с; п е р в о е у р а в н е н и е п е р е х о д и т т о г д а в то, кото 

р о е м ы п о л у ч и л и в ы ш е [уравнение (2 ) ] , а в т о р о е у д о в л е т в о р я е т с я 

само п о себе 0 . П р и В > 4- те (черт . 37) п е р в о е у р а в н е н и е остается 

без изменения , вместо ж е в т о р о г о н у ж н о п а п и с а т ь соотношение 

cos II (j- — с) = cos ( - — В) cos II (а) ; 

п о cosII( ;c — с) — — c o s n ( c — х) ( п р е д л о ж е н и е 23), а т а к ж е 

cos (тс — В) — -—• cos В. 

Е с л и А есть п р я м о й и л и т у п о й угол , то вместо х и с — х н у ж н о 
в з я т ь с — х ж х, ж м о т с л у ч а й п р и в е д е т с я к п р е д ы д у щ и м 2 . 

* EiMiit э т о с о о т н о ш е н и е н а п и с а т ь л в и д е 

ctg П (a) c t g n ( ô ) 
sin A sin В ' 

то оно наиболее напоминает «теорему синусов» евклидовой тригонометрии. 
* Обозначения формул [1] , f 11 ] и [ I ! I] вставлены нами для удоб

ства ссылки на них в примечаниях; это и отмечено прямоугольными скобками. 
° В этом случае с — х = О, П (с — х) — — т., а потому обо части второго урав

нения обращаются в нуль. 
Я Если А есть тупой угол, то мы обозначим через х расстояние BD от вер

шины угла В до основания перпендикуляра р\ тогда AD = х — с. Из треуголь
ника CAD в силу уравнения (2) мы .тогда получаем 

cos П (х — й) = cos П (Ь) cos (гс — А) 
или 

cos П (с — х) = cos П (Ь) cos А. 
Точно так же из треугольника CBD находим 

cos П (ж) = cos П (в) cos В. 
Оба ети уравнения получаются из тех двух основных уравнений [ I ], которые 
Лобачевский j, устанавливает (в тексте), если заменить х на о — х, и обратно. 
Существенно важно здесь то, что. два основных соотношения [ ! ] имеют место 
•во всяком треугольнике при надлежащем выборе отрезка х. 
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Ч т о б ы и з этих д в у х у р а в н е н и й и с к л ю ч и т ь х, з а м е т и м , ч т о 

( п р е д л о ж е н и е 30) 

cos II (с — :<;) = ^ = -,—,—-— ь- = 

l + t g l n ( c - , ) ' 3 l + c*-» 

l - t g | l I ( C ) - - ' c t g - i H ( x - ) ^ cos II (с) — cos II (x) , 

1 + t g -J- II (c)-' c t g I Ii (ж)* 1 cos II (c) COS II (*) " 

— Е с л и п о д с т а в и м сюда в ы р а ж е н и я д л я cos II (я), cos II (с — ж), 

то п о л у ч и м 

„ , . cos IT (а) ооз В-f- cos II (ft) cos A r i l l , 
cos П (с) = — Ч г т - т -rrm——А n> ["H 

w 1-f- cos II (a) cos II (ft) cos Л. cos .ü L J 

о т к у д а с л е д у е т 

I r , , „ cos II (с) — cos A cos II (ft) 
COS II («) COS i ? = —~ n—TT г г г т 

4 ' 1 — COS A cos II (6) cos Ii (c) 
и , н а к о н е ц , 

s in II (c) 2 = [1 — cos В cos II (ö) cos II (a)] • [1 — cos A cos II (ft) cos II (c)] * . 

Т а к и м ж е образом д о л ж н о быть 

4. s i n l l ( a ) 2 = [ l — cos С cos П (a) cos П (b)] • [1 — cos-öcosJI (c )cosI I (e ) ] , 

s in П (ft)2 = [1 — cos A cos II (ft) cos 11(c)] • [ 1 - e o s C e o s l I ( a ) c o s I I ( f t ) ] . 

И з э т и х т р е х у р а в н е н и й п о л у ч а е м еще 

s in II (ft)2 sin П (с) 2 . п . TT /ms 
, , • •••• = [1 — cos J . cos П (ft) cos П (с)]2. s in II (a) 2 1 w w j 

О т с ю д а без д в у з н а ч н о с т и п о о т н о ш е н и ю к з н а к а м ® и м е е м : 

А гт/7\ т т / \ I s in П (ft) s in Я (с) 
о. cos A cos II (ft) cos П (с) -I . , , , . — 1. 

w w ' s in II (a) 

* Выкладки проведены в примечании 30. 
* Выкладки проведонм в примсчаппн 31. 
® Извлечешь корня пе приводит к двузначности потому, что полученные 

в результате выражения 

— и 1 — соз A cos П (Ь) сов П (с) 
8Ш.П(а) 

имеют положительные вначениж. 
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* Это есть уравнение (3): 

sin A tg П (о) = sin Ctg Г! (с), 

взятое для сторон а и с и противолеисащих углов А и О. 
* Подстановку эту нужно сделать не в первое уравнение (4), а в следующее., 

выражающее sm^IIfft). Выкладки проведены в примечании 32. 
в Иначе говоря, мы подставляем в предыдущее уравнение вместо sin П (Ь). 

выражение, которое дает уравнение (3): 

sin П (Ь) - 8" А Ь" П ( 0 ) C 0 S П ( Ь ) 

к ' sin В 
Это дает непосредственно 

cos A tg П (о) cos П (ft) sin О ^ _ cos l l (ö ) 
sin В ' — cos П (о) " 

л г . cos П (а) 

.Умножая же обе части на ,^"щ^)> получим уравнение, приведенное в тексте. 

S To-есть транспонируя стороны о и ft, а соответственно этому и углы А к В. 
I Исключая из этих уравнений отношение ?. 0 8 ̂  (в) 

cos II (ft; 
** Квадратные скобки здесь принадлежат Лобачевскому. 

Е с л и сюда в с о г л а с и и с у р а в н е н и е м (3) п о д с т а в и м з н а ч е н и е sin П (с) : 

s in II (с) = -?4г Ч п ( а ) 0 0 3 П W *> 

то п о л у ч и м 

cos П(с) = оовДСфш С 
s in A s in П (Ь) -f- cos A s in С cos Л (а) cos II (А) 

и л и ж е , п о д с т а в л я я это в ы р а ж е н и е д л я c o s l l ( c ) в у р а в н е н и е (4) : > 

6. c tg A s in С s in П (6) + cos С = —~/"\ *• 
ь 4 / 1 cos И ( а ) 

И с к л ю ч а я отсюда s in II (b) с п о м о щ ь ю у р а в н е н и я ( 3 ) , п о л у ч а е м 

cos П (а) -, , cos А . _ . тт , > ~ ^4г( cos С = 1 : — к s m С7 s m П (а) 0 . 
соз П (6) s m В 4 

М е ж д у тем у р а в н е н и е (6) и з м е н е н и е м букв ^ д а е т 

cos JJ (а) , т-> • /-> • тт / \ I /-t 
= с tg В s m С s m П (а) -4- cos С. 

cos И (6) 
И з д в у х п о с л е д н и х у р а в п е и и й следует Т 

4 , г . /1 s in 5 s in С 
7. cos Д -4- cos .d cos о = -. •—гт-,- •<— . 

s m Л (а) 

Все ч е т ы р е у р а в н е н и я , в ы р а ж а ю щ и е з а в и с и м о с т и м е ж д у с т о р о н а м и 

в, Ь, с и п р о т и в о л е ж а щ и м и у г л а м и А, Д С, с о г л а с н о этому [ у р а в 

н е н и я (3), (5), (6), (7)] *'» будут 
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я . , 

sin Л t g II (я) = s in В t g IT (А), 

, i t / 7 4 T T / \ I sin 11(A) sin U(c) 
cos A cos II (b) cos П (с) А , . r = l , 

4 ' w 1 8in II (a) 
ctg .1 sin С s in LT (Й) - j - cos C' = C ° S П ^ 

cos Л -f- cos В cos 6' = 

' c o s I I ( « ) ' 
s in b ' s i n С , 

s i n l l ( r t ) 

Е с л и стороны т р е у г о л ь н и к а a, b, с очень м а л ы , т о м о ж н о удо

в о л ь с т в о в а т ь с я п р и б л и ж е н н ы м и з н а ч е н и я м и ( п р е д л о ж е н и е 36): 

c t g II (а) = п, 

s in П (a) = 1 — 4- a', 

cos П (a) — a * 

* Выло бы точнее сказать ие «четыре уравиеиин», а четыре группы уравнений. 
Уравнении первой группы имеется три (из лих два независимых). Каждое пз 

«тих уравнений дает возможность по двум сторонам и углу, противолежащему 
•одной из них, определить угол, противолежащий второй сторопе, или же по двум 
}тлам it стороне, противолежащей одному из них, определить сторону, противо
лежащую второму углу. 

Три уравнения второй группы определяют углы треугольника по трем его 
•сторонам. Каждое из уравиешгй этой группы может также служить для опреде
ления третьей стороны по двум сторонам и одному углу. 

Уравнений третьей группы имеется шесть; каждое из ппх служит для опре
деления по стороне и двум прилежащим к ней углам стороны, противолежащей 
•одному из этих углов, или же по углу и двум содержащим его сторонам—угла, 
•противолежащего одной из этих стороп. 

Четвертая группа содержит три уравнения и служит для определения сторон 
треугольника по его углам. 

Все три группы содержат, таким образом 15 уравнений, исчерпывающих три-
гопометршо прямолинейного треугольника. 

* Установленное в предложении 3G соотношение ctg 4 н (х) — ех дает: 

ctgII (ж) = Г , sin Щх) = е х £ е _ х , со8Л(а!)= -

Выражая прайме части в гиперболических функциях, представим эти уравнения 
с следующем виде: 

ctg II (х) = sin х, sin П (х) = — , cos П (х) = th х. 

Гиперболические функции играют, таким образом, в неевтелидопой геометрии 
Лобачевского такую же роль, какую в обыкновенной геометрии играют тритоио-
метр]гческпе функции. Поэтому построенную Лобачевским систему геометрии, как 
уже упомянуто выше, называют гиперболической геометрией (см. сноску * к стр. 82). 

Разлагая гиперболические функции в ряд Маклорепа к сохраняя для малых1 

-еначений х только члены по выше второго порядка, получим выражения, приве
денные в тексте. 
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и а н а л о г и ч н о д л я д р у г и х сторон ft и с. У р а в н е н и я (8 ) п е р е х о д я т 

д л я т а к и х т р е у г о л ь н и к о в в с л е д у ю щ и е : 

ft s in А = a s in В, 

os = ft-1 -f- с 3 — 2bc cos A, 

a s in (Д -(- C) = ft s in Л , 

c o 8 ^ 4 - c o s ( 5 + C ) = 0. * 

И з этих у р а в н е н и й п е р в ы е д в а п р и н я т ы в о б ы к н о в е н н о й геометрии* 

п о с л е д н и е ж е с п о м о щ ь ю д в у х п е р в ы х п р и в о д я т к з а к л ю ч е н и ю , 

что 
А ~уВ-]-С = ъ. * 

Т а к и м образом в о о б р а ж а е м а я г е о м е т р и я п е р е х о д и т в обыкновен
ную, если п р е д п о л о ж и м , что стороны п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь 
н и к а очень м а л ы & . 

Об и з м е р е н и и к р и в ы х л и п н и , п л о щ а д е й п л о с к и х ф и г у р , п о 
в е р х н о с т е й п объемов тел, р а в н о к а к и о п р и м е н е н и и в о о б р а ж а е 
м о й г е о м е т р и и к а н а л и з у я о п у б л и к о в а л н е к о т о р ы е и с с л е д о в а н и я 
в «Ученых з а п и с к а х К а з а н с к о г о унивег^сптета» [ 3 0 ] . 

У р а в н е н и я (8) у ж е сами н о себе п р е д с т а в л я ю т достаточную' 
основу д л я того, чтобы р а с с м а т р и в а т ь п р е д п о л о ж е н и я в о о б р а ж а е 
мой г е о м е т р и и к а к в о з м о ж н ы е . Сообразно атому м ы но р а с п о л а г а е м 
н и к а к и м д р у г и м средством, к р о м е а с т р о н о м и ч е с к и х н а б л ю д е н и й , 
чтобы судить о точности, которую дают в ы ч и с л е н и я о б ы к н о в е н н о й 
г е о м е т р и и . К а к я п о к а з а л в о д н о й и з моих работ , эта т о ч н о с т ь 
п р о с т и р а е т с я д а л е к о , т ак что , н а п р и м е р , в т р е у г о л ь н и к а х , с т о р о н ы 
к о т о р ы х д о с т у п н ы н а ш и м и з м е р е н и я м , сумма у г л о в по о т л и ч а е т с я 
от д в у х п р я м ы х д а ж е на сотую долю с е к у н д ы ^. 

* Выкладки проведены в примечании 33. 
* Выкладки проведены в примечании 34. Последний вывод можно формули

ровать следуюпуш образом: при весьма малых размерах треугольника даряпиле-
в нем метрические соотношешш но отличаются от евклидовых. В настоящее время 
е ю часто формулируют ощо так: геометрия бесконечно малого в гиперболическом 
пространстве совпадает с евклидовой. В связи с этим делаются и заключения 
натурфилософского характера. Об этом см. примечание 35. 

® Точнее, если стороны настолько малы, что можно пренебречь кубом отно
шения каждой стороны к принятой одишщо меры. 

S См. примечание 35, а также сочинение «О началах геометрии» (стр. 207—200 
настоящего тома). 
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З а м е ч а т е л ь н о т а к ж е , что у р а в н е н и я (8) в п л о с к о й геомотртги 
п е р е х о д я т в у р а в н е н и я с ф е р и ч е с к и х т р е у г о л ь н и к о в , еслп вместо 
с т о р о н я, о, с п о д с т а в и м и]/"—1. Ь\/—1, е. У — 1 ; п р и т а к о м 
и з м е н е н и и , о д н а к о , н у ж н о будет т а к ж е п о л о ж и т ь 

sin II (а) = — , 
4 ' cos я 

cos II (а) —У — 1 tg я, 

1 
t g 1 1 ( a ) - -

6in 

п о д о б н ы е л-се и з м е н е н и я н у ж н о с д е л а т ь и д л я сторон Ь, с; э т и м 

п у т е м м ы п р и д е м от у р а в н е н и й (8) к с л е д у ю щ и м : 

sin A s in Ъ = s i n В s in я, 

cos а = cos Ь cos с -f- s in b s in с cos А, 

c tg A sin C-f- cos 6'cos Ь = s in b c tg a, 

cos А — cos я s in Б s in С — cos В cos С [:,T]. 
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f1] Столь обычное определение прямой как оси вращения все ясе 
выраясено в тексте Лобачевского странно. Почему он говорит о вра
щении поверхности, а не твердого тела (неизменяемой среды)? Опре
деление прямой как гоометрпческого места точек, остающихся непо-
двияшыми вместе с двумя точками, принадлежащими движущемуся 
геометрическому образу (телу, поверхности), имеет содержание только 
в том случае, если речь идет о пеподвиягаых точках этого двюкущегося 
образа: среда референции, относительно которой происходит движение , 
лея рассматривается как неподвижная . Вращающаяся поверхность непо
движной прямой не содержит, за исключением плоскости и некоторых 
особенных поверхностей, содержащих прямые ЛИППИ. Английский 
переводчик Гальстед поэтому впосит после текста Лобачевского сле
дующее замечание: «Это значит: если мы вращаем поверхность, ее 
{эту линию) содерясашую, около двух точек этой линии, то линия 
остается в покое». Кстати сказать, помещая это замечание в скобках, 
переводчик не указывает, что оно принадлеясит ему, а по Лобачевскому. 

['-] Евклид дает этому положению такое в ы р а ж е н и е : «Две прямые 
па могут заключать пространства». Это полоягенио встречается в «Нача-
лах» в виде аргументации п р и доказательстве предлоясения 4 книги I. 
Некоторые комментаторы извлекли его из этого р а с с у ж д е н и я и вклю
чили его в число аксиом. Как Гейберг и Менте, так и Гис ') изъяли 
это положение из числа аксиом как ые подлинное. 

[я] Под «ограниченной плоскостью» («begrenzte Ebene») Лобачевский 
разумеет часть плоскости, ограниченную непрерывной замкнутой кри
вой, «плоскую фигуру» , как часто говорят теперь . Проходя через 
такую фигуру, неограниченная п р я м а я д о л ж н а из нее выйти и таким 
образом делит ее на две части. Самое ваяетое точно выраясенное при
менение, которое ото полоясоиие в дальнейшем получает, заключается 
в том, что прямая, пересекая одну сторону треугольника и входя поэтому 
внутрь треугольника, долэюна из него выйти, а потому неизбсэюно пересе
кает и другую сторону треугольника. Отнюдь пе будет преувеличенным 

"| Новейшие издатели «Начал» Евклида; см. стр. 32 настоящего тома. 
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ска-чать, что построение своеобразной теории параллельных л ш ш й 
Добачетзского опирается преимущественно на это положение 
[см., например , предложения 17 и 1S настоящего сочинении]. Выде
ленный таким образом частный -случай, которого иесомиеиао доста
точно, чтобы в дальнейшем (при прян ильном определении непрерывной 
замкнутой кривой) доказать общее предложение, в поздней!ней лите
ратуре обыкновенно называют аксиомой, ГГати. Хотя на нео несомненно 
опираются и горандо более ранние авторы (Саккери, Лежандр) , но 
н совершенно отчетливой форме оно действительно выражено впервые 
в сочинении Паша «Лекции но новой геометрии» ] ) [IV основное поло
жение (IV Grundsatz) в теории плоскости]. 

[•'] Точнее: прямолинейный отрезок, соединяющий точку, л е ж а щ у ю 
по одн5 г сторону некоторой прямой, с точкой, лежащей по д р у г у ю сто
рону той ж е прямой, пересекает эту прямую. 

[5] Б оригинале « Cong men Ъ. Во .всех своих сочинениях, написан
ных н а русском языке , Лобачевский называет копгруэнтыые фигуры 
оданаковьши. В настоящем переводо пепле сохранен термин «конгру
энтны» . 

[liJ В оригинале сказано неудачно «der «yrössten Seite», т. е. наиболь
шей стороыо (треугольника). 

[7J Слова «не лежащим е лею в одной плоскости», очевидно , 
налипши: п р я м а я не может лежать в одной плоскости с д в у м я , 
пересекающимися прямыми, к которым она п е р п е н д и к у л я р н а 

Iя] Существование такой «граничной п р я 
мой» требует, конечно, доказательства. Оно 
основано на непрерывности пучка п р я м ы х 
или, лучше сказать, .тучей, проходнщпхвпутри 
у г л а BAD из er«) вершины Л. При допуще
нии, что, кромо АЕ, есть еще лучи, не 
встречающие ПС, лучи этого пучка распа
даются на две категории: лучи цервой кате- А 
горни AF, AF', AF",. . . встречают луч DO, 
лучи второй категории AG, AG', AG",... 
его не встречают. При этом все лучи пер
вой категория неизбежно расположены по 
одну сторону лучей второй категории, и 
обратно. В самом деле , если лучи AF 
и AF" принадлежат первой категории, то 
никакой луч второй категории не молсег лежать м е ж д у ними, 
ибо в с я к и й луч A.F', л е ж а щ и й м е ж д у д в у м я лучами AF и AF", 

Е 

!) М. Р a s cl i—Vorlesungen über neuere Geometrie. Leipzig, 1882, стр. 21; новое 
ладаиие с обширным предисловием Д о н а (M. ТМт) выпущено в 1926 г. 

Зак. 458. H. И. Лобачевский, т. I. 
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встречающими CD, также встречает CD (предложение 3 и к н с м у 
цримечанпп 3). 

Таким образом положение, что ira точки .1 внутри прямого угла EAD 
выходит но один, а несколько (п пслолсхвис этого — бескопечпоо мно-
яспстпо) л у ч е й , . п е встречающих CD, приводит к образованию дедскин-
дова сечения в пучке лучей, проходящих в угле RAD через его вер
шину. Вследствие этого по принципу Дедскшгда г. этом пучке необ
ходимо существует граничный луч, представляющий собой либо последний 
луч первой категорпп (последний луч, встречающий DC), либо пер
вый луч второй категорпп (первый луч, пе встречающий DC). Но по
следнего встречающего луча существовать не моясет; в самом деле , 
если A F есть встречающий луч, то, взяв па DC точки F', F" за точ
кой F, мы получим дальнейшие лучи, встречающие DC. Следовательно, 
существует первый луч второй категории, т. с. первый (граничный), 
луч , но встречающий DC; это и есть луч -172, который Лобачевский назы
вает параллельным DC. 

[9] В подстрочных примечаниях к тексту все рассуигдеипя этого до
казательства были пояснены о той обстоятельностью, которая соответ
ствует значению этого основного предлолсеиия. Здесь еще отметим, что 
оно представляет собой лишь несущественную переработку доказатель
ства Лоясандра, опубликованного в «Réflexions» (рубр. 7) в 1 8 3 3 году . 

[ , 0] Согласно нзлоясопному выше, каждому положительному числу р 
(при у с т а н о в л е т ю й едпнице меры, в которой опо в ы р а ж а е т опроделен-

rj иый отрезок) соответствует острый угол я, связан
ный, ар соотношением 

Н ( Р ) = *. (!)• 

Этот угол обращается в тг при JJ = 0, и обрат
но, каждому углу а, по превышающему х, со
ответствует отрезок, а вместе с тем и полоаси-
тельное число р, при котором имеет место соот
ношение (I). Если па сторопе ВС у г л а ЛВС—а 

В P C отложим отрезок ВС — р, то перпендикуляр CD, 
восставленный к этой стороне угла из точки С, будет парал
лелен В А. 

Если р есть отрицательное число, то функция П ( — р ) геометри
чески не установлена. С другой стороны, равенство (I) при наличных 
определениях не имеет содержания , если а есть тупой угол . 

Теперь Лобачевский определяет функцию II (—р) (для отрицатель
ного значения аргумента) соотношением 

П ( — р) = ъ — П(р) . (11> 

В силу этого соотношения каждому отрицательному числу — р также-. 



Ш'ШПЛЛгШ'Д K U 

с о о т в е т с т в у е т у г о л а, д л и которого 

ff Г /Л (!!!) 

но это будит угол тупой, « — 1\(р) > - г.. П'ииратно, (..<vni а есть xyuntt 
у г о л ( i - < а < те) , то ему всегда отвечает одгпт и только один отри
цательный а р г у м е н т — р , д л я которого имеет место соотношение (!!): 
выбрав г. этом случае р так, чтоб/а II (р) = -.— у., получим то зпаченпс 
прп котором соотношение (!!) имеет место. При этих условиях п Функ
ции II (ж) аргумент моясет изменяться -^г 
о т — • х з д о - j - ' o ; значение лее функции 
меняется от ~ до 0. Вместе с тем, ка
ков бы ни был угол а г; пределах от 
U до те, всегда найдется одно и только 
одно (положительное пли отрицательное) 
значение х, при котором И(х) — 'л. 

Геометрический смысл положитель
ного значения аргумента р в ы я с н е н 

С 
-7/ •С 

Р 
выше . Если ас есть тупой у г о л п при" х——р и м е е т мести соот
ношение (!!), то в силу определения (II) 1 1 ( я ) " - ^ — х . Если поэтому 
теперь на продолжении стороны В С отлояси.м отрезок В С ' —р, то пер
п е н д и к у л я р C ' D ' будет параллелен второй сторопе угла . Определе
ние (!!!) представляется поэтому вполне естественным. 

[П] Четырехугольник A B D O принадлежит именно к тому типу , 
который рассматривал Саккери (см. статью «Элементы неевклидовой 
геометрии у других геометров», стр. 1 0 7 ) . E F есть таге называемая 
средняя лилия этого четырехугольпшеа; она перпендикулярна к обо
им его основаниям. 

[ 1 2] Следующее доказательство того нее предложения кажется 
несколько проще. Полоясим, что луч A B параллелен л у ч у C D . И з 
точки Е , л е ж а щ е й от А в сторону па
раллельности, опустим на C D перпенди
куляр E F . Так к а к £ _ B E F - { - l _ A E F — K, 

a l_ CAEArL A E F О . т о LBEF > L BÄG> 
т. е. Il (EF) > И (.1С), а потому (предложе
ние 23 , заключительная часть) E F < ^ A C . 

Заметим, что в сторону параллельно
сти расстояние одной параллели от дру
гой убывает неограниченно; в противопо
ложную ж е сторону (как говорит Л о б а ч е в с к и й — « в сторону разво
да» , см. «Новые начала») оно неограниченно возрастает. 

[ 1 8] Предложение , содержащееся в этой рубрике , было, конечно,, 
хорошо известно до Лобачевского; как п предыдущее п р е д л о ж е н и е , 
оно принадлеясит абсолютной геометрии. Впервые оно было, ловиди-

Е 

С D 

9* 
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лгому, установлено в 1003 г. англичанином Гаррпо (Th. Harriot) и 
независимо открыто и опубликовано Жираром (Girard) в 1029 г. ' ) . 
Лобачевский мог бы па- иого непосредственно сослаться. Приводо.плыо, 
однако, в тексте дна доказательства имеют двоякую цель . Во-первых, 
Лобачевскому необходимо четко покапать, что доказательство этого 
предложения но зависит от теории параллельных. Во-вторых, принад
л е ж а щ е е ему второе .доказательство имеет то значение, что опо с 
несущественными изменениями может быть применено к разысканию 
площади прямолинейного треугольника в его неевклидовой геометрии. 

['•'J Доказанное здесь предложение играет в неевклидовой геомет
рии очень важную роль . Поело установления нового понятия о парал
лельности двух лучей (первого основного момента в неевклидовой 
геометрии) это предложение является вторым основным моментом 
n построении неевклидовой геометрии. Сущность дола заключается 
n том, что оно принадлежит к числу тех предложений, которые в 
настоящее время называют абсолютными, т. е. которые равно 
справедливы как в евклидовой, так н в неевклидовой геомет
рии. Коли прямые . L I ' , Uli', СС' параллельны в евклидовом про
странстве, а плоскость А ВО к ним перпендикулярна , то у г л и А, В, С 
треугольника ABC суть линенныо у г л ы д в у г р а н н ы х углов (АА'), 
(ВВ'), {СО'), о которых идот речь. Сумма углов треугольника ЛВС 
равна а вместе с тем и сумма трех двугранных углов , которые 
образуются, когда три плоскости перосекаются по параллельным лггпштм 
АА', ВВ', СО', также равна тт. В неевклидовой геометрии прежде 
всего нельзя провести плоскости, перпендикулярной к трем параллель
ным прямым. Сумма углов троугольника АВО, как бы мы ни выбрали 
точки Л , В, О на параллелях , меньше it; но сумма двугранных углов 
(АА'), (ВВ') и (СО') и здесь остается равной it. Значение этого факта 
по замедлит выясниться. 

[ 1 5] Приведенное в токсте доказательство пичом не отличается от 
того, при помощи которого издавна доказывается, что около каждого 
треугольника можно описать окружность (Евклид, «Начала», IV, 5) . 
Существенным моментом является только то, что при традиционном 
доказательстве всегда принимается, что точка пересечения D перпен
дикуляров ED и FD всегда существует. Действительное ж е обоснова
ние этого неизбежно опирается на евклидов постулат о параллельных 
линиях . Обнаружим это. 

В треугольнике АВО во всяком случае существует острый угол . 
Положим, что В есть вершина острого угла и АВ^-ВО. Из середины Е 

г ) Подробные сведения об этом открытии можно найти в книго .1. T r o p f к е, 
Geschichte der Elementar-Mathematik, Berlin u. Leipzig, 2-е иод., 1923, т. V, 
«тр. 129—130. 
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стороны Ali восставляем перпендикуляр ЕК'. Тик как прямая ЕЕ' 
п е р п е н д и к у л я р н а к A li, а п р я м а я ВС образует о нею острый угол, тс» 
п р я м ы е ЕЕ' и ВС пересекутся в некоторой точке К' (постулат о парал
лельных в так называемой Лежандровой формы; 
см. статью -гУчение о няраллельпых линиях;;, 
стр. 41). П р и »том угол ЕЕ'В будет острый, 
так как треугольник ЛЕЕ' прямоугольный. Если 
FF' есть перпендикуляр , восставленный к ето-
ропо ВС па ее середины F, то BF,<Г. BE < BE'; 

повременно пересечется с прямой Л ' Д 
образующей с ViС острый угол, в некоторой 
точке D. Таким образом традиционное доказа
тельство существования центра описанной 
около треугольника окружности, проведенное со всей необходимой 
полнотой, д в а ж д ы опирается на постулат о параллельных линиях. 

В неевклидовой геометрии применить изложенное выше рассуягдо-
ние н е л ь з я . Более того, если допустить, что около всякого треуголь
ника можно описать окрулатость, то отсюда вытекает постулат о парал
лельных линиях. Докажем это. 

Допустим, следовательно, что около всякого •треугольника молено описать-
окружность. Пусть теперь п р я м а я ЕЕ' перпендикулярна к прямой 
AB, a д р у г а я п р я м а я IFF' образует с пой 
острый угол . Покажем, что п р и сделанном 
предположении наклоипан 1TF' неизбежно 
встречает перпендикуляр ЕЕ', т. е. имеет 
место постулат о параллельных линиях. Д л я 
этого отложим па прямой ЕН по обе сто
роны от точки Е раинг.ш отрезки ЕА — Ell. 
Л з точки В опустим па прямую BF' пер
п е н д и к у л я р BF, который по может сов
пасть с ВВ, потому что последняя пря 
мая к IFF' не перпендикулярна . Н а 
прямой BF от точки F по другую он 
сторону отложим отрезок F?C — FB. Тогда 

три точки А, В, С не лежат на одной прямой; согласно .(.опущению, 
вокруг треугольника ABC моясно описать окружность. Центр этой 
окруясности яопебежно ляжет в точке переселения прямых ЕЕ' н FF'. 

Положение «через любые три точки, но лежащие на одной п р я м о й , 
ложно провести окружность» эквивалентно постулату Евклида ; оно 
представляет собой одну из форм постулата, устанавливающего евкли
дову геомотрию. 

[ 1 в] Н а чертеясе 22, при помощи которого Лобачевский обосновывает-
все доказательство, оба перпендикуляра DE и FG, восставленные: 
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г. гдаропам треугольника АС п ВС пз их сероднп D и F, плресекают 
третью сторону AB в точках Ь и M и притом так, что середина Я 
третьей стороны лежит между точками L п Л/. Эту конфигурацию 
необходимо прежде всего обосновать. Конечно, могло бы случиться, 
что перпендикуляр DE действительно встречает сторолу треугольника 
Aß, между тем как перпендикуляр JW лстречаот не ЛВ, л АО, как это 
имеет место па черт. о. Однако, л предположении, что перпендикуляры 
BE, FG, ЯК не пересекаются (как это соответствует условию теоремы), 
конфигурация , приведенная в тексте, всегда имеет место, если за осно
вание AB взята uaniiojihiiKisi сторона треугольника (АВ~у> АО, А В у, ВС), 
см. черт. й. В самом деле , перпендикуляр III к стороне ЛВ, выходя 
пз треугольника, пересекает большую из д в у х друпгх сгох^оп тре
угольника , скажем, сторону OB, в некоторой точке I. Так как A By.- OB, 

H 
M • в 

Ч е р т . a. 

È " G 

Ч с p т. 0. 

то FIBy>FB, a потому во всяком случае IB > FB (предложение 9). 
Точка F лежит, следовательно, внутри стороны Iß треугольника IEB. 
Перпендикуляр FM, входя внутрь треугольника HIB, д о л ж е н пере
сечь еще одну его сторону; по сторону III он встретить на может, 
так как перпендикуляры ПК и FG по условию не пересекаются. Сле
довательно, он встречает сторону ЛВ, т. е. точка M лежит м е ж д у Я и В. 

Заметим, что случай АВ=СВ теперь л у ж н о считать исключенным.. 
В самом деле, медиана ВВ, входя внутрь треугольника FBM, должна 
встретить сторону FM в некоторой точке N. Если бы AB = OB, то 
перпендикуляр DE совпал бы с медианой DB и, следовательно, пере
сек бы перпендикуляр FG, что противно условию. Итак, AB > OB. 
Но в таком случае в треугольниках ABB и ODB п р и общей стороне 
DB и при AD — DO третьи стороны ые равны (AB > OB). Следова
тельно, /_АВВ > i_GDB (предложение I , 24 «Начал» Евклида , не 
зависящее от постулата о параллельных) . Следовательно, угол ADB 
тупой. Поэтому перпендикуляр DE входит внутрь четырехугольника 
ADPJ.1; выходя из него, он не может встретить стороны FH, потому 
что он вообще не пересекается с перпендикуляром ПК. Он встре
чает, таким образом, сторону Д Я в некоторой точке L. 



построение нредельпой липни 

и проходящие через эту точ-

[ п ] Пало яшм указанное и тексте 
подробнее. 

Лобачевский предполагает сначала, что предельная л и н и я задана 
некоторой, определенной своей точкой Л 
ку осью AB (тот ясе чертеж 24 и тексте). 
Под произвольным острим углом ВАС 
к осп он проводит прямую Л 6', на пей 
откладывает отрезок Л1) = а, д л я кото
рого II (а) = BAD, так что перпендику
л я р к нему .Wi1 параллелен Л В; затем 
он удваивает этот отрезок, откладывая 
DC — AD. При непрерывном изменении 
у г л а CAB от ~т. до 0 точка С образует • 
предельную линию, определяемую < на
чалом > А п <:осыо*> Л В. Перпендикуляр 
DE к хорде ЛС, выходящей из начала, 

le ее середине D параллелен оси AB по самому построешпо крпвой. Совер
шенно так лее перпендикуляр FG к хорде ЛИ в ее середине F парал
лелен AB, а следовательно, п DE. Таким образом в треугольнике АСЕ 
перпендикуляры, восставленные к двум его сторонам лз пх сере
дин, параллельны. В силу п р е д л о ж е н и я 30 перпендикуляр KL к хорде 
НС в ее середине также параллелен AB; иначе говоря, все перпен
д и к у л я р ы , восставленные из середпн хорд кривой в надлежащую 
•сторону, параллельны между собой в соответствии с определением 
предельной линии. Вместе с тем ясно, что ту ясе кривую получим, 
еслп будем исходить, скажем, пз точки Я и примем за ось луч, про
ходящий через В' параллельно AB. Таким образом к а ж д а я точка пре
дельной линии моясет быть принята за начало, а проходящая через нее 
ось — за начальную ось. Это моисет быть выражгио в следующем виде : 

Т е о р е м а 1. Предельная линия вполне определяется любой своей точ
кой и осью. 

В тесной связи с этим находятся еще одно ваясыое свойство пре
дельной линии. Передвинем предельную линию AB так, чтобы точка 
А совместилась с точкой В, а л у ч АА' —• 
с лучом ВВ'. Тогда предельная лппия 
совместится с самой собой, потому что 
она так ясе определяется точкой В и 
осью ВВ', как и точкой А и осью АА'. 
'Гак к а к точку В моясно взять сколь 
угодно близко к А, то можно этому ре
зультату дать следующее в ы р а ж е н и е : 

Т е о р е м а 2. Предельная линия может скользить по себе самой по
добно тому, как мозкет скользить по себе самой прямая и окружность. 
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Положенное рассуждение обнаруживает также , что перпендику
л я р ы , восставленные к хордам предельной лишит па пх середин, н е 
только параллельны м е ж д у собой, но параллельны осям кривой,-. 
они могут рассматриваться как ое оси. Отсюда еще следующий 
вывод: 

Т е о р е м а 3. Предельная, линии определяется двумя своими точками 
до симметрии относительно прямой, соединяющей ши точки. 

В самом деле, если .1 и В суть дво точки предельной линии, то 
мы найдем ее ось, восставив перпендикуляр к отрезку A B и з ее 

середины С. Однако эта ось-
может быть направлена либо 
в сторону ОС', «либо в противо
положную сторону ОС". В силу 
предыдущей теоремы отсюда 
следует, что через точки А и В 

проходят две (и только две) придельные ЛИНИИ; они симметричны 
относительно прямой Л В . Т р е т ь я точка уже определяет и сторону,, 
в которую ось обращена. 

Т е о р е м а 4. Оси предельной линии, -проведенные черел две се точки,, 
одинаково наклонены к хорде, соединяющей эти точки. 

В самом деле, как .мы видели , А'AB = /_В'ВА = II (4~АВ). Это 
свойство предельной липни поело Лобачевского часто принимали за 
ее определение и осяовывпли на нем ее построение (см. следующее 
примечаний 18). 

Если хорда AB стромится к пулю, то п р я м а я А.В обращается в 
пределе в касательную; угол II (-*•••-Из") при этом стремится к ~ ц. 
Таким образом имеет место предложение: 

Т е о р е м а 5. Пасите.iтая к предельной линии перпендикулярна к оси,, 
проходящей через точку касания. 

Приведем е щ е другое определение предельной линии; оно-
лгало отличается от того, которое дано Лобачевским, но связанное с ним 
построение обладает большей наглядностью *). Мы приведем здесь 
подробпое обоснование этого построения; это требует некоторых предва
рите л ьных предл о ж ен un. 

Л е м м а 1. Пак бы пи были расположены две прямые AB и CD па 
плоскости, через каждую точку А одной из них можно провести одну 
и только одну прямую АЕ таким образом, чтобы она образовала - с обеими 
данными прямыми равные внутренние односторонние угли, т. с. чтобы имело-
место равенство 

l_ AED = /_ ЕАВ. 

*) Эго определение принадлежит Гауссу; см. статью «Элементы неевкли
довой геометрии у других геомотров», стр. 160. 
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Чтобы это дщсазать, опустим па точки А перпендикуляр AG ли 
прямую CD. Если бы оказалось, что прямая AG перпендикулярна 
также к AB, то зто и была бы требуемая 
п р я м а я . Положим поэтому, что AG обра- в' 
зует с AB с одной стороны острый угол 
BAG, а с другой стороны — тупой угол 
В'AG. Со стороны AB, таким образом, угол 
BAG меньше внутреннего у г л а BGA, ко
торый с е к у щ а я AG образует с той же сто
роны со второй прямой GB. Е с л и точка G 
передвинется по направлению к точке 
С в точку G', т. е. если с е к у щ а я AG 
повернется п полоясешга AG', то угол , 
который опа образует с лучом AB, воз
растет: £_ВАG' ~> l_ Л-IG. Напротив , со
ответствующий односторонний у г о л при 
прямой GDуменьшится: l_ AG'D < /_AGD. 
Отложим в сторону ОС отрезок GG" = AG. Тогда G A G" — /_ GG" А 
а, потому /_ BAG" > £_AG"D. Мто значит, что когда секущая AG, 
в р а щ а я с ь вокруг А, перейдет пз положения AG в л67", то угол , кото
р ы й она обрадует с лучом AB, бывший сначала меньше соответствую
щего ему одностороннего у г л а п р и второй прямой, в пололсешш AG" 
станет больше его (£_ BAG" > £_ AG"В). Между точками G и G" в силу 
непрерывности нзмвнелпя у г л а A GD будет поэтому существовать точка Е, 
при которой /_ ВАЕ= /_ ВЕЛ; АЕ и есть искомая прямая . П р и даль
нейшем вращении секущей угол п р и луче AB возрастает, соответ
ствующий ясе односторонний с ним угол 
уменьшается , равенство их нарупгается. Че
рез точку А проходит, следовательно, только 
о: 1MB. п р я м а я , обладающая требуемым свой
ством. 

Эту прямую можно называть секущей равного 
наклона п р я м ы х AB и CJ). Особенное значение 
имеет тот случай, когда лучи AB и CD параллель
ны. Е с л и в этом случав .-16' есть секущая равного 
наклона, то Гаусс называет точку С соответ
ствующей точке А иа параллели CD. К а ж д о й точке луча соответствует, 
таким образом, одна и только одпа точка на любом параллельном 
луче. 

В развитие леммы 1 приведем еще следующее предложение : 
Л е м м а 2. Перпендикуляр, восставленный к секугцей равного наклона-

AG двух параллельных лучей AB и CD из ее середины Е, параллелен шиль 
лучам. 
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F D 

В самом .толе, н и одного на этих лучоп оп но может пстрс-
тпть, ибо череа точку поресочс-пия, сели бы таковая существовала, 
вследствие равенства углов ЛАС и DCA, ne набожно проходила бы и 

вторая параллель . Всякий ж е луч АО, про
ходящий впутрн угла ЕАВ, непременно 
встретит луч CD, а потому, переходя с одной 
сторопы прямой EF па д р у г у ю , пеобходимо 
пересечет .чуч EF в некоторой точке Е 
(предложение 5 Лобачевского). Это рассуяс-
дспие Лобачевский собственно и приводит при 
.доказательство предлоисошгя 30 (черт. 22). 
Самое продлоасегше 30 моясет быть в терминоло
гии Гаусса формулировано следующим образом: 

Л е м м а 3. Если через першипы А, В, С треугольника ABC а его плоско
сти провсИем параллельные между собой лучи АА', ВВ', СС и притом 
так, что точки А и В соответствуют друг другу на параллелях АА' и ВВ', 
а точки В и С соответствуют друг другу па параллелях ВВ' « СС, то 
точки А и С соответствуют Пруг аругу на параллелях АА/ и ОС. 

Еще иначе: если через вершины А, В, С треугольника, ABC в его пло
скости проведем параллельные лучи АА', ВВ', С С и при этом две сто

роны треугольника служат секущими равного на
клона по отношению к соответствующим парал
лелям, то и третья сторона треугольника слуокит 
секущей равного наклона по отношению к парал
лелям, проходящим через ее концы. 

Обратимся теперь к той роли, которую 
эти предложения играют в геометрии Лоба
чевского пли, лучше, в том определении пре
дельной линии, которое мы здесь излагаем. 

В некоторой плоскости представим себе луч 
АА' и совокупность всех ему параллельных лучей (пучок параллельных 
лучей, мы будем говорить короче: «пучок ДД'л) . Е с л и будем исходить 
от определенной точки А на АА', то ей на каждом луче ВВ' пучка соот
ветствует в установленном значении слова определенная точка В. 
Геометрическое место точек В на всех лучах пучка именно и есть пре
дельная линия Лобачевского. 

В самом деле, если В и С суть две точки этой линии, т. е. если 
они соответствуют точке А на параллелях ВВ' и СС, то в силу леммы S 
(т. о. предложения 30 в тексте Лобачевского) они и друг д р у г у 
соответствуют на своих параллелях , т. е. ВС есть секущая равного 
наклона по отношению к параллелям ВВ' и СС. Согласно лемме 2 пер
пендикуляр ЕЕ', восставленный иа середины хорды ВС, параллелен 
л у ч а м ВВ', СС, т. е. припадлеяшт пучку АА'. Построенная линия 
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обладает , таким обрааом, свойством, которым Лобачевский определяет 
предельную линию. Обратно, построение Лобачевского устанавливает, 
что его предельная л и ш ш обла.т.аел' свойством, 

•содержащимся в этом новом определении. Б са
мом деле , если Л есть точка придельной линии, 
• определяемой началом .1 п осью .1 .1 / , а хор па 
А В = ~а, то по построению Лобачевского A'ATi ~ 
=-./_П'ВА=11 (а). 

Если бы мы всхолили при построении пре
дельной ЛИШНЕ не от точки А, а от д р у г oit 
точки В, то точка .(, кате соответствующая В на 
п а р а л л е л и ВВ', оказалась бы на предельной ли
нии, определяемой точкой В и лучом ВВ' ; па ней оказалась бы я 
к а ж д а я точка С топ ж е липни. Это значит, что любая точка предельной 
линии, может быть принята за начало, а проходящая через нее ось—за 
начальную ось; результат, к которому приводит также построение 
Лобачевского, как это было указано в предыдущем примечании. 

[ ш ] Приведенное в тексте рассуждение несколько сжато, по по суще
ству совершенно безукоризненно. Мы здесь четко доведем его до конца. 

Приводим снова черт. 25. Здесь , ^ 
AF есть д у г а окружности, описанной 
из точки Е радиусом JE А и встре
чающей прямую BD в точке F. Мы 
п о к а ж е м п р е ж д е всего , что точка F 
п р и этом неизбежно лежит на лучо 
BD, т. е. расположена относительно 
В со стороны точки В. Это следует 
из того, что /_ AFD > [_ AFE, а так 
как /_ A.FE = /_ FAE, то /_ AF.D > /_ FAE; между тем, если бы 
точка пересечения падала бы в F' по другую сторону от В, то угол AF'B 
был бы меньше у г л а ABB, который по свойству предельной лггтш 
равен у г л у ВАЕ. В тексте 

В р' 
отчетливо .покапано, что при ~̂  
этом [_ BAFменьше ~ l _ DFE. 

Теперь , после того как 
центр Е у ж е выбран и точка 
F таким образом зафиксиро
вана, возьмем произвольно 
малый у г о л s и из точки F 
проведем л у ч FE', образую
щий с FD у г о л BFE' < е. Этот 
л у ч встретит луч AG (вследствие параллельноотн лучей FD и АО) 
.в некоторой точке Е'. Примем теперь точку Е' аа центр и Проведем окруж-
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с 

А с В 

пость радиусом Е'А. Эта окружность встретит ось BD в точке F', леясащей; 
относительно В также со стороны точки В, но м е ж д у В и F. Вместе с том 
/_ BAF' < l _ DF'E', а £_ BF'E' < /_ DFE', а пото.\гу /_ BAF'<. - а. 

Так как угол s произвольно мал, то точка F' с 
увеличением радиуса неограниченно прибли
жается к В. 

[ 2 0] Сущность итого р а с с у ж д е н и я в р я д ли мо
жет представить затруднение. Т е м п е мепсе точное 
обоснование этих заключений требует предвари
тельного установления нескольких простых теорем. 

Л е м м а 1. Если в прямолинейном четырехуголь
ники ЛЛ'В'В равны углы при «нижнем основании» 
(угол Д равен углу В) и «боковые стороны* 

(АА'— ВВ'), то равны также углы при верхнем основании (угол А 
р а в е н у г л у В'), а средняя линии (т. е. прямая СС, соединяющая сере
дины обоих оснований) перпендикулярна к основаниям.. 

Доказательство осуществляется наложением четырехзтольнпка са
мого на себя так, что AB совмещается с НА, ВВ' с Д Д ' , л обрат
но, it средняя лгпшя С С совмещается с самой собой. 

Л е м м а 2 . Если в прямолинейном четырехуголь
ника АА'В'В равны углы при верхнем и при нижнем-
основании (/_ А — £_В и /_ А' — /_ В'), то равны 
и боковые стороны (АА' — ВВ'). 

Доказательство от противного. Допустим, что 
Д Д ' < ВВ'. Отлояшм на ВВ' отрезок ВВ" ---=ЛА'. 
Теперь в четырехугольнике ABB"А' у глы при 
верхнем основании в силу п р е д ы д у щ е й теоре
мы д о л ж н ы быть равны: /_ АА'В" = /_ В В" А', что-
несовместимо о равенством углов АА'В' пА'В'В. 

Т е о р е м а ! . . Отрезки осей, которые содержатся мез/сду предельными 
линиями, имеющими общие оси, равны между собой. 

Н а чертеже А А/ и ВВ' суть две об
щие оси предельных линий AB иА'В'. 
Вследствие этого угол А 'AB равен у г л у 
В'ВА (см. на стр. 135—13(1 подробное 
примечание 17 к предложению 3 1 ) ; 
по той sue 1гр1;чппо. р а в н ы также у г л ы 
АА'В' и ВВ'А'\ л; силу леммы 2 
поэтому равны отрезки А А' и ВВ'. 

Теперь мы можем с полным осно
ванием говорить о расстоянии х меяеду д в у м я «параллельными» (т. о. 
имеющими общие оси) предельными линиями: это расстояние м о ж н о 
отсчитывать по любой оси: АА' — ВВ' = х. 
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Т е о р е м а 2. Рапным дугам предельной линии отвечают равные дуги на 
параллельной предельной линии. 

Если АО —СИ, то мы совместим д у г у АО о СП (с.\г. примечание 
17, теорема 2, дуга А С может скользить по О В). Тогда пен АЛ' и СО' 
пойдут по осям СО' и DIS' (теорема 3 в том же примечании); равные 
•отрепки А А' и ОС, а также СС и BD' соответственно совместится, 
вместе с тем дуга .-ГС совместится с дугой С В' (та лее теорема 3). 

Т е о р е м а 3. Соответствующие Oy su .s и я ' , t u l' двух параллель
ных предельных ланий пропорциональны. 

Эта теорема доказана в текста па основе теоремы 2. 

[ 2 1] Как показано в тексте, отпоившие есть функция расстоя
н и я х м е ж д у предельными д у г а м и ; от ислпчии ясо д у г л- и оно 
не зависит. Эту функцию обозначим через f(x). 

Возьмем три предельные д у г и s, а', л", содержащиеся между теми 
же диу.ия осями. Пусть .» будет расстояние между д у г а м и s и s', у — 
расстояпно между дугами .v' it .ч". Тогда 

s = s" f{x А-у). 
Следовательно, функция f(x) удовле
творяет функциональному уравнению 

f(x-\-i,) = f(x)f(!,), 

которое характеризует показательную функцию ах. Так как по усло
вию /'(1) с, то а — f, т. е. .у = <.•*, где е, однако, остается еще не
определенным. Лобачевский замечает, что надлежащим выбором еди
ницы длины можтго привести к тому, что основание с совпадет 
с основанном нсперовых логарифмов. П р и выяснении этого д л я 
мольшой отчетливости будем походить пз формулы s — s'ax. 

Если м ы увеличим единицу длнпы в к раз , то отношение сохра
нит свое значение, число ж е х замепптся числом х— Поэтому мм 
будем иметь 

А- .v'rt-vï = А.' (nk)F 

Число к можно выбрать так, чтобы а7: — е, г д е ' с — основанио неперо
вых логарифмов. Вместе с тем 

s—s'e* пли s' — sp.-x, (!) 

Черта н а д х означает, что длина отрезка выражена в специфической 
единице, п р и которой формула (!) имеет место. Лобачевский раз на
всегда устанавливает, что единица меры выбрана именно так , а по-

•тому пишет просто s' = se-*. Н у ж н о , однако, твердо помнить, что этим 
^зафиксирована е д т г а ц а длипы. 
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I', связи с этим, нужно обратить вппмпшш па следующее весьма 
паясиое обстоятельство. В гиперболической геометрии, как обнаружи
вают эти соображения, существует некоторая специфическая .длина, 
выбор которой в качестве единицы меры имеет абсолютное преиму
щество: говорят, что п гиперболическом пространстве поамолена «абсо
лютная мера длины». Эта едгапща меры определяется математически 
и па основе этого определения может быть фактически установлена 
только экспериментально. Абсолютная мера длпыы гиперболического 
пространства есть та, в которой имеет место соотношение я —se-x; 
это—-ее математическое определение. 

Какова ясе эта единица фактически? Этот вопрос моясет быть раз
решен т о л ь к о прямым измерением. Дальнейшие сообраясешгя по этому 
вопросу чптатель найдет ниже , в примечании 35 к предложению 37 . 

Отрезок, служащий при установленных соглашениях единицей 
длины, в настоящее время часто называют радиусом кривизны простран
ства. Возможность абсолютной единицы длины долго вызывала возра
ж е н и я против признания гиперболической геометрии. В евклидовом 
пространство такой абсолютной единицы пе существует: все прямо
линейные отрезки здесь равноправны, и единица меры может быть, 
установлена только заданием стандарта — зафиксированного стерленя. 
Однако на сфере абсолютная мера длины в том смысле, как попн-
маотся этот термин, возмоясыа: за таковую моясно, например , принять-
длину окружности большого к р у г а пли определенную ее часть. Такой 
абсолютной единицей Mej)bi я в л я е т с я также радиан , т. е. ~-я часть полу
окружности большого круга ; в этой именно абсолютной единице обык
новенно пишутся все метрические соотношения сферической геометрии. 

Если в гиперболическом пространстве за единицу меры принять, 
не радпус кривизны пространства, а другой отрезок, в к раз меньший, 
то основное соотношение предложения 33 принимает в и д 

s ' = - . s e ~ i r . (II). 

Теперь радиус кривизны выралсается числом к . Если радпус сферы 

выражается числом I t , то кривизна сферы в ы р а ж а е т с я числом ~ : но-

аналогии с этим п р и соотношении (!!) говорят, что кривизна гипербо

лического пространства выраясается отрицательным числом — 
к -

Этот выбор отрицательного числа имеет дополнительные основания, 
указанные ниже, в примечании 35 к предлоясеншо 3 7 . 

Лобачевский всегда полагает к=1; пуясно, однако, снова отметить,, 
что прп этом условии единица длины у ж е зафиксирована. 

[ 2 а] Предельную поверхность Лобачевский определяет как такую-
поверхность, которая образуется вращением предельной линии вокруг-
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одной из своих осей. Это определение, таким образом, существенно-
отличается от определения предельной линии. Между тем, яти опре
д е л е н и я могут быть сближены. Все элементы для такого объеди
н е н и я содержатся и в п р е д л о ж е н и я 34 настоящего сочинения. 

Предположим, как в тексте, что предельная поверхность образо
в а н а вращением предельной линии вокруг ее осп А А' (черт. 27). 
Лобачевский отмечает прежде всего , что во всякой точке В. поверх
ности ось ВВ' наклонена к хорде AB под тем же углом, п о д кото
рым в этой хорде наклонена ось вращения АА'. В терминологии 
Гаусса это означает, что точка В на луче ВВ' соответствует точке А 
н а луче АА'; оно и естественно, так как В есть точка предельной 
линии, которая в плоскости осей АА' и ВВ' определяется началом 
А и осью АА' (см. предложение 31, примечание 17). Но так как этим 
свойством обладает к а ж д а я точка предельной поверхности, то это-
приводит к следующему определению последней. 

Представим себе все лучи в пространстве, параллельные лучу 
АА', — «связку параллелей» К а ж д ы й луч ВВГ этой связки 
лежит с ЛА' в одной плоскости, и на нем существует одна и только одна, 
точка В, соответствующая (см. примечание 18) точке А л у ч а АА'. 
Геометрическое место точек В на всех лучах связки и есть предельная-
поверхность, определяемая точкой Л и осью АА'. Это определение пре
дельной поверхности явно аналогично определению предельной линии 
в плоскости. Исследование предельной линии основывается, главным 
образом, н а предложении, приведенном в примечании 18 в виде-
леммы 3. Это предложение остается в силе и в том случае, когда па 
раллельные лучи АА', ВВ', ОС расположены не в плоскости ABC, 
а как угодно в пространстве. Именно, доказательство этой теоремы 
и составляет главное содержание предложения 31 в тексте. Форму
л и р у е м ее в этом виде . 

Если АА', ВВ' и ОС' суть параллельные между сойой лучи, которые 
не расположены в одной плоскости, причем как точка В на луче ВВ', так 
и точка С па луче 00' соответствуют точке А на луче АА', то точки В' 
и О соответствуют друг другу на лучах ВВ' и ОС'. 

Самое доказательство, приведенное в тексте, устанавливает прежде-
всего, что около треугольника АВО при условиях задания всегда, 
можно описать окружность. Это не находится в противоречии с тем, 
что в гиперболической геометрии около данного треугольника на
всегда возможно описать окружность. Дело в том, что рассматривае
мый здесь треугольник не произвольный: две его вершины соответ
ствуют третьей на трех параллелях , проходящих через его вершины и н а 
расположенных в одной плоскости. Это есть у ж е треугольник специ
фического строения, п р и . котором описанная окружность в с е г д а 
существует. 
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Доказательство заключается в том, что на перпендикуляре JDF, 
восставленном в плоскости треугольника к стороне AB из ее сере
дины I), устанавливается точка F, через которую проходит также 
перпендикуляр FF, восставленный из середины Е стороны АС. При 
атом оказывается, что перпендикуляр , восставленный из точки F 
к плоскости треугольника, параллелен связке л у ч е й Д Д ' , ВВ', СС. 
Проведя через этот п е р п е н д и к у л я р и середину G третьей стороны ВС 
плоскость, получим в сечении с плоскостью параллелей ВВ' и G С 
л у ч GG', параллельный им и перпендикулярный к ВС. Поэтому 
ЦВ'ВС— ЦССВ = П(4 СВ), т. е. точки В и С соответствуют друг 
д р у г у на параллелях ВВ' и СС. 

Если теперь за начало предельной поверхности примем точку В 
и луч ВВ'— за начальную ось, то точки А и С, как соответ
ствующие ей на лучах Д Д ' и СС, окажутся на поверхности. Это 
значит: 

Каждая точка предельной поверхности может бить принята за начало, 
• f t проходящая через псе ось—за начальную ось. 

Предельную поверхность можно, таким образом, рассматривать как 
поверхность вращения вокруг любой осы (подобно тому как это имеет 
место в случае сферы и плоскости). 

Теперь у ж е нетрудно показать совершенно так ясе, как это было 
•сделано в примечании 17 (теорема, 2), что п р е д е л ь н а я поверхность 
моясет передвигаться ' по самой себе так, чтобы каягдая ее точка 
пришла в совмещение с любой другой ее точкой, а вращением поверх
ности вокруг любой ее точки моясно любой выходящий из этой точки 
предельный луч поверхности привести в совмещение с любым другим 
предельным лучом, выходящим из той ясе точки. Н а предельной 
поверхности, таким образом, возможны д в и ж е н и я тех ясе типов, что 
и и а плоскости или на сфере. 

[ а з] Евклидова двумерная геометрия, так называемая планиметрия, 
моясет быть построена рассуждениями , относящимися только к пло
скости, т. е. без обращения в трехмерное пространство. Такое построе
ние евклидовой планиметрии осуществляется на основе 'возможных 
в плоскости движений и постулатов, характеризующих ее основные 
образы, главным образом прямую. Д в и ж е н и я в евклидовой плоскости 
характеризуются следующими «постулатами д в и ж е н и я » : 

a) Плоскость может бить перемещена в самой себе таким образом, 
чтобы любая ее точка А пришла в совмещение с любой другой ее точкой 
А' (принцип транзитивности движения). 

b) Плоскость мозкет бить повернута в самой себе вокруг любой ее 
точки А таким образом, чтобы любой луч AB, выходящий из центра, вра
щения, совместился с любим другим лучом AB', также выходящим из 
центра вращения (пргтцш вращения). 
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Этими д в у м я постулатами устанавливаются возмояаяьте в плоокостп 
д в и ж е н и я . С присоединением к ним ггостулагкт Евклида о прямой 
линии, постулатов, характеризующих расположение (иочек на прямой , 
•постулата непрерывности, постулата П а т а (см. примечание -3 на d tp . 128), 
наконец, постулата о параллельных линиях, получается база, на которой 
строится плоская геометрия Евклида . 

Дв5 'мерная геометрия может быть в том ж е порядке и д е й построена 
и на другой поверхности, допускающей движения с теми ясб степе
нями свободы. Такими поверхностями в евклидовом пространстве 
я в л я ю т с я только сферы. Н а сфере вовможны движения , удовлетво
р я ю щ и е -принтгипу транзитивности л принципу вращений. Н о р о л ь 
п р я м ы х линий здесь пграют окружности больших кругов , роль л у ч е й — 
• с о отв етствз'ющие полу окр ужностгт. 

Однако постулаты, характеризующие окружности больших кругов 
н а сфере, существепно отлетаются от постулатов, характеризующих 
п р я м ы е на плоскости. Прямая вполне определяется любыми д в у м я 
точками, так что две прямые на плоскости могут пересекаться только 
в одной точке; окружности больших кругов на офере воегда иереов-
каются в д в у х точках. П р я м а я может быть неограниченно продол
жена в обе стороны; окружность большого круга есть замкнутая 
к р и в а я конечного размера. Это порождает глубокое .различие в гео
метриях плоскости и сферы. В евклидовом пространстве существуют 
два типа поверхностей, па которых может быть построена геометрия 
по принципу «свободной п о д в и ж н о с т и » 1 ) — плоскости и сферы; пм 
соответствуют два типа двумерной г е о м е т р и и — п л о с к а я п сферическая, 
к а к теперь часто говорят, евклиОопа и риманова. 

Обращаемся к «пространству Лобачевского», т. е. к пространству, 
в котором имеют место установленные им постулаты неевклидовой 
геометрии. Здесь н а плоскости имеет место своеобразная «гипер
болическая» геометрия, отличная от евклидовой. Н а сфере в 
гиперболическом 'пространстве имеют место те же движения , что 
и на сфере евклидова пространства; сферическая геометрия 
в гиперболическом пространстве пе отличается от обычной, к а к 
она была построена в евклидовом пространстве. Лобачевский ни
ж е обнаруживает (см. предложение 85), как далеко идет это сов
падение . 

Н о в гиперболическом пространстве существует, кроме того, вамэ-
чателъный тип поверхностей, н а которых имеет место свободная под
вижность . Мы видели (закгаочительный абзац предыдущего л р и м е -
•чанпя 22), что па предельной поверхности возможны движения» у д о -
»влетворяющие тем же ооновным д в у м постулатам. 1 

!) Этот термин принадлеясит Софусу Ли (*fi°eie Be№egUchk«ifc»). 
.Зак. 458. Я. И. Лобачевский, т. I. 

10 
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П р и построении геометрии предельной поверхности роль прямых; 
играют предельные линии. П р е д е л ь н а я линия на предельной поверх
ности вполне определяется д в у м я точками. Действительно, если через, 
точки А и В предельной поверхности проведем ее оси АА' и ВВ' 
и через них проведем плоокость, то она пересечет предельную поверх
ность по той единственной предельной линии, которая на этой поверх
ности проходит черев точки А и В. Далее , предельную линию можно-
неограниченно продолжить в обе стороны. Н а предельной поверхности 
остаются в силе постулаты, определяющие располоясение точек на. 
предельной линии, постулат непрерывности, постулат Паша. Лобачев
ский еще д а ж е не обладал точным перечнем постулатов геометрии;, 
но иа 15 предложений, приведенных им в начале настоящего сочи
н е н и я в качестве базы д л я всего дальнейшего построения геометрии,. 
10 относятся к двумерной геометрии и как бы составляют принимае
мую им аксиоматику плоской геометрии. Все эти десять предложений, 
остаются в силе на предельной поверхности, если в них заменить 
п р я м ы е предельными линиями. Поэтому д л я окончательного решения 
вопроса о характере геометрии остается только решить, как обстоит 
дело о постулатом о параллельных линиях. Но м ы знаем, что этот 
постулат эквивалентен предложению, что сумма углов в треугольнике 
равна к. В предельном треугольнике па п р е д е л ь н о й поверхности-
оумма внутренних углов действительно равна it. Следовательно, на 
предельной поверхности имеет место евклидова геометрия. Этот замечатель
ный результат, таким образом, обнаруживает, что о отказом от посту
лата Евклида о параллельных линиях дву м ер ная евклидова геомет
р и я не прекращает своего существования: опа только переносится! 
с плоскости на предельную поверхность. В предельном треугольнике 
сохраняются соотношения евклидовой геометрии, что служит точкой' 
отправления для построения метрики неевклидова пространства. 

Полезно отметить, что в гиперболическом пространстве существуют -

поверхности еще одного типа, на которых возможно двгокение фигур 
без деформации с тремя степенями свободы; это — эквидистантные-
поверхности. Под эквидистантной поверхностью разумеют геометриче
ское место точек, отстоящих от заданной плоскости (базы поверхности 
на .одно и то же расстояние h (параметр поверхности). Н а плоскость-
можно смотреть как на эквидистантную поверхность о параметром 
А = 0 . Таким образом в гиперболическом пространстве существуе 
три типа поверхностей, на которых возможны д в и ж е н и я о тремя степе 
-нями овободы: сферические, эквидистантные и п р е д е л ь н ы е поверхности. 

[ 2 J] В евклидовой геометрии угол обычно измеряется либо в гра 
д у с а х (прямой угол измеряется числом 90 или 100), либо в радианах (пря
мой угол измеряется числом £ ) . Оба эти способа измерения у г л а при
меняются и в неевклидовой геометрии; но здеоь возможен и своеоб-
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разный линейный способ в ы р а ж е н и я угла . Каждому острому у г л у v 
отвечает отрезок, выражаемый в установленной единице м е р ы числом х, 
д л я которого II (х) = ср; это число х и представляет своеобразное, 
только в неевклидовой геометрии существующее выражение у г л а ; его 
поэтому молено назвать гиперболическим значением угла; н у ж н о , 
однако, иметь в виду , что гиперболическое значение у г л а не пропор
ционально величине угла . Этим гиперболическим значением у г л а 
Лобачевский у ж е и выше пользовался д л я в ы р а ж е н и я у г л а (см., 
например , предложение 3 4 ; д в у г р а н н ы й угол в ы р а ж е н своим гипер
болическим значением а); в дальнейшем он пользуется им системати
чески. Заметим еще, что П (х) в ы р а ж а е т в радианах тот угол , гипер
болическое линейное аначение которого есть х. 

Здесь , однако, Лобачевский вводит дополнительное соглашение, 
закоточающееся в следующем. Обозначая через х гиперболическое 
значение некоторого угла , он обозначает через х' гиперболическое 
значение дополнительного угла . Таким образом у г л ы II (х) и П (х') 
всегда дополняют друг д р у г а до — к; это и выражепо уравнением. 

[ 2 Б] Действительно, положим, что существует сферический тре
угольник ктп (черт. 28) со сторонами mn = H(c), &п = П (ß), mlc — II (а) 
и противолежащими им углами П (b), П («'), | т.. Н а луче Вп отло
жим отрезок В А, равный с, и и з точки А опустим перпендикуляр АО 
на п р я м у ю Вк. Полученный таким образом треугольник ABG будет 
удовлетворять требованию. Действительно, из точки А восставим перпен
д и к у л я р АА' к плоскости треугольника АВО; луч Вт обозначим через 
ВВ' и прямую пересечения плоскостей В'ВО и А'АС обозначим через 
СС. У г о л В'ВА измеряется стороной тп сферического треугольника , 
а потому равен 11(c) = II (AB); следовательно, луч ВВ' параллелен АА'; 
вместе о тем луч СС параллелен АА' и ВВ' (см. заключительный 
абзац п р е д л о ж е н и я 25). С д р у г о й стороны, по самому построению 
плоскость СС'АА' перпендикулярна к плоскости треугольника ABC; 
п р я м а я ВС перпендикулярна к плоскости СС'АА', а вследствие этого 
она п ерпе ндикулярна и к прямой СС; поэтому /_ В'ВО = П (ВС); но 
этот у г о л измеряется дугой тк сферического треугольника, а потому 
р а в е н П (а); следовательно, ВО = а. Далее , С CA = 11 (АС); но этот 
у г о л оовпадает с утлом fc сферического треугольника, а потому р а в е н 
11(b); следовательно, АС=Ъ. У г о л В прямоугольного треугольника 
ABC измеряется дугой An, а потому равен П (ß). Д а л е е , д в у г р а н н ы й 
угол (СО') прямой, двугранный у г о л (ВВ') совпадает с углом m сфе
рического треугольника, а потому равен II (а '). Наконец, д в у г р а н н ы й 
угол (АА') = \'К — {ВВ'); но у г о л (ВВ') совпадает с углом то = 11 (а ' ) 
сферического треугольника, поэтому (АА') — П (a); a так как угол 
(АА') измеряется линейным утлом А, то А =11 (а). Нтак, в треуголь
нике АВО стороны и у г л ы имеют значения а, Ъ, с, П. (а), Щ(3), т. е . 

10 
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существование сферического треугольника со сторонами H (с), II (3), 
II («) и противолежащими з т л а м и Щ&), Ш(а'), \ к обусловливает су
ществование прямолинейного треугольника со сторонами а, Ъ., с и 
противолежащими углами LT {a), II (jj), -i-t . 

Заменим теперь обозначения, к которым привели предшествующие 
соображения, болое общими. Именно положим] 

с = х, ß = y, a = = z ; b = ;, a'=rt. (1) 

Тогда стороны и у г л ы сферического треугольника можно будет прод-
ставить таблицей вд> 

H ft), ( ( А ) 

Мы можем смотреть и а х и у как на линейные аргументы, опреде
ляющие катеты этого сферического треугольника, н а z—как на аргу
мент его гипотенузы, на ? п ч ] — к а к па линейные аргументы его 
острых углов. Теорема, установленная в тексте п доказанная здесь, 
сводится к тому, что существование сферического прямоугольного 
треугольника (А.) влечет за собой существование прямолинейного 
прямоугольного треугольника со сторонами п у г л а м и 

H ( V ) , Щи), (В) 

Это станет совершенно ясным, если заметим, что при 

II ( а ) 4 - П ( а ' ) ' 7t 
9 

ВД + П ( У ) = - | - и 7 ] = « ' 

необходимо 7 ] ' = я. 
Но в сферическом: треугольнике (А) мы можем транспонировать 

катеты z и у, транспонируя в то ж е время аргументы острых углов 
т. е. t и 1]. Иначе говоря, тот ж е сферический треугольник (А) мы 
можем, конечно, представить таблицей 

Щу), II (а:), И (Z), 

Ufo) , I I ® , I (А") 

а в таком случао он влечет за собой прямолинейный треугольник 

'1> У, 

11(50, Н(«) , 
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В ^применении к треугольнику, о котором идет речь в тексте, при 
обозначениях (!) это приводит к треугольнику 

И (ft'), II(c), i - s . j (О) 

Итак , существование прямолинейного прямоугольного треугольника 

а, с, 

(С> 
111(a), 11 (j3), j-n 

влечет за собой сущеетвовалпе сферического треугольника 

H (с), П(2), И » , 

II (Ь), II (а ' ) , ±к; 

этот ж е влечет за собой, обратно, не только существование треуголь
ника ( С ) , но и треугольника (С); эти два прямолинейных треугольника 
поэтому всегда существуют одновременно. 

f 2 8 ] . Воспроизводим чертежи п рассужде
ния , соответствующие этой второй конфигура
ции. Зам етим предварите л ьпо следующее : если 
из точки Р предельной линии PR (черт, а) 
проведем касательную PQ, н а ней отложим 
отрезок PQ и из точки Q проведем луч QQ', 
параллельный оси РР', которая встретит пре
дельную липию в точке R, то д у г а PR 
вполне определяется длпной отрезка VQ. р\ _р/-
Е с л п этот отрезок пазовем тангенциальной 
высотой предельпой дугп PR, то можно будет Ч е р т . а. 
сказать, что предельная дуга определяется своей 
тангенциальной высотой. Н а черт. 28 п 30 г, qui суть предельпые д у г и , 
которые соответственно определяются тангенциальными высотами с, Ьпа. 

Теперь воспроизведем второе построение Лобачевского. 
П е р п е н д и к у л я р к плоскостп прямоугольпого треугольника вос

ставим не пз точки л , а из вергдпны В; пз вершин ж е Си А проведем 
лучи СС и АЛ', параллельные ВВ' (черт. о"). Далее , принимая В за 
начало, л у ч ВВ' за ось, построим предельную поверхность, которая 
пересечет плоскости параллелей по предельпым дугам ВА", ВС", 
С"А". Тангенциальной высотой д у г и В А" служит отрезок с, & потому 
ее д л и н а имеет то же значение г, что и в прежней конфигурации . 
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Д у г а ВО" имеет тангенциальную высоту а, поэтому ее длина 
р а в н а t (по прежней конфигурации) . Дугу^С'Л." обозначим через р'. 
Из продельного прямоугольного треугольника А"ВС" теперь получим 

р ' — r s m £ = r s i n l l ( 3 ) ; t = г cos II (£). (1) 

Теперь разрежем трехгранную поверхность по п р я м о й А А' и раз
вернем ее на плоскость (черт, в), подобно тому к а к это делает 
Лобачевский. В этом случае , к а к мы видим, ВА" = г, ВС"' — t; пре-

Ч е р т. б. Ч в р т. в. 

д е л ь н а я ж е д у г а CD, имеющая тангенциальную^ высоту Ь, равна q, 
г остается без изменения, а места дуг j и ( занимают д у г и t r q 

Теперь, аналогично прежней конфигурации, GG"=f(a). Поэтому 

СВ = а*=р'еП*). 

Подставляя же сюда вместо р' выражение (!), получим 

ç = r s m n ' ( 3 ) e / " W , 

как в тексте Лобачевского. 
р4 7] Предложение 3 5 — н а и б о л е е важное во всем сочинении. Главное 

его содержание заключается в том, что в нем у с т а н а в л и в а Е о т с я 

соотношения между сторонами и углами как в прямолинейном, 
т а к и в сферическом прямоугольном треугольнике. В ы в о д этих соот
ношений предотавляет собой образец тонкой, изумительно искусной це
п и умозаключений, может быть, наиболее характерных оинтетичеоких рас
с у ж д е н и й Лобачевского. Вывод нельзя не признать довольно слож
н ы м при всей элементарности отдельных его приемов . Но наиболее цен
н о й его стороной являетоя совместное получение уравнений как пло-
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•ской так и сферической тригонометрии неевклидова (гиперболиче
ского) пространства. Сделаем краткий обвор этих рассуждений . 

Предложение 35 разбивается на три части. П е р в а я часть устана
в л и в а е т , что каждому прямолинейному прямоугольному треугольнику 
соответствует некоторый сферический прямоугольный ж е треуголь
ник; это соответствие взаимное: сферический треугольник, в свою 
очередь , определяет тот ясе прямолинейный треугольник. Е с л и в этом 

• сферическом треугольнике транспонируем катеты и противолежащие 
-им у г л ы , а затем воспроизведем соответствующий прямолинейный 

•треугольник, то последний, к а к оказывается, получается из исходного 
-прямолинейного треугольника не перестановкой катетов, а особой под
становкой, которую справедливо назвать преобразованием Лобачевского, 

' Т а к и м образом от каждого прямолинейного прямоугольного треуголь
н и к а можно в неевклидовой плоскости двояким путём перейти к дру 
гому прямолинейному ж е прямоугольному треугольнику: один полу-

•чается транспонированием катетов и острых углов; этот прямоуголь
н ы й треугольник отличается от походного только расположением 
катетов, — он ему конгруэнтен; другой получается из исходного преоб
разованием Лобачевского, которое приводит к существенно отличному 

-треугольнику. Вместе с тем всякое соотношение в прямоугольном тре
у г о л ь н и к е приводит в неевклидовой плоскости к р я д у новых соотно
шений, которые получаются либо перестановкой катетов и острых 

_углов, либо подстановкой Лобачевского. 
Таким образом, достаточно получить одно соотношение между эле

ментами прямоугольного треугольника, чтобы из него получить и 
•остальные соотношения, алгебраически от него не зависящие. Этому 
и п о с в я щ е н а вторая часть этого предложения . Здесь Лобачевский 

• строит предельную поверхность, проходящую через вершину одного 
из острых углов прямоугольного треугольника ABC к имеющую осью 
п е р п е н д и к у л я р к этой плоскости из той ж е вершины. Вместе о осями , . 
в ы х о д я щ и м и из других вершин треугольника, эта ось определяет 

•трехгранную поверхность, которая вырезывает на предельной поверх
н о с т и предельный прямоугольный треугольник, определяемый исход
н ы м треугольником. Стороны и у г л ы этого предельного треугольника 

^связаны уравнениями евклидовой геометрии. У г л ы предельного тре
у г о л ь н и к а выраясаютоя очень просто через утлы данного треугольника. 
Поэтому уравнения , свявывающие стороны и утлы прямолинейного 

• треугольника , содержат элементы как прямолинейного, так и предель
ного треугольника; отороны предельного треугольника н у ж н о и с к л » -
чить; в этом главная задача дальнейшего исследования. 

Вершины В и С треугольника отстоят от предельной поверхности 
«по осям на расстояниях ВВ" и СС". Длины этих отрезков, очевидно, 
лгредставляют собой определенную функцию с и b сторон треугольника . 
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Лобачевский обозначает их поэтому через f(c) и f(b). Р а з в е р н у в т р е х 
гранную-поверхность иа плоскость, Лобачевский без т р у д а доказывает,, 
что три отрезка, f («), f(l>), f(c) связаны соотношением 

Пс) = Па)-\-ПЩ. (!) 

Но существу это уже и есть соотношение, связывающее пшотспузу п 
катеты прямоугольного треугольника; нулшо только разыскать функ
цию f(x). 

Лобачовский вторично строит предельную поверхность, исходя пз 
вершины второго острого у г л а . Сопоставляя евклидовы соотношения 
меэдду. сторонами предельных треугольников, полученных один ни 
цервой» другой н а второй предольпой. поверхности, и их развертки, 
Лобачевский получает* новые соотношения: 

sm П (а) еПа) = sin IT {b) e/W = sin П (с) crtO. 

S o а и Ъ с у г ь к а з авцоимые величины; всо три частя этих равенств 
вредот&рляют собой- поотоянцые; полагая аргумент равным нулю,, 
нааодпм, что эта постоянная равна единице. Функция/"(аг), таким обра
зом, найдена: 

sin Я (ж) 

Наппсав теперь соотношение (I) в виде 

цодучаем соотношение между катетами п гцпотепузой у ж е в более-
конкретной форме: 

sin П(с) — sin П(а ) s in Ц(6). 

Ив этого уравнения он получает еще четыре п р и помощи подстановок, 
указанных в первой части итого предложения . 

Наконец, в третьей частя предлоиссныя 35, переходя от прямоли
нейного треугольпика к связанному с щ ш сферическому, Лобачевский 
•устанавливает, уравнения сферической тригонометрии прямоугольного 
треугольника я . обнаруживает, 4Tq они совпадают с соответствующими 
уравнениями евклидовой геометрии, т. е.. па завысят от постулата о-
параллельных линиях. 

[Щ В предыдущем основном соотношепин, гдо было введено обо-
аначонцо «в», о нем: говорилось только, что в есть некоторое положи
тельное число, большее в д п щ щ ы . Значение этого числа остается прот 
цэвольиим: . в том смысле, что постулаты, па- которых построепа 
гвомвтрця Лобачевского, совместимы, о любым апачехщвм числа, е.. Н е -
оамое установление, этого 4idwia v очевидно-, с в я а а п о с единицей ие-ры-
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в которой выражается длина х. С поменеппем единицы меры зна
чение с будет меняться; при надлежащем выборе одггапцы число е-
должпо совпасть с основанием натуральных логарифмов (см. примеча
ние 21). П р и всем том, в этом рассуждении есть некоторая неувязка 
о п р е д ы д у щ и м . Дело в том, что совершенно аналогичное рассуяедешгэ 
у ж о было проделано в предложении 33 в применении к соотношению 
s' =$с~х, связывающему длины предельных дуг , содержащихся м е ж д у 
д в у м я осями. II там число е зависело от единицы моры, в которой 
выраясено расстояние х между дугами. Единица меры была у ж е там 
установлена так, чтобы е имело значошю основания неперовых лога
рифмов. Стало быть, вновь устанавливать единицу так, чтобы п в 
новой показательной функции, привести основание е к нецорову числу, 
безоговорочно нельзя . В действительности дело обстоит так, что обе 
экспоненциальные функции приводятся к неперову основанию при од-
пой и той ж е единице меры. Лобачевский сам обнаружил этот 
дефект и поправил его в «Пангеометрип;> 

[ 2 0] Е с л и перейти к обычным обозначениям углов , т. е. вместо 
П ( а ) п П(3) писать А и В, то д в а уравнения , приведенные в начале 
настоящего предложения, примут вид 

sin II (с) = sin 1Ца) sin Д (fr), (1 ) 

sin А — sin II (b) cos В. (2) 

Транспонируя в последнем уравнения у г л ы А и В п з аменяя соот
ветственно этому катет b катетом а, получим третье уравнеппе, о ко
тором говорит Лобачевский: 

sin В = sin II ( a ) cos А . (3) 

П е р е м н о ж а я уравнения (2) л (3) и учитывая (1), получаем 

s in l l ( c ) = t g j l is В. (4) 

Исключая В нз уравнений (2) и (3), получаем 

S i n ^ + S i n a n ^ C 0 S - L = = 1 -

. Освобождая это уравнение от знамепателя и замепяя в сплу 
уравнения (1) произведение sin II (a) sin II (b) через sin II (с), полу
чаем 

s in 2 II (с) cos 2 А ~ s in 2 П.(6) — sin 2 А 

и, следовательно, 
cos 2 П (с) cos 2 Л = с о в а П ( Ь ) . 
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Извлекая квадратный корень пз обеих частей и принимая во вни
мание, как па это указывает Лобачевский, что все углы А, II(о), 11(c) 
•острые, получаем 

cos II (с) cos А — cos II (b). (5) 

Если из уравнений (2) и (3) исключим не угол В, а угол А , то таким 
же образом получим 

cos II (с) cos В = cos П (а). (0) 

Это и есть уравнение, приведенное в тексте пшке, под номером 2 . 
Оно приведено и в предыдущем предложении. Теперь исключим 
угол А пз уравнений (5) п (4). Если для этого напнгяем эти уравнения 

, ъ виде 

cos А = •°0Я 1̂  У*} , tg А = sin II (с) ctg- В, cos II (с) 

то исключение дает 
cos2 II (с) 

= 1 - ) - sin-' II (с) c t g 2 Б . 
cos2 II (k) 

Вычисляя отсюда ctg2 II (о), получим: 

ctg II (Ь) = ctg II (с) sin В. (7) 

Таким же образом, исключая ыз уравнения (4) и (5) угол В, получим 

ctg П (а) = ctg II (с) sin А. (8) 

•Это и есть уравнение (1), приведенное ниже в тексте. 
Наконец, перемнолсая уравнения (5) и (8), получим 

ctg П (a) cos II (с) cos А = ctg П (с) sin A cos П (b). 

Так как cos П (с) ф 0, то мы можем сократить уравнение на cos П. (с). 
•Заменяя после этого в оилу соотношения (1) sin II (с) = sin П (a) sin П (Ь), 
получим 

cos II (а) = ctg II (Ь) tg А (9) 
я аналогично этому 

cos П (b) = ctg П (я) tg В. (10) 

Уравнения (7) и (8) отличаются от соответствующих уравнений евкли
довой геометрии 

а —с sin А, b = с sin В 

тем, что стороны треугольника а, Ь, с заменены через ctg П (а), 
ctgll(b), ctg II (с). 
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алы транспонируем в нем стороны a и b, а также противолежащие 

К а к известно, Непером было указано мнемоническое правило, дающее 
возможность без труда запомнить соотношения между сторонами 
и у г л а м и сферического треугольника. Проф. А. П. Котельников по
казал , что это правило в несколысо измененном виде моясет служить 
41 д л я записывания тригонометрических уравнений прямоугольного 

•треугольника в гиперболической плоскости. Оно приведено им в при
мечании 2 0 к статье «О началах геометрии», стр. 275 настоящего 

•тома; оп им очень часто пользуется. 
[ a o j В лредлоясенин 3G было найдено основное соотношение 

iff~ll{x) = e-x

> устанавливающее функцию II (х). Сообразно этому 
.Лобачевский п р е ж д е всего по известной гониометрической формуле 
выралсает cos II (с — х) через tg- -i- II (с — х) п получает вторую часть 
комментируемого равенства. Затем но упомянутой формуле он заме
н я е т tg4- I I ( c — х ) череп е ж - с п получает третью часть равенства. 
Т е п е р ь он представляет член е-х--с в виде с 2 ; в • е--с, выраясает обратно 
•оба мнояептеля через ctg -|- II (ж)2 и t g - i - H ( c ) 9 и, таким образом, по
л у ч а е т четвертую часть равенства; наконец, выражая тангенсы половин
н ы х углов по хорошо известной формуле через косинусы целых углов , 
-он получает последний член равенства. Это имеет двоякое значение. 
Во-первых, формула 

т т . . cos II (с) — cos II (х) 
COS II (С — X) — - ,, . . ~ ~ 

' 1 — cos II (с) COS II (х) 

у с т а н а в л и в а е т д л я функции II(х) теорему слоясения. Она остается 
•е силе п д л я отрицательных значений х, что дает 

° 0 Ь И [ ° + Х ) — 1 -f- cos Ü (с) cos И (х) • 

•См. «Новые начала», ст. 137 (04) . 
Во-вторых, в ы р а ж а я здесь cos Я (ж) н cos II (с — х) по формулам [!], 

•Лобачевский получает основные формулы [111], связывающие в гипер-
«болическом пространстве стороны и у г л ы любого прямолинейного 
"треугольника. Однако, подобно так называемым неперовым аналогиям 
•сферической тригонометрии, каждое из этих уравнений содержит п я т ь 
э л е м е н т о в треугольника; меяеду тем д л я решения треугольника их 
.должно быть только четыре. Лобачевский переходит поэтому к уста-
яаовленшо уравнений, связывающих четыре элемента треугольника. 

[ 8 l ] Написав предыдущее соотношение в виде 

„ , х „ , . , cos II (с) — созЛ .созП(Ь) ... 
1 — cos П (Ъ) cos П (с) cos А = r w N 5 ~ > № 

4 ' w cos Я (a) cos В 
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им углы А и В; получим 
cos II:(с) — cos 5 cos II (а) 

1 — cos II (a) cos II (с) cos В = > ,r ... -. . 
w 4 ' cos II (ft) cos А 

Перемножал эти равенства, получим 

[1 — сок IT (a) cos П (с) cos В] [1 — cos II (ft) cos II (с) cos А] — 

[cos II (с) — cos J5 cos П («)] [cos II (c) — cos A cos II (ft)] 
cos II (a) cos II (b) cos Л. cos В 

Выполнив в числителе правой части умножение п разделив член~ 
не содержащий cos l l (с), на знаменатель, приведем п р а в у ю часть к виду 

ц cos И (с) [cos П (с) — cos A cos II (ft) — cos В cos П (a)] 
1 cos II (a) cos II (ft) cos Л. cos В 

• n u / s , cos П ( с ) - Л 
= Si l l - П (С) -4 т у — г — - ; 5 , 

cos U(rt) cos II (b) cos Д cos _ß 

г д е через В обозначено в ы р а ж е н и е 

cos П(с) [1 - j - cos Л cos В cos П (it) cos II (ft)]— cos П (ft) cos В — cos Д(Ь) cos A-
Вследствие соотношения [!] I i обращается в н у л ь , п мы получаем у р а в 
нение, приведенное в тексте. 

[В 2] Вычисление протекает в слодующем порядке : 
1 — cos A cos П (ft) cos II (с) = 

cos A cos II (ft) cos TT (я) sin G 
sin A sin 11(b) - } - cos A sin G cos II (a) cos II (b) 

я'тА sin IT (b) 
sin A sin II (ft) -\- cos A sin G cos II (u) cos II (ft) ' 

Вместе с тем уравнение, выражающее sin П (ft)2, после подстановки: 
и сокращения на sin П (ft) примет в и д 

. sin Л (1 — cos 6 cos II (a) cos П (ft)} 
sm И (ft) = - г -A_/_L 

sin A sin Д (ft) - } - cos Д sin G cos II (a) cos II (ft) 
пли ясе 

sin A — sin -A cos G cos H (a) cos П (ft) = sin A sin П (ft)2 - | -

- j - sin U (ft) cos A sin G cos II (a) cos П (ft). 

Заменив теперь, разность, первых членов обеих частей через sin A oos 2 Д(&) 
п разделив обе части на sin A cos Д (ft) cos Д (ft), получим уравнение, , 
приведенное в тексте. 
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[ЗУ] Первое из этих соотношений получаем непосредственно из пер-
з о г о уравнения (8), написав его в виде 

ctg II (b) sin Л = ctg H (.() sin В 

и заменяя c tg II (b) и ctg П (а) приведенными их приблпясепнымн 
значениями а и Ь. Второе уравнение (8) после подстановки в пего 
приблшкенных значений принимает вид 

M ) (-1 be cos A -j -—- — = 1. 
а-

Освоболсдаяоь от знаменателя и отбрасывал члены, порядок которых 
ныше д в у х , получим второе ураппение, приведенное в тексте. 

Третье уравнение (8) после такой же подстановки примет вид 

ctg л sin С . Ь 
—- г- cos С = — . 

b- а 

Освобоясдая от знамепателя, отбрасывая члены, порядок котор!лх выше 
двух , и умнолсая обе части уравнения на sin А, получим третье урав
нение текста. Аналогично получаем и четвертое. 

[S*J Это соотношение, строго говоря, вытекает у ж е пз последнего 
у р а в н е н и я . Чтобы получить его, однако, как указывает Лобачевский, 

•опираясь на предыдущие уравпення, проведем вывод в следующем: 
п о р я д к е : 

sin (Л + В ~\- С) = sin .1 cos (I? - j - С) -J- cos .4 sin (В - | - С). 

З а м е н я я здесь согласно последней формуле cos (В -f- С) через — cos А, 
получаем 

sm(A-j- В-\-С) = cos А { sin [В - j - С ) — sin А } . 

З а м е н я я теперь sin (В-}~ С) его значением, заимствованным пз предпо
следнего уравпенил той же группы (с заменой А на 5 ) , получим 

sm (A-J-iH-СО = ~у^- {(is'mB— bsinA } . 

•Согласно ж е первому уравнению той ясе группы, выражение , стоящее 
в скобках в правой части этого равенства, рааио нулю. Поэтому 
вт(А-\-В~\~ С) = 0; а так как А~\~В~\-С больше н у л я и а е превы
шает I T , то A -f- В - j - С — , г -

i[a6] ф ч е н ь важное предложение, согласно которому гипврболич»окад 
^геометрия бесконечно малого совпадает с евклидовой геометрией^ 
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нуждается в пояснения. Оодерясатгае теоремы в более точной форму
лировке выражается следующим обраоом: если стороны треугольника, 
выражаются настолько малыми числами, что их степенями, выше вто
рой, можно пренебречь, то уравнения , связывающие стороны и у г л ы 
треугольника, не отличаются от тех, которые имеют место в евкли
довой геометрии. Но числа, которыми выражаются длины отрезков, 
зависят от принятой единицы меры. Эта единица меры, однако, н е 
произвольна: она зафиксирована тем требованием, чтобы в уравнении 
c tg ^-ll(x) = ex число с представляло собой основание неперовых 'лога 
рифмов (см. предложение 3 0 и примечание 2 8 на стр. 1 5 2 ) ; это имеет-
место при строго определением размере отрезка. Как у ж е было указано-
выше (стр. 1 4 2 ) , этот отрезок часто называют теперь радиусом кривизны-
гиперболического пространства. Итак, гиперболическая геометрия совпа
дает с евклидовой на протяжении, весьма малом по сравнению с ра
диусом кривизны пространства. С этим и связываются соображения , 
относящиеся к устройству вселенной. У ж е Лобачевский в очень осто
рожной фох>ме высказывал предположение , что в нашем пространстве-
в действительности, может быть, имеет место гиперболическая геомет
р и я , но что размеры топ части вселенной, в которой м ы производим 
наши намерения, настолько малы по сравнению с радиусом кривизны 
пространства, что отклонения наблюдаемых нами метрических соотно
шений от евклидовых весьма ничтожны, и мы этих отклонений вовсе 
не замечаем: они падают за пределы точности наших измерений (см. 
«О началах геометрии», стр. 2 0 7 — 2 0 9 настоящего тома). Вычисления 
оуммы углов в некотором космическом треугольнике (см. там же) не д а л и 
оснований к подтверждению такого предположения . В пастоящее 
в р е м я выяснилось, что размеры вселенной неизмеримо больше, чем 
это себе представляли в эпоху, когда жил Лобачевский. Протяжения, , 
доступные точному измерению, действительно совершенно ничтожны 
по сравнонию с размерами вселепиой. В связи с этим, а также с н е 
которыми течениями в физике и космологии, в последнее время чаще-
высказываются предположения , что действительная геометрия космоса 
не евклидова (Эйнштейн, Эддингтон). При этом есть основание пред^ 
полагать , что эта геометрия эллиптическая (риманова), а не г и п е р 
болическая. Нужно , однако, сказать, что на эти сообраясения можно 
смотреть только как н а весьма проблематические предположения , 
требующие еще тщательной проверки. 

[ а в] Лобачевский имеет в виду сочинения: «О началах геометрии»„ 
напечатанное, правда , по в «Ученых записках», а в «Казанском вест-
пике» (1829—1830 гг . ) , «Воображаемая геометрия», напечатанное 
в «Ученых запиоках Казанского университета» за 1835 г . , «Приме
нение воображаемой геометрии it некоторым интегралам», напечатан
ное в «Ученых записках» за 1830 г. 
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l"'] Функция II (х) определена Лобачевским геометрически, а затем 
установлено ее аналитическое выражение , содержащееся в заключи
тельной формуле предложения 30; в с н о с к е * па стр. 120 это ж е 
соотношение приведепо в других видах. 

Е с л и фупкцип, этими формулами определяемые, распространить 
и па мнимые значения аргумента а, то получим: 

ctg II (яг) = • - - - ^ i s i n a ; , 

• тг/ -v 2 1 
S i n II (XI) — —:— gxi _)_ e~Xi COSX ' 

f QXi Q~Xi 
cos II (xV== - - ; = a i t e x . 

4 K

 ex% _|_ e-xi b& •c' 

Эти именно формулы Лобачевский и приводит в тексте. Если в урав
н е н и я (8) вместо а, Ь, с подставить ai, Ы, ci и выразить тригономет
рические функции от II (аг), П(Ьг), II (ci) по приведенным выше фор
мулам, то получим заключительные уравнения текста. Это суть соот
ношения между сторонами и углами сферического треугольника . 
Можно сказать, что и обратно, формулы, сферической тригонометрии, 
переходят в уравнения гиперболической тригонометрия, если заме
нить стороны треугольника а, Ь, с через , 4-. С другой сто-
роны, в сферической тригопометрпи под а, Ь, с разумеют угловые-
вначения сторон; если под а, Ь, с разуметь длины этих сторон, то у г 
ловые их значения будут , ~ , , где В — радиус сферы. Урав 
нения сферической тригопометрпи, содержащие эти формулы, перехо
дят в гиперболические, если заменим через , j ^ i т - ö -
если заменить В через Ш. Молено сказать, что уравнения гипербо
лической тригонометрии имеют меото на мнимой сфере. В этом именно» 
смысле слова Ламберта: «гипотеаа острого угла должна иметь место-
на какой-либо мнимой сфере> (см. отр. 170) , высказанные им еще 
в 1 7 6 6 г . , действительно имеют характер замечательного предвидения . 

Сфера радиуса R имеет кривизну . С другой стороны, формулы, 
гиперболической тригонометрии получаются, если в формулах сфери
ческой тригонометрии ааменить R через кг; в этом смысле н а гипер
болическую плоскость молено формально смотреть как н а с ф е р у 

с кривизной ЛГ= —ri-; это и слуясило основанием д л я присвоения! 
1 

гиперболическому пространству кривизны —^у. Более глубокое обо
снование этот термин получает в римановой геометрии, в широком 
смысле этого слова (см., например , В . К а г а н — Геометрические 
идеи Р и м а н а и их современное развитие. М . — Л . , 1 9 3 3 , отр. 1 4 ) -
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ЭЛЕМЕНТЫ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ У ДРУГИХ 
ГЕОМЕТРОВ 

К. Ф. Гаусс 

Как у ж е было упомянуто в вводной статье (стр. 72 ), основные ра
боты Лобачевского при его ясизни пе были поняты п, более того, былп 
подвергнуты суровой критике. Но раз было такясе указано, что 
главной причиной такого отношения современников Лобачевского к его 
работам было крайне сясатое пзложепис их, недоступное даже высоко 
образованному математику. Математические мемуары по старой тра-
дшппт обычпо составляются очень сясато. Но работы Лобачевского 
содержали совершеппо новый, исключительно своеобразный и по 
существу очень трудный материал; оп требовал особенно четкого, 
вр азумительного пз л ож ення. 

Мелсду тем сягатость пзлоясення у Лобачевского выходила далеко 
за пределы обычного. Трудно далее уяеппть себе, что его к этому 
побуждало. Небольшая брошюра «Geometrische Untersuchungen zur 
Theorie der Parallellinien» именно и имела целью сделать элементы 
неевклидовой геометрии более доступными, обратить на нее внимание 
широкого круга читателей, владеющих математическим образованием. 
Но велика была сила инерции в математических кругах, очепь свое
образны были пдеи автора. Выход этой брошюры пе изменил у нас 
отношения противников Лобачевского к его идеям. Но и за -границей 
она не привлекла общего внимания, не встретила того признания, па 
которое Лобачевский рассчитывал. Напротив, и здесь в распростра
ненном библиографическом ясурпале был помещен отзыв о только 
что появившейся небольшой книге Лобачевского, подписанной 
символически цифрой «140» *); рецензент паходил, что достаточно 
привести одио из утверждений автора, чтобы быть свободным от 
дальнейшей оценки кппгп. 

Прп всем том в Германия все же нашелся читатель, который эту 
небольшую книгу Лобачевского прочитан, вполне понял его свое образ 

1 ) Repertorium der gesammten deutschen Litteratur. Herausgegeben von E. Gerslorf, 
Leipzig, 1840, S, стр. 147. 
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т ы с идеи и оценил их но достоинству. Это бил великий геометр 
К. Ф. Гаусс . Он заинтересовался исследованием Лобачевского настолько, 
что изучил русский язык, чтобы ознакомиться со всеми его работами. 
В ре 1ультате этого ознакомления ou предложил Лобачевского в члены 
Геттпнгоиского ученого общества — собственно гетпшгснекой Академии 
наук — и лично уведомил его о состоявшемся избрании. По в печати 
Гаусс не цроронпл ни однпого словп о своем отношении к работам 
Лобачевского. II все же математический мир узиал о них именно 
благодаря Гауссу. Это произошло следующим образом. 

Гаусс скончался в IS. jö i'. В конце пятидесятых годов известный 
немецкий издатель Потере начал выпускать в свет переписку Гаусса 
с его другом Шумахером В пятом томе этого падания было опубяя-
ковано письмо Гаусса от 2 S / X I 1 8 4 0 г. , в котором он в восторжепных 
в ы р а ж е н и я х говорит о замечательной книге Лобачевского «Geoinefcrisclie 
Un te r suchungen» ; этим было обращено внимание всего математического 
агара на работы Лобачевского, п его «Воображаемая геометрия» была 
вновь призвана к жизни. 

В дальнейшем изучение переписки Гаусса с д р у з ь я м и вскрыло 
еще р я д других фактов. Самым важным является то, что замалчива
ние в печати своих взглядов на работы Лобачевского но было д л я 
Гаусса случайным. В сравнительно раннем возрасте Гаусс у ж е сам 
пришел к идеям, которые представляют собой первые шаги в области 
неевклидовой геометрии. Возникновение этих идей у Гаусса относится 
к последним годам XVII I века. Однако, оп продоллсал размышлять 
над этими вопросами, и первые годы XIX столетня принесли с собой 
р я д колебаний и сомнений 2 ) . Но в десятых годах Гаусс утвердился, 
в сознании, что возможна д р у г а я геометрия, отличная от классической» 
которую он сам назвал неевклидовой. В разработке этой геометрии 
•он сделал , правда , только первые , элементарные шаги; но сомнений 
в том, что они допускают дальнейшее безупречное ее развитие, у него 
у ж е не оставалось. Однако, к а к человек весьма практический, он ясно 
отдавал себе отчет, что опубликование этих идей, глубоко революци
онных в их научном значении, вызовет бурю возражений и д а ж е 
негодование со стороны подавляющего большинства математиков. 
Чтобы обезопасить себя от нареканий, нужно было развернуть новую 
геометрию гораздо глубже. Б у д у ч и занят другими исследованиями, 

х ) «Briefwechsel zwischen С. F. Gauss und G. С. Schumacher», herausgegeben 
von С. A. Peters. Томы появились в различные годы, последний — в 1863 г. 

-) Р. S t a c h e l — G a u s s als Geometer. Abdruck aus d.lloft 5 der «Materialcn für eine 
wissenschaftliche Biographie von Gauss», Nachrichton dor K. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, 1017. Этот обширный мемуар вышел также отдельным 
изданием в виде приложения к X тому полного собрания сочинении Гаусса. 

З и к . -И». H. И. ЛоОпчсОский, т. 1. 11 
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Гаусс откладывал эту работу, твердо памереваясь все ж е сохранять 
эти пдеп д л я потомства. Отрывки из различных писем и отдельные-
заметки, i найденные в его литературном наследии, не оставляют-
сомпепия в том, что Гаусс действительно владел исходными началами 
неевклидовой геометрии; но, как у ж е сказало, результаты, получен-
пые им JB ЭТОЙ области, пе выходили за п р е д е л ы элементарной 
геоме трпи. 

Так как задача о параллельных линиях была чрезвычайно популярна , 
то его в первой половине прошлого века занимались многие, чаще 
всего молодые, иногда очень талантливые математики; они обраща
лись к Гауссу за разъяснением возникавших у них в связи с этим 
сомнений. Немпогпх из них он посвящал в свои в з г л я д ы и эти во 
просы, но строго конфиденциально, с непременным требованием ие-
огочашать их. 

Ф. К. Ш в е й к а р т и Ф. А. Т а у р н н у с 

П е р в ы е сообщепия этого рода прпгали из России . 
С 1812 по 1810 г. в Харькове состоял профессором права Ферди

нанд Швейкарт (1730 — 1 8 5 7 ) . Ж и в я в Харькове в глубоком одино
честве, Швейкарт посвящал свой досуг геометрии. Он еще раньше за
интересовался тсорпей параллельных линий и в 1 8 0 7 г . опубликовал 
работу, содерясавшуго доказательство V постулата ! ) . Убедившись, 
потом в неправильности этого доказательства, Ш в е й к а р т во время 
своего пребывания в Харькове пришел к тем ясе воззрениям, ко
торых прпдерисивался Гаусс: В 1817 г . Швейкарт был приглашен 
в Марбург, где сблизился с профессором Герлннгом, и через него-
препроводил Гауссу заметку следующего содержания : 

«Существует д в о я к а я геометрия: геометрия в узком смысле-
слова — евклпдова — и звездное (astralische) учение о вели
чине. 

Треугольники последней геометрии имеют ту особенность, что-
сумма трех углов не равна д в у м прямым. 

Принимая это, можно самым точным образом доказать сле
дующее: 

a) что сумма трех углов в треугольнике меньше д в у х прямых;. 
b) что сумма эта тем меньше, чем больше п л о щ а д ь треуголь

ника; 
c) что высота прямоугольного равнобедренного треугольника, 

постоянно возрастая с возрастанием боковых сторон, не может 
превзойти некоторую лпнгао, которую я называю константой. 

1 ) F. К. , S c l i w e i l c a r t — D i e Theorie der ParallelUnien, nebst dem Vorschlage» 
ihrer Verbannung aus der Geometrie. Leipzig und Jena, 1808. 
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Квадраты имеют поэтому следующий, вид: 

Еслп эта константа д л я пас равна радиусу Земли (в каковом 
случае в с я к а я линия, проведенная в пространстве от одпой не
подвижной звезды к другой, отстоящей от нее на 90°, была бы 
касательной к земному шару), то она бескопечно велика п о 
сравнению с протяжениями, которые мы встречаем в повседнев
ной жизни. 

Евклидова геометрия имеет место только в том случае, еслп 
константа бесконечно велика . Только в этом случае сумма углов 
каждого треугольника равна д в у м прямым, п это легко дока
зать, если принять, что константа бесконечно велика» . 

Д л я осведомленного человека совершенно ясно, что в этих немно
гих словах содержатся первые осповпыо положения гиперболической 
геометрии. Она, конечно, не получила у Швейкарта сколько-нибудь 
углубленного развития; но в этой короткой заметке содержатся в с е 
те элементарные факты, из которых остальное у ж е непосредственно 
выводится . 

Швейкарт , повидимому, пе владел достаточно математикой, чтобы 
продвинуть свою «звездную геометршо> дальше того, что пзлоясено 
в его заметно к Гауссу. 

В переписке со своим племянником Тауринусом ( 1 7 9 4 — 1 8 7 4 ) , в то 
в р е м я также изучавшим юридические науки, Швейкарт сообщил по
следнему о своих занятпях теорией параллельных линий и в общих 
чертах познакомил его с результатами, к которым он пришел. Таури-
нус отнесся к этому сначала совершенно безучастно, но через не 
сколько лет , случайно познакомившись с упомянутой выше брошюрой 
Швейкарта , он с увлечением з а н я л с я теорией параллельных лилий. 
В чем собственно его результаты в ту пору заключались, остается 
неизвестным, так как письмо Тауринуса к Гауссу, содерисавшее изло
жение этих результатов, пе сохранилось. Ответное письмо Гаусса от 
8 ноября 1 8 2 4 г . очень характерно. Он воздает, конечно, молодому 
автору должное , но говорит больше о себе, о своих собственных до
стижениях, чем об авторе. Гаусс посвящает- его в собственные идеи 

11* 
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по атому вопросу. Чрезвычайно интересную в ы д е р ж к у пз этого 
письма мы п[)нг.о.д11м в переводе. 

«Допущение, что сумма трех углов треугольника меньше 1 8 0 \ 
приводит к своеобразной, совершенно отличной от пашен (евкли
довой) геометрии; ;->та геометрия совершенно последовательна, и 
я развил ее д л я себя (für mich selbst) совершенно удовлетвори
тельно; я имею возможность решить в этой геометрии любую 
заплачу, за исключением определения некоторой постоянной, зна
чение которой a priori установлено быть пе моясет. Чем большее 
значопно мы придаем этой постоянной, том блгкке мы подойдем 
к евклидовой геомотрии, а бесконечно большое ео значение приво
дит обе системы к совпадению. Предложения этой геометрии 
отчасти кажутся парачхиссальиыми и непривычному человеку 
д а ж е песуразпыми; но прп строгом и спокойном размышлении 
оказывается, что они не содержат пнчего невозможного. Так, 
например, все три у г л а треугольника моясно сделать сколь 
угодно малыми, еслп только взять достаточно большие стороны; пло
щадь лее треугольника по моясет превысить, д а ж е не моясет до
стичь некоторого продела , как бы велики пи были его стороны. 
Все мои старания найти в этой неевклидовой геометрии >) про
тиворечие или непоследовательность остались бесплодными, и 
единственно, что в этой системе противится нашему разуму, это 
то, что в пространстве, если бы эта система была справедлива , 
должна была бы существовать некоторая сама по себе опреде
ленная (хотя нам и неизвестная) линейная величина. Но мне 
кажется , что мы, кроме ничего не в ы р а ж а ю щ е й словесной муд
рости метафизиков, знаем очень мало или даясе не знаем ничего 
о сущности пространства; мы не моясем смешивать того, что 
нам представляется неестественным, с абсолютно невозможным. 
Еслп бы неевклидова геометрия была истинна я упомянутая 
выше постоянная находилась бы в определенном отпошепии к таким 
величинам, которые доступны нашему измерению на небе или 
па земле, то ее моясно было бы определить a posteriori . Я по
этому иногда в шутку высказывал яселание, чтобы евклидова 
геометрия не была истинной, потому что м ы тогда имели бы 
a priori абсолютную меру длины». 

Благожелательный тон Гаусса побудил Т а у р и н у с а продолжать 
свои занятия теорией параллельных линий, в результате чего 

1 ) В этом письме, таким образом, впервые появляется термин «неевклидова 
геометрия». Заметим, что термин этот в настоящее время имеет более широкое 
значение, охватывающее как частный случай и ту неевклидову геометрии^ 
которая била создана Лобачевским; последнюю в настоящее время обычно называют 
г е о м е т р и е й Л о б а ч е в с к о г о или г и п е р б о л и ч е с к о й г е о м е т р и е й . 
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он в 1 8 2 5 г. опубликовал брошюру, постпцг'ипую теории парал
лельных ЛИНИИ1). В следующем 1.820 г. он опубликовал новую 
брошюру, содержащую тот же материал в исправленном и дополнен

ном в и д е - ) . 
Стремясь, как у ж е указано выше, докапать постулат о параллель 

ных от противного, Тауринус также пришел к константе Гаусса 
и Ш в е й к а р т а и фактически открыл тригонометрию гиперболического 
пространства с такой полнотой, что решает при их помощи ря г 

задач, в том числе вычисляет длину окружности, площадь круга , 
поверхность и обтаем т а р а . Методы вычисления довольно тяжело
весны, изложение сжато и мало вразумительно, — это в значительной 
мере обусловливалось тем, что Тауринус сам не отдавал себе пол
ного отчета о содержании и значении проблем, решением которых 
он занимался . По существу, однако, Тауринус у принадлежит боль
ш а я заслуга : он первый опубликовал прямолинейную тригонометрию 
неевклидовой (гиперболической) плоскости, повторяем, не отдавая, 
себе, собственно, отчета в ее значении. 

В предисловии к своей последней брошюре Тауринус в осторожной 
форме высказывает пожелание, чтобы Гаусс опубликовал свои в з г л я д ы 
н а основы геометрии. Брошюры были, конечно, посланы Гауссу; п о 
последний усмотрел в словах Таурииуса, помещенных в предисловии, 
нарушение его воли и прекратил с ним какие бы то ни было сноше
н и я . Н е встретив пи малейшего признания своих идей, Тауринус впал 
в меланхолию; в припадке болезни он сжег оставшиеся у Ш'.го экзем
п л я р ы брошюр. В Европе сохранилось лишь несколько экземпляров 
этих брошюр. Профессор Энгель их разыскал и опубликовал те матери
алы, которые представляют интерес, в своем «Собрашш первоисточ
ников» (см. ниже , стр. 109) . 

Иоапп Болван 

Е щ е трагичнее была судьба молодого венгерского математика 
Иоанна Болиай , который был сыном д р у г а Гаусса, Вольфганга Болиай. 
Молодой офицер получил математическое образование в военной ака
демии. Назначенный в гарнизон небольшого городка в Трансильванли 
и находясь там в глубоком одиночестве, он валялся теорией парал
лельных линий и пришел к сознанию возможности другой геомет
рии, отличной от евклидовой. После десятилетних размышлений он 
построил элементарные начала той геометрии, которая в настоящее 
в р е м я по праву называется геометрией Лобачевского. В 1832 г . 
И. Болиай опубликовал эти результаты в виде прилолсения («Appendix») 

!) F. A. T a u r i n u s — Theorie der Parallellinion. Köln, 1825. 
! ) F. A. T a u r i n u s — G e o m e t r i a e prima elemonta. Köhl, 1826. 
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к учебному руководству своего отца. Отец п сын послали это руко
водство вместе с приложением Гауссу. В ответном письмо Гаусс 
после нескольких слов одобрения говорит, однако, что он затруд
няется хвалить работу Иоанна потому, что это значило бы хвалить 
самого себя. Он сам давно владеет этими идеями , собирался их со 
временем опубликовать и очень доволен, что теперь освобожден от 
этой необходимости. Письмо носило довольно сдержанный характер; 
в печати ясе Гаусс ни единого слова об этой, несомненно замечатель
ной, работе не проронил. 

Н е встретив лпкакой поддерлски у Гаусса, И. Б о л и а й также впал 
в глубокую меланхолию, близкую к умопомешательству. Это состоя
ние особенно ухудшилось в 1 8 4 8 г., когда он получил от отца 
экземпляр «Geometrische Un te r suchungen» Лобачевского. Он чрезвы
чайно тщательно изучил это сочинение, «отмеченное», по его словам, 
«печатью гения» . Он написал обширные к нему примечания ; по вместе 
с тем он не верил в сущоствовапие Лобачевского; он бы убеяедеп, 
что жадпый Гаусс хочет вырвать у пего приоритет этого открытия и 
опубликовал свои собственные исследования под псевдонимом Казан
ского профессора Лобачевского. Меясду тем Болиай никакого права 
на приоритет в открытии неевклидовой геометрии не имел: Н. И. Лоба
чевский опубликовал свой первый мемуар «О началах геометрии», 
воспроизводимый нияее в настоящем томе, в 1 8 2 9 г . , т. е. за три года до 
появления «Аппеидшсса», и еще в 1826 г . , т. о. за шесть лет до 
опубликования книги Болиай , он долоясил результаты своих замеча
тельных исследований Физико-математическому факультету Казанского 
университета. 

Однако, не столько в том, что Лобачевский опередил Болиай на 
несколько лет, заключается его общепризнанное преимущество . У ж е 
в первой работе Лобачевского неевклидова геометрия развернута 
несравненно шире и глубясе, н е ж е л и это было сделано Гауссом и 
Болиай; в последующих ясе работах он д а л им ещо гораздо более 
углубленное развитие. Моясно сказать, что работа Лобачевского нахо
дится в таком ж е отношении к результатам Гаусса и Болиай, как 
современная геометрия во в с е м ее развитии относится к элементам 
геометрии, к «Началам» Евклида . Это — творение несравненно более 
высокого порядка. 

Оставляя теперь научную и переходя к моральной стороне дела, 
нельзя не поставить Лобачевскому в особую заслугу то, что он не 
убоялся «крика боотийцев», не устрашился, как Гаусс , «ос, которые 
поднялись бы над его головой»; ые встретив сочувствия, он не сясег 
своих работ, как Таурииус , пе у ш е л от людей, как Болиай . Он муже
ственно боролся всю ясизнь за свои идеи; не встретив н и единого 
человека, который понял и оценил бы их, все ясе на краю могилы 
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•он еще раз продшстоваг д л я потомства свое целиков научное завеща
н и е , па базе которого геометрия совершенно пзмепнла свой облик и 
•спое строение. 

И. С а к к е р и и П . Г . Ламберт 

Роль всего того круга людей, о которых речь шла выше, выясни
лась , как мы видели, после опубликования: переписки Гаусса с д р у з ь 
ями. Но в конце восьмидесятых годов прошлого столетия были к а к 
бы вповь открыты сочинения двух авторов, которых моясно отнести 
к предшественникам Лобачевского и прптом с тем большим правом, 
что хронологически они первые приблизились к этому к р у г у идей. 
•Это были итальянский монах Перопим Саккери (Cirolaino Saccheri) и 
швейцарский философ и математик Гейприх Ламберт ( Johann Hein
r ich Lamber t ) . 

Рассуясдения Лежандра , к а к мы видели, установили связь м е ж д у 
теоремой о сумме углов треугольника и теорией параллельных линий. 
В дополнение к тому, что было у ж е сделано Haccirp-Эддпном, Л е -
ясандр доказал, что сумма углов треугольника не может быть больше 
д в у х п р я м ы х и что она либо во всех треугольниках равна д в у м 
п р я м ы м , либо во всех треугольниках меньше двух прямых. Эта ди
л е м м а считалась существенным достиясением Леясандра и в точение 
долгого времени связывалась с его именем. Но в 1880 г. известный 
итальянский геометр Е. Бельтрамп обратил внимание на замечательное 
•сочинение итальянского иезуита Иероннма Саккери, в котором все 
результаты Леясандра не только уясе были опубликованы, но полу
чили значительно большее развитие. Это сочинение это есть издание 
-«Начал» Евклида под широковещательным заглавием «Евклид, 
•освобоясденный от всех пятен, или опыт, устанавливающий самые 
п е р в ы е принципы учшверсальной геометрии» 1 ) . 

Это сочинение, несомненно представлявшее собой т р у д многих 
лет, было опубликовано в 1733 г . , у ж е после смерти автора, умер
шего в том ясе году. Тонко анализируя Евклида, Саккери очень 
подробно останавливается н а постулате о параллельных лглшях 
и действительно дает этому вопросу существенно новое осве
щение . 

Точкой отправления д л я Саккери служит четырехугольник, ко
т о р ы й фактически встречается уясе у Нассир-Эддина. 

И з крайних точек А и В отрезка AB восставим к нему перпендя-
хсуляры АА' и ВВ', расположенные в одной плоскости по одну сто-

*) Gr. S a c c h e r i — Eudides ab omni naevo vrndicatus; slve conatus geome-
tricus quo stabiliuntur prima ipsa universae geometriae principia. Medio-
lani, 1733. 
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рону прямой ЛВ. На этих перпендикулярах отложим равные отрезки,-
АА' п ВВ'. Таким образом составится четырехугольник АЛ'В'В-
с д в у м я прямыми углами п р и нгтяшем основании AB. Соединим се
редины С к С основании ЛВ и Л'В'; налагая четырехугольник АЛ'В'В' 
па себя другой стороной (ВВ'А'А), мы докажем, что п р я м а я ОС 
нерпендшсулярна к обопм основаниям, a у г л ы Л' и В' р а в н ы м е ж д у 
собой. Относительно этих углов может быть сделано три предполо
ж е н и я : либо эти у г л ы тупые , либо они прямые , либо острые. Сак-
к е р и покапывает п р е ж д е всего, что, принимая то пли другое предпо-
лоясенпе относительно одного четырехугольника этого типа, мы тем, 
самым должны принять его так;ке относительно всех четырехуголь
ников того же типа. И н ы м и словами, если какой-либо один из этих. 

четырехугольников имеет прп верхнем основа
нии, например , острые у г л ы , то и все четы--

А С В рехугольпикп этого типа имеют острые ж е углы. . 
Саккерп называет три различных допущения , ко
торые здесь могут быть сделаны, «гипотезой 
острого угла» , «гипотезой прямого угла» и « г и 
потезой тупого угля» . Саккери доказывает да
лее , что при гипотезе тупого у г л а сумма углов-
всякого треугольника больше д в у х прямых , при 

А С Я 
гипотезе прямого утла она равна д в у м п р я 
мым, п р п гипотезе, острого у г л а она меньше-

двух прямых. Далее доказывается , что гипотеза прямого угла,, 
эквивалентна постулату Евклида ; чтобы доказать постулат, нужно, , 
следовательно, опровергнуть две другие гипотезы. Н о если принять , 
гипотезу тупого угла , то прямые А'В' и AB сближаются по обе сто
роны прямой СС и сблгокаются настолько быстро, что по обе стороны, 
должно произойти пересечение (Саккери.это доказывает вполне строго) 
а так как две прямые не могут пересекаться в д в у х точках, то гипо
теза тупого угла падает. Остается опровергнуть гипотезу острого у г л а . 
Этой гипотезе Саккери посвящает обширное исследование, занимающео-
около 80 страниц. Саккери показывает, что при гипотезе острого угла» 
две непересекающиеся п р я м ы е , расположенные в одной плоскости,. 
Либо имеют общий перпендикуляр , от которого они расходятся , бес
конечно удаляясь друг от д р у г а в обо стороны, либо бесконечно-
удаляются друг от д р у г а в одну сторону и неопределенно сбли
жаются в другую сторону. Чтобы это обнаружить, н у ж е н р я д подго
товительных рассуждений, которые Саккери проводит с безупречной 
строгостью. Он показывает п р и этом, что п е р п е н д и к у л я р к стороне-
острого угла (при гипотезе острого угла) сначала пересекает вторук> 
сторону, а потом, по мере у д а л е н и я от вершины, перестает ее п е р е 
секать; что при втом существует п р е д е л ь н ы й — п е р в ы й не п е р е с е -
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к а ю щ и й — перпендикуляр и т. д . Словолг, это — полая геометрическая 
спстома, соответствующая «гипотезе острого угла». Н о эта тонкая 
нить безупречных рассуяедешш вттезаппо прерывается теоремой 
X X X I H , в которой Саккери заявляет : «Гипотеза острого у г л а совер
шенно ложна, ибо противоречит природе прямой лгптгги». В чем лес 
сказывается это противоречие? Рассматривая неограниченно сблн-
нсагощнеся прямые как пересекающиеся в бесконечно удаленной 
точке, Саккери приходит к заключению, что в этой бесконечно уда-
лонной точке к обеим прямым моясно было бы провести общий пер
пендикуляр , что «противно природе прямой линии». Человек , чрез
вычайно топко разбирающий доказательства Прокла, Haccirp-Эддина-
п К л а в и я , искусно вылавливающий глубоко сокрытую логическую 
ошибку, запутывается сам в элементарных расеуяедепиях, потому что 
он не имеет твердых оснований д л я суждения о том, в какой мерс 
можно пользоваться бесконечно удаленными точками. При всей ка
тегоричности, с которой формулирована упомянутая выше X X X I I I т е о 
рема, Саккери, очевидно, чувствует слабость этих рассуждений , пбо 
он заканчивает следующим примечанием: 

«На атом я мог бы спокойно остановиться, но я не хочу отка
заться от попытки доказать, что эта упорная гипотеза острого-
угла , которую я в ы р в а л у ж е с корнем, противоречит са
мой себе. Этому посвящены следующие теоремы настоящей, 
книги». 

Возвращаясь , таким образом, вновь к гипотезе острого угла , Сак
кери показывает, что геометрическое место точек в плоскости, уда
ленных на данное расстояние от данной прямой, представляет собой 
кривую линию («кривая равных расстояний» или «эквидистапта»). 
З а этим следует подробный анализ этой кривой, совершенно пра 
в и л ь н ы й до тех пор , пока он не приступает к определению ее дли
н ы п р и помощи метода бесконечно малых. Здесь он вновь впада
ет в ошибку, которая заставляет его отвергнуть гипотезу острого 
угла . Но и здесь ои кончает примечанием, указывающим, что и эти 
р а с с у ж д е н и я его, в сущности, не удовлетворяли: 

«Не могу не указать з д е с ь , — г о в о р и т о н , — р а з н и ц ы м е ж д у 
приведенными опровержениями обеих гипотез. П р и гипотезе тупо
го у г л а дело ясно, как свет б о ж и й . . . Между тем опровергнуть-
гипотезу острого угла мне не удается иначе, как доказав, , 

что д л и н а эквидистанты р а в н а длине ее прямолинейного базиса» 1 ) . 

t) В 1895 г. германские математики Ф. Энгель и П. Штекель выпустили пер
вый том сочинения, очень важного для научения историк неевклидовой гео^ 
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Д и а л о г и ч н у ю постановку вопроса мы находпм в сочинении мате
матика и ф и л о с о ф а Генриха Ламберта «Теория параллельных линий», 
относящемся к 1 7 7 0 г. ' ) . 

Ламберт рассматривает четырехугольник, имеющий три прямых 
угла . Относительно чотвортого у г л а могут быть опять три гипотезы: 
либо это угол тупой, либо прямой , либо острый. Ламберт рассматри
вает каждую гипотезу отдельно и в некоторых отношениях он уходит 
значительно дальше Саккери. 

Во-первых, Ламберт указывает , что гипотеза тупого у г л а оправды
вается на сфере, если присвоить окруясностям большого круга роль 
прямых лгший: так как окруишости эти имеют по две общие точки, 
то предложение, п р и помощи которого эта гипотеза отвергается на 
плоскости, здесь не находит себе применения. 

Во-вторых, оп ведет гипотезу острого у т л а еще дальше , нелсели 
Саккери; он знает, например , что при этой гипотезе площадь тре
угольника долясиа быть пропорциональна разности м е ж д у 2d и суммой 
его углов . Стройность умозаключений, к которым ведет гипотеза 
острого угла , и в особенности упомянутый сейчас факт наводят ого 
д а ж е на следующее размышление: 

«Я склонен далее думать , что третья гипотеза справедлива 
на какой-нибудь мнимой сфере. Д о л я ш а ж е быть причина, 
вследствие которой она на плоскости далеко н е поддается опро-
верясению, как это лехчео может быть сделано со второй гипо
тезой». 

Гениальные люди часто предвидят истину! Слова Ламберта оправ» 
дались ровно через сто лет. 

В третьих, наиболее в а ж н а я заслуга Ламберта заключается в том, 
что он не впал в заблуждение и пе признал достаточным ни одного 
доказательства, опровергающего гипотезу острого у г л а . 

«Доказательства евклидова постулата, — говорит о н , — м о г у т 
быть доведены столь далеко , что остается, повидимому, ничтояшая 

метрик; оно носит наавание «Собрание первоисточников по предъистории неевкли
довой геометрии»: F. E n g e l und Р. S t a c k e 1—Die Theorio der ParaUeUinien von 
Euklid bis auf Gauss, eine UrkundeMamrûlung zur Vorgeschichte der nichteuldidischen 
Geometrie, Leipzig, 1895. В этом сочинении воспроизведены все материалы по 
неевклидовой геометрии, появившиеся в печати до сочинении Лобачевского. 
В нем помещен н немецкий перевод той частя сочинения Саккери, которая отно
сится к теории параллельных л и ш и . 

1) Johann Heinrich Lambert жил от 1728 по 1777 г. Оп написал ряд выдаю
щихся сочинений: по физике, логике и теории познания. Сочинение «Theorie der 
Parallellinien» было опубликовано в 1786 г. после смерти автора. 

J. Н. L a m b e r t — Theorie der ParaUellinien. Magazin für die reine und 
angewandte Mathematik, Leipzig, 1786; помещено также в книге Энгеля и Ште-
келя на стр. 152—207. 
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мелочь. Но при тщательном анализе оказывается, что в этой 
к а ж у щ е й с я мелочи и заключается в с я суть вопроса; обыкно
венно она содержит либо доказываемое предложение, либо равно
сильный ему постулат». 

В д р у г о м место Ламберт восклицает: 

«В этом есть нечто восхитительное, что вызывает даясе же
лание , чтобы третья гипотеза была справедлива. 

I I все лее я .желал бы, несмотря на это п р е и м у щ е с т в о 1 ) , 
чтобы это было не так, потому что это было бы соцряжепо 
с ц е л ы м рядом других неудобств. Тригонометрические таблицы 
стали бы бесконечно пространными; подобие и пропорциональ
ность фигур не существовали бы вовсе; ни одпа ф и г у р а не могла 
бы быть представлена иначе, как в абсолютной своей величине, 
и астрономии пришлось бы п л о х о . . . » 

У к а з ы в а я р я д абсурдов, с точки зрения наших представлений, 
•к которым приводит гипотеза острого угла , Ламберт замечает, что 
все это пе дает логического доказательства, что все это, как он вы
ражается , «argumenta ab amore ас invidia dueta» 2 ) , аргументы, которым 
не может быть места в геометрии. Как и профессор Кестпер, много 
занимавшийся теорией параллельных линий, — быть может, лучший зна
ток этого вопроса в XVHI в . , как и ученик последнего, Клюгель , 
Ламберт приходит к твердому выводу , что все попытки доказать 
пятый постулат Евклида не привели ни к чому. 

*) Существование абсолютной меры длины. 
*) «Аргументы, вызываемые любовью к недоброжелательством» 
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ИСТОРИКО-БИГ.ЛИОГРАФИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ О СОЧИНЕНИИ 
«ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ» 

Сочинение «Геометрические исследования по теории п а р а л л е л ь н ы х 
линий» было опубликовано Лобачевским в 1 8 4 0 г. н а немецком языке-
под заглавием «Geometrische Unte r suchungen zur Theorie der Paral le l l i -
n ien» . Опо было вынущепо в свет отдельной брошюрой издательством 
Г. Финке (G. Fincke) в Берлине ; оригинальное издание содержит Gl 
страницу текста и два титульных листа. Брошюра напечатана, 
в формате малой октавы готическим немецким шрифтом; к н е й 
приложены дие таблицы чертеясей. В том ж е 1 8 4 0 г . в немецком 
библиографическом издании «Gersdorfs Reper tor ium» !) была помещена 
рецензия на «Геометрические исследования», которую Гаусс справед
ливо назвал весьма нелепой. 

В 1887 г . сочинение было переиадапо Берлинской фирмой M a y e r 
und Müller автотипическим путем, фотографически восщэоизво-
дящим первое оригинальное издание (факсимиле) . Насколько-
нам известно, в пределах СССР экземпляр оригинального издания 
1 8 4 0 г. имеется только в библиотеке Всесоюзной академии наук . 

Издание в общем выполнено очень тщательно, но некоторые опе
чатки все-таки проскользнули, в том числе и в формулах. 

Б ы л о бы очень интересно установить, каким образом это сочинение-
казанского профессора, имя которого в Германии в ту пору совер
шенно не было известно, попало в пебольшое берлинское издатель
ство Финке и было принято им к печати, несмотря на то, что характер-
сочинения (если издательство отдавало себе в этом отчет) не обещал 
сколько-нибудь значительного сбыта. Этпм вопросом в п е р в ы е занимался 
проф. Ф. Энгель, выпустивший на немецком- языке перевод двух 
больших сочинений Лобачевского («О началах геометрии» и «Новые-
начала») и его биографию 2 ) . Энгель приходит к заключению, что пере
дача «Geometrische Untersuchungen» издательству Финке была п р о и з в е 
дена Эрнстом Кнорром, занимавшим с 1832 по 1 8 4 6 г . к а ф е д р у физика 

!) Repertorium der gesammten deutschen Literatur. Herausgegeben von E. Gers-
dorf. Leipzig, 1840, 8, стр. 147. 

5 ) F. E n g e l — N i k o l a j Iwanowitsch Lobatschefskij. Zwei geometrische Abhand
lungen, aus dem Russischen übersetzt, mit Anmerkungen und mit einer Biographie» 
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в Казанском университете 1 ) . Концепция, которая приводит Эпгеля 
к этому заключению, носит весьма своеобразный характер. В пере
писке Гаусса с друзьями помещено его письмо к изпестному астро
ному Эпко от 1 февраля 1841 г . , которое м и здесь воспроизводим в 
п е р е в о д е . 

«Я начинаю довольно успешно читать по-русски и нахожу 
в этом большое удовольствие. Г. Кнорре-) прислал мие неболь
шой мемуар Лобачевского (в Казани), написанпый по-русски, 
п как этот мемуар, так и небольшая книжка о п а р а л л е л ь н ы х 
ЛИНИЯХ на немецком языке (о ней появилась весьма н е л е п а я 
заметка в «Реперторпумо» Герсдорфа) возбудили во мне желание 
узнать больше об этом остроумпом (scharfsinnigen) математике. К а к 
мне сказал 2 ) Кпорре, в напечатанных на русском языке «Записках 
Казанского университета» имеется много его работ». 

К. Ф. Кнорре (К. F . Knorre , 1 8 0 1 — 1 8 3 3 ) был астрономом, работавшим 
•сначала при Дерлтской морской школе, а с 1821 г . — п р и Николаев 
ской астрономической обсерватории. Соображения Энгеля начинаются 
•с того, что Гаусс назвал астронома Кнорре ошибочно, смешав его 
с профессором физики Казанского университета Эрнстом Кнорром. 
•Энгель считает невероятным, чтобы астроном Кпорре прислал Гауссу 
мемуары Лобачевского из Николаева ; между тем Эрнст Knopp именно 
© 1 8 4 0 г . путешествовал по Германии п мог переслать Гауссу брошюру 
Лобачевского. Повидимому, это было отдельное издание мемуара 
«Применение воображаемой геометрии к некоторым интегралам». 

•Этот ясе Э. Knopp мог такясе, по мнению Эпгеля, передать издатель
ству Финке рукопись «Geometrische Untersuchungen» и п р п своих 
преясних берлинских связях мог добиться ее напечатанпя. 

Строго говоря, в пользу этого предположения говорит только одно 
•слово в последних строках письма Гаусса к Энке, именно слово 
«.сказал*; дело в том, что астроном Кнорре в те годы в Германии 
не был и, следовательно, «сказать» что-либо Гауссу устно о работах 
Лобачевского не мог. Между тем Э. Кнорр, по свидетельству его 
с ы н а , был с Лобачевским в Казани в хороших отношениях п именно 
в 1 8 4 0 г. путешествовал по Германии. 

•des Verfassers. I Teil: Dio Übersetzung; П Teil: Anmerkungen. Lobatschefskijs Leben 
und Schriften. Стр. 398, 400, 432, 437, Leipzig, 1898—1899. (Сочинение входят 
в состав издания: «Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie», heraus
gegeben von F. E n g e l und P. S t ä с k e 1, Band I.) 

Ernst Knorr ' (1805—1879), получив образование в Берлине, состоял ассистен
том при А. Гумбольдте и, повидимому, по его рекомендации был в 1832 г. 
приглашен профессором в Казанский университет; в 1846 г. по состоянию здоровья 
«был переведен в Киевский: университет. 

2 ) Курсив наш. В. Л. 
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Вся эта концепция представляется нам мало убедительной. Гаусс,, 
вероятно, находился с астрономом Кнорре в переписке , и трудно д у м а т ь г 

чтобы он смешал зпакомого ему астронома с мало известным Э. Кнорром. 
Нет ничего невозможного в том, что Гаусс просил Кнорре выслать 
ему работы Лобачевского, и последний переслал ему мемуар , который 
Гаусс и получил. Ведь переписывался ж е Гаусс с д р у г и м астрономом 
В. Струве, при посредстве которого он получил другие сочинения 
Лобачевского. Очень легко допустить, что одип из мемуаров ему ра
нее прислал Кпорре. Странно звучит, копечно, слово «сказал»; но не 
менее странно звучало бы п слово «прислал» в первых строках 
письма, еслп бы оно относилось к Э. Кнорру: по предпололсешпо-
Энгеля , Knopp лично посетил Гаусса, и было бы естественно ду
мать, что о н . лично ж е п е р е д а л бы Гауссу мемуар Лобачевского. 
Очень возможно, что слово «сказал» неосторожно употреблено 
Гауссом вместо «сообщил». 

У пас , со своей стороны, пмеется другое предположение . Дело в том, 
что в Казани с 1809 по 1 8 1 4 г. состоял профессором п р а в а И. А . Финке ' ) . 
В 1 8 1 4 г. И. А. Фпнке скончался, но семья его осталась в Казапп: 
его дочь пытала замуяс за профессора Э. И. Эйхвальда ( 1 8 2 5 ) , а сын 
в 1 8 2 4 г. поступил студентом в Казанский уливерептет. Р а з ы с к а т ь 
пх след пам не удалось ; но, по наведенным справкам, Фпнке — 
мало распространенная в Германии фамилия ; не лишено некото
рой вероятности, что профессор Фипке находился в родстве с бер
линским издателем К. Финке и что через членов его семьи было-
организовано издание «Geometrische U n t e r s u c h u n g e n » . К сожале
нию, разыскать преемников - издательства н е удалось ни Эигелго, 
ни нам. 

В 180G г., вскоре после опубликования папестпой п е р е п и с к и 
Гаусса, обратившей внимание математического мира на сочинения 
Лобачевского, французский геометр Гуэль (Gui l laume Ju les Hoüel)-
перевел «Geometrische Untersuchungen» на французский я з ы к я опуб
ликовал перевод в «Известиях общества физических и естествен
ных наук г. Бордо», а затем известное издательство Gauthier-
Villars в Париже выпустило его в свет отдельным изданием под. 
названием «Études géométr iques sur la théorie des pa ra l l è l es» 2 ) . 

В приложениях дапы в ы д е р ж к и из переписки Гаусса с Шумахером.. 

*) Johann Christoph Knckc (в Казани называл себя «Иван Арнольдович»)»-
1773—1814 гг. 

2 ) N. J. L o b a t s c h e w s k y — Études géométriques sur la théorie des paiallè]ea r 

suivis d'un extrait de la correspondance de Gauss et de Schumacher. Traduit par 
G. J. Hoiiel. Momoiros do la Société dos sciences physiques et natureUos de Bordeaux, 
4, Bordeaux, 1866. Отдельное издание того же сочинения: Paris, Gauthier-Villars, 
1866, 2 изд., 1895. 
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В 1 8 9 5 г . этот французский перевод был переиздан той ж е 
фирмой. 

В 1 8 9 1 г . американский профессор Гальстед (G. В. Ha ls ted) , 
занимавший кафедру математики в Техасском университете, перевел 
с Geometr ische Untersuchungen!» па английский язык, а Техасский 
университет выпустил этот перевод в свет п о д названием ^Geometrical 
Researches on the Theory of Paral lels^ (Austin, 1891) . В том ж е 1891 г . 
Техасским ясе университетом было выпущено второе издаппо этого 
перевода, а в 1 8 9 2 г . пм были выпущены еще два издания, третье 
и четвертое, из которых последнее было целиком отослано в Япо
нию. В 1 9 1 4 г. этот ясе перевод был переиздай в Чикаго (Open 
Court) . 

В 18G8 г . в Ш томе ясурпала «Иатоматпческпй Сборник» появи
лась статья «О теории параллельных линий I I . I I . Лобачевского». 
Автор, подписавшийся А. Л-ов, в нескольких словах говорит о по
пытках доказательства евклидова постулата и о выявивягемся после 
опублшеования писем Гаусса значении трудов H . II . Лобачев
ского. Эта небольшая статья представляет несомненный интерес к а к 
первое очень осторожное признание работ H . II . Лобачевского 
в России. За собственным текстом автора следует «Извлечение из-
переписки Гаусса с Шумахером» п перевод «Geometrische Untersu
chungen» под заглавием «Геометрические изыскания о теории парал
лельных линий». Перевод выполнен тщательио, в настоящее в р е м я 
несколько устарел; повидимому, он сделан не с оригинала, а с 
французского перевода Гуэля . В с я статья помещена во втором отде
ле ясурнала, в котором печаталась различного рода научная хро
ника; автор предназначает ее, главным образом, д л я преподавателей 
математики, которым она, конечно, не могла быть доступной. Н а всем 
тексте автора леясит печать сугубой остороясоосгп в оценке трудов 
Н . И . Лобачевского. Все это привело к тому, что статья осталась 
совершенно незамеченной; она не указана нп в одном пз библиографи
ческих справочников по неевклидовой геометрии. Лишь в последнее 
в р е м я ее обнаруясил проф. М. Я . Выгодский. Его предположение , что-
статья принадлежит профессору А. В . Летшпсову, подтвердилось: она. 
указана в списке трудов А. В. Летникова в Энциклопедии Брокгауза и 
Эфрона. 

В 1 8 8 6 г. Казанским университетом пздан второй том «Полного-
собрания сочинений по геометрии» Н . И. Лобачевского. Этот том 
содержит сочинения, опубликованные Лобачевским н а иностранных 
языках . Он начинается сочипепием «Geometrische U n t e r s u c h u n g e n » . 
Сочинение напечатано готическим немецким шрифтом, но содержит 
значительное число опечаток и мелких отступлений от точного текста 
оригинала. 
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Настоящее падание содеряент выполненный проф. В. Ф. Каганом 
русский перевод этого сочинения с пояснительными примечания
ми. Черте леи, несколько увеличенные, помещены д л я удобства 
чтения в самом т е к с т е 

Перевод классических произведений всегда представляет значитель
ные трудности; здесь атп затруднения усиливаются вследствие того, 
что терминология предмета еще п по настоящее вре.мя не вполне выра
ботана и самый немецкий текст Лобачевского местами пе вполне без
укоризненный. Мы предпочитали иногда поясертвовать чистотой стиля 
в пользу возможно более точного воспроизведения фразеологии автора. 
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ОБЗОР СОЧИНЕНИЯ «О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ» 

В работе «О началах геометрии» Лобачевским намечены все те 
темы, которым были посвящены вое последующие ого геометрические 
работы; в дальнейших сочппоипях етн темы нашли более полное раз
витие, а иногда и болео простое изложение. 

Сочинение «О началах геометрии» можно разделить на три части. 
В первой части, представляющей собой извлечение пз «Exposition 

succincte», устанавливаются основные геометрические понятия , изла
гаются свойства треугольников, теория параллельных и выводятся 
тригонометрические формулы. Весь этот обширный материал изложен 
очень кратко, в подавляющем большинстве случаен почти боз всяких 
доказательств, и первая часть имоет характер краткого конспекта. 
«Изложение всех моих исследований в надлежащей связи потребо
вало бы слишком много места и представления в совершенно новом 
виде всей п а у к и » , — п и ш е т Лобачевокий. II действительно, п л а н , 
набросанный в первой части, совершенно не соответствует тому 
порядку , которому следуют обычно при изложении начал геометрии. 

Сначала вводится понятие о геометрическом теле, поверхности, 
линии и точке, причем за исходное единственное геометрическое свой
ство тела принимается прикосновение. Далее вводится расстояние 
м е ж д у д в у м я точками, понятия о сфере и окружности предшествуют 
понятиям о плоскости и прямой линии. Одновременно рассматри
ваются у г л ы линейные, плоскостные (двугранные) и телесные, и опре
деляются все виды правильных многогранников. 

Установив основные понятия, Лобачевский перечисляет свойства 
прямолинейных и сферических треугольников и далее пишет: 

« . . . с у м м а углов прямолинейного треугольника не может быть 
> ~ . Остается предполагать эту сумму = t t или < - . То и дру
гое может быть принято без всякого противоречия в последствии, 
от чего и происходят две Геометрии—одна , употребительная д о 
н ы н е по своей простоте, соглашается со всеми измерениями и» 
самом деле ; другая , воображаемая, более о б щ а я . . . » 1 ) . 

») Стр. 19+. 
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Поело этого перечисляются основиые свойства параллельных п во-
обраясаемой геометрии, вводится угол параллельности и понятие о пре
дельной линии ц поворхпости, в которые обращаются окруишость и 
сфера , когда их центр удаляется в бесконечность. «Геометрия на пре
дельной сфере совершенно та ясе, в каком виде мы ее знаем на пло
с к о с т и » ' ) , — утверждает Лобачевский без всякого доказательства. 

Пользуясь этим смойством предельной поверхности, Лобачовский, 
прп помощи соотношений м е ж д у углами прямоугольного треугольника 
п углами паралдольпости, соответствующими его сторонам [форму
л ы (3) , (4) , (о)], выводит основную формулу «вообраясаемой геометрпп» 

tang- - i -F(a) = e-«, 

определяющую связь меледу длиной отрезка и отвечающим ему 
углом параллельности 2 ) . Эта последняя вместе с предыдущими фор
мулами дает возмоясность получить тригонометрические соотношепня 
д л я прямоугольпого, а затем и косоугольного прямолинейного тре
угольника . Выводом тригонометрических формул и заканчивается пер
в а я часть, — извлечение из «Exposition succincte des principes de la 
G é o m é t r i e . . . » . 

Лобачевского, конечно, очень интересовал вопрос, насколько ого 
«воображаемая геометрия» отражает геометрические соотношения на
шего физического ирострапства, п, переходя ко второй частп своей ра
боты, он показывает, пользуясь параллаксами иеподвиясиых звезд, что 

« . . . в с е линии, которые подлеясат нашему измерению, д а ж е 
расстояния меледу побоспымп телами, столько малы в сравнении 
с линнею, принятою в теории за единицу, что употребительные 
до сих пор уравнения прямолинейной Тригонометрии без чув
ствительной погрешности долясны быть с п р а в е д л и в ы . . . » 8 ) . 
« . . . К а к бы то ни б ы л о , — з а к а н ч и в а е т Лобачевский .свое натур
философское о т с т у п л е н и е , — н о в а я Геомотрия, основание которой 
у ж е здесь полоясеио, если и не существует в природе , тем не менее 
моясет существовать в нашем вообраясенин, и, оставаясь без упо
требления д л я измерений па самом доле, открывает новое, об
ширное поле д л я взаимных применений Геометрии и Аналитики»*). 

Прилолсепия вообралсаомой геометрии к анализу и интегральному 
исчислению привлекали особенное внимаш-ie Лобачевского. Им он 
росвятпл некоторые из своих работ и вторую и третью части «Начал 

1) Стр. 100. 
'-) Формула (12) на стр. 205. 
а ) Стр. 207. 
*) Стр. 209—210. 
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геометрии». При этом оп пользуется п большинстве случаен ортого
нальными системами координат—сферическими координатами или 
координатами, которые представляют обобщение для «воображаемой 
геометрии» координат Декарта и которые мы будем называть «коор
динатами Лобачевского:». 

Во второй части Лобачевский сначала выводит уравнения прямой, 
окружности и предельной линии и вычисляет длину прямолинейного 
отрезка, д у г и окружпости и предельной линии. Он дает также общие 
в ы р а ж е н и я д л я элемента д у г и в полярных (37) и в своих (3-1) коорди
натах и проверяет их на выведенных р а н ь т е формулах. 

Затем Лобачевский переходит к вычислению площадей сначала 
плоских фигур , ограниченных прямыми, дугами окружностей и л и 
предельными линиями, и дает в ы р а ж е н и е элемента площади, раз
бивая ее или прямыми, выходящими из одной точки ( 40 ) , или 
прямыми, перпендикулярными к оси х (39) , или прямыми, парал
лельными оси у ( 41 ) , (42) , ( 4 3 ) . Пользуясь той или иной из этих 
формул, оп получает различные в ы р а ж е н и я д л я одной и той ж е 
площади. 

П р и вычислении площади кривой поверхности Лобачевский дает 
общее выражение элемента площади в своих координатах ( 4 4 ) и с по
мощью его вычисляет поверхность вырезка ') оферы, предельной 
поверхности м е ж д у плоскостями, перпендикулярными к радиусу оферы 
или к оси предельной поверхности, и боковой поверхности конуса . 
Д л я вычисления поверхности сферы он пользуется также сферическими 
координатами, и сравнение величины поверхности сферы, вычислен
ной при помощи его координат я координат сферических, приводит 
к значению некоторых новых определенных интегралов ( 4 6 ) , ( 47 ) . 

Переходя к вычислению объема, Лобачевский сначала вычисляет 
объем тела, ограниченного д в у м я предельными поверхностями, в ы г н у 
тыми в одну сторону, с общими осями, и боковой поверхностью конуса, об
разующими которого служат общие оси предельных поверхностей ( 4 3 ) . 
Пользуясь частным случаем полученной формулы (с = оо), он вычис
ляет объем прямого круглого конуса, имеющего конечную высоту 
( 5 5 ) , и конуса с бесконечно большой высотой, образующие которого 
параллельны высоте ( 5 3 ) , объем ш а р а (56) , конического вырезка шара , 
сегмента шара и тела, ограниченного предельной поверхностью, и д а е т 
общее в ы р а ж е н и е объема тела в р а щ е н и я (57 ) . 

Д а л е е Лобачевский дает в ы р а ж е н и е элемента объема, в с е три из
мерения которого бесконечно малы, в своих координатах (59 ) и в коор
динатах сферических (61) и очень подробно останавливается н а 
вычислении объема трехгранной пирамиды, основанием которой служит 

!) «Вырезном» сферы Лобачевский называет часть ее поверхности, ограниченной 
двумя большими кругами. 
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прямоугольный треугольник, а высотой — п е р п е н д и к у л я р , восставлен
н ы й в вершине острого у г л а . 

Если разделим такую пирампду плоскостями, проходящими через 
ее высоту, то получим д л я ее объема формулу ( 6 3 ) , М е н я я переменную 
интегрирования, Лобачевский из (63) выводит три различных выра-
ж е н и я д л я объема, пирамиды: ( 0 7 ) , (70) и , ( 7 1 ) . 

Особенно отмечает Лобачевский' тот случай, корда высота такой 
пирамиды Делается бесконечно, большой и ребра ее становятся парал
л е л ь н ы м и - : с •перпендикуляром! восставленным 'в вершине острого 
у г л а основания. Р а с с е к а я такую пирамиду^плоскостями. на •элементар
н ы е пирамиды, различным образом, мы получаем несколько различных 
выраясенйй д л я ее объема: ( 72 ) , ( 7 3 ) , (74 ) Ги (75), которые, конечно, 
д о л ж н ы быть все р а в н ы м е ж д у собой. 

Д а л е е Лобачевский замечает, что вся1сую пирамиду с s o n o ^ u a 

высотой • можно^составить через слолсение и вычитание таких пирамид, 
о которых только что была речь, и т а к й м образом И н т е г р а л ы (73) и. (75) 
Могут служить элементами д л я вычисления . объема всякой пирамиды. 
Так , например, объем пирамиды Р , определяемый по формуле ( 63 ) , моясно 
представить ' посредством объемов четырех, бесконечных пирамид, и, 
следовательно, интеграл (63) и различные его видоизменения ( 67 ) , (70) , 
( 7 1 ) можно разложить на- сумму четырех интегралов ( 8 0 ) или (81 ) . 
Подобным ж е образом бесконечную пирамиду, у которой основанием 
с л у ж и т четырехугольник с тремя прямыми углами , одно ребро, пер
пендикулярно к основанию в вершине прямого, угла , противолеясащего 
острому, а прочие реора с ним . параллельны, , можно разбить на две 
подобные ж е пирамиды с треугольными основаниями, и таким об.паеом 
получить равенства ( 82 ) , ( 84 ) , (85) и (86) 

Чтобы дать еще пример на вычисление и преобразование опреде
ленных интегралов, в"конце второй части Лобачевский снова, другим 
способом, вычисляет объем прямого конуса и пирамиды и , сравнивая 
их новые выраясения с вычисленными п р е ж д е -(53) и ( 5 5 ) , получает 
значение двух определенных интегралов [см. формулы ( 8 8 ) , (89) и -не 
отмеченные номером на стр. 2 4 9 ] . Наконец, вычисляется о б ъ е м - п и р а 
м и д ы с конечной высотой, в- основании которой- находится 1 четырех
угольник • с ; тремя • прямыми углами-. 

Рассматривая эту вторую часть, мы в и д и м , что у . Лобачевского 
основная идея прилоясенйи «воображаемой 'Геометрии* заключается 
в преобразовании и вычислений определенных, интегралов п р и помогли 
следующего метода: пользуясь геомвтрйчесвими 1 'образами.'овоей-.лвообт 
рая-саеМой геометрии»,' отличными от образов .«употребительной геомет
рии»1," Лобачевский вычисляет площадь какой -либо ф и г у р ы или: -объем 
какого -либо тела ; различными способами иди разбивая и х различным 
о б р а з о м на элементы, или употребляя различные система* -координат. 
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или разлагая фигуру или тело на другие более простые ф и г у р ы н тела. 
Имея , таким образом, д л я одного и того ж е объема или одной и той 
ж е п л о щ а д и различные в ы р а ж е н и я и сравпивая их, он получает п р е 
образование одного интеграла в другой, или получает д л я интеграла 
конечное в ы р а ж е н и е , или разложепие одпого определенного интеграла 
на сумму нескольких других более элементарных. 

В третьей части сочинения Лобачевский сопоставляет некоторые 
наиболее интересные из лолучепиых п.ч во второй части формул и 
обращает внимание читателя на большую роль, которую в вычисле
нии объема пирамид играет иптеграл 

X 
L = I . . 

v > J g*+ e - » _ 2 c o s » о 1 

Он рассматривает некоторые свойства этого интеграла и доказывает 
связь его с другим элементарным интегралом: 

ф (ж) = — j log cos х dx 
о 

[равенство (95) ] , и этот последний разлагает в тригонометрический р я д . 
Р а з л а г а я о б ъ е м пирамиды конечной высоты (формула 6 7 , или 70 , 

или 71) н а объемы четырех бесконечных пирамид, мы получаем фор
мулы ( 9 7 ) , ( 9 8 ) , ( 9 9 ) . Сравнение ж е выражений ( 6 7 ) , (70 ) и (71) д л я 
одного и того ж е объема дает формулы (100) и ( 101) . Конец сочине
ния посвящен преобразоваяшо интеграла (88 ) . 

В заключении Лобачевский замечает, что уравнения ( 1 7 ) его «во" 
обраясаемой геометрии» «переменяются в [уравнения] (20) сферической 
Тригонометрии, как скоро вместо боков а, Ь, с ставим a~\f—1, ЬУ — 1 , 
с У — 1» и потому в уравнениях (17 ) не может заключаться никакого 
противоречия; «следовательно, — пишет далее Лобачевский, — обык
новенная Геометрия, Тригонометрия и эта новая Геометрия всегда 
•будут согласны между собой». Этим и обусловливается возможность 
использовать геометрические образы «воображаемой геометрии» 
д л я вычисления определенных интегралов, «к познанию которых 
одной Аналитике без пособия Геометрии трудно было бы продолжить 
дорогу» . 

Затрагивая в заключительных словах вопросы механики, Лобачевокнй 
предполагает , что «силы, измеряемые всегда скоростью», в воображае
мой геометрии будут подчинены «другому закону в соединении, 
н е ж е л и принятому сложению их». 
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Первая страница сочинения , 0 началах геометрии" 
(стр. 178 журнала „Казанский вестник", кн. 2—3 за 1829 г.) 

К стр. 185 

О Н А Ч А Л А Х Ъ Г Е 0 М Е Т Р 1 И (*). 

( i \ Аобачевскаго.) 

Кажется , т р у д н о с т ь понягтпй увеличи
вается по игврЪ ихъ приближения кг начальнымъ 
истпинамъ въ природа ; также какъ она возра
с т а е ш ь въ другомъ н а п р а в и в ш и , къ т о й гра
ниц* , куда стремится умъ за новыми позна-
ю я м и . В о т ъ почему т р у д н о с т и въ Г е о м е т р а 
должны принадлежать, вопервыхъ, самому пред
м е т у . Д а л Ъ е , с р е д с т в а , къ которьгмъ надобно 
прибегнуть , чтобы д о с т и г н у т ь зд^съ последней 
с т р о г о с т и , едва ли м о г у т ъ о т в е ч а т ь ц-вли и 
простопгв сего учен1я. T t , к о т о р ы е х о т е л и 
у д о в л е т в о р и т ь симъ требованиям! , заключили 
с е б я въ т а к о й т-бсной кругъ , ч т о вс-î усили 
мхъ не могли быть вознаграждены y c n t x o M - ь . 
Наконецъ скажемъ и т о , что со временя 
Н ю т о н а и Д е к а р т а , вся Математикз> 
сделавшись Аналитикой , пойма с т о л ь быст
рыми шагами впередъ, что оставила далеко з а 
собой т о учеюе , безъ к о т о р а г о могла у ж е об-

(*) Извлечено самимъ Сочинителем* и з ъ р а з с у ж -
ден!Я , п о д ъ названием* : E x p o s i t i o n t u c c i r t c t e 

des p r i n c i p e s d e l a G é o m é t r i e e t c . , читпаннаго 
и м ъ в ь зас*данди О т д Ь л с м я ф и з и к о - М а т е * 
к а т и ч е с к и х ъ наукъ, » » ф е в р а л я »8а6 гола. 



КАЗАНСК1И ЕВСТНИКЪ. 
Ф Е В Р А Л Ь а М А Р Т Ъ 

О НАЧАЛАХ Г Е О М Е Т Р И И * 
н'-Зн Кажется, трудность понятий упеличинается по мере их прл-

17» , 

олижения к начальным истинам н природе; так жо, как она воз
растает в другом направлении, к той границе, куда стремится ум 
за новыми познаниями. Вот почему трудности в Геоыетрпи дол
жны принадлежать, во-первых, самому предмету. Далее, средства, 
к которым надобно прибегнуть, чтобы достигнуть здесь последней 
строгости, едва ли могут отвечать пели и простоте сего учения. 
Те, которые хотели удовлетворить сим требованиям, заключили 
себя в такой тесный круг, что все усилия их не могли быть 
вознаграждены успехом. Наконец, скажем и то, что со времени 
Ы ю т о н а н Д е к а р т а , вся Математика, сдолавшись Анали
тикой, пошла столь быстрыми шагами вперед, что оставила далеко 

ira зп собой то учение, бет которого могла уже об|ходиться и которое 
с чем вместе перестало обращать на себя внимание, какое прежде 
заслуживало. Е в к л и д о в ы начала, таким образом, несмотря на 
глубокую древность их, несмотря на все блистательные успехи 
наши в Математике, сохранили до сих пор первобытные свои 
недостатки. 

В самом деле, кто не согласится, что никакая Математическал 
наука не должна бы начинаться с таких телгных понятий, с каких, 
повторяя Е в к л и д а , начинаем мы Геометрию, и что нигде в Ма
тематике нельзя терпеть такого недостатка строгости, какой при
нуждены были допустить в теории параллельных линий. Правда, 
что против ложных заключений от неясности первых и общих 
понятий в Геометрии предостерегает нас представление самых 

* Извлечено с и и ш Сочинителем из р»ссуждення, под вазвяниен: E x p o t i l i o n 
a u c c i n c i e d e » p r i n c i p e s d e la O i o m i l r i t r t e , читанного им в в и е д ш ш О т д е л е н * » 
Фиеико Математических HIJ-K, 1 2 февраля J 8 2 6 год». {Примечание Л о б а ч и с к о г о . \ 
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iij>i:4[M"i4)ii в нашем воображении , -а в с п р а в е д л и в о с т и п р и в и т ы х 

истин без доказательства убеждаемся простотою и х и опытом, н а п р и 

мер астрономическими наблюдениями ; однако ж все это н и с к о л ь к о 

не может удовлетворить ум, п р и у ч е н н ы й к строгому с у ж д е н и ю . 

L' томV п но в право п р е н е б р е г а т ь решением вопроса , покуда опо 

неизвестно п п о к у д а но знаем , не п о с л у ж и т л и оно еще к чему 

д р у г о м у . 
1 8 0 I 'Здесь намерен я и з ъ я с н и т ь , каким образом думаю п о п о л н и т ь 

такие пропуски в -Геометрип . И з л о ж е н и е всех моих исследований 

в н а д л е ж а щ е й связи потребовало бы слишком много места и пред

ставления соиоршипно в новом виде всей н а у к и . О п р о ч и х недо

статках Геометрии, мопее в а ж н ы х по з а т р у д н е н и ю , не почитаю 

н у ж н ы м говорить подробно . О г р а л т у с ь одним только замеча

нием, что они относятся к способу п р е п о д а в а н и я . Н и к т о не по

м ы ш л я е т отделить . то. что исключительно п р и н а д л е ж и т Гео

метрии , от того, где наука сия становится у ж е д р у г о ю , т. е. 

Аналитикой . 

П е р в ы е н о ш п н я , . е которых начинается к а к а я - н и б у д ь наука , 

д о л ж н ы быть ясны и п р и в е д е н ы к самому м е н ь ш е м у числу . Т о г д а 

только они могут с л у ж и т ь п р о ч н ы м и достаточным основанием 

у ч е н и я . Такие п о н я т и я приобретаются чувствами в р о ж д е н н ы м — 

н е д о л ж н о , в е р и т ь . 

Н и ч е г о не может быть простое того п о н я т и я , которое служит 

осповаенем Арифметике . Мы познаем легко , что все в п р и р о д е 

491 п о д л о ж и т измерению, все -может быть- сосчитано. | Н е т а к о в ы поло

ж е н и я Механики: человек с помощью однпх е ж е д н е в н ы х своих 

опытов не мог бы п р и д т и к ним. Вечность и о д и н а к о в о с т ь р а з 

сообщенного д в и ж е н и я , где скорость служит мерою- оного Г1], и 

ыдсоы. различных тел — т а к о г о рода истины, к о т о р ы е требовали 

времени,- пособия д р у г и х п о з н а н и й л о ж и д а л и г о н н я *, 

* После: в и л общих соображений Лобачевский :переводит к обоснованиям 
пачал геометрии, Это выволврно t чрезвычайно конспективно. Гораздо обстоя
тельнее 8то построение начал геометрия изложено в сочинении «Новые начала 
геоиетриН С йодной теорией тгараллельпых». Поэтому здесь' реда!сторок издания 
сделало только небольшое число примечаний — пояснений, которые нельвя опу-
стнть. Комментарии^ к схеме построения геометрии, которую. прсдлагает Лобачев
ский, читатель найдет в «Новых началах». Сушественнс новый материал, начи^ 
наотся со стр. 194 (наотояшого издания). 
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М е ж д у свойствами, о б щ и м и псом телам, одно д о л ж н о н а з в а т ь с я 
/ еомстричехким,— прикосновенно . Словами н е л ь з я п е р е д а т ь совер-
л ю и н о того , что мы п о д э т и м рн-пумеем : понятие п р и о б р е т е н о чув-
•ствами. п р е и м у щ е с т в е н н о з р е н и е м , и сими-то ч у в с т в а м и мы е г о 
ностигаом. П р и к о с н о в е н н о составляет отличительное свойство т е л : 
ни в с и л а х и л и времопи п н и г д е 13 п р и р о д е более его не н а х о д и м . 
О т в л е к а я все п р о ч и е свойства , телу дают н а з в а н и е — Геометри
ческого. 

П р и к о с н о в е н и е соединяет два тола в одно. Т а к всо т е л а прод-
е т а в л я е м частью одного—пространства. Тело ограничено, к о г д а п р и 
к о с н о в е н и е к .нему д р у г о г о — окружающего — долаот н е в о з м о ж н ы м 
п р и к о с н о в о п и е в с я к о г о т р е т ь е г о . Это второе будет окружающим 

гаг пространством., е с л и оно с п о р в ы м с о с т а в л я е т целое п р о с т р а н с т в о . 
П у с т о т а , з а н и м а е м а я т е л о м в н у т р и пространства , н а з ы в а е т с я 
местом. Д в а тела одинаковы, если каягдое, без в с я к о й п е р о м е н ы , 
наполняет место, т, е. д о п о л н я е т пространство . Они равны, только , 
если н а п о л н е н и е места одного требует в д р у г о м р а з д е л е н и я на 
части и с о е д и н е н и я сих частой в новом п о р я д к е [2J. 

В о о б р а ж а е м о е р а з д е л е н и е т е л а на две части будем н а з ы в а т ь 
•сечением. К а ж д а я из д в у х частей, с л у ж и т д л я н а з н а ч е н и я стороны 
•сечения. 

Г о о м е т р и ч е с к и е свойства тел п о з н а е м в р а з л и ч н о м д е л е н и и и х 
на части . Они с л у ж а т основанием Геомотрни и з а к л ю ч а ю т с я в сле
д у ю щ е м . 

I . В с я к о е тело может быть р а з д е л е н о на части , которыо не 
к а с а ю т с я ч е р е з одну. Т а к и е с е ч е н и я назовем поступательными; 
число и х л о о г р а н и ч е н о . 

П . . В с я к о е тело может быть р а з д е л е н о на части , которыо все 
к а с а ю т с я в з а и м н о , и к о т о р ы х число с к а ж д ы м н о в ы м сечением 
у в е л и ч и в а е т с я : д в у м я . , Такще, с е ч е н и я назовем оо~ращательными; 
ч и с л о и х но о г р а н и ч е н о . 

dR3 [..• JH. , В с я к о е тело мояает быть р а з д е л е н о т р е м я с е ч е н и я м и на 
8 ч астей , к о т о р ы е все касаются в з а и м н о ; . н о д а л е е д е в о з м о ж н о у ж е 
н о в ы м сечен и е м у д в а и в а т ь ч и с л о частей . , Т а к и е с е ч е н и я назо 
в е м тремя главными [8]. , , ^ 

О б р а щ а т е л ь н ы е с е ч е н и я м о г у т , у в е л и ч и в а т ь число " а с г е й л 
о д н и м т о л ь к о . Это. буде.т. тогда , : к о г д а , недостающее число ч а с т е й 
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пополняется п р и с о е д и н е н и е м нового тела и п р о д о л ж е н и е м сюда 
течений; так что п р и з н а к обращательных сечений будет собственно 
не число частей, но взаимное п р и к о с н о в е н и е их . О д н а к о ж э т о г о 
одного недостаточно. Надобно , чтобы п о с т у п а т е л ь н ы е сечения 
к обоим о б р а щ а т е л ы ш м в тех двух д о л я х тела , к о т о р ы е нахо
д я т с я на п р о т и в о п о л о ж н ы х сторонах, всегда о т д е л я л и ч а с т и 
в одной , неприкосновенные к д р у г о й . 

Подобное замечание относится и к т р е м г л а в н ы м сечениям, 
и з которых к а ж д ы е д в а бывают вместе о б р а щ а т е л ь н ы м и , и чего 
у ж е довольно , чтоб они были г л а в н ы м . 

Поступательные сечения к т р е м г л а в н ы м назначают в теле е г о 
три протяжения. 

* I Измерять тело значит и с ч и с л я т ь о д и н а к о в ы е части , н а которые 
р а з д е л я е т с я это тело и д р у г о е , п р и н я т о е за меру , в т р е х п р о т я ж е 
н и я х поступательными сечениями. 

Соединение д в у х тел в одно будет вместе сечением в этом" 
одном. Смотря по тому, п р и к о с н о в е н и е п р и н а д л е ж и т о д н о м у 
только , и л и нескольким обращательным, п л и т р е м г л а в н ы м сече
н и я м , оно будет поверхностное, линейное, в точке. В о о б р а ж а е м т е л о 
р а з д е л е н н ы м тремя г л а в н ы м и сечениями на восемь частей , кото
р ы е бы от д р у г и х сечений п р о и с х о д и т ь не м о г л и . В т а к о м случае 
с п е р в ы м сечением п о л у ч и м поверхностное п р и к о с н о в е н и е д в у х 
частей . Вторым сечением п р о и з в е д е м д в е части, к о т о р ы е , н а х о д я с ь 
н а п р о т и в о п о л о ж н ы х сторонах обоих сечений, к а с а ю т с я л и н е й н о . 
С третьим сечением п р о и с х о д я т д в е части, которые , н а х о д я с ь на. 
п р о т и в о п о л о ж н ы х сторонах всех трех сечений, к а с а ю т с я в т о ч к е . 

Тело получает н а з в а н и е поверхности, к о г д а оно к а с а е т с я д р у 
гого поверхностно и к о г д а п р и н и м а ю т в р а с с у ж д е н и е т о л ь к о 
взаимное прикосновение сих д в у х т е л ; а п о т о м у д о з в о л я ю т отбра
сывать все части одного , н е п р и к о с н о в е н н ы е к д р у г о м у . Т а к у н и 
чтожается I одно из т р е х п р о т я ж е н и й , и так о т д е л е н и е м н е н у ж н ы х 
частей поверхности д о х о д и м д о тонкости л и с т а б у м а г и и л и к а к 
д а л е к о может и д т и в о о б р а ж е н и е . 

Д в а тела, которых п р и к о с н о в е н и е з д е с ь р а с с м а т р и в а е т с я , б у д у т 
д в е стороны поверхности . 

Линией называется тело , которое к а с а е т с я л и н е й н о .другого , . 
и от которого дозволяют отбрасывать части , неприкосновенные- . 
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1С э тому д р у г о м у . Так д о х о д и м д о тонкости волоса, ч е р т ы от п и р а 
н а бумаге и п р . С о б р а щ е н и е м тола в линию у н и ч т о ж а е т с я д н а 
п р о т я ж е н и я , п о т о м у что л и н и ю образуют в п р о с т р а н с т в е д в а сече
н и я , к к о т о р ы м п о с т у п а т е л ь н ы е отделяют одни и з л и ш н и е части . 

Т е л о п о л у ч а е т н а з в а н и е точки, к о г д а рассматривают его п р и 
к о с н о в е н и е к д р у г о м у в т о ч к е , а потому д о з в о л я ю т о т б р а с ы в а т ь 
ч а с т и п е р в о г о , н е п р и к о с н о в е н н ы е к д р у г о м у . Т а к м о ж н о д о х о д и т ь 
д о м а л о с т и п е с ч и н к и и л и т о ч к и от острея п е р а п а бумаге . 

Т о ч к а образуется т р е м я г л а в н ы м и сечениями в п р о с т р а н с т в е , 
»8« к к о т о р ы м п о с т у п а т е л ь н ы е о т д е л я ю т о д н и л и ш н и е ч а с т и : следо

в а т е л ь н о в точке иет н и о д н о г о п р о т я ж е н и я . 

В п о в е р х н о с т и , л и н и и и т о ч к е обращают в н и м а н и е т о л ь к о н а 
п р и к о с п о в е п и е д в у х тел . Это з н а ч и т , д о п у с к а ю т все и з м е н е н и я 
в одном, к о т о р ы е бы ие л и ш а л и ч а с т и д р у г о г о и х п р и к о с н о в е н и я 
и н е п р и д а в а л и бы н о в ы х частой, п р и к о с н о в е н н ы х к д р у г о м у . 
Вот п о ч е м у п р и и з м е р е н и и п о в е р х н о с т е й и л и н и й д о з в о л я е т с я все 
п о с т у п а т е л ь н ы е сечения , к о т о р ы м и назначают п р о т я ж е н и я , з аме
н я т ь и х о б р а щ а т е л ь п ы м и . Отсюда следует , что л и н и я н е и з м е н я е т 
в е л и ч и н ы поверхности , а т о ч к а — л и н и и . Отсюда т а к ж е в и д н о , ч т о 
л и н и я д о л ж н а п р и н а д л е я с а т ь в с е й системе о б р а щ а т о л ь н ы х сече
н и й , а потому д л я о б р а з о в а н и я л и н и и необходимы две п о в е р х н о 
сти , о к о т о р ы х г о в о р я т , что о н и пересекаются в линии. К а ж д а я и з 
сих п о в е р х н о с т е й р а з д е л я е т с я л и н и е й н а две части , к о т о р ы е будут 
д в у м я с т о р о н а м и л и н и и . 

Т о ч к а п р и н а д л е ж и т не т о л ь к о т р е м г л а в н ы м с е ч е н и я м , н о и 
в с е м с н и м и о б р а щ а т е л ь н ы м ; а п о т о м у д л я о б р а з о в а н и я т о ч к и 
н е о б х о д и м ы д в е л и н и и , о к о т о р ы х г о в о р я т , что они пересекаются 

«s? о точке. К а ж д а я л и н и я р а з д е л я е т с я | т о ч к о й н а д в е части , к о т о р ы е 
с л у ж а т д л я н а з н а ч е н и я д в у х с т о р о н то чк и . 

Т о ч к а ие и м е е т в е л и ч и н ы , б у д у ч и без п р о т я ж е н и я , а п о т о м у 
и н е д о п у с к а я и з м е р е н и я . 

К о г д а д в а тела А, В к а с а ю т с я к а ж д о е т р е т ь е г о С в т о ч к е , 
т о г д а относительное п о л о ж е н и е д в у х точек и л и т а к н а з ы в а е м о е 
расстояние и х д р у г от д р у г а , в с я к и й р а з будет о п р е д е л е н о , к а к 
скоро А и В с о е д и н е н ы т е л о м D, н е п р и к о с н о в е н н ы м к С, х о т я бы 
п р и 9том в А, В, D п р о и с х о д и л и п е р е м е н ы о т д е л е н и е м , или 
п р и с о е д и н е н и е м н о в ы х частей , н е п р и к о с н о в е н н ы х к С, и л и те 
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и з м е н е н и я в Л п В, к о т о р ы е дозволяются в сем р о д е п р и к о с н о 

в е н и я Л, В с С. Так , ц и р к у л ь с л у ж и т д л я н а з н а ч е н и я р а с с т о я н и й , 

IV у С т а к и м и п о н я т и я м и о пространстве и спосоое и з м е р я т ь е г о 

п р о т я ж е н и я , Г е о м е т р и я м о ж е т быть ведена со всею строгостию д о 

к а з а т е л ь с т в в том п о р я д к е , в к а к о м здесь н и ж е и з л а г а е т с я , и где,, 

если не дается новых о п р е д е л е н и й , н а з в а н и я р а з у м е ю т с я уже-

п р и н я т ы е всеми. 
Сферой называется п о в е р х н о с т ь , которой все т о л к и от одной— 

центра — паходятся в р а в н о м расстоянии . Это р а с с т о я н и е будет 
полупоперечник сферы. Внутренняя сторона с ф е р ы та, г д е ее ц е н т р ; 
д р у г а я — в н е ш н я я . 

Тело, ограниченное сферою, н а з ы в а е т с я шаром, к о т о р о г о центр-
и п о л у п о п е р е ч н и к то ж е , что и сферы, 

га» I Ш а р ы и сферы о д и н а к о в ы , к о г д а их н о л у п о п е р е ч н и к и равны. . 
Одинаковые сферы сливаются, т. е. п о к р ы в а ю т д р у г друга , , 

к о г д а ц е н т р ы и х вместе, к а к о в о бы в п р о ч е м п о л о ж е н и е и х 
н и было. 

Н а п р о т и в , у сфер о д н о ц е н т р н ы х п р и р а з н ы х п о л у п о п е р е ч н и 
к а х не может быть н и одной общей точ ки . Т а к и е с ф е р ы п р е д с т а в 
л я ю т поступательные сечения в п р о с т р а н с т в е . П о л у п о п е р е ч н и к 
той, которая помещается в н у т р и д р у г о й , п о ч и т а е т с я менее . Это-
служит п е р в ы м сравнением р а с с т о я н и й м е ж д у собою. 

Сфера ограничивает со всех сторон п р о с т р а н с т в о , потому что» 
д р у г а я , одноцептрная , н а х о д я с ь в н е п е р в о й , п р и с о е д и н я е т т а к о й 
слой, к о т о р ы й делает у ж е н е в о з м о ж н ы м п р и к о с н о в е н и е всякого-
нового тела к ш а р у п е р в о й . 

Р! ? Д в е сферы около р а з н ы х ц е н т р о в , в х о д я о д н а в н у т р ь другой* 
и в ы х о д я вон, р а з д е л я ю т п р о с т р а н с т в о н а ч е т ы р е части: одна А 

280 п р и н а д л е ж и т в н у т р е н н е й стороне той и д р у | г о й с ф е р ы , д р у г а я В— 
в н е ш н е й обеих, т р е т ь я С—внешней стороне о д н о й и в н у т р е н н е й 
д р у г о й , а четвертая D — наоборот . Н о в ы е с ф е р ы около тех же* 
ц е н т р о в будут отделять от А части, н е п р и к о с н о в е н н ы е к В, и л и 
обратно ; т ак ж е от С н е п р и к о с н о в е н н ы е ч а с т и к D, и л и о б р а т н о . 
И т а к , пересечение д в у х с ф е р дает л и н и ю , к о т о р у ю называют; 
кругом. 
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П о с е м у две с ф е р ы , п е р е с е к а я с ь , п р е д с т а в л я ю т д в а г л а в н ы х и л и , 
ч т о всо р а в н о , д в а о б р а щ а т е л ь н ы х с е ч е н и я в п р о с т р а н с т в е . П о т о й 
ж е п р и ч и н е т р и сферы, если пересекаются , п р е д с т а в л я ю т т р и 
г л а в н ы х сечения . 

Плоскостью н а з ы в а е т с я п о в е р х н о с т ь , в которой л е ж а т все к р у г и 
от п е р е с е ч е н и я о д и н а к о в ы х с ф е р около д в у х точек — центров про
исхождения. П л о с к о с т ь м о ж е т с л е д о в а т е л ь н о п р о д о л ж а т ь с я н е о г р а 
н и ч е н н о , с у в е л и ч е н и е м п о л у п о п е р е ч н и к о в о д и н а к о в ы х сфер . 

К р у г , от п е р е с е ч е н и я о д и н а к о в ы х сфер, п о к р ы в а е т сам себя,, 
к а к о ю стороною И в к а к о м бы п о л о ж е н и и н и н а к л а д ы в а л с я , по
к у д а ц е н т р ы с ф е р с о х р а н я ю т свое место, и л и о д и н с т а в и т с я на 
место д р у г о г о . 

В н у т р и в с я к о г о к р у г а н а п л о с к о с т и н а х о д и т с я т о ч к а — центр 
круга, к о т о р о й р а с с т о я н и я — полупоперечники—от в с е х т о ч е к к р у г а 
о д и н а к о в ы . Всем т а к и м к р у г а м , п р о и з в о д я щ и м п л о с к о с т ь , одна 
т о л ь к о т о ч к а м о ж е т с л у ж и т ь ц е н т р о м . 

Прямая линия н а з ы в а е т с я та , к о т о р а я м е ж д у д в у х точек с а м а 
себя п о к р ы в а е т в о всех п о л о ж е н и я х . Т а к о в а в п л о с к о с т и к р у г а 
л и н и я , к о т о р о й т о ч к и остаются на месте, к о г д а к р у г п о к р ы в а е т 
сам себя д р у г о ю стороной. 

Р а с с т о я н и е д в у х точек м о ж е т быть о п р е д е л е н о п р я м о й линией , , 
п о свойству к о т о р о й в с я к о е р а с с т о я н и е составляется и з повторе 
н и я д р у г о г о и частей его . 

П р я м а я л и н и я л е ж и т в с я в плоскости , к а к с к о р о д в е ее т о ч к и 
н а плоскости . 

I Ч е р е з т р и т о ч к и , н е в п р я м о й л и н и и , м о ж н о п р о в е с т и о д н у 
т о л ь к о п л о с к о с т ь . 

В с я к а я т о ч к а в н е п л о с к о с т и м о ж е т быть п р и н я т а за центр-
п р о и с х о ж д е н и я плоскости , и т о г д а на п р о т и в о п о л о ж н о й стороне-
н а х о д и т с я д р у г о й соответствующий ц е н т р . 

Д в е п л о с к о с т и п е р е с е к а ю т с я в п р я м о й л и н и и . 
В е л и ч и н а п р я м о й л и н и и о п р е д е л я е т с я с р а в н е н и е м ее с д р у г о й . 
П о д о б н ы м образом о п р е д е л я е т с я и в е л и ч и н а д у г и к р у г а по-

с р а в н е н и ю ее с о к р у ж н о с т ь ю , к о т о р о й д у г а будет ч а с т ь . Это содер 
ж а н и е н е зависит от в е л и ч и н ы п о л у п о п е р е ч н и к а , н о от в з а и м н о г о п о 
л о ж е н и я тех д в у х п о л у п о п е р е ч н и к о в , к о т о р ы е п р о х о д я т ч р е з кон
ц ы д у г и . Ч т о б ы оставить на п р о и з в о л , к а к а я д у т а п р и н и м а е т с я : 
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за е д и н и ц у , м и будем о з н а ч а т ь 2тс о к р у ж н о с т ь . Т а к в ы р а ж е н 
н а я дуги называется линейным ц/лом н л н у г л о м т е х д в у х ли
пни, которыо, и д я чрез к о н ц ы д у г и , в с т р е ч а ю т с я в ц е н т р е к р у г а , 

глз I Tu!;;!:« будем означатг» 2 - и с ф е р у ['J. о п р е д е л я я с нею сравни
тельно е е вырезки . К о г д а в ы р е з о к происходит от д в у х плоскостей , 
проведенных чрез ц е н т р , тогда н е л и ч и н а его будет плоскостной 
угол; д р у г и х же в ы р е з к о в — телесным углом. 

Плоскостной и т е л е с н ы й у г л ы по зависят от п о л у п о п е р е ч н и к а 
сферы, но от в заимного п о л о ж е п п я плоскостей , к о т о р ы е идут от 
центра сферы. П л о с к о с т н о й у г о л т а к ж е ие з а в и с и т от места, г д е 
будет центр сферы на л и п н и п е р е с е ч е н и я д в у х п л о с к о с т е й . 

Плоскостпой угол р а в е н л и н е й н о м у м е ж д у п е р п е н д и к у л а м и 
в плоскостях к л и н и и п е р е с е ч е н и я с и х п о с л е д н и х , и п р о в е д е н н ы х 
к одной т о ч к е . 

Чтобы .линия была н е р п е ц д и к у л о м [к] плоскости , д о в о л ь н о , чтоб 
она была п е р п е н д и к у л я р н а к д в у м л и н и я м в п л о с к о с т и . 

Сумма углов п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а по моясет быть > тс р] ; 
напротив , сумма углов сферического т р е у г о л ь н и к а всегда > тс. 

«и I Сумма д в у х у г л о в с ф е р и ч е с к о г о т р е у г о л ь н и к а бывает вместе 
С СуММОЮ ПрОТНВОПОЛОЯШЫХ боКОВ > ТС, = тс, < тс. 

Если один катет в п р я м о у г о л ь н о м с ф е р и ч е с к о м т р е у г о л ь н и к е 
< тс, то д р у г о й вместе с нротивополоясным у г л о м > ~ , = -~ < '"-,. 

В прямолинойпом т р е у г о л ь н и к е п р о т и в б о л ь ш е г о бока л е ж и т 
у г о л более, и обратно. 

Сумма двух боков п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а более третьего . 
В сферическом т р е у г о л ь н и к е у г о л п р о т и в б о л ь ш е г о и з д в у х 

боков более или менее, смотря по тому т р е т и й бок < тс и л и > тс. 

Сумма боков сферического т р е у г о л ь н и к а более т р е т ь е г о , если 
этот третий < тс. 

S—(п — 2) - „ .Величина телесного у г л а = — , г д е S — сумма углов 

сферического м н о г о у г о л ь н и к а , п — число его боков [°]. 
.«s I Полагаем п число г р а н е й и л и ф и г у р , о г р а н и ч и в а ю щ и х пра

в и л ь н о е тело ; m число боков ф и г у р ы ; t число г р а н е й , смыка
ю щ и х с я в один телесный у г о л . К а ж д о й г р а н и т е л а отвечает п р и 

1т. 
ц е н т р е у г о л — , которого ч и с л о п л о с к о с т н ы х у г л о в m. а величи-
на и х у ; после чего, с р а в н и в а я д в а з н а ч е н и я телесного угла , 
н а х о д и м [7] 
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4Л 
n~~2m — (m — 2)t ' 

З д е с ь in и t по могут быть более 5, иначо п д е л а е т с я о т р и ц а 

т е л ь н ы м ; следовательно , всо п р е д п о л о ж е н и я могут быть т а к о в ы ; 

m = 3, ( = 3, n = 4 ; тело называется тетраедр. 
m = . 3 , t=*i, n = 8 y > октаедр. 
m = 3, t= 5, n — 20 > икосаедр. 
m — i, n = 6 > > куб. 
m — 5, t = 3 , n = 12 > > додекаедр. 

Ч и с л о у г л о в и л и остреев на п р а в и л ь н о м теле = - у , следова

т е л ь н о : 

в т е т р а е д р е 4, 

» октаедре 6, 

> икосаедре 12, 

» кубе 8, 

» д о д е к а е д р е 20. 

Д о с т о й н о п р и м е ч а н и я , что в ы ш е д а н н о е з н а ч е н и е п м о ж е т б ы т ь 
н а й д е н о , не п р и н и м а я в р а с с у ж д е н и е , к а к и м образом т е л е с н ы й 
у г о л о п р е д е л я е т с я из его п л о с к о с т н ы х . Д е й с т в и т е л ь н о , число л и -
н п п , в к о т о р ы х смыкаются г р а н и , я с н о д о л ж н о быть п о 

и з в е с т н о м у п р а в и л у Е й л е р а * оно будет ^j--\-n — 2 ; с р а в н и в а я то 
и д р у г о е в ы р а ж е н и е , снова п о л у ч и м то ж е п, что и в ы ш е . 

Все случаи о д и н а к о в о с т и т р е у г о л ь н и к о в могут быть т е п е р ь 
д о к а з а н ы без п о м о щ и т е о р и и п а р а л л е л ь н ы х л и н и й . 
I П р я м о л и н е й н ы е т р е у г о л ь н и к и бывают о д и н а к о в ы , к о г д а у п и х 
р а в н ы : 

1) о д и н бок и два у г л а ; 
2) д в а бока и угол м е ж д у н и м и ; 

3) д в а бока и угол п р о т и в б о л ь ш е г о ; 
4) т р и бока; 
С ф е р и ч е с к и е т р е у г о л ь н и к и — к о г д а у них р а в н ы : 
1) т р и бока; 
2) д в а бока и угол м е ж д у н и м и ; 

* Самое простое доказательство оего предложения сделал Грунерт (ом. Jonr
eal für die Hathemafc. v. Crelle, Tom. 2, p. 867). [Примечание Лобачевского] |"J. 

Зак. 458. H. И. Лобачевокнй, т. I. 13 
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•Л) д в а бока л у г о л п р о т и в одного, но сумма углом в обоих 

T p i ' у г о л ь н и к а х п р о т и в д р у г о г о бока но = тс; 

4) одни бок и п р и н е м д в а у г л а ; 

Г>) д в а угла и бок п р о т и в одного , по сумма боков п р о т и в д р у 

г о г о л обоих т р е у г о л ь н и к а х но составляет тс; 

Г>) т р и угла . 

Д в а п р я м о л и н е й н ы х т р е у г о л ь н и к а , когда у них т р и у г л а р а в и ы , 

могут быть не о д и н а к о в ы , если п р е д п о л о ж и т ь сумму у г л о в 

в к а ж д о м тс. Н а п р о т и в , опи д о л ж н ы быть о д и н а к о в ы , если в н и х 

сумма углов , подобно к а к в сферических , р а з н и т с я от тс. 

Мы видолн, что сумма углов п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь н и к а пе 

м о ж е т быть > тс. Остается п р е д п о л а г а т ь нту сумму = тс п л и < - * . 

Т о и дрз 'гоо можот быть п р и н я т о без в с я к о г о п р о т и в о р е ч и я 

в последствии, от чего и происходит дво Г е о м е т р и и : одна, употре
бительная до ныне но своей простоте , с о г л а ш а е т с я со всеми и з 

м о р е н и я м и на самом д о л е ; д р у г а я , вообри-шасмая, более общая и 

потому з а т р у д н и т е л ь н а я в своих в ы ч и с л е н и я х , д о п у с к а е т возмож-

н о с т ь зависимости л и н и й от углов . 

Е с л и в одном п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е п о ч и т а т ь сумму 

у г л о в тс, то она будет такой у ж е и во всох. Н а п р о т и в , д о п у с к а я 

ее в одном менее тс, л е г к о д о к а з а т ь , что она у м е н ь ш а е т с я с воз 

р а с т а н и е м боков т р е у г о л ь н и к а * . 

В с я к и й раз , следовательно, д в е л и н и и в с т р е ч а т ь с я на плоскости 

не могут, когда они с третьею составляют у г л ы , к о т о р ы х сумма тс. 

Они могут не п е р е с е к а т ь с я и в том случае, к о г д а эта сумма < - t 

е с л и к тому п р е д п о л о л ш т ь сумму углов в т р е у г о л ь н и к е < тс. 

И т а к , псе л и н и и н а плоскости в отношении к одной могут быть 

р а з д е л е н ы на сходящиеся и "несходящиеся. П о с л е д н и е будут н а з ы в а т ь с я 

параллельнгши, если они представляют г р а н и ц у , и л и , и н а ч е сказать , 

* Начинай с этого места, Лобачевский от схемы общего обоснования геомет
рии переходит к наложению основ «воображаемой гоомстрил>. Отсутетвзчощие 
доказательства основных ее положении ЛобачевскиГг позднее приводит в сочипе-
ннях «Новые начала» и «Геометрические исследования». Поэтому здесь мы пе 
даем: необходимых примечаний, а отсылаем читателя к соответствующему тексту 
сочинения «Геометрические исследования» в этом жо томо. Подробные доказа
тельства этих теорем читатель найдет также в «Новых началах», статьи 96, 97, 
»9, 100. 

* «Геометрические исследования», предложение 20 (стр. 87 настоящего тома). 
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240. 

п е р е х о д от о д н и х к д р у г и м м е ж д у «семи, в ы х о д я щ и м и п.ч о д н о й 
т о ч к и *. 

В о о б р а ж а е м и з т о ч к и ' о п у щ е н н ы й п е р п е н д ш с у д а на д а н п у ю 

л и н и ю и к этой п а р а л л е л ь н у ю и з той ж е т о ч к и ; о з н а ч а е м F (я) 

у г о л м е ж д у а и п а р а л л е л ь н о й * . Л е г к о д о к а з а т ь , что д л я в о я к о й 

л и н и и а у г о л F («) = -£-, если сумма углов в т р е у г о л ь н и к е = г;; 

по в д р у г о м п р е д п о л о ж е н и и у г о л F («) меняется о а, у м е н ь ш а я с ь 

д о п у л я с у в е л и ч е н и е м л и н и и а и оставаясь п о с т о я н н о < . Чтобы 

р а с п р о с т р а н и т ь , в сем п о с л е д н е м п р е д п о л о ж е н и и , о з н а ч е н и е F (а) 
на все л и н и и а, мы будом п р и н и м а т ь 

, F ( Ü ) = - | - , F ( - < 0 = K - F ( t f ) . 

I Т о г д а д л я всякого острого у г л а А можно в о о б р а ж а т ь п о л о ж и -
В «Казанской . 
мепт»ике» no-ТЕЛЬНУЮ, а д л я всякого т у п о г о А — о т р и ц а т е л ь н у ю л и н и ю а, т а к у ю , 
мер страницы 
а*о ошибочяо чтоо А = F (а)0. 
пвпорев два 
»та^>траннцСи В п р о ч е м в т о м и д р у г о м п р е д п о л о ж е н и и п а р а л л е л ь н ы м л н п н я м 

с б о и а ч е в ы _ п 

и», и 2юл п р и н а д л е ж а т следующие свойства v. 

К о г д а две л и н и и п а р а л л е л ь н ы , то пересечение п р о в е д е н н ы х 

ч р е з н и х плоскостей дает т а к ж е л и н и ю , п а р а л л е л ь н у ю обоим. 

Д в е п а р а л л е л ь н ы е т р е т ь е й , п а р а л л е л ь н ы м е ж д у собою. 

К о г д а т р и плоскости п е р е с е к а ю т с я в п а р а л л е л ь н ы х л и н и я х , то 

сумма п л о с к о с т н ы х в н у т р е н н и х у г л о в = тт. 

П р е д п о л о ж е н и е с у м м ы - у г л о в в т р е у г о л ь н и к е < г. в е д е т к тому, 

что к р у г с у в е л и ч е н и е м п о л у п о п е р е ч н и к а п р и б л и ж а е т с я н е к п р я 

м о й л и н и и , а к особенного р о д а к р и в о й , которую п а з о в о м предель

ной круга?. С ф е р а в т а к о м случав будет п р и б л и ж а т ь с я т а к ж е 
2 < 0> к к р и в о й I поверхности , к о т о р у ю п о д о б н ы м образом н а з о в е м пре

дельной сферой. Эта п о в е р х н о с т ь в п е р е с е ч е н и и с плоскостито д а е т 

и л и к р у г и л и п р е д е л ь н у ю К Р У Г А * * . 
* «Геометрические исследования», предложение 16 (стр. 8'2). 
* В «Геометрических исследованиях» (и вообще во всех последующих сочи

нениях по геометрии) Лобачевский называет этот угол углом параллельности и 
обознает его не через Р (ж), а через II ( я). 

° «Геометрические исследования», предложение 23 (отр. 91). 
9 «Геометрические исследования», предложение 25 (стр. 94) и предложение 28 

(стр. 101). 
• • • I «Геометрические исследования», предложение 32 (стр. 106). 

«Геометрические исследования», предложение 34 (стр. 109). 
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Геомотршг на и р е д е л ь п о й сфере совершенно та лее, в к а к о м 
виде м и ее пиаом па плоскости. П р о д е л ь н а я к р у г а з аменяет в по
следней п р я м у ю линию, а у г л ы м е ж д у плоскостей , в к о т о р ы х 
п р е д е л ь н ы е лежат , заступают место углов мояеду п р я м ы м и л и н и я м и . 

П р е д е л ь н ы е к р у г о в том ' ближе п о д х о д я т к п р я м ы м л и н и я м , 
нем их д у г и менее, так что разность в с о д е р ж а н и и к д л и н е д у г и 
м о ж н о сделать как у г о д по малой. I I потому все, что п р и н а д л е ж и т 
одним , п р п п а д л е ж п т и д р у г и м , если п р и н и м а т ь те и д р у г и е 
ч р е з в ы ч а й н о малыми. 

Итак , если в п р и р о д е существующая Г е о м е т р и я такова , что 
д в е п а р а л л е л ь н ы е л и н и и д о л ж н ы быть н а к л о п е и ы к т р е т ь е й л и н и и 

m п о д углами, к о т о р ы х сумма <*ir, то Г е о м е т р и я | у п о т р е б и т е л ь н а я 
н а м и будет Г е о м е т р и я [чрезвычайно ма лых л и н и й в с р а в н е н и и 
с темп, п р и которых сумма у г л о в т р е у г о л ь н и к а моясет примотпо 
р а з н и т ь с я от т. *. 

ï - xn ' ' Сказано было, что Г е о м е т р и я на п р о д о л ь н о й с ф е р е та же , что 
п п и на плоскости. В п е р в о й п р е д е л ь н а я к р у г а з а м е н я е т п р я м у ю ; 

у г л ы между плоскостями, в к о т о р ы х леясат п р е д е л ь н ы е , заступают 
место углов м е ж д у прзгмыми л и н и я м и . О д н а к о ж и з м е р е н и ю тре
у г о л ь н и к о в на п р е д е л ь н о й сфере ' д о л ж н о п р е д ш е с т в о в а т ь учение 
о тригонометрических ф у н к ц и я х ; а что к а с а е т с я д о геометри

ям ческого I строения, то с т р е у г о л ь н и к а м и н а п р е д е л ь н о й сфере 
д о л ж н о поступать к а к бы с сферическими . П л о с к о с т и , в к о т о р ы х 
л е ж а т п р е д е л ь н ы е и которые м о ж н о н а з в а т ь нормальными, будут 
п р е д с т а в л я т ь плоскости больших к р у г о в с ф е р ы ; а л и н и и пересе
ч е н и я п е р в ы х м е ж д у собою, следовательно , нормальные линии и л и 
оси предельной сферы, будут то же , что п о п е р е ч н и к и обыкновен
н о й сферы. 

П о с л е этого , не д е л а я р а з л и ч и я , будем г о в о р и т ь о п р я м о л и н е й 
н ы х треугольниках , р а з у м е я п о д н и м и т а к ж е и т р е у г о л ь н и к и н а 
п р е д е л ь н о й сфере, составленные и з д у г п р е д е л ь н о й к р у г а [ 9]. 

Означаем в п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е a, b— катеты , 
А, В—противоположные у г л ы , с — г и п о т е н у з у . 

* «Геометрические исследования», предложение 37, соображения, следующие 
ва формулами (8) (стр. 125 — 126). 
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ь о д е р я с а н и е - - в т а к о м т р е у г о л ь н и к е и з м е н я е т с я по и н а ч е , 
к а к с у г л о м . '1. Э Т У з а в и с и м о с т ь -"- от А означают 

с 
а 

— = sm vi 
с 

и ~ н а з ы в а ю т синус Л. О п р е д е л е н и е sin A j р а с п р о с т р а н я ю т н а 

д р у г и е у г л ы , к р о м е о с т р ы х п о л о ж и т е л ь н ы х А, п р и н и м а я 

тс 

е ш 0 = 0, s m — - = 1, 

s in (ÎITC -J- A) = ( — 1)" s in A ; s in (тс—A) = s in A, 

г д е A—угол от 0 д о п — п о л о ж и т е л ь н о е ц е л о е ч и с л о . Н а к о н е ц , 

д л я в с я к о г о п о л о ж и т е л ь н о г о А 
s in ( — А ) — —• s in А; 

с л е д о в а т е л ь н о , и д л я А о т р и ц а т е л ь н о г о и д л я А = 0. 

Т а к м о ж н о синус в с я к о г о у г л а п р и в е с т и к с и н у с у н у л я , и л и 

и л и острого п о л о ж и т е л ь н о г о . З н а ч е н и я п е р в ы х д в у х д а н ы ; 

з н а ч е н и я п о с л е д н и х п р е д с т а в л я ю т с о д е р ж а н и е д в у х л и н и й в п р я м о 

у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е . 

П о с л е этого л е г к о в и д е т ь , ч т о к а к о й бы у г о л А н и был, в с е г д а 

s in (« -f" А) = — sin А. 

К р о м е т р и г о н о м е т р и ч е с к о й ф у н к ц и и , н а з в а н н о й синус , у п о т р е 

б и т е л ь н ы еще д р у г и е : к о с и н у с , т а н г е н с и котангенс , к о т о р ы х | о п р е 

д е л е н и е и означение п о к а з ы в а ю т с л е д у ю щ и е у р а в н е н и я : 

. . ,'тс \ sin А , . cos Л 
с о 8 ^ = 8 ш — А , t a n g А = -г-, c o t j L = ' 

2 у 6 cos А ' ' вхп А' 

З н а ч е н и я всех сих т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ф у н к ц и й не и з м е н я ю т с я , 

к о г д а к углу п р и б а в л я е м 2гс. 

Б п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е н а х о д и м 

s i 4 A 2 + cos А 2 = 1* , 

ч т о с п р а в е д л и в о и д л я в с я к о г о у г л а А. 

* Лобачевский вместо s i n 2 ^ и cos 2 .4 пишет sin Л.2 и cos Л 5 и соответствую
щим образом и в других случаях. Это обозначение сохранено в настоящем из 
дании. . . 
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Во всяком п р я м о л и н е й н о м т р е у г о л ь н и к е , которого бока а, Ь, с, 

п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы А, В, (.', 

и sin А 7 . г 7 ( —---~~ 7 ——: о = я cos / М - 6 cos л . « sin В 

Последнее у р а в н е н и е е иомощшо первого , и так к а к sin С = 

= sin (АА,-В), дает 

sin (.1 -\-В) — sin A cos Z?-f cos A sin 7? 

д л я всех п о л о ж и т е л ь н ы х у г л о в А. В, к о т о р ы х сумма < тс. Л е г к о 

2м индеть . что здесь у г л ы А и В могут быть : А = 0, В —0, \ A - j - В = тс. 

П у с т ь далее Л = нтс-}-а, 2J — штс- |-3; н, w i — ц е л ы е п о л о ж и т е л ь н ы е 

числа ; а, ß — п о л о ж п т е л ь п ы о у г л ы > 0, < тс; тогда , р а з д е л я я уравне 

н и е па ( — 1)"+»», находим то ясе с переменою т о л ь к о А на а, В 

на J5, и где , следовательно , a - j - ß < K . Н о так к а к у р а в н е н и е п е 

переменяется , когда вместо а, ,3 ставим тс — а, тс — J3, то <х —}— J3 
м о ж е м п р и н и м а т ь п > тс. Т а к з ' равнепне д о к а з а н о д л я всех поло

ж и т е л ь н ы х углов л , В; о т р и ц а т е л ь н ы е ж е м о ж н о п р е д с т а в л я т ь 

п р о и з в е д е н н ы м и в ы ч и т а н и е м 2~ п з п о л о ж и т е л ь н ы х , но такое 

в ы ч и т а н и е но переменяет в и д у р а в н е н и я . 

П о л а г а я А,—В вместо А, В, п о л у ч и м 

cos (А А-В) = cos A cos В—sin A s in В. 

П о л а г а я Л —В, потом А — -'^, ~ - и т. д . , н а х о д и м значение 
тригонометрических ф у н к ц и й д л я всех у г л о в Г'-тс, г д е m, п—це-
лые числа . 

В с я к и й д р у г о й у г о л А моясет быть в ы р а ж е н суммою 1?-|-2<и, 

* » 2 где В = тс с m и п | ц е л ы м и числами , а ш у г о л к а к у г о д н о м а л ы й . 

Тогда 
s in А = s in В -f- 2 sin cocos (В - ) - <о), 

cos А — cos 7? — 2 sin co'sin (S - j -ш) . 

О уменьшением острого у г л а в п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е , 

у м е н ь ш а е т с я противополоясный катет и так , что содерясание сего 

катота к д р у г о м у м о ж е т быть сделано к а к у г о д н о м а л ы м . С д е л а в ш и 

t a n g со по желанию м а л ы м , п о л у ч и м sin ш .^еще менее , тогда к а к 

s i n ( В - \ - t o ) , C O S ( 5 - ( - ( Ü ) но п р е в ы щ а е т е д и н и ц ы . И т а к , р а з н о с т и 

s i n А — shiB, cos А—cos В м с г у т быть столько м а л ы , чтобы s i n S , 
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cos / ) 1 п р и н и м а т ь з а sin Л, cos А. Ta i : можно р а з у м е т ь , ч т о з н а ч е 
н и я т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ф у п к п и п д л я всех у г л о в о п р е д е л е н ы 
в ч и с л а х . — 

Т е п е р ь з а й м е м с я изморенном т р е у г о л ь н и к о в и р е ш е н и е м з а д а ч и 
о п а р а л л е л ь н ы х . 

П р ш ш м а о м только то п р е д л о ж е н и е с п р а в е д л и в ы м , ч т о п е р п е н -
д и к у л на л и н и и п а р а л л е л ь н о й встречает д р у г у ю п о д острым 
у г л о м * . Мы условились о з п а ч а т ь т а к о й острый | у г о л F (а) , к о г д а 
а п е р п е н д и к у л . Д р у г о е п р е д п о л о ж е н и е и одно, к о т о р о е д о с и х 
п о р д о п у с к а л и Геометры, з а к л ю ч а е т с я т а к ж е в э т о м общем, с т е м 
о г р а н и ч е н и е м , ч т о л и н и и д о л ж н о р а с с м а т р и в а т ь бескопочно м а л ы м и , 
с л е д о в а т е л ь н о , в н с ч и с л е п и и п р е н е б р е г а т ь и х п р о и з в е д е н и я м и , 
в т о р ы м и и д а л е е с т е п е н я м и в с р а в н е н и и с п е р в ы м и . 

И т а к , в п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е острые у г л ы п р о т и в 
к а т е т о в а, Ъ д о л ж н ы быть F (a'), F (0'), где а, Ъ'— п р я м ы е л и н и и 
со з н а к о м -f- иерод ' ч и с л а м и , в ы р а ж а ю щ и м и и х м е р у *. 

П р о д о л ж а е м ка
тет b и г и п о т е п у з у 
с ч е р е з точку А 
{черт. 1) и х пересе 
ч е н и я . AD, п р о д о л 
ж е н и е с, д е л а е м = а' 
и в к о н ц е D сталнм 
п е р п е н д и к у л DU на 
стороне AG, п р о д о л 
ж е н и я b. ° В е д е м от 

т о ч к и В. в о р ш н п ы 
-г, Ч е р т . 1. 

у г л а F (b'), п а р а л 
л е л ь н у ю BIf с AG па т о й ж е стороне . Т р и л и н и и BS, AG, DE 
будут п а р а л л е л ь н ы т а к ж е с Ъ, к о т о р о й точку п е р е с е ч е н и я о а 
о з н а ч и м С. 

* Точнее— прямая, перпендикулярная к данной и встречающая параллель» 
образует с последней со стороны параллелизма острый угол (см. черт. 1). 

+ Устанавливаемые вслед за этим формулы (1) — (5) не отличаются н и по 
содержанию, ни по выводу от формул, установленных в предложении 36 «Гео-
метркческих исследований». Поэтому мы отсылаем читателя как к примеча
ниям 11—13 к настоящему сочинению, так к к предложению 36 «Геометрических 
исследований» (стр. 117). 

О 'Г. е. в ту сторону, куда направлено AG— продолжение Ь. 
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' ' ' 1 , , Х Г ' 2 1 Н В А - f L ЛВС =-- L им.:, 
ТО-ОСТЬ 

F ( c + a') + F ( / / ) = F ( « ) . (IP 

I Ii том ж е Д ЛВС, если бы « ' п о л о ж и л и от .1 к /J* ПО л и н и и с. 

в конце D поставили п о р н е н д п к у л DE и вели к нему п а р а л л е л ь -

Ч е р т . 2. Ч е р т . 3. 

н у ю ВН от точки В, следовательно , вместе и п а р а л л е л ь н у ю к Ь, 
то н а ш л и бы новое отношение м е ж д у л и н и я м и с, а, а', Ь'. Надобно;, 
о д н а к о ж, различать т р и с л у ч а я : 

Если с > а' (черт. 2), то н а х о д и м 

/_ DBH= 1_ DBCA- 1_ СВЯ 
и л и 

F (с — o ' ) = ' F ( i ' ) + F ( o ) . (2> 

Если с —а' (черт. 3), то 

| - = F(&') + E > ) -

Е с л и с < а' (черт. 4), то 

ж — F (а ' — с) = F (&') -f- F (о) . 
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Н о во втором случав ^ • = F (и) = F (с — а'), а в п о с л е д н е м 
г.—F (а' —г)—F (с — (('); с л е д о в а т е л ь н о , во всех т р е х с л у ч а я х у р а в 
н е н и е (2) с п р а в е д л и в о . 

Соединение у р а в н е 
н и й (1), (2) дает 

2 F (а) = F ( с - - а ' ) + 

+ F ( c + a j , ( ; 3 ) 

2 F ( u ' ) = F ( c — а') — 

— F(c + « ' ) . (4) 

П р о д о л ж а е м еще ô и ß 
ч р е з т о ч к у А (черт. 5) , | а 

ч е р е з точку С; делаем AI=a', СХ=Ь' — а; с т а в и м п е р п е н д и к у -

л ы IK, ХО к CI и СЛ 7, то Ж , AL, ON будут п а р а л л е л ь 

ны- В е д е м еще им па

р а л л е л ь н у ю СМ; тогда 

^ .меде - f - L M C I = - J -
то-есть 

Y{b' — a)Ar 

Означаем т е п е р ь a ли

н и ю , о п р е д е л е н н у ю урав 

н е н и е м 

f ; («)+f(«)=^- . 

I TT -к 

а' 
/ ь 

Л / ( 

с / si 
ь 

•Ч 
Ь-а 

Ч е р т . 5. 

Означаем ß, f, a', |3' п о д о б н ы е л и н и и в о т н о ш е н и и к Ъ, с, a , 6' 

У р а в п е н и е (4.) может быть и н а ч е п р е д с т а в л е н о : 

2F (?') = F (« ' — с) + F (a ' - f с), * 

* Потому что F ф') = - £ • — Г (б'), а - — Р (c — a') = F (о' — с ) . 
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Ч о р т. 0. 

и предполагает существование п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а , к о 
торого а' — гипотенуза , ( У — катет , F ( с )— п р о т и в о п о л о ж н ы й е м у 
у г о л (черт, (i) [ м ] . 

После этого д о л ж н о з а к л ю ч а т ь , что в у р а в н е н и я х (3), (4), ($), 
•ш к а к н д л я всякой п р е д п о л а г а е м о й зависимости у г л о в и боков | п р я м о 

угольного т р е у г о л ь н и к а , можно не 
только п е р е м е н я т ь я на Ь с пере -

ß меною я ' па V, по и 

я на ß' а на ?/ 
с .. . а" 7 . . . а' 
а'... с а'. . . Y 

i ' . . . а ß ' . . . а, 

о с т а в л я я , в то же в р е м я Ь и ß боа перемены. Т а к у р а в н е н и я (3) 
а (4) датот [ 1 2 ] : 

2F (я) = F (с —- я ') + F (с - j - «') 
2F (&) = F — й') + F (с + й') 
2F (й) = F (я ' — a) - f F (« ' + а) 
2F (я) = F (I/ — ß) + F (&' -f-ß) 

2 F (&') = F (с — а') — F (с 4- а') 
2F (а ') = F (с — й') — F (с 4- Ь') 
2F(c) = F ( a ' — о ) — F ( a ' 4 - * ) 
2F (с) = F (// — 3) — F (// 4- ß) 

2F(a ' ) = F (a — ß) — F (a - f ß) 

2F(ö') = F ( ß — a ) — F («4 -ß) 
as? I У р а в н е н и е (5): 

F ( y _ _ „ ) + F ( ß / + i ) * 

(6) 

(7) 

( 8 ) 

F ( e - f l ) 4 - F $ + « ' ) : 

F ( « ' _ ß ' ) 4 - F ( ß + T ) : 

F ( ô ' + a ) 4 - F ( a ' — ô ) = 

F ( c 4-|«)4-F(ß — a ' ) : 

F 0 » 4 ß , ) 4 - F ( ß - T ) ' 

тс 
IT 
тс 

Y 
тс 

¥ 
тс 

(9) 

(10) 
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Все сии у р а в н е н и я , п р е д с т а в л я я IT р а з л и ч н ы х в и д а х зависи
м о с т ь , боков и у г л о в п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а , с л у ж а т вместе 
д л я о п р е д е л е н и я з а в и с и м о с т и в с я к о й ; г а ш ш а от у г л а F (а); н о 
к JIEMIIFIIIIO «того последнего в о п р о с а можно п р и д т и с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м . 

К плоскости ABC того ж е п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а ставим 
в точке В п е р п е н д и к у л В/>" (черт . 7) , к ному от точек А и С 

Ч t.- ]i т. 7. Ч <> р т. 8. 

п р и лезвее АА'. В о о б р а ж а е м около А, к а к ц е н т р а , с ф е р у ; пересе
ч е н и е со л и н и я м и АА', AB, АС п р о и з в е д е т с ф е р и ч е с к и й п р я м о -

2К у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к А'ВС | (черт . 8), г д е А'С = F (b)—гипотенуза, 
А'В — F (ß), ВС = F («') — к а т е т ы , F(r<), - | F (//) — п р о т и в о п о л о ж 
н ы е у г л ы * . 

М о ж н о здесь мимоходом з а м е т и т ь , что с у щ е с т в о в а н и е такого тре 
у г о л ь н и к а п р е д п о л а г а е т п р я м о у г о л ь н ы й п р я м о л и н е й н ы й (черт. 6), 
г д е г и п о т е н у з а а', к а т е т ы ° ' , Ъ, и м п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы F (с), 

F (а); следовательно , точно тот ж е т р е у г о л ь н и к , к о т о р о г о 
2 

с о с т а в л е н и е д о к а з а л и в ы ш е [ 1 3 ] . Т а к а я п о в е р к а з а к л ю ч е н и й необхо
д и м а , п о к у д а остается п е и з в е с т п ы м , которое и з д в у х п р е д п о л о 
ж е н и й и с т и н н о е . 

В о о б р а ж а е м снова с ф е р и ч е с к и й т р е у г о л ь н и к А'ВС и ц е н т р его 
с ф е р ы А (черт. 9). И з А' о п у с к а е м п е р п е н д и к у л А'Т> к AB. В е д е м 

* См. сноску * па стр. 113 к сочинению «Геометрические исследования». 
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к АС п а р а л л е л ь н ы е : DM ч р е з точку D и плоскости ЛВС; Л'Ь 

чрез точку А' в плоскости А'АС. П у с т ь LMX—треугольник н а 

п р е д е л ь н о й сфере , кото

р о й A'L, DM, CA — о с и . 

Можно д о к а з а т ь , что. 

с о д е р ж а н и е боков в 

ЬА'ВС и &LMN т е м 

менее р а з н и т с я , чем бо

лее п о л у п о п е р е ч н и к АС 

и л и , что все р а в н о , л и н и я 

Ч е р т . 9. а' в ВС = Т?(а') и что эта 

р а з | и о с т ь м о ж е т быть сде

л а н а к а к угодно малой [ и ] . Г р а н и ц у , к к о т о р о й приблиясается; 

с о д е р ж а н и е двух л и н и й , м ы означим, ставя в п е р е д и l im. Т а к 

п и ш е м : 
,. А'С LN ,. А'В 'LM 

то-есть 

Отсюда 

Ью?-„ = =—- ; h m - , ; ' = t a n g F (а). 
• 1 (а ' ) cos F (а) F (а ' ) б -

• t a n g T (а), 
F (а ' ) cos F (а) 

F ( Ö ' ) COS F (Я) 5 V ' 

И з уравнений (6) н ( 7 ) : 

F ( i ) 4 - F ( C ) = F ( a ' - « ) , 

F ( & ) - F ( C ) = F ( a ' - t - a ) ; 

следовательно [ 1 6J, 

,. F ( a ' - F - a ) , 

,. F (a ' —OC) 

П е р в о е уравнение показывает , что п о с л е д н е е с п р а в е д л и в о иг 

д л я всех отрицательных л и н и й а рв]. Основываясь н а этом п о с л е д -
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н е м , .заключаем, что дли в с я к и х д в у х л и н и й a, [i 

,. F ( a ' - f - a ) ,. FCr( '-!-3) 1 „ 

t a n g F (et — p) . f ang F Q) = t a n g 1-F (a) [» ] . 

TO-ecTL 

•Это требует , чтоб 

fang - r F ( a ) = e - [1 BJ, 

( И ) 

(12) 

г д е e — н е о п р е д е л е н н о е п о с т о я н н о е число , но п о д к о т о р ы м м о ж е м 
р а з у м е т ь основание Н е п п е р о в ы х л о г а р и ф м о в , п о п р и ч и н е неизвест
ности , к а к а я л и н и я б е р е г с я е д и н и ц е й п р и и з м е р е н и и п р я м ы х . 

П о м о щ ь ю у р а в н е н и я (12) н а й д е н н ы е в ы ш е (6), (7), (8) д а ю т : 

sin F (с) s in F (a) s in F (fi), 
t a n g F (с) = t a n g F (a) s in F (a'), 

cos F (ft) = cos F (с) cos F (a'), 
sin F (с) = t a n g F (a ') t a n g F (ft'), 

t a n g F (а ') = соз F (а) t a n g F (ft), 
sin F (b') = sin F (o) cos F (a') 

["] 

(13) 

*u и д р у г и е , которые н е п о с р е д с т в е н н о отсюда следуют. 
И т а к , в п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е , к о т о р о г о к а т е т ы а, Ъ, 

п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы А, В, г и п о т е н у з а с, б у д е т : 
в п р я м о л и н е й н о м : 

sin F (с) = sin F (a) s in F (ft), ] H 
t a n g F (с) = t a n g F (a) s in A, 

cos F (ft) = cos F (с) cos A, 
sin F (с) = t a n g A t a n g Д 
t a n g A = cos F (a) t a n g F (ft), 

s in В = sin F (a) cos .4 ; 

(14) 

в с ф е р и ч е с к о м : 
cos с = cos a cos ft, 
s in a = sin A s in c, 

t a n g a = t a n g с cos B, 
cos с = cot A co t 5 , 

t a n g a = t a n g J . s in ft, 
cos A = cos a ein В 

(15) 
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— известные у р а в н е н и я сферической т р и г о н о м е т р и и , и п о м о щ и ю 
которых легко найти дли j всякого сферического т р е у г о л ь н и к а , где* 
бока и, 1>, с, п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы Л, В, С 

cos .1 sin h sin r. - j - cos b cos r --- cos a, [22] 
sin a sin В — s in b s in A, 
cot A sin С -f- cos С cos h — cot a s in b=0, 
cos a sin .0s in Г — cos Вcos С = cos A. 

(16) 

Измерение сферических треугольников , следовательно , n e зависит 
от п р е д п о л о ж е н и я д л я п а р а л л е л ь н ы х . Не т а к о в о и з м е р е н и е п р я м о 
л и н е й н ы х . Подобно , к а к у р а в н е н и я (1.5) дают (16), т ак с помощью-
у р а в н е н и й (14) н а х о д и м д л я всякого п р я м о л и н е й н о г о т р е у г о л ь 
н и к а , которого а. 0, с, бока, . 1 , В, С п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы : 

t a n g F (и) sin'Л. — taiifr F (Ii) s in В, 

т , , . , s in F (Л) sin F (г) 
cos Л cos I< (h) cos L ( r) . - 4 — 1 — 0, 

s m 1< («) 

t- 4 • n • -п/ ч I /. cos F И cot Л sm i? sin г (f) -4- cos В— - Т1-т— = 0, w 1 cos F(a) 

cos C-j-cos . l cosTJ -
sin A sin В 

s in F (с) 

(17> 

Когда a, i , с п р е д п о л а г а ю т с я весьма ма лы , так что д о з в о л я е т с я 
пренебрегать с т е п е н я м и и п р о и з в е д е н и я м и , к о т о р ы х р а з м е р выше» 
тогда можно ставить [ 2 4 ] : 

s i n F ( a ) = l — - • и 2 cos F ( « ) = « ( l — j « 2 ) , 

ч р е з что у р а в н е н и я (17) сделаются [-'"•]: 

b s in Л. = a sin i?, 

а 2 = о2-(- с 2 — 2bc cos Л, 

sin (Л. -f- В) — _L sin А. 
а 

cos С - j - cos (A-\-B) = 0, 

и з к о т о р ы х п е р в ы е д в а — известные у р а в н е н и я п р я м о л и н е й н о й : 
т р и г о н о м е т р и и ; а д в р п о с л е д н и е показывают , что А-\~В-\-С= 
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с у г л а м и n т а к о й зависимости , к о т о р а я , как после у в и д и м , н а х о 

д и т с я п л и нет в п р и р о д е , докапать никто не в состоянии . П о 

к р а й н е й мере н а б л ю д е н и я астрономические у б е ж д а ю т в том, что 

все л и н и и , которые п о д л е ж а т н а ш е м у измерению, д а ж о р а с с т о я н и я 

м е ж д у небесными телами , столько малы в с р а в н е н и и с липнего, 

п р и н я т о ю в т е о р и и ,ча е д и н и ц у , что употребительные д о сих п о р 

у р а в н е н и я п р я м о л и н е й н о й Т р и г о н о м е т р и и без ч у в с т в и т е л ь н о й по

г р е ш н о с т и д о л ж н ы быть с п р а в е д л и в ы . 

Н а з ы в а е м а п о п е р е ч н и к земного п у т и в о к р у г с о л н ц а ; 2р самый 
и г б о л ь ш о й г о д о в о й I п а р а л а к с н е п о д в и ж н о й з в е з д ы : это з н а ч и т — 2р 

будет у г о л м е ж д у а и р а с с т о я н и е м одного к о н ц а а д о з в е з д ы , 

т о г д а к а к расстояние з в е з д ы д о д р у г о г о к о н ц а п е р п е н д и к у л я р н о 

к и *. Н е о б х о д и м о 

Р а с с т о я н и е з в е з д ы сделается к и п е р п е н д и к у л я р н о , если р а з 

ность в долготе з в е з д ы с солнцем составит п р я м о й угол . Это-

будет именно то условие , к о т о р о г о д о л ж п о д е р ж а т ь с я д л я в ы г о д ы 

самых н а б л ю д е н и й н а д п а р а л а к с о м . 

* Уравнения (17) и все, что за ними следует, прибавлено уже Сочтпггелеи 
после к тому рассуждению, которое было им представлено 1826 года в Отделение 
Физико-Матвматических наук. [Примечание Лобачевского.] 

* Лобачевский рассматривает прямоугольный треугольник между солнцем,, 
вемлей и звездой (соответствующий чертелс см. на стр. 284 к примечанию 28). 
В этом треугольнике нам известна одна сторона (поперечник земного пути) и два 

7« Т. прилежащих к ней угла: -5- и -75— 2 р . Треугольник может быть построен; однако 
U LI 

для определения третьего угла мы но можем воспользоваться подобием троугопь-
пиков, нбо подобия в геометрии Лобачевского пе существует, и не можем вос
пользоваться формулами (14) для вычислении этого треугольника, ибо неизвестно 
длина, принятая в формуле (12) за единицу. Чтобы избежать зтого затруднения-
и найти верхний предел для третьего угли, Лобачевский сравнивает параллаксы, 
двух звезд, употребляя очень остроумный прием, приводимый ниже. (См. также; 
примечания 26, 28, 29). 

отсюда 

тем болео 
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Кяжотся всего более м о ж н о п о л о ж и т ь с я на способ, п р и д у м а н 

н ы й Г-м Дасса-Мондардьо (Connaiss . dos tom[p]s do 1831 ) ['•"]. On 

находит годовой п а р а л а к с з в е з д ы К е н д ы (29 Е р и д и и а ) 2", Р и г е л я 

Г ' , 43 , Сириуса 1",24. П о с л о д и и й дает 

« < 0 , 0 0 0 0 0 0 0 2 . 

Самый большой 

а < 0 , 0 0 0 0 0 9 0 9 0 . 

I Сколько п и мало т а к и м образом д о л ж н о п о л а г а т ь а, следова

тельно и все вообще л и н и и , к а к и е могут п о д л е ж а т ь н а ш е м у изме

рению, в у р а в н е н и я х (17) том болео м о ж е м д о в о л ь с т в о в а т ь с я 

н и з ш и м и степенями боков т р е у г о л ь н и к а , что здесь в ф у н к ц и и 

в х о д я т и л п одни четныо п л и о д н и почетные степени . 

Сумма углов , д а ж о и в т а к и х т р е у г о л ь н и к а х , к о т о р ы е топерь 

рассматриваем, ч р е з в ы ч а й н о мало р а з н и т с я от д в у х п р я м ы х . Е с л и 

означаем 2ш эту р а з н о с т ь , то из последнего у р а в н е н и я в ( 17 ) , 

п о л а г а я В — -'^-\ А = -^ 2р\ С = 2р— 2ш, л е г к о п а х о д и м [ 2 а] 

cos F ^~ j = У t a n g eu • t a n g [2p — ш), 

отсюда 

sin (р — ш)2 = sinJP 3 — cos 2р • cot F 

Если p ' д р у г о й п а р а л а к с , менее р , то 

И т а к , с тою точностию в ы ч и с л е н и я , к а к у ю здесь надобно соблюсти, 

можно полагать 

^ 0 • ( X Y • $inp\/r c o s 2 p 
< a < 2 p 8 i n l - n ~ , где smx= .Л/ x—,-

* \ * I smp у cos2p 

Н а п р и м е р д л я Сириуса jp' = 0",G2; д л я К е й д ы | р = 1", следова

тельно , в треугольнике , к о т о р ы й п р о с т и р а е т с я д о в т о р о й из сих 

з в е з д 

2<о < 0",4:3. 

Е с л и б расстояние до з в е з д ы было т о ж е а, т о г д а t a n g (о = 

= cos F [ 3 0] < t a n g р " , где 2р — самый м а л ы й и з в е с т н ы й п а р а л а к с 
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д л я а[м], Н а п р и м о р , п о л а г а я р = 0",02, н а х о д и м , что с у м м а у г л о в 
в т а к о м т р е у г о л ь н и к е р а з н и т с я от д в у х п р я м ы х менее , н е ж е л и на 

Вообще в п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е к о т о р о г о a, b катеты, 
•гс — 2ш сумма углов , 

Ч е м менее , следовательно , т р е у г о л ь н и к , тем сумма у г л о в его 
менее р а з н и т с я от д в у х п р я м ы х . П о с л е этого моясно в о о б р а ж а т ь , 
с к о л ь к о эта р а з н о с т ь , на к о т о р о й основана н а ш а т е о р и я п а р а л 
л е л ь н ы х , о п р а в д ы в а е т т о ч н о с т ь всех в ы ч и с л е н и й о б ы к н о в е н н о й 
Г е о м е т р и и , и д о з в о л я е т п р и н я т ы е н а ч а л а этой п о с л е д н е й рассма
т р и в а т ь к а к бы строго д о к а з а н н ы м и . 

I Моясду тем н е л ь з я не у в л е к а т ь с я м н е н и е м Г . Л а п л а с а f 8 3 ] , что 
в и д и м ы е н а м и з в е з д ы и м л е ч н ы й п у т ь п р и н а д л е ж а т к о д н о м у 
т о л ь к о собранию небесных светил , подобному тем, к о т о р ы е усма
т р и в а е м к а к слабо м е р ц а ю щ и е п я т н а в с о з в е з д и я х О р и о н а , А н д р о 
м е д ы , К о з е р о г а и п р о ч . И т а к , н е г о в о р я о том, что в в о о б р а ж е н и и 
п р о с т р а н с т в о моясет быть п р о д о л ж а е м о н е о г р а н и ч е н н о , с а м а П р и 
р о д а у к а з ы в а е т нам т а к и е р а с с т о я н и я , в с р а в н е н и и с к о т о р ы м и 
исчезают за малостию д а ж е и р а с с т о я н и я н а ш е й з е м л и до непо-
д в и я е н ы х звезд . 

П о с л е этого н е л ь з я у т в е р ж д а т ь более, что п р е д п о л о ж е н и е , 
будто м е р а л и н и й не з а в и с и т от у г л о в — п р е д п о л о ж е н и е , кото 
р о е м н о г и е Г е о м е т р ы х о т е л и п р и н и м а т ь за строгую и с т и н у , не 
требующую д о к а з а т е л ь с т в а , — м о ж е т быть о к а з а л о с ь б ы п р и м е т н о 
л о ж н ы м еще п р е ж д е , н е ж е л и п е р е й д е м за п р е д е л ы в и д и м о г о н а м и 
м и р а . 

С д р у г о й стороны, мы н е в СОСТОЯНИИ постигать , к а к а я бы с в я з ь 
м о г л а существовать в п р и р о д е в е щ е й и соединять в н е й в е л и ч и н ы 
I столь р а з н о р о д н ы е , к а к о в ы л и н и и и у г л ы . И т а к , о ч е н ь в е р о я т н о , 
ч т о Е в к л и д о в ы п о л о ж е н и я о д н и т о л ь к о истинные , х о т я и оста
н у т с я н а в с е г д а н е д о к а з а н н ы м и . 

К а к бы то н и было, н о в а я Г е о м е т р и я , основание к о т о р о й у ж е 
здесь п о л о ж е н о , если и не существует в п р и р о д е , т е м не менее 
м о ж е т существовать в н а ш е м в о о б р а ж е н и и , и, оставаясь без 

ЗАК. CS. H. И. Лобачевский, Т. I 14 
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у п о т р е б л е н и я ; u i i и змерений на самом деле , о т к р ы в а е т новое, об-
шпрноо подо д л я в з а и м н ы х п р и м е н е н и й Г е о м е т р и и и А н а л и т и к и . 

Т о п е р ь рассмотрим, к а к и м образом в этой в о о б р а ж а е м о й Гео
метрии определяется в е л и ч и н а к р и в ы х л и н и и , п л о щ а д е й , к р и в ы х 
поверхностей и объема тел . 

Во-первых, займемся исследованием у р а в н е н и й употребитель-
нойгпих дпний . 

В п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е , которого .г, // — катеты, А—угол 
п р о т и в у [см. урав . п я т о е нз (14)]: 

t a n g А = t a n g F (x) • cos F (y) [a-J. (18) 

Это — уравнонно п р я м о й , к о т о р а я пересекает ось ж-ов п о д 
у т л о м А. 

J Ставим сюда г вместо х; йотом гА-х вместо x; b вместо у.. 
С р а в н и в а я з н а ч е н и я А, п о л у ч и м 

t a n g F (r) • cos F (y) = t a n g F (r -f- x) • cos F (b) 

sin F (x) cos F (r) 
и л и 

cos F (y) = cos F (b) 

(19> 

cos F ( x ) A r cos F (r) " 
П о л а г а я r — oo, н а х о д и м 

cos F (y) = e~x • cos F (b). 

У р а в н е н и е п р я м о й , п а р а л л е л ь н о й с осью х в ту сторону, к у д а 

считаются х, п п р о в е д е н н о й ч р е з в е р ш и н у п е р п е н д п к у л а b к оси х 

в п а ч а л е сих к о о р д о н а т . 

П у с т ь т е п е р ь п р я м а я 
(черт. 10) н а к л о н е н а к 
оси у, па р а с с т о я н и и I 
от оси х, п о д у г л о м 
А < н о > F (I). Т а к а я 
л и н и я не в с т р е ч а е т с я 
с осью х, с к о л ь к о бы н и 
была продолясаема. 

х 

У 

Ч е р т . 10. 

И щ е м линию а так , что [ œ ] 

t a n g F (I) = t&nglA • cos F (a), 
следовательно , 

( 2 0 ) 

• log 
8 i n [ J . - i - F ( Q ] 
sin [A — F (Г)] 
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I В п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к а , которого катеты а, I, н а л и п а е м 
с г и п о т е н у з у , А'— угол п р о т и в a; L — п р о т и в I П р и м е п п я с ю д а 
у р а в н е н и я (11), находим 

Lang L — cos F (l) t a n g F (я), 

t ang A' = cos F (я) t a n g F (/), 

sin F (с) == sin F (я) sin F( / ) . 

П о л а г а е м т е п е р ь я на ось x от l в сторону, гдо б е р е г с я 
у г о л А. Опускаем из д р у г о г о к о н ц а п е р п е н д и к у л b к д а н н о й 
л и н и и , к о т о р ы й упадет на к а к о м - н и б у д ь р а с с т о я н и и t от в е р 
ш и н ы I. Составится п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к , ко то р о го г и п о 
т е н у з а с, к а т е т ы b, t, у г о л п р о т и в п е р в о г о А — А', п р о т и в п о с л е д 
него н а з о в е м L'. П о л у ч и м 

t a n g L' = s in F (с) cot (A —A'), 

cos F (b) = cos L' cos F (c), 

tang (A —A') _ sin F (c) • cot L' 
t a n g F ( 0 

cos F(ft) cos F(ft) 

В п е р в о е уравнение , в с т а в л я я з н а ч е н и я t a n g Л и t a n g А', в ы р а 
ж е н н ы е в ы ш е помотпию я и I, о т к р ы в а е м , что П — -"2— L, следо
в а т е л ь н о ft п е р п е н д и к у л я р н о к a f 8 7 ] . 

И т а к , две п р я м ы е л и н и и в пло
скости I д о л ж н ы быть и л и сходящи
е с я , и л и п а р а л л е л ь н ы м и , пли нор-
п е н д и к у л а м и к одной. 

Н а к о н е ц , д в а последние у р а в н е 
н и я д а ю т ["**] 

cosF(f t ) = a i n F ( a ) - cos F (I), (21) 

t a n g F (t) = sin F (I) • t a n g F (a). (22) 

П р и м е ч а т е л ь н о , что у р а в н е н и я (20), (21), (22), е сл и к т о м у 
п о л о ж и м A —F (а'), п р и н а д л е ж а т п р я м о у г о л ь н о м у т р е у г о л ь н и к у 

(черт . 11), где а, а' — катеты , F(I), ~ F (ft) — п р о т и в о п о л о ж н ы е 
и м у г л ы , £ — г и п о т е н у з а [ 8 9 > *°< . . . . . . . 

14« 



2 1 2 О НАЧАЛАХ ГКОМ.КТР1Ш 

Уравнение п р я м о й л и ш и теперь может быть очень просто 

представлено , еели считаем к о о р д о н а т ы х от 1>; имонпо [*-]: 

cos F (b) = sin F (./;) • cos F (>/) 

п л и 
sin F (a) • cos F (I) = sin F (./;) • cos F (y), (23) 

г д е л и н и я а о п р е д е л я е т с я у р а в н е н и е м (20), откуда , в с т а в л я я зна

чение а и считая к о о р д о н а т ы s от I, находим 

cos F (у) = -Д-ДД — siu F (Z) - cot A • cot F (x) [«] , (24) 

что можно п р е д с т а в и т ь еще т а к : 

2 sin Л. • cos F (?/) = е* • sin [Л — F (/)] - j - e - » s in [A + F (ОД. (25) 

I У р а в н е н и е общее, к а к л е г к о п о в е р и т ь , в с е м п р я м ы м л и н и я м , 

и где А может быть в с я к и й у г о л ; но х на сторопе у г л а А п р и н и 

мается положительным, а па противополоясной о т р и ц а т е л ь н ы м [ и ] . 

В круге , если считаем к о о р д о н а т ы х от ц е н т р а , г н а з ы в а е м 

полуиоперочнпк : 

s in F (r) = sin F (x) • s in F (y). (26) 

Если ж е x считаем от о к р у л ш о с т и 

sin F (r) = s in F (y) • s in F (r — x), 

которое уравнение м о ж н о п р е д с т а в и т ь и н а ч е 

s in F (а;) • s in F (у) = 1 — cos F (r) • cos F (x). 

П о л а г а е м здесь r = oo, п о л у ч и м у р а в н е н и е п р е д е л ь н о й к р у г а : 

sin F (у) = е-». (27) 

И н а ч е моясно п р и т т и к этому ' уравнению, р а с с м а т р и в а я п р я м о 
у г о л ь н ы й треугольник , которого x, у — к а т е т ы , г — гипоте 
н у з а , F — F (ту), F (у) — у г л ы п р о т и в х, у. З д е с ь н а х о д и м 

cot F (у) = 2 cot F (j ij, 

t a n g F ( y z) ~ cos F (y) • tan g F (x), 

о т к у д а стоит только исключить z J 4 6 ] . 
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К р и в а я л и н и я но моясет быть составлена и з п р я м ы х , а потому 
и з м е р е н и е к р и в о й по |мощию п р я м о й д а е т т о л ь к о у с л о в н у ю в е л и 
ч и н у , з а к о т о р у ю обыкновенно п р и н и м а ю т г р а н и ц у п р и б л и ж е н и я , 
к о г д а соединяют п р я м ы м и т о ч к и па к р и в о й , блилсо и блиясо д р у г 
от д р у г а в з я т ы е . Л е г к о в и д о т ь , к а к а я цель п р е д п о л о ж е н а с т а к и м 
и с ч и с л е н и е м . К р и в ы е л и н и и и з м е р я ю т с я на самом д е л е п о м о щ и ю 
ц е п и , к о т о р а я , почитают , т е м в е р н е е определяет в е л и ч и н у к р и в о й , 
чем з в е н ь я менее ; т а к ч т о г и б к а я 
н и т ь д а е т у ж е эту в е л и ч и н у без 
п р и м е т н о й п о г р е ш н о с т и . 

Н а д о б н о , следовательно , д о к а з ы 
в а т ь т о л ь к о , что г р а н и ц а приблиясо-
н и я существует ; п о т о м п о к а з а т ь , ка
к и м образом ее отыскивать . 

П у с т ь AB (чорт. 12) — д у г а к р у г а ; 
АС, BD — л и н и и , от к о н ц о в д у г и 
н а п р а в л е н н ы е к ц е н т р у ; BE, FA— ^ 

перпендикулы"^ к АС: о д и н о п у щ е н ' Р 

и з к о н ц а В д у г и , д р у г о й в о с с т а в л е н из к о н ц а А и о г р а н и ч е н 
в F п р о д о л ж е н и е м BD. 

П у с т ь ВС, и з т о ч к и В п е р п е н д и к у л я р н а я к BD, в стречает в Q 
л и н и ю AF. З д е с ь AB у-BE; AF> AG-\-BG. Отсюда л е г к о в и д е т ь 
к а к д л я к р у г а , т ак и д л я в с я к о й к р и в о й , что р а з д е л е н и е дуг у в е 
л и ч и в а е т сумму х о р д и у м е н ь ш а е т сумму к а с а т е л ь н ы х . М е ж д у j т о й 
и д р у г о й суммой д о л ж н а , следовательно , н а х о д и т ь с я г р а н и ц а , 
к о т о р а я и будет в е л и ч и н а к р и в о й л и н и и . 

П о д п р я м ы м и л и н и я м и в ч е р т е ж е 12 ничто н е м е ш а е т п р е д с т а 
в л я т ь п р е д е л ь н ы е круга , п р о в е д е н н ы е н а п р е д е л ь н о й сферо . П у с т ь 
д у г а AB прннадлеясит к р у г у , к о т о р о г о п о л у п о п е р е ч н и к s, и з м е 
р я е м ы й дутою п р е д е л ь н о й к р у г а от о к р у ж н о с т и д о ц е н т р а , в з я 
т о г о н а п р е д е л ь н о й сфере Н а з ы в а е м а у г о л п р и ц е н т р е . Б у д е т 

BE = s • s in а, 

AF=s • t a n g а. 

Е с л и * = •—, г д е п — ц е л о е ч и с л о , то 2" • BE и 2 " - AF с увеличе-

н и е м п п р и б л и ж а ю т с я к г р а н и ц е , к о т о р а я п р е д с т а в л я е т п о л о в и н у 
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о к р у ж н о с т и к р у т я ; а 2" - s in о и 2" • t a n g а — к числу 

г. = : ] . и Ш 2 . . . , 

«.•лодоиатедьно, о к р у ж н о с т ь к р у г а 

2г. • s, 

а д у г а д л я н е о п р е д е л е н н о г о угла а 

0L-.1. 

Если AB—дуга к р у г а , а прочие л и н и и все п р я м ы е , то н а з ы в а я 

t у г о л п р и ц е н т р е д л я | д у г и AB к р у г а , к о т о р о г о полупопереч 

н и к г; х о р д у AB о з н а ч а е м с; t касательную AF. Б у д е т 

cot F ( - J - ) = s i n - J - cot F (г), 

cos F (t) = t a n g a • cot F (r) [«J. 

Е с л и a = — , гдо n — какое-нибудь целое число , то у м н о ж а я 

у р а в н е н и я н а n [ 4 в ] , п о л у ч и м г р а н и ц у : 

2т. cot F (г), 

к которой приблиясаются 2л cot F и n e o s F (t) с увеличе

н и е м числа ix, а вместе с тем у м е н ь ш е н и е с дает г р а н и ц ы 

2л cot F (-|-) = n c ! ncosF(t) — nt, к о т о р ы е обе д о л ж н ы предста

в л я т ь окружность к р у г а . Д л я н е о п р е д е л е н н о г о у г л а a в е л и ч и н а 

д у г и будет, следовательно , 

« • co t F (г) = а-(ег—е-г). (28) 

Е с л и г весьма мало, то н а х о д и м д у г у аг в е р н о ю д о г8. 

Воображаем т е п е р ь к р у г вместе и н а плоскости , г д е полупо

перечник его у, и н а п р е д е л ь н о й сфере , г д е п о л у п о п е р е ч н и к его , 

и з м е р я е м ы й п р е д е л ь н о ю к р у г а , s. О к р у я ш о с т ь к р у г а д о л ж н а в ы р а 

ж а т ь с я 2TCS И 2 i t c o t F ( t / ) , следовательно , 

s = cot F (у) (29) 

— д у г а п р е д е л ь н о й к р у г а , в ы р а ж е н н а я п о м о щ и ю п е р п е н д и к у л а , 

опущенного от к о н ц а д у г и н а ось, п р о в е д е н н у ю ч р е з д р у г о й . 

Т о ж е можно н а й т и , в ы р а ж а я а в з н а ч е н и и (28) помощию 

п о л у п о п е р е ч н и к а ** и п е р п е н д и к у л а , о п у щ е н н о г о от одного к о н ц а 



H. И. ЛОКЛЧЛШСКГШ — «О НАЛЛЛЛХ l'KO^UiTJflIH» 2 1 5 

д у г и к р у г а н а п о п е р е ч н и к ч р е з д р у г о й , и потом, р а с с м а т р и в а я 
т о л ь к о г п е р е м е н я ю щ и м с я , искать с о д е р ж а н и е 

d% 
d t a u g F (r) H -

Н а к о н е ц , в т р е у г о л ь н и к е , к о т о р о г о все острей л е ж а т на пре 
д е л ь н о й к р у г а так , что бока а, b представляют х о р д ы д в у х д у г , 
бок с — х о р д у составной и з н и х , п р о т и в о п о л о ж н ы е у г л ы д о л ж н ы 
б ы т ь 

М т ) - ' ( т ) . 

' - * ( т ) + ' ( т ) -
У р а в н е н и я (17) в таком случав датат [ Б 1 ] : 

c o t F ( | ) - o o t p ( | ) + o o t F ( i ) . 

Отсюда следует , что cot F п р о п о р ц и о н а л ь н о д у г е п р е д е л ь н о й 
к р у т а , д л я к о т о р о й с — х о р д а ; | а к а к ' х о р д а , у м е н ь ш а я с ь , сливается 
с ее д у г о ю , то 2 cot F д о л ж н о 
и з о б р а ж а т ь самую д у г у , к о т о р о й с 
х о р д а . Т а к еще д о к а з ы в а е т с я спра
в е д л и в о с т ь у р а в н е н и я (29). 

С о е д и н я я у р а в н е н и я (19), (27) и 
(29), н а х о д и м 

s = cosF(i ; ) [•"'-], (30) 

г д е t — к а с а т е л ь н а я к д у г е п р е д е л ь 
н о й к р у г а s в одном к о н ц е и усе
ч е н н а я осью ч р е з д р у г о й . 

Чтобы н а й т и , к а к и м о б р а з о м вы
р а ж а е т с я бесконечно м а л а я х о р д а , 
и л и элемент д у г и к р и в о й , п о м о щ и ю 
п е р п е н д и к у л я р н ы х к о о р д о н а т х, у, р а с с м а т р и в а е м п р я м у ю т р а п е ц и ю 
•(черт. 13), г д е у'~>у п е р п е н д и к у л я р н ы к а. О т д е л я е м н а у' л и н и ю , 

У 

\^ 

- ш + Т - т с т 
q я Q 

2 

TT ТГ •к 
2 2 2 

у-у 

У 

Ч е р т . 13. 
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р а п н у ю у, соединяем в с р т п п ы у лпппею 2g, в е р т и п ы у, у ' лпниею f 

и наливаем У у г о л м е ж д у 2q и у ' — у, <о — м е ж д у < п у; <о' — 

м е ж д у * п у ' . .ТГинпп ч р е з с е р е д и н ы а и 2q д о л ж н а быть п е р п е н д и 

к у л я р н а к я и 2g, следовательно [смот. у р а в н . 20, 22 и 17] [ 5 3]г 

t a n g F (у) = — t a n g Г • cos F , 

t a n g F (g) = sin F (у) • t a n g F 

• F m ein F (2g)- BIN F (y'— y) 
( ) ~ 1 - cos T • cos F (2g) • cos F ( ? / - T/)' 

cot œ' • f ang T • sin F (y' _ y) - f -1 =
 C08J { ] l ' Г ^ \ , ь cos У • cos F ( 2 g ) 

I отсюда 
cos T • cos F (2g) = 2 cos F ( y ) / „ v ^ ' 

2 - f - s m F ( y ) * t a n g F ( y j 

что вставляя , п а х о д и м 

„ : „ -С M S I N F ( A ) • S I N F (?/) • S I N F ( ? / ' ) RR/.I R < M 
8 W ~ l - s i n F ( f l ) - c o s F ( 2 / ) . c o s F ( ? / ) 1 J ' 

cot <n' cos F (я) sin F (?/') - f sin F (я) cos F (y) = cos F (y') 

П о д о б н ы м образом 

cot ш cos F (я) sin F (y) - j - sin F (я) cos F {y') — cos F (y) [ 6 T ] . 

Д в а последпие у р а в н е н и я те ж е , что и (24), н о в ы в е д е н н ы е з д е с ь 
без всякого п р е д п о л о ж е н и я , сходятся и л п нет л и н и и t и а. 

Д а л е е находим еще f 5 8 ] : 

t a n . (» 4 - » ' ) = cos F (a) sin Р? (у ') + F (у)] 
t a n g (ш + ш ) _ [ F ( ? / / ) + F _ _ g i i i F _ , (32) 

уравнение , которое н у ж н о п а м будет в п о с л е д с т в и и . 

Заметим еще, что у р а в н е н и е (31) д л я t и а п а р а л л е л ь н ы х 
делается [б Э] 

w — T = e m F ( y ) s . (33) 

Если теперь п о л а г а е м у' = y-\-dy, я = dx"t = ds, р а з у м е я х, у 
п е р п е н д и к у л я р н ы е к о о р д о н а т ы к р и в о й , к о т о р о й s д у г а , то 

I 1 — sin F (0 = 4 - ds*\ F (у) — F ( y O = a 7 y s i n F ( y ) . 
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У р а в н е н и е (31) н з н а ч е н и е cot <u переменится в 

d.v = l / ли*+*?—, VA) 
у J sin F (//)- ' 

cot о/= g s in F (.у) И. (35 ) 

П е р в о е дает элемент к р и в о й л н п н н , последнее о п р е д е л я е т угол 
к а с а т е л ь н о й с к о о р д о п а т о ю у. 

Моясно легче н а й т и у р а в н е н и я ( 3 4 ) , (35) , з аметив , ч т о в беско
н е ч н о малом т р е у г о л ь н и к е Т = ^ ; 

C 0 t a > ' = = ! £ = l # [ОП 
2(7 L J 

Д л я к р у г а , г д е х считается от д е н т р а , г—полупоперечник [см. 

у р . 2 6 ] : 
, cos F m 

c o s F ( t / ) 
и н т е г р и р о в а н и е дает 

s = cot F (r) • a r c sin H-
cos F (r) 1 J 

cos F (»c) 
зга З д е с ь c o 3 F (r) п р е д с т а в л я е т к о с и н у с у г л а | п р и ц е н т р е п р о т и в 

? / [ в а ] ; с л е д о в а т е л ь н о , это выралсеипе д л я .9 с о в е р ш е н н о то ж е , 
что и (28). 

И з у р а в н е н и я (27 ) д л я п р е д е л ь н о й к р у г а н а х о д и м [**] 

dx = dy • cos F (w) ; ds = —~-—r. 
J x j n s m F ( y ) 

И н т е г р и р у я , п о л у ч и м 
я = co t F (>/), 

к а к и в ы ш е [см. у р а в . ( 2 9 ) ] . 
И з у р а в н е н и я д л я п р я м о й ( 2 5 ) н а х о д и м 

dy SIN F = ^ • s i n M - F ( Z ) ] - ^ B I N [ A - T - F ( ? ) ] ^ 
L S i l l л 

4da; • sin F (Г) sin A , 
d s = 4 S I N A 2 — { S I N [ A — F (I)} e x - \ - a i n . [ A - j - F (I)] e - « j 2 ' 
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и н т е г р и р у я от .тт = 0 : 

е- г cos I j r — — 1 — cos 
1 7 L 2 J •» = -ô-log 

A A - F (I) 

s m 
A + F(l)V 

отсюда 

cos F (s) : 

j — e-x si 

cos F (x) 

s m 
•F(0 

^ [ G rt 

sin A s in F (I) -j- cos Л cos F (I) cos F ( x ) 

T o ж е бы н а ш л и и п р я м о из р а з р е ш е н и я т р е у г о л ь н и к о в [ 6 7 ] . 
П о л а г а я здесь А = F ('), п о л у ч и м д л я s п а р а л л е л ь н о й с х 

w 1 Ç _ i . = 8 i n F ( i ) s [*»], 

то ж е уравнение , что и (33). Его можно н а й т и п р я м о и весьма 
логко, если рассматриваем и о р п е н д и к у л ы у, у' (черт. 14), опущен
ные от кондов л и н и и t на п а р а л л е л ь н у ю с ней , г д е а и змеряет 
расстояние между у и у' ; далее в о о б р а ж а е м еще от концов t д у г и 
s, s' п р е д е л ь н о й крута , к о т о р ы х t— общая ось и которые отсе

каются д р у г о ю осью а и ее п р о -
долясением. Б у д е т [см. у р а в . 
29, 19]: 

* = c o t F ( y ) ; .9' = cot F (у ' ) ; 
cos F (yr) = e~a сое F (y), 

отсюда 

Ч е р т . 14. s i n F ( y ) 1 J -

Воображаем еще касательные q, q' к д у г а м s; s', п р о в е д е н 
ные в концах п е р п е н д и к у л я р н о к оси, с л и в а ю щ е й с я с а, и отре-
ванные другою осью t н ее п р о д о л ж е н и е м . Б у д е т [см. у р а в . 30] : 

.9 = cos F (g) ; s ' = cos F (q') ; cos F (q) = e' cos F (q'), 

следовательно : 

•se -t Г70 H . (86) 

у р а в н е н и е , которое м о ж н о н а й т и и п р я м о , о с н о в ы в а я с ь на свой-
•ствах п р е д е л ь н о й к р у г а . 
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ИЛИ 

ЕСЛИ Г называем расстояние точки до центра коордонат, *f — 
угол г с ж, то 

dtf • d? cos 'f cos F (r) ~\- dr sin ? 

dx 
У 1 СОЗ <?- c o s F ( r ) 2 

dr c o s 9 s i n F (r) — d? s i n ? c o t F (r) 

sin F (y) У 1 — cos ?'J cos F (r)2 

что вставляя в выражение для ds (34), получим 

ds = Vdr- -+- de« cot F (r)* [7äJ. (37) 

В круге г постоянно, следовательно, dr = 0, s — <?cotF(r) как 
и выше. 

Измерение площадей основано в Геометрии иа положениях: 
1-е. Площади равны, когда они составляются из одинаковых частей, 
хотя бы и в другом порядке. 2-е. Площадь менее другой, если она 
в этой второй помещается, оставляя часть незакрытой. 13-е. Площадь 
уменьшается до бесконечности, когда хоть один бок ее так умень
шается, а другие не выходят за 
известную границу [73]. 

Вез сих положений нельзя 
дать общего способа для изме
рения площадей. Легко видеть, 
что действительное измерение I 
основано на том же. 

Начнем с треугольников, как 
такихфигур, некоторых составля
ются все прочие прямолинейные, д 

В треугольнике ABC (черт. 15) 
делим два бока AB, ВС попо-

В 

/ А 
D/ \ е 
/ I 

G 

Ч е р т . 15. 

лам. Через середины ведем линию DE и опускаем на нее перпен-
дикулы AF, CG, BI из остреев треугольника АБС. Произойдут 

о I В с т а в л я я сюда з н а ч е н и е выше найденное , н а х о д и м р 1 ] : 

л-'-'" — 1 
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cos . 

Пусть теперь в д в у х т р е у г о л ь н и к а х бока н е р а в н ы , н а п р и м е р 

с < сг, в одном и з н и х Аг у г о л п р и с' : то и з п р е д ы д у щ е г о легко-

видеть , что без п е р е м е н ы п л о щ а д и этого п о с л е д н е г о треуголь 

ника , вместо бока с' можно п о с т а в и т ь с, к о г д а вместо А' поста -

в и т с я угол А" и з у р а в н е н и я 

c o s F ( - | -
sin А" — sin А' 

cos F ( Y 

Итак , при с р а в н е н и и п л о щ а д е й д в у х т р е у г о л ь н и к о в всегда, 
моясно полагать , что у н и х по одному боку р а в н о м у , к о т о р ы й 
н будем называть основанием. Д а л е е , к а ж д ы й и з сих т р е у г о л ь 
н и к о в , оставаясь н а том ж е основании, моясет быть п р е в р а щ е н 
в п р я м о у г о л ь н ы й . В этом виде д в а т р е у г о л ь н и к а необходимо оди
н а к о в ы , к а к скоро суммы и х углов р а в н ы , и н а ч е разности и х 
п л о щ а д е й п р о и з в е л и бы т р е у г о л ь н и к , где сумма у г л о в тс. Вообще , 
I следовательно, п л о щ а д и д в у х т р е у г о л ь н и к о в р а в н ы , если в них. 
суммы углов р а в н ы [ 7 в ] . 

К о г д а ж е п л о щ а д ь А т р е у г о л ь н и к а более п л о щ а д и А' д р у г о г о , 
то сумма углов первого , которую о з н а ч и м тс— s, менее с у м м ы 

о д и н а к о в ы е т р е у г о л ь н и к и AFI) с DBI, UGJJ с BIE. Отсюда сле 

дует , что п л о щ а д ь т р о у г о л ы ш к а ABC р а в н а п л о щ а д и четыре-

у г и л ы ш к а AFGC и что п л о щ а д и всех т р е у г о л ь н и к о в на А С р а в н ы 

между собою, когда их в е р ш и н ы отстоят р а в н о от DE—линии, 

проведенной ч р е з с е р е д и н у д в у х боков, с о е д и н я ю щ и х в е р ш и н у В 
с основанием АС П о л а г а е м BI=h, ^ВАС = А, АВ = сг 

В Д AFD находим 

•in Л - е о в Г ( * \ Н. 
c o s F ( i 

у р а в н е н и е , возможное , к а к скоро с не менее 2/г, и ко то р о е опре
деляет угол А, к о г д а д а н ы | hue. Обратно, н а х о д и м с, к о г д а д а н ы 
А и Л. Так в с я к и й т р е у г о л ь н и к ABC п р е в р а щ а е т с я в п р я м о у г о л ь 
н ы й , которого катеты будут АС и л и н и я с', о п р е д е л я е м а я у р а в н е 
нием 

; F ^ j = sin A cos F i^-î 
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у г л о в i t — s' второго , с л е д о в а т е л ь н о , s > . v ' . В э т о м м о ж н о т а к ж е 
у в е р и т ь с я , п о л а г а я о д п п т р е у г о л ь н и к па д р у г о й р а в н ы м и основа
н и я м и и п р я м ы м и у г л а м и [ 7 7J. Р а з н о с т ь обопх т р е у г о л ь н и к о в 
•будет т о ж е т р е у г о л ь н и к , г д е сумма углов - — (.у — я') < т.. 

П у с т ь s' = ^-s, где n < m — ц е л ы е числа. Н а з ы в а е м в т р е у г о л ь 
н и к е А катеты а, ft; о з н а ч а е м к тому а, ,3 такие .линии, чтобы 

F ( « ) - r F ( * ) = Y ' 

F (ft)-f F ( ? ) = - ! . 

П р и м е н я я сюда у р а в н е н и я (8), н а х о д и м 

Е с л и о з н а ч а е м с, f т а к и е л и н и и , что 

F ( c ) + F ( 7 ) = J i , 

F (« - j -7 ) = - s , 

то п л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а и з к а т е т о в а, с будет 
А' [ 7 6 ] . Д а л е е , если бы в п о с л е д н е м у р а в н е н и и вместо п с т а в и л и 
все ч и с л а от 1 до m по п о р я д к у , то р а з л и ч н ы е | отсюда з н а ч е н и я 
с р а з д е л и л и б т р е у г о л ь н и к А на m р а в н ы х частей , и з к о т о р ы х п 
д о л ж н ы составить А'; с л е д о в а т е л ь н о , А' = —А. 

Д о л ж н о заметить , ч т о п р и д е л е н и и т р е у г о л ь н и к а А на m 
частей катет b р а з д е л и т с я т о ж е на m частей ; следовательно , к о г д а 
с о д е р ж а н и е -4- не в ы р а ж а е т с я т о ч н о с о д е р ж а н и е м ц е л ы х чисел , то 
п о к р а й н е й мере с у в е л и ч е н и е м ч и с е л п и m п о т р е б у е т с я п р е н е 
б р е ч ь т р е у г о л ь н и к о м , к о т о р о г о о д и н бок м о ж е т быть с д е л а н к а к 
у г о д н о м а л ы м [ 7 0 ] . 

И т а к , п л о щ а д и д в у х т р е у г о л ь н и к о в с о д е р ж а т с я к а к н е д о с т а т к и 
в суммах у г л о в и х до д в у х пр51мых f 8 0 ] . М ы б у д е м п р и н и м а т ь 
•этот недостаток в сумме у г л о в до it за самую п л о щ а д ь т р е у г о л ь 
н и к а , о с т а в л я я до в р е м е н и н е о п р е д е л е н н ы м тот т р е у г о л ь н и к , 
к о т о р о г о п л о щ а д ь е д и н и ц а . 
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Означая а, b к а т е т ы п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а , Д его п л о 

щадь , находим [h lJ 

t a n g -j Д = cos F ( y ) C O S F ( A 

I Когда a, b ч р е з в ы ч а й н о малы, так что м о ж н о п р е н е б р е г а т ь к у б ы 

л вы[с]ш[и]о стеиепи, то 
аЪ 

Д —~ö > 
к а к в обыкновенной Г е о м е т р и и принимается . 

П л о щ а д ь м н о г о у г о л ь н и к а с п боками будет недостаток в сумме 
ого углов до (>ь — 2) тс. 

В трапеции , которой бока а, я ' п о р п е и д и к у л ы к о; ч е т в е р т ы й 

бок с, Л — угол м е ж д у а и с, А'— угол м е ж д у а' и с, находим [см. 

урав . (32)]: 

f . i m , M 4 - c o s F ( u ) s m { F ( q ' ) + b > ) ) , 
ы п Ь ' cos { F (а ' ) + F (а) ) — sin F (b) ' 

П о л а г а я здесь 

F ( Z > ) = | — F ( 3 ) , 

F (a) -f- F (a ' ) = F (a), 

п о л у ч и м п л о щ а д ь т р а п е ц и и 

тс — Л — А' = F Q — a) [82]. 

П л о щ а д ь , о г р а н и ч е н н а я к р и в о ю л и н и е й , более п л о щ а д и м н о г о 
угольника , к о т о р ы й вместо к р и в о й о г р а н и ч и в а е т с я ее х о р д а м и , 
и менее многоугольника , к о т о р ы й вместо к р и в о й о г р а н и ч и в а е т с я 
касательными к ней . Можно д о к а з а т ь , | что о у м е н ь ш е н и е м боков 
разность п л о щ а д е й того и д р у г о г о м н о г о у г о л ь н и к а моясет быть 
сделана к а к угодно малой . Г р а н и ц а , к к о т о р о й , т а к и м образом, 
п р и б л и ж а ю т с я п л о щ а д и м н о г о у г о л ь н и к о в , п р и н я т а з а в е л и ч и н у 
п л о щ а д и , о к р у ж е н н о й к р и в о ю линией . И з м е р е н и я н а самом д е л е 
п р о и з в о д я т с я п о д о б н ы м образом. 

Возьмем д л я п р и м е р а к р у т . К о г д а от к о н ц а одного полупопе 
р е ч н и к а опускаем п е р п е н д и к у л на д р у г о й , а в к о н ц е этого-
в[ос]ставляем д е р п е н д и к у л , п р о д о л ж а я , п о к у д а о н встретит п е р в ы й 
п о л у п о п е р е ч н и к , то составятся два т р е у г о л ь н и к а , и з к о т о р ы х 
о д и н менее, а д р у г о й более п л о щ а д и в ы р е з к а к р у г а м е ж д у двумя: 
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п о л у п о п е р е ч н и к а м и . Н а з ы в а е м а у г о л п р и ц е н т р е ; Л, А'—недо
с т а т к и в сумме углов малого и большого т р е у г о л ь н и к а д о тг; 
п у с т ь г п о л у п о п е р о ч п и к . Будот 

. 1—-sin F (г) 
t a n g А = , — — . ' , , t a n g ET, 

" t a n g a - - f - s m F (г) ь ' 

. . , cos а — у ' s i n F ( r ) 2 — sin a- . 
sin A = . n \ 8 Ш а ö a • 

sin F (r) 1 ' 

С у в е л и ч е н и е м с о д е р ж а н и я ^ к а к ~* t a u g А, т а к и ein А' 
будут п р и б л и ж а т ь с я к | о д н о й г р а н и ц е 

* (в Г - <•' " = ^ cot F J П, ( 3 8 ) 

к о т о р а я и з о б р а ж а е т н л о щ а д ь к р у г а . К о г д а г ч р е з в ы ч а й н о мало , 
то это в ы р а ж е н и е с о т б р а с ы в а н и е м г1 и т. д . д е л а е т с я - г 2 . 

Вообще д л я к р и в о й л и н и и , к о т о р о й п е р п е н д и к у л я р н ы е к о о р -
д о н а т ы х, у, п л о щ а д ь dS т р а п е ц и и м е ж д у у, у' — у -A-dy и из
будет , к а к м ы видели , 

F ( ß - a ) , 
г д е 

F (?) = \ ~ F (dx), F (a) = F(y)A-F (у'), 

с л е д о в а т е л ь н о [**]: 

то-есть 
dS=dx cot F (у) [ Ь 6 ] . (39> 

Е с л и вместо т р а п е ц и и и з у, у', к о т о р а я менее элемента пло
щ а д и , о г р а н и ч е н н о й к р и в о ю , р а с с м а т р и в а е м т р а п е ц и ю и з dx, у 
и г — п р о д о л ж е н н о й у', п о к у д а к а с а т е л ь н а я к к р и в о й ч р е з в е р 
ш и н у у ее встретит , — то элемент dS будет п р и б л и ж а т ь с я к г р а 
н и ц е в ы р а ж е н и я 

F ( ( * - « ' ) . 

I к о т о р о г о он п о с т о я н н о менее , и г д е 

F (a ' ) = F ( y ) 4 - F ( 4 



224 О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ 

COT F f» = 1 - Ç cos F (y ) - f 2 ^ J — • *ll «in F (y)'-", 

следовательно , z = y' [°TJ. 
Д л я к р у г а 

y su i F ( r j -

гдо r — п о л у н о п е р е ч н и к ; к о о р д о н а т ы x считаются от центра . 

И н т е г р и р у я , п а х о д п м 

1 . o o s F ( x ) . co t F (ж) r f l H l 

S = -—ггт-ч a rc s m — a rc s in — - v ' I 0 0 ] . 
s m F (r) cos F ( r ) co t F (r) 

Можно п о в е р и т ь это выраягенио так . Е с л и н а з ы в а е м о у г о л 
т. 

п р и центре , то п л о щ а д ь в ы р е з к а к р у г а д л я у г л а — ç> п р и 
центре будет [см. в ы р а ж . (38) ] : 

2 • ) ( s i n F j V ) Х ) 

П л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а и з х, у, г: 

cot F (x) a rc cos — , ; . — <?, cot F (r) 

a » j сумма сих двух п л о щ а д е й дает снова S, и гдо 

cos F (x) r u n l c o s ? = T^r-{ Р ] . 
cos F (r) 1 J 

Когда x считается от окрулсности к ц е н т р у , то [ 9 0] 

о 1 cos F (г — x) cot F (r — x) 
Ь = - — т р г - г - 7 a r c cos V. / ч a r c cos. , V. , ч

 ; 

s m F ( r ) c o s F ( r ) c o t F ( r ) 
или 

a 1 . t a n g F (r) . c o s F ( y ) 
о = - — - c w - r a r c s m z — Б — a r c s i n = ^ • 

s m ' F ( r ) t a n g F (y) cos F (r) 
П о л а г а я здесь г = оо, п о л у ч и м п л о щ а д ь м е ж д у к о о р д о н а т а м и 
и дутою п р е д е л ь н о й к р у г а : 

tf=cotF(y)—J + F ( y ) . 

" Т о ж е бы самое н а ш л и [ 9 1 ] , если бы в общее в ы р а ж е н и е (39) 
п о с т а в и л и значение х и з у р а в н е н и я (27),- п о т о м и н т е г р и р о в а л и . 

З н а ч е н и е г о п р е д е л я е т с я у р а в н е н н о м [см. у р а в . 24 и 35 ] 
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З а м е т и м , что F (;/) Гнродстивл5ют площадь , бесконечно про
с т и р а ю щ у ю с я n о д н у сторону п о г р а н и ч е н н у ю с д р у г и х сторон 
д в у м я осями и к о о р д о н а т о ю у; следовательно , п л о щ а д ь м е ж д у 
д у г о ю к р и в о й и к о о р д о п а т я м и ./•, у [ ! | 2] будот 

cot F (,/) [«»], 

то ж е , что и самая д у г а [см. у р а н . (29)]. 

I Н а к о н е ц , п л о щ а д ь м е ж д у д в у х осей и д в у х д у г и р о д е л ь п о й 

к р у г а , н а расстоянии t о д н а от д р у г о й , когда н а з ы в а е м s большую 

д у г у , будет [см. уран . ( 3 6 ) ] : 
« ( 1 - е - ' ) (39а) 

и л и 
*' ( e f — 1 ) , 

г д е s' — м а л а я д у г а из д в у х [ 9 4 ] . 
Сии д в а з н а ч е н и я п л о щ а д и м о ж н о найти подобно у р а в н е н и ю 

{36), не п р е д п о л а г а я известным[п] у р а в н е н и я (12) и (17). Д л я сего 
стоит т о л ь к о п р е д с т а в л я т ь себе п л о щ а д ь , р а з д е л е н н у ю н а р а в н ы е 
ч а с т и осями и д у г а м и п р е д е л ь н о й к р у г а . 

Е с л и г означает р а с с т о я н и е т о ч к и к р и в о й от н а ч а л а к о о р д о н а т , 
tp — у г о л г с постоянною осью ч р е з то лее н а ч а л о к о о р д о н а т п р о 
в е д е н н о ю , то элемент dS п л о щ а д и может быть п р е д с т а в л е н так 
{см. в ы р . ( 3 8 ) ] : 

dS=*dv( . * ~ l ) . 
• \sm F (r) / 

И н т е г р и р о в а н и е дает 

S= — o + f • d 2 , (40) • ' J s in F (r) v ; 

о 

I Н а п р и м е р , в п р е д е л ь н о й к р у г а F = », с л е д о в а т е л ь н о , 

* A- S — — » -j- tang о [«J. 

З д е с ь р а с с т о я н и е r берется от т о ч к и на к р и в о й , а у г о л <р счи
т а е т с я от к а с а т е л ь н о й в той ж е точке . 

П л о щ а д ь может р а з д е л я т ь с я еще н а э л е м е н т ы п а р а л л е л ь н ы м и 
л и н и я м и . П у с т ь от к о н ц а к о о р д о н а т ы х п а р а л л е л ь н а я с осью у 
в с т р е ч а е т к р и в у ю н а р а с с т о я н и и и (черт . 16). П л о щ а д ь , бесконечно 

Зак. 468. H. И. Лобачевский, т. I. 15 
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н р о е т и р а ь щ а я о ! м«;жду днух п а р а л л е л ь н ы х , чрез к о п и и x п x-\-dor 

IJpOUtv'lt-'lIHIJX, будет 
— JY(x), 

а часть .той площади , о г р а н и ч е н н а я к р ш ю ю [см. в и р . 39] : 

<IS= — d V(x) [ 1 - е - " ] ['•"']; 

отсюда интегрирование дает 

/> = ~ — F (.-•)— J d.r е -" sin F (.г-). ( 4 1 ) 
и 

Если и' начинаем расстояние , на котором п а р а л л е л ь н а я с осью 

Ч е р т . 1G. 

у встречает кривую по д р у г у ю сторону оси х, то элемент п л о щ а д и 
может быть такжо в ы р а ж о н 

dS= — dF{x) [е"'— 1]; 

I следовательно, п л о щ а д ь , 

S = j " dx(eu'— е - " ) sin F (x). (42> 

Если и, и1 — р а с с т о я н и я (черт. 17), на к о т о р ы х п а р а л л е л ь н а я 
с осью у встречает к р и в у ю д в а р а з а по одну с т о р о н у оси х, п р о 
в е д е н н о й вне площади к р и в о й , то 

S = j dx (е-« — е-"') sin F (x). (43) 
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В круги , к о г д а х считается от д о п т р а , через к о т о р ы й п р о х о д я т 
осп к о о р д о и а т х и у, т р е у г о л ь н и к иа х, и и п о л у п о н о р о ч н и к а г 
с протпвоиололепым сему п о с л е д н е м у у г л о м F (х) д а е т 

отсюда 

« i n F (с) = ' + F СУ - » f № F ( . f 
sin F (r) 

„ . s i n F Q/;) 1 - f / c o s F (r)- — sin F (r)'-' cos F (x)* 
e ~~ sin F (r) ' 1 -4- cos F (xf 1 J * 

I У р а в н е н и е (41) дает поело и н т е г р и р о в а н и я [ 0 0 ] 

S = 'i — a rc sin [sin « tan g F (?•)] :—L-r-. a r c t au g (sin ») -f-
• ö s m F (r) [ 2 ' 

, • / / c o s F (?•)- — sin F (r)» BIN o» \ l - f a r e t a n g ^ > , Jj , 

г д е » = — - — F (ж). To ж е бы самое н а ш л и , р а с с м а т р и в а я S, соста-
2-

в л е н н о й и з в ы р е з к а к р у г а и т р е у г о л ь н и к а , к о т о р о г о бока о:, г, 
п р о т и в г у г о л F (а;) [ , 0 °] . 

II К р и в ы е поверхности и з м е р я ю т с я плоскостями с о м к н у т ы х т р е 
у г о л ь н и к о в , к о т о р ы х острен леясат и а п о в е р х н о с т и и к о т о р ы х 
р а з м е р д о л ж о н быть тем менее , ч е м более точности т р е б у е т с я 
в и с ч и с л е н и и . Г р а н и ц а п р и б л и ж е н и я будет вообралсаемая и мате
м а т и ч е с к а я величина п о в е р х н о с т и , которую непосредственно дает 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е и с ч и с л е н и е в п р е д п о л о ж е н и и бесконечно м а л ы х 
п л о с к о с т е й . 

П у с т ь к о о р д о н а т ы : х, к н е й п о р п е и д и к у л я р н а я у; к у п е р п е н 
д и к у л я р н а я г о п р е д е л я ю т место точк и . Вместо F (ж), F (у), F (г) 
п и ш е м д л я краткости X , I", Z. К р о м е т о ч к и (x, у, z) р а с с м а т р и в а е м 
еще две , к о т о р ы х к о о р д о н а т ы 

x, y + dy, г Ar 1^ dy, 

xA-dx, у, àx. 

15* 
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„ (te у . , , dx* 
порвоп от третьей -г- dx- + - — ^ г — — ^ , 

в т о р о й от третьей ( ~ ] dij— dx 
•If . dx? 

s i u ^ ' s in I ' ä s i n ^ ' 

П л о щ а д ь бесконечно малого т р е у г о л ь н и к а из сих трех р а с 
стояний , и в котором сумму у г л о в д о л ж н о у ж е п о л а г а т ь тс, будет 

dxdy | / (dzy (dy) 
2 s i n Z f \dx) " ^ s i n P '* 1 s in F* s in Z2 

Е с л п б вместо п е р в о й в з я л и еще точку , к о т о р о й к о о р д о н а т ы 
происходят с переменою х на х -f- dx, у па у -f- fft/, то расстояния , 
а следовательно и п л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а , остались бы те же. Соеди
нение д в у х таких п л о щ а д е й дает п р и р а щ е н и е поверхности , к о г д а 

871 х увеличится | на dx, у на dy. Н а з ы в а я S п о в е р х н о с т ь , п о л у ч и м 

\dxdyj s'mZ f \dx) ' s in Г s in F 2 + sin Y a s i n ^ - ^ 

Д л я сферы, к о т о р о й п о л у п о п е р е ч н и к г, к о о р д о н а т ы х, у, z 
считаются от центра , F (г) = R, 

s in X s in F s i n Z— s in R, 

(dz\ cos X (dz\ cos F 
\dx) c o s i ? ' \dy) coaZ' 

( *S \ - 1 i / c o ^ I cot F 2 1 ~ 
\dXdYJ~ s in R y cos Z2 ' cos Z2 * s in F 2 s in Z2 L J" 

Вставляя значение Z, н а х о д и м 

/ d2S \ _ с о з Д sin F s i n X 2 

\dXdTj~ s in Я 2 " / s i n X* s in F 3 — sin R2 

У м н о ж а я н а 4 d F [ ш ] и и н т е г р и р у я от s in F = д о 
F = -*-, п о л у ч и м д л я ц е л о й о к р у ж н о с т и 

371 I Находим к в а д р а т ы р а с с т о я н и й [смотри у р а в . 34] [ 1 0 1 ] : 

1(1Л2 dip 
первой от второй ^ y / j rfyï-f 

file:///dxdyj
file:///dXdYJ~
file:///dXdTj~
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(IS\ . cos R 
-nr. \~ 2-sin Л 

SUI Ii* 

tu 

У м н о ж а я на âX н и н т е г р и р у я от А' до А = -^-, н а х о д и м 

1 sm Л 2 1 J 

— в ы р е з о к с ф е р ы м е ж д у плоскостями, п е р п е н д и к у л я р н ы м и к ио-
л у п о п е р е ч н и к у , и з к о т о р ы х одна проходит ч р е з ц е н т р , а д р у г а я 
на р а с с т о я н и и х от ц е н т р а . 

В с я с ф е р а будот 

i-cotR- = -(er— c-rf. ( 4 5 ) 

О т р е з о к па р а с с т о я н и п х от центра: 

0 cos Я _ 2т: cos X cos Л 
2 - —.—ш (cos Ä — coeÄ) или = ъ [ 1 0 7 ] 

sin-K- 1 4 ' 1 — c o s A c o s J B L J 

на р а с с т о я н и п х от поверхности . Это последнее в ы р а ж е н и е д л я 
г = = о о д а е т отрезок п р о д о л ь н о й сферы: 

ж ( е « * _ _ 1 ) [ 108 ] . 

П о л а г а я д л я в с я к о й сферы 

cos Ь = t a n g Л cot Г ; cos X = cos R s in 6 sin о, 
п а х о д п м [ l 0 D] 

cos Л 2 sin •!> ] / l — cos .Й2 sin u 2 s in <?2 

sin Д 1 — cos I i 2 sin ty2 

Ь75 I У м н о ж а я на 8 <fy c b и и н т е г р и р у я от i = 0 д о ù = ~ , от и = 0 

д о » = у , снова д о л ж н ы н а й т и величину целой с ф е р ы ; следова 

т е л ь н о , 
it it 
а 2 

тс Г Г dty (fosinùYl — cos R2 sin ^ s in o 2 . . 

2 sin Д J J 1 — c o s Л 2 e i n e 2 ' ' ^ ' 
о о 

И н т е г р а л , в котором в и д н о свойство э л л и п т и ч е с к о й ф у н к ц и и 

Е(а) = j d'ä ] / l — и pint? 2, 
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и м е н н о : 
Г xdxE(x) 

2 1 / 1 _Г«- Г " J (1 — а?) V' а- — ж3 

о' 

Е с л и возьмем в п о м о щ ь д р у г у ю полную э л л и п т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю 

к 

do 

J y i — a - s m e ' -

п заметим, что 

it rc 
T У 
f f rte cos - r V i _ sin i î - s in № s in * 2 _ . . Г 1 , п 

1 J J 1 — s m ^ s m ' ^ v 

о 0 

или , что все р а в н о : 

то уравнение (46) , к о г д а здесь ставим * вместо R, б у д у ч и 

у м н о ж е н о на cos R dB и и н т е г р и р о в а н о от R = 0, д а е т [ 1 1 2] 

1С 1С 
Т "2" 

тсй ГС dè do s in s in ф 
2

 — J J УТ^ш 
о о 

У 1 — sin .К 2 s in <|/-' s in (р2 

Д а л е е , и н т е г р и р у я в о т н о ш е н и и к 6 м е ж д у н а з н а ч е н н ы м и г р а н и 

цами, п о л у ч и м [ ш ] 

J s m o ° ( 1 
1 -f- s in iE s in a> 

• s in R s in ». I ' 
о 

что можно п р е д с т а в и т ь еще иначе , п о л а г а я c? = F(cc), 

со 

J & j e 2 a s - | - 1 — 2 e * s i n . R j 1 J 

о 

и? или , и н т е г р и р у я п о частям , 

4 s in В J е 4 ш - ) - 2 е 2 » с о в 2 Д 4 - 1 L J v ' 
a 
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и н т е г р а л , к о т о р ы й пна.тп т о л ь к о д л я /? = , и м е н н о : 

со 

тс- _ Г Г . 1 . , - , 

J *»•'•'•'' — J. ' 
О п р а п о д л и п о с т ь и н т е г р а л а (17) можно еще д о к а з а т ь и п том слу
чае , к о г д а вместо c o s 2 ß будит число более е д и н и ц ы . Н а ч и н а е м с 

г. 

J log oot ^ - ' Г = |) 
о 

и л и 

J d<\ log (с" co t 4j = тса ['"»J. 
о 

П о л а г а е м з д е с ь ея ~en aot-\- И н т е г р а л п е р е м е н и т с я в 

+ СО 

/
xdx тс 

£ C - A _ J _ E - X T < J 2~ Я ' 

+ СО 

578 I 

Р а з д е л я е м его на д в е ч а с т п : одну от ж = 0 д о х = оо, д р у г у ю 
от ж = — с о д о х = 0. П о с л е д н я я может быть п р е д с т а в л е н а и н а ч е : 

по 

J xdx 
е - х - о _ | _ е я ю ' 

о 
О б е вместе д а д у т 

00 
(ех — e~x)xdx 

e i x -f- (е- а -f- e - ï u ) 4 - е - 9 * 2 (е° — е - ° ) ' 
о 

Е с л и здесь ставим а ] / — 1 вместо а, то п о л у ч и м снова (4.7). 
Д л я п о в е р х н о с т и о б р а щ е н и я около оси х в у р а в н е н и и (44) 

д о л ж н о ставить 
cos F • -TR • ? -о ( ^ \ co t Л ldR\ I da\ 

s i n F s m i ^ s m Ä ; (^)=--^-[-шУ' ( ^ J = - c o a Z ' 
г д е R = ¥(r);x и r — к о о р д о н а т ы точек п р о и з в о д я щ е й л и н и и . 

П о с л е сего н а х о д и м [ П 8 ] 

I + 

1 \dXdTI a i n X s m - S 8 / ! — t a n g Ä ä c o t Y* ' 

file:///dXdTI
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Умножая на id Г и и н т е г р и р у я от Y=R д о У = - р П 0 Л У ' л т л 

Д л я п р я м о г о конуса [см. у р а в . 18 | [ т ] 

t a n g А = t a n g X cos 7? : 

следовательно. 
2т: COS R dX 

° ~ ~ sin i i ' 2 s in X cos A ' 

Если означаем l бок конуса и полагаем F(Z) = Z , то [см. урав . 14] 

cos Dcos А = cos X ; t a n g L — s in A t a n g iE [ 1 2 0 ] , 

поело чего 

I Д л я п р е д е л ь н о й к р у г а s i n i 2 = e - a !

) что в с т а в л я я в у р а в н е 

н и е (48), находим то ж&, что и в ы ш е [ 1 > 2 1]. 
Сих п р и м е р о в довольно , чтобы д а т ь п о н я т и е об и с ч и с л е н и и 

в е л и ч и н ы к р и в ы х поверхностей . Т е п е р ь з а й м е м с я о п р е д е л е н и е м 
объема тел . 

Объем тела, — о г р а н и ч е н н о г о д в у м я п р е д е л ь н ы м и сферами , 
в ы г н у т ы м и в одну сторону и к о т о р ы м в з а и м н о е и х р а с с т о я н и е с 
служит общею осью, д а л е е — коническою п о в е р х н о с т ш о , к о т о р о й 
п р о и з в о д я щ а я с остается всегда п а р а л л е л ь н о ю оси д в у х сфер , 
д о л ж е н быть п р о п о р ц и о н а л е н в ы р е з к у S н а о д н о й и з д в у х п р е 
д е л ь н ы х сфер, з а в и с я п р и том от с; с л е д о в а т е л ь н о , он будет SC, 
г д е О-—функция от с. Е с л и $ б о л ь ш и й и з д в у х в ы р е з к о в , т. е. тот, 
н а в н у т р е н н е й стороне которого л е ж и т с, и е сл и он п р е д с т а в л я е т 
п р я м о у г о л ь н и к и з д у г a, h п р е д е л ь н о й к р у г а , то S—ab\ а мень
ш и й в ы р е з о к abe-*° [смотри у р а в . 36]. Вообще, к а к о й бы выре | зок & 
н и был, д р у г о й , к о т о р ы й его менее, д о л ж е н быть е - 2 " ^ . Теперь , . 

dS = 
2 - s i n A cosLdL 

s in Jj-

и н т е г р и р о в а н и о дает 
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п р о д о л ж а я коническую п о в е р х н о с т ь з а м е н ь ш и й и па к а ж д о м р а с 
с т о я н и и с п е р е с е к а я ее п р о д о л ь н о й сферой, п е р п е н д и к у л я р н о й к с, 
п о л у ч и м тела , к о т о р ы х объем будет 

SC; e-*eSC; e-*'SC и т. д . 

и к о т о р ы х сумма, с л е д о в а т е л ь н о , т ем более п р и б л и ж а е т с я к 

SC 
1 — е-8*' 

ч е м к о н и ч е с к а я п о в е р х н о с т ь п р о с т и р а е т с я д а л е е ; так , ч т о эта г р а 
н и ц а п р е д с т а в л я е т ужо о б ъ е м т е л а с бесконечно п р о д о л ж е н н о ю 
п о в е р х н о с т ь ю . В таком случае п р о и з в о д и т е л ь п р и S н е м о ж е т 
более з ависеть от с, а, с л е д о в а т е л ь н о , объем у с е ч е н н о г о к о н у с а 
с высотою с, к а к о й н а п е р е д р а с с м а т р и в а л и , д о л ж н о п р и н я т ь 

— S(l — «-*«) f 1 2 2 ] (49) 

с тем, чтобы д л я весьма м а л о г о с он | был eS, к а к в о б ы к н о в е н н о й 
Г е о м е т р и и . 

П о с л е сего исчисление о б ъ е м а в с я к о г о тела м о ж е т быть сде
л а н о р а з д е л е н и е м его н а э л е м е н т ы помощию к о н и ч е с к и х п о в е р х 
ностей , к о т о р ы х п р о и з в о д я щ и е п а р а л л е л ь н ы с к а к о й - н и б у д ь о с ь ю , 
в з я т о ю п р о и з в о л ь н о . 

Д л я п р и м е р а , пусть ч е т ы р е плоскости , п е р п е н д и к у л я р н ы х п о 
п о р я д к у д р у г к д р у г у , п е р е с е к а ю т с я в п а р а л л е л ь н ы х л и н и я х . 
Н а к о н е ц , тело о г р а н и ч и в а е т с я еще ц и л и н д р и ч е с к о ю п о в е р х н о с т и ю , 
к о т о р о й у п р а в л я ю щ а я д у г а b б о л ь ш о г о к р у г а [ т ] н а о д н о й и з че
т ы р е х п е р п е н д и к у л я р н ы х п л о с к о с т е й , и г д е д в е п а р а л л е л ь н ы е от 
п е р е с е ч е н и я д в у м я д р у г и м и п л о с к о с т я м и будут вместе осями 
д у г е b, а п р о и з в о д я щ а я л и н и я ц и л и н д р и ч е с к о й п о в е р х н о с т и п у с т ь 
п е р п е н д и к у л а к 6, о т р е з а н н ы й п р о т и в о п о л о ж н о й п л о с к о с т ь ю . 
В о о б р а ж а е м п р е д е л ь н у ю с ф е р у ч р е з b и н а з ы в а е м s д у г у , к о т о р а я 
п р о и с х о д и т н а н е й от п е р е с е ч е н и я с боковой п л о с к о с т и ю ч р е з а 
и к о т о р а я о т р е з ы в а е т с я п р о т и в о п о л о ж н о й . П у с т ь у—расстоярзгие 
м е ж д у в е р ш и н а м и а и s. С и з м е н е н и е м сих д в у х п о с л е д н и х л и н и й 
объём т е л а Р р а з д е л я е т с я п а р а л л е л ь н ы м и п л о с к о с т я м и н а элементы. 

äF=\-b#vds [«*]. 
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Гяп'аилтлм сюда [см. у р а в . 29, 30 и 30J 

s = cos F («) ; e-» = s i u F ( r t ) [ l f f iJ 

и, и н т е г р и р у я o r rt = 0, н а х о д и м 

P (50) 

Здось под Ь м о ж н о р а з у м е т ь также и п л о щ а д ь , о граниченную 
дугою b и от к о п ц о в ее д в у м я бесконечно п р о д о л ж е н н ы м и осями. 
И т а к , если х — р а с с т о я н и е от п р я м о й , dx—бесконечно м а л а я 
часть х м е ж д у д в у х п а р а л л е л ь н ы х с этою п р я м о й , тогда 

— «гF (ж) [ » * ] . 

П у с т ь т е п е р ь a, b — к а т е т ы п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь н и к а , 
А — у г о л п р о т и в а. Р а с с м а т р и в а е м п и р а м и д у , к о т о р о й основание 
такой т р е у г о л ь н и к и - к о т о р а я продолжается : бесконечно, б у д у ч и 

з « ограничена т р е м я п л о с к о с т я м и так, что все ! т р и л и н и и п е р е с е ч е н и я 
и л и ребра п и р а м и д ы п а р а л л е л ь н ы м е ж д у собою, а одна п е р п е н д и 
к у л я р н а к основанию в острее у г л а А. П р и н и м а е м a, b переме
няющимися , А—постоянным. П и р а м и д а Р р а з д е л и т с я плоскостями , 
п а р а л л е л ь н ы м и к п е р н е н д и к у л у , т ак н а эл ем енты , что (50) 

âP = — ±-ad$(b) ["»], (51) 

к у д а вставляя 
B = F(b); cot В —cot A cos F (о), 

н а х о д и м : 

Если у д е р ж и в а е м одну п е р в у ю степень t a n g А, вместо к о т о р о й 
ставим 2тс, потом и н т е г р и р у е м от Р = -^-, то п о л у ч и м 

P = » — ! t l 0 g B i H j f f = 1 c l 0 g - ^ i l 2 [129] (53) 
Li 

— объем п р я м о г о к о н у с а , бесконечно п р о с т и р а ю щ е г о с я , ко то р о го 
основание к р у г с п о л у п о п е р ечником Ъ и к о т о р о г о ось п а р а л л е л ь н а 
боку. 

ses J Д и ф ф е р е н ц и р у я это последнее у р а в н е н и е в отношении к bt 

п о л у ч и м 
..dP=ttdbcoaF(b) . (54) 
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— в е л и ч и н а к о н и ч е с к о й оболочки , к о т о р о й толстота db по п а п р а -
влопиго н о л у п о п о р о ч н и к а b к р у г а и основании, и к о т о р а я прости
р а е т с я бесконечно, и д я п а р а л л е л ь н о с осью конуса . 

Ч т о б ы п а й т и в е л и ч и н у п р я м о г о конуса с высотой коночного, 
н а д о б н о р а з д е л я т ь п о в е р х н о с т ь его па э л е м е н т ы п е р п е н д и к у л я р 
н ы м и п л о с к о с т я м и к высоте [ 1 а о ] ; потом, п а ч и н а я от в е р ш и н ы , 
с к л а д ы в а т ь псе к о н и ч е с к и е оболочки, которые и д у т от сих эле
м е н т о в п а р а л л е л ь н о к высоте конуса , и сумму в ы ч е с т ь из объема 
к о н у с а , о г р а н и ч е н н о г о уясе последнею оболочкою. Так , п у с т ь 
х—высота конуса , у—полупопорочник основания , с—бок, А — у г о л 
п р и в е р ш и н о м е ж д у х и- с. О з н а ч а е м д л я к р а т к о с т и X , Y, G у г л ы 
F (ж), F (у), F (с). В п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е и з катетов х, у, 
г и п о т е н у з ы с, будет 

I соз Х = cos A cos О; tang А = соэ У tangX; tang С— s in A t a n g Y. 
Р а с с м а т р и в а я з д е с ь А постоянным, все п р о ч и в в е л и ч и н ы пере

м е н я ю щ и м и с я , н а х о д и м 
j j cos Y 

y s m Г 2 cos X 

Т а к о в о и з м е н е н и е y в конусе , которого высота х\ но если б 
я — оо, тогда бы п р и р а щ е н и е у было (19) 

, cos Y 
dx • s in Y* 

Р а з н о с т ь того и д р у г о г о "дает 

2 da; s in А X 2 cos Y 
cos X s in F 2 

— о т р е з о к с л е д у ю щ е й о р д о н а т ы за у помощию п а р а л л е л ь н о й с х 
п р о в е д е н н о й ч р е з в е р ш и н у у. П о с л е этого о б ъ е м к о н у с а (54) : 

- [. dxain^X* cos Y3 

Р = * J ^ c o s Г - 2 г с J c o s X s i n F ^ = 

= тг j d y c o s F C O S X ^ T C J " dxcot Г » | = тс J - ; 
dx 

1CX. s in Y» 

г д е и н т е г р а л ы н а ч и н а ю т с я от х = 0, у = 0. Д а л е е , у р а в н е н и е д л я 

С я X дает 
dx s in X й = de сое A s in С*, 
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Чтобы ввести сюда о д н и б у к в ы с и Л, надобно вместо х с т а в и т ь 

1 f l + c o s { A 2 ( e 2 < - l ) 
— logt 

' [ l - f - 6 i n { A 2 ( e 2 c — 1 ) 

или , строкою [ i a 2 ] , 

x = cos A [(e*» - 1 ) — 4- ( e 2 e - 1 ) 8 + T ( e 2 e — 1 ) 8 3 + 4 ° S A 2 — и т - Д - • 

а п р о д о л ж а я ирнблиасение д о c a , 

a; = cos А (с 1- c 3 s in A 2 j , 

i после него 
P = T:CB COS Л sin A 2 = - |- тсг/2а;, 

к а к в обыкновенной Г е о м е т р и и п р и н я т о . 

Если у так мало, что можно д о в о л ь с т в о в а т ь с я его в т о р ы м и с т е 

пенями , то [ 1 3 : )] 

cos А — 1 1- t a n g С1 cot Y2, 

1 , / l - f - c o s A c o s C \ cot Y2 1 , / 1 -f- cos A cos С \ 
X - Y i 0 g \ T - cos A cos C) 2 cos C 

Вставляя сии з н а ч е н и я в у р а в н е н и е (55), п о т о м р а з д е л я я на. 

в еличину основания к о н у с а и у м н о ж а я н а п о в е р х н о с т ь ш а р а , к о 

торого п о л у п о п е р е ч н н к с [(38) и (45)], н а х о д и м объем ш а р а : 

-£ - (е 2 с —-е- 2 " — 4с) [ , 3 4 ] . (56). 

Помощию к о н и ч е с к и х , бесконечно п р о с т и р а ю щ и х с я оболочек, 

м о ж е м находить о б ъ е м . и всякого тела, о г р а н и ч е н н о г о поверх-

ностию обращения . П у с т ь x, у — п е р п е н д и к у л я р н ы е к о о р д о н а т ы 

н р о и з в о д я щ е й л и н и и — с ч и т а ю т с я , от т о ч к и п е р е с е ч е н и я п о в е р х 

ности тела с осью х, к о т о р а я служит вместе и осью о б р а щ е н и я . 

Е с л и J с переменою ж.на x-$-dx к о о р д о н а т а у п е р е м е н я е т с я в у-\- dy> 

которое умножай на. s iu Y'~ и в с т а в л я я сюда sin A 's in 2 ' = s in С„ 

п о л у ч и м 

dx — de cos A sin Г 2 ; 

следовательно , 
}.'=• ~(c cos Л — я) . (55) 
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п о с л е и н т е г р и р о в а н и я от ж = 0 , в ы р е з о к ш а р а будет [ i s e ] 

/ совХ \ . . 
«(Жёг-*)' ( о 8 ) 

у м н о ж а я на 2 и п о л а г а я X — R, п о л у ч и м весь ш а р , к а к в ы ш е (56). 

Н а з ы в а я А у г о л м е ж д у х и г, п о т о м у м н о ж а я в е л и ч и н у всего 

ш а р а на s in - у А2, н а х о д и м к о н и ч е с к и й в ы р е з о к ш а р а : 

Е с л и ж е от п о л о в и н ы ш а р а о т н и м а е м в ы р е з о к (58), то п о л у ч и м 

о т р е з о к на р а с с т о я н и и х от ц е н т р а [ | 8 8 ] ; 

' 2 c o s J 2 s i n ~А2 

eirxR2 
.{г~х) 

Р а з н о с т ь сих д в у х п о с л е д н и х в ы р а ж е н и й д а е т о б ъ е м к о н у с а , 

к а к н а й д е н о было в ы ш е (55). 

то п а р а л л е л ь н а я с х проз в е р ш и н у у о трежет от y-\-dy, к а к м и 
в и д е л и в ы ш е , линию 

j , , cos Y ...... 
J ' s iu Y1 1 1 

У м н о ж а я н а тг cos Y, ползучим коппческую оболочку, подобную 
той , к о т о р о й з н а ч е н и е д а п о у р а в н е н и е м (54 ) . П о т о м и н т е г р и р у я 
о т х = 0 и отбрасывая 

тс j dy c o s Y, 

т . е. к о н у с н а к р у г е с п о л у п о п е р е ч н и к о м у ( 53 ) , н а х о д и м объем 
т е л а 

тс j dxcot Y', (57) 

г д е г р а н и ц ы и н т е г р а л а п р о и з в о л ь н ы л где х м о ж е т считаться в ту 
и л и д р у г у ю сторону . Н а п р и м е р , д л я ш а р а 

s in X s in Y = sin R, 

г д е R = F (r), r — н о л у п о п е р е ч н и к , X—F (ж), к о о р д о н а т а x считается 
от ц е н т р а . Н а х о д и м о б ъ е м ш а р а : 
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J Если считаем от поверхности шара , то о т р е з о к и л о с к о с т и ю 

nu расстоянии х будит 

cos А' 

(т. • cos A' cos R 

Д л я / — со находим отрезок тела, о г р а н и ч е н н о г о п р о д о л ь н о ю 

сферой 

. ( ' " "Г - * ) m 
Общее д нффоронцпальиое в ы р а ж е н и е д л я в ы ч н с л е н н я объема 

всякого тола может б и т ь дано в элементах , н а к о т о р ы е д е л и т с я 
тело номощию п р о д о л ь н ы х сфир и днумп р я д а м и п а р а л л е л ь н ы х 
плоскостей, н о р м а л ь н ы х к продольным с ф е р а м и п е р п е н д и к у л я р 
ных, один р я д к д р у г о м у . В таком случае н а з ы в а е м ; р а с с т о я н и е 
от начала коордонат па одной из осой п р о д о л ь н ы х с ф е р , к о т о р а я 
вместо будет, следовательно , осью коордонат 5. Н а з ы в а е м i \ д у г у 
на продельной сфере, п е р п е н д и к у л я р н у ю к ?, и пусть С — т а к а я ясе 
дуга , проведенная от | д р у г о г о конца т\ в п л о с к о с т и , п е р п е н д и к у 
л я р н о й к той, где л е ж а т », -п. Ясно , что э л е м е н т тела моясет быть, 
продставлоп [(49) и (50)) п р о и з в е д е н и е м 

Вообраисаом п е р п е н д и к у л ы : г от в е р ш и н ы С на плоскость л и 

ний ;, -г); у от к о н ц а г иа ;, и н а з ы в а е м х о т р е з а н н у ю часть э т о й 

последней от начала коордонат [ U-J. О з н а ч а я X, Y, Z у г л ы F(x)> 

F (у),. F (г), получим [(27), (29), (36)]: 

cot Y 
С — cotZ; т , = 

BmZ 

П р и н и м а я сперва одно г п е р е м е н я ю щ и м с я , п о т о м одно у, на 
конец, одно х, 

dC = J ^ ; rfM= . у у . „ ; dZ = dx [i.«], 
smZ sin ï emZ 1 J 

после чего элемент тела 

"dxdydz •• 
й Г sin Y s in ( Ь ) 

Т о ж е бы нагшш, р а з д е л я я тело п е р п е н д и к у л я р н ы м и д р у г к - д р у г у 
плоскостями и п р и н и м а я п р о и з в е д е н и е т р е х боков-1 за объем бес-



sin F sin Х У " ' 
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\dXdZJ s i n ^ 2 | / s in i f s i u A ' - s i n ^ 1 J ' 

г д е R = F(r); r — полу п о п е р е ч н и к . У м н о ж а я па dZ и питог{)ируя 
от Z—-^ до sin R = sin X s in ^Г, п а х о д и м снова в ы р а ж е н и е (56). 

Е с л и г — расстояние т о ч к и от п а ч а л а к о о р д о н а т , 6 — у г о л г 
594 с плоскоетию ху, со— у г о л п р о е к ц и и г на плоскости ху с | осью х, 

то в ы р а ж е н и е (59) дает элемопт тола в п о л я р н ы х к о о р д о н а т а х : 

<PP = -Läud4dr cos 0(е> — с-»1)2 (01) 
кото р ое в ы р а ж е н и е еще л е г ч е с л у ж и т к исчислению объема ш а р а 
и п р я м о г о конуса . 

И щ е м т е п е р ь в е л и ч и н у п и р а м и д ы , которой о с н о в а н и е п р я м о 
у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к из к а т е т о в a, b я г и п о т е н у з ы с; в ы с о т а h, 
п е р п е н д и к у л я р н а я к основанию в точке п е р е с е ч е н и я а с е . Н а з ы 
в а е м ^ у г о л м е ж д у а н с; г — г и п о т е н у з у D п р я м о у г о л ь н о м тре
у г о л ь н и к е из катетов с, h; в э т о м ж е т р е у г о л ь н и к е пусть о — у г о л 
п р о т и в с. П и р а м и д а , которую н а з о в е м Р, р а з д е л и т с я н а э л е м е н т ы (55) 

dP^~dlf(r cost?— ä) [1<8J, (G2) 
о т к у д а ч р е з и н т е г р и р о в а н и е 

, Р = -L j* dà • г cos » — ~- -Я' (63) 
ô 

Т о ч н о т а к ж е , если н а з ы в а е м ш у г о л п р о т и в h в треугольнике-

и з я и А, 8 — у г о л между Ь и : г : • 

PeJ J'dœ - Г COS 6 — у й ш [ u 8 j . 

к о н е ч н о м а л о г о элемента ["*]. И н т е г р и р у я (59) от .г = 0, // — О, 
г = 0, п о л у ч и м 

(jPP \ _ co t F 

« s i n F 1 ' ' 1 

г д е ?/, г относятся з'же к повьфхностп тела. Д л я ш а р а , к о г д а 
к о о р д о н а т ы считаются от ц е н т р а , у р а в н е н и е (СО) д е л а е т с я 

file:///dXdZJ
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(64) 

Зависимость л и н и й и углом я. h, г, <?, <\, о> м е ж д у собою опре 

д е л я е т с я у р а в н е н и я м и : 

t a n g о cos •}» = cos Л t a u g üf, 1 [ 1 Б 0 ] 

t a n g ш = cos II t a n g А, /• 

cos 11= cos в cos R, J 

где A=F(«), 11= F (h), R = ¥()•). З д е с ь м о ж н о п е р е м е н я т ь <?, 

•.Ji, ш па /Л 0, <о, <|», р а з у м е я п о д В у г о л F(&); следовательно , 

t a n g в cos m = cos Л t a u g Д 

t a n g 6 = cos В t a n g А, 

cos B= cos 0 cos R. 

Отсюда находим [1Г'1] 
cos A sin H 

У s in Я 2 — вт~m' 
cos >i s in ш 

(65) 

c o s y = -

COS CS = 

cos R = 

• s in ш2 s in y 2 

1/sin A 2 ' 

cot А У sin А 2 — sin ш'2 s in у 2 

( 6 6 ) 

COS CO COS '}> 

В ы р а ж е н и е (63 ) м о ж е т быть п р е д с т а в л е н о р а з л и ч н о . Е с л и 

в в о д и м в е л и ч и н ы A, S, R, то 

dB s in R l og co t A R Г — 
J (sin 

2 P = — cos A sin 27J . 

2 J (sin Я" 2 — s i n R*) У s in A 2 s in i f 2 — sin i 2 8 

-arccos-
cos A sin Я" 

. l o g o o t - J - Л П 
'YamH*— s i n i 2 2 " b " " " 2 L J ' ^ 

г д е и н т е г р а л оканчивается о s in R = s in A s in üT, к а к м о ж н о в и д е т ь 

в у р а в н е н и я х ( 64 ) . 

П е р е м е н я я буквы и с р а в н и в а я д в а з н а ч е н и я Р, п о л у ч и м [ 1 Б З ] 

dR s in R log cot A. i2 
cos A sin 2Д" 

-cos A sin 21? 

J 
J 

(sin R- — sin R») У s in A 2 s in Я 2 — sin R* 

dR s in 2? log cot A. R 
(sin B2 — s in P 2 ) " / s i n A 2 s in 2? 2 — s in 22* 

= 2 a r e t a n g ( t a n g A cos I?) l o g co t i I T — 

— 2 a r c t a n g ( t a n g A cos IT) log cot - i - P , 
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г д е и н т е г р а л ы начинаются , к а к можно з а к л ю ч и т ь и з у р а в н е н и й 
(64), (65), о 

sin R — s in A s in В sin II 

ад? I и о к а н ч и в а ю т с я , к о г д а в ы р а ж е н и е п о д к в а д р а т н ы м к о р н о м инте 
г р а л а д е л а е т с я нулем. 

Е с л и п о л а г а е м [ i r , 4J 
sin u) s in •!/ 

в ш а = : .-— , (68) 
sin .I 

то н а х о д и м 

2B = *r — bh — f V ilr, 

к у д а надобно п о с т а в и т ь [ 1 Г ) б] 

l . / cos со cos '/-r- cos -1 cos a \ 
Г = -s~ log f-1 ; , (69) 

1 \ cos со cos 'j — cos A cos a / 

п о с л е чего [ 1 б°] 

~ , . . С 3 dx s i n * 
4P=2ar—Цк— c o s ^ s i n 2 c o • • v -, (70) 

J (sin со-—sin a 2 ) У s in ш 2 —sm a'- s m 4 l 
n 

а с р а в н и в а я д в а з н а ч е н и я Р , п о л у ч и м 

a rfa s in a 
cos J. s in in 2ш j 

J (sin Ш 2 -
- s in a 2 ) У s in со- — s in a- s in J . 2 

• cos A s in 2'1< 
J (sin '>2 -

о 

* di sin а 
- s in a-') У s in ф 2 — s in x- s in J . 3 

«OU 
. s m 1 + ^ , . s in (.4 + с о ) 

= со log - : — — } — •) log г , 
1 e s m (A — ^ 0 s in (.4 — со) 

г д е у г л ы A, ^, со но з а в и с я т д р у г от д р у г а п г д е и н т е г р а л ы окан

ч и в а ю т с я с 
s in со s in 

s in A I sin A 

н о г д е необходимо A > i и > eu. 
Н а к о н е ц , м ы видели , что 

j di{j г c o s e = j r di. 
0 0 

Зак. 468. H. И. Лобачевский, т. I 18 



2 4 2 О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ 

Если ставим сюда зпачонпе г (69), то п о с л е д н и й и н т е г р а л м о ж н о 
представить , р а с с м а т р и в а я в пом Л, « н е з а в и с я щ и м и , у ф у н к ц и е й 
от Л и я, а п р о ч и е п о с т о я н н ы м и [ | Б 8 ] : 

к 

Г , Г sin А (1А 
2 COS Ш (h COS О —г; гг. : ^ г = 

J J (sm Л 2 — s i n Ш-) cos у 
и A 

к 
О 

Г s in А , Г dA , 
= 2 cos eu I — cos a (/a I —; — ; K -4-

J cos 'j J s in A 2 — em cu2 

и ' A 

к 
. 1 Г , f dA cos A , s in (А Ц-си) 

-f—. <fa cos a -r— log —:—\-2—•—-f [тУ, 
1 В1П CU J J COS ' i J s in (A — tu) 

О A 

в послодпем д в о й н о м и н т е г р а л е , и з м е н я я п о р я д о к и н т е г р и р о в а н и я : 
н а х о д и м [ 1 в 0] 

2 
_ Г , , , s in (A -f- eu) sin a Г dA соз A , s in (A 4- <») 
2 r da = у l og . ) . — ~ A : •.— log . ; . 

J ь s in (A — ш) 1 sin ш J cos у & sin (A — eu) 

.4 

что вставляя в у р а в н е н и е (63), п о л у ч и м [ 1 6 1J 

it 

/

«b âА . , , . \ , . г— 2 у А , ['в2] 
8in (A- t - io ) sm(A — w) т 1 1 

А 

по г д е надобно вместо у поставить з н а ч е н и е (68) и потом рассма
т р и в а т ь одно т о л ь к о А переменяющимся , с л е д о в а т е л ь н о [ 1 0 S ] , 

Ю 1 l b I 1 9 Г y dy cos у 
В — шА cos си sin а 2 -—; т (71> 

2 2 J (sin у 2 — s i n a 2 ) / s i n a 2 —sin eu2 s in y 2 

где одно у р а с с м а т р и в а е т с я п е р е м е н я ю щ и м с я , а и н т е г р а л берется; 
от у до 

. , s in a 
s m у = — . 

s m eu 

I Д л я у = А д е л а е т с я Ь = оо, и п и р а м и д а Р п р о с т и р а е т с я бес 
к о н е ч н о . Тогда у р а в н е н и е (63) дает [ 1 6 4] 

А 

2 P = J d y - r c o s c p — AÄ. (72> 
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(74) 

то и д р у г о е в ы р а ж е н и е д л я Р о д и н а к о в о , к а к м о ж н о у в е р и т ь с я 
д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м [ 1 6 7J. 

Т а к и м жо образом, п о л а г а я в (71) у г л ы у и А р а в н ы м и , следо
в а т е л ь н о , и а = ш, н а х о д и м 

4 P = s in 2« Г A d A A log 8 Î n ( A + Ü > ) im 

то ж е в ы р а ж е н и е , что и ( 73 ) . Т а к о е значение о п р е д е л е н н о г о и н т е 

г р а л а 
А 

j* d\ • г cos ад 

м о я ш о , следовательно , р а с с м а т р и в а т ь к а к д о к а з а н н о е г е о м е т р и ч е с к и 

и а н а л и т и ч е с к и . 

Н о м о ж н о ещо ипачо н а й т и з н а ч е н и е Р , п р н м о н я я сюда в ы р а 
ж е н и е (51), и м е п п о : 

к 
7 

2 Р = J hdA 
А 

и л и , в с т а в л я я значение h и з у р а в н е н и й (64), 

4 Р = (dA log 8 ! N ^ + " I [ « - ] . (73) 
J s in (А — ш) 

A 

Н а к о н е ц , о с н о в ы в а я с ь на у р а в н е н и и (53), ещо м о ж н о п и с а т ь [ Ш 6 ] 

2 Р = — j dm log (sin A ein JE), 
о 

где S р а с с м а т р и в а е т с я ф у н к ц и е й от ш, а в с т а в л я я з н а ч е н и е H 
из у р а в н е н и й (64), п о л у ч и м 

16« 
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У р а в н е н и е (73), к о г д а с т а в и м сюда з н а ч е н и е А и з (64), м о ж е т 

быть еще продстаилопо [ 1 C üJ • 

• „ С 
1 ' = 8 1 1 1 2 ( 1 ) I —,„ , - , ( 7 о ) J е-'1 -\- е - — 2 cos 2са 4 ' 

и 
I Ч р е з сложепие и в ы ч и т а н и е подобных п и р а м и д с п а р а л л е л ь 
н ы м и ребрами, н к о т о р ы х в е л и ч и н у о п р е д е л и л и м ы в ы р а ж е н и я м и 
(73) и (75), м о ж н о составить вообщо в с я к у ю п и р а м и д у . Т а к , 
Р в у р а в н е н и и (63) м о ж е т быть представлено 

P = Pr—ly'-j-Pl — Pi, (76) 

г д е Р', Р", P j и Р 2 — трехсторонние п и р а м и д ы , к о т о р ы х р е б р а 
п а р а л л е л ь н ы высоте Ь п и р а м и д ы Р И з сих п и р а м и д у Р ' 
осповапне общое с Р , т . е. п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к , которого 
к а т е т ы a, А, у г о л ш п р о т и в А. Чтобы п о к а з а т ь , к а к и е т р е у г о л ь н и к и 
с л у ж а т основаниями о с т а л ь н ы м т р е м п и р а м и д а м и к а к о в о и х поло
ж е н и е , заметим п р е ж д е следующие л и н и и и у г л ы . В п р я м о у г о л ь 
ном треугольнике н з к а т е т о в а, Ь, и г д е 6 у г о л п р о т и в Ь, назы
ваем с гипотенузу . В п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е и з катетов А, с 
называем, к а к это было в ы ш е , г г и п о т е н у з у и с? у г о л п р о т и в с 
(см. у р а в . 63), f у г о л п р о т и в А. П а р а л л е л ь н а я с Ъ от п р я м о г о у г л а 
м е ж д у а к h делает с с у г о л 

I A — 4 = F(c-f-c2). (77) 

Л и н и я d п р о и с х о д и т от п р о д о л ж е н и я с ч р е з в е р ш и н у п и р а 
м и д ы Р и о п р е д е л я е т с я тем, что от к о н ц а ее п а р а л л е л ь н а я с b 
делается п е р п е н д и к у л я р н а к d и , с л е д о в а т е л ь н о , к плоскости 
т р е у г о л ь н и к а из А, с, г. О п у с к а е м т е п е р ь п е р п е н д и к у л g от этого 
к о н ц а d на п р о д о л ж е н и е г ч р е з в е р ш и н у п и р а м и д ы Р и н а з ы в а е м I 
отрезок от п р о д о л ж е н и я г. Т а к п р о и з о й д у т п р я м о у г о л ь н ы е тре
у г о л ь н и к и : с к а т е т а м и A, cA~d, к о т о р ы й будет основанием п и р а 
м и д ы Р", и г д е пусть \ — у г о л п р о т и в А; с к а т е т а м и д, r~\-l — осно
вание п и р а м и д ы P j j н а к о н е ц , основание п и р а м и д ы Р 2 , с к а т е 
т а м и g, I, и где п у с т ь у — у г о л ; п р о т и в I. З а в и с и м о с т ь углов и 
боков в сих т р е у г о л ь н и к а х о п р е д е л я е т с я в д о п о л н е н и е к у р а в н е 
н и я м (64) и (65) с о з н а ч е н и е м подобно тому, к а к было в ы ш е 

0 = F (c ) , D = F ( d ) , G-=F(g), L = ¥(1), 
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601 
еще у р а в н е н и я м п : 
I соз С cos 6 = cos Л, 

cos D cos ;i = cos G, 
sin С = s in A sin 7?, 
t a n g |i = cos L t a n g G, 
t a n g X = cos H t a n g (A—y), 
sin R = s in H s in C, 
t a n g f = cos H t a n g C, 
s in D = t a n g f t a n g ц ; 

и з д в у х п о с л е д н и х н а х о д и м 

sin D = t a n g a cos И t a n g С; 

з а м е т и м , что (77) дает [ 1 7 1 ] 

sin D -

С05 

(78V 

sin (A — y) sin С 

cos D == 

1 — cos (Л — y) cos С ' 

cos ( A — ^) — cos G 
1 — cos (A — y) cos С ' 

к у д а в с т а в л я я cos С и з п е р в о г о у р а в н е н и я (78), 

s in D-

П о с л е него 

sin С cos у 
sin А 

t a n g [А : 

cos D = 

cot А _ 
= cös~Zr ; 

sin y_ 
sin А ' 

[ IT*] . 

с р а в п и в а я с з н а ч е н и е м t a n g œ в у р а в н е н и я х (64), з а к л ю ч а е м [ 1 1 â ] t 

тс 

I 

У р а в н е н и е (68) и в т о р о е у р а в н е н и е и з (78) д а ю т 

s in а = cos G, 
с л е д о в а т е л ь н о [ 1 7*], 

В с т а в л я я сии з н а ч е н и я в у р а в н е н и я (78) , п о л у ч и м 

cos С cos у = cos А, 

sin С — sin A s in В, 

сов Lf=oot eu t a n g а, 

t a n g X = сов i f t a n g (А—у), 

sin R = s in H s in A sin i ? ; 

(70) 
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40« 

ооли к тому полагаем 

А ' ^ г + 7, 

то, п р и м е н я я сюда уравпонпо (75), п а х о д п м 

htlh f «* 
Р' = s in 2ш 

A _ [ _ C - L ' A _ 2 COS 2(0 ' 

A JA 
_j_ e-iift — 2 cos 2k ' 

A' dh' 
P i = = 6 m ( 2 w _ 2 ; . ) J е,.й. + е _ 2 У + 2 с 0 8 ( 2 ш _ 2 л ) ' 

P.j = s in 2i J | e* + e - » . f : 

(80) 

-f- 2 cos 2u> ' 
г д е все и н т е г р а л ы н а ч и н а ю т с я от н у л я . И л и , у п о т р е б л я я выра

ж е н и е (73) д л я п о д о б н ы х п и р а м и д : 

4 Р ' = J c f A l o g sin (А 4 - °>) 
s in (А — ш) ' 

А 

к 

4 P . « f ^ l o g . B ? ° ( . f + .\ } , J 6 em (А — X) 

4P, • в Г cia log « M « + » - * > 
1 J ° 8in(co — a — 

4 P = J da log 
s in (со 4 - a) 
s in (со •— a) 

(81) 

«в? I В сих значениях (80) и (81) пирамид можно переменять А, в> 
на Ь, ty, и обратно, оставляя А и а, для составления значения (76) 
пирамиды Р ['«J. 

Рассматриваем еще пирамиду, которой основание трапеция 
из линий А, а, а', А', перпендикулярных по порядку друг к другу, 
и которой одно ребро, перпендикулярно к основанию в точке пере
сечения а с а ' , прочие с ним параллельны. Продолжая означать 

A = Y (a), # = F ( A ) , Д ' « F (a'), # ' = F(A') 
величину такой пирамиды, находим (51) [ 1 7 8 ] : 

—£hdA, 
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н а ч и н а я и н т е г р а л от а = 0 и, где надобно , п о с т а в и в ш и (21 ) 

sin A cos / / = c o s Л', 

р а с с м а т р и в а т ь А и Л н о р о м о н я ю л ш м и е я . Если р а з д е л я е м эту п и р а 
м и д у на дпе т р е х с т о р о н н и е плоскостню чрез робро , п е р п о н д и к у -
л я р п о е к основанию и п р о т и в о п о л о ж н о е ему в с о е д и н е н и и h с h', 
н а з ы в а е м со у г о л п р о т и в h в п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е и з a, h 
и с р а в н и в а е м в е л и ч и п у ч е т ы р е х с т о р о н н е й п и р а м и д ы о суммою 
д в у х т р о х с т о р о н п и х ( 75 ) , то п о л у ч и м [ 1 7 9 ] 

Г hdh Г h'dh' • 
J ë'h-j-e~ih — 2 c o s 2 i o ' J e-h' - f - t - ' i h ' - f - 2 c o s 2to ~~ 
о о 

a 
1 Г j o s in A -f- cos А / ш 

i n 2<u J s in A — cos A' ' 
4 s m 

в д е с ь п о с л е д н и й и н т е г р а л с о с т а в л я е т с я и з д в у х 

2 j dx Jog t a n g x — 2 J* dy log t a n g y 

it , A — A' it — A' 

60S 

от x = — -i 2 — д о x = - a 

A - f - A ' it A ' . 
о т у = = | ^ д о y = y [ 1 8 0 ] ; 

н о по свойству сих и н т е г р а л о в м о ж н о п р и д а т ь еще т а к о й ж е м е ж д у 

г р а н и ц а м и — ~~<̂ ~ и \ » 1 8 1 ' ' т о г д а в с е Т Р И с о е д и н я т с я в о д и н 
м е ж д у г р а н и ц а м и 

it А — A' ^ + 41_JL 
4 + 2 И " 2 4 ' 

И т а к , 

[ С hdh , Г h'dh' = 

J е и _|_ е-2й — 2 сое 2со J e 2 V _ ) _ e - 2 V _ | _ 2 соз 2 » 

' . = : * Г g < f e Г-Ю1 (82) 
2s in2cu J «• + «-« 1 J v 4 

от Ä = 0, Ä' = 0 ; от 
a- = l o g c o t ^ H g ) 

2 - l o g c o t ( A ± i 1 ) . 
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О т н о ш е н и я между А, А', Л , Л ' о п р е д е л я ю т с я у р а в н е н и я м и [ l ö ; i J 

l a u g ш = cos II t a n g Л , 

cot ш = соя IF t a n g Л ' , 

и еще ураннениом [см. (22)] 

t a n g TT = sin / / " t ang Л, 

следовательно , 
t a n g IF = t a n g to t a n g H, 

отсюда 
cos Л ' — cos A t a n g to, (83) 

ею e ^ ' = i - c o t ш(е* — с - » ) - } - ] / " i - c o t a > s ( e » — e- ' ' ) 2 + l t 1 8 " . 

а к р а й н и е з н а ч е н и я д л я J будут h' — h и h' A-h [ 1 8 Г ' ] ; д л я A = oo-
н а х о д и м h' = oo, A = ш, Л ' = -^ ш. После чего 

Г (eh-\-e-b)hdh _ 1 Г 
J ëih-\-e-ih—2cos2to s into J с:А-с:У (84> 

г д е и н т е г р а л в отношении к г борется от г = log cot-^- to д о г = оо. 
Если в уравнение (82) вместо h и А' в в о д и м А и Л ' , то [см. (73)J 

п о л у ч и м [ 1 8 в ] 
1С к 

f ^ i o g 8 4 ^ + % г ^ i o g c o 3 ^ ; - ° i i = 2 г 
J 6 s r a ( A — to) ' J cos (Л - j - to) J e*-f~e-»' 

и л и , п о л а г а я A ' = A Av 

f ^ l o g S i n ^ + t ü ; 4 - f ^ . l o g ^ i f +"1 = 2 f -4^-, (85) 
J ь 8 т ( Л — to) 1 J 1 5 s m ( i 1 — « ) J e«-f-e-* 

< n I г д е интегралы берутся от Л до Л = от Л , = 0 д о [см. (83)) 

sin А1 = сое A t a n g to [' 8 7] 

п от г = log cot (—у—^) д о г = log cot ("* ~ y l t ) . Н а д о б н о заметить» 
что в у р а в н е н и и (85) числа , от к о т о р ы х берутся л о г а р и ф м ы , п р и 
н и м а ю т с я всегда п о л о ж и т е л ь н ы м и . 
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j ydX. 

2 

2 
R 

В с т а в л я я сюда з н а ч е н и я X , Y и з у р а в н е н и я к р у г а [ ш 0 ] : 

sin X s i n Z = s i n 2 ? 

и с р а в н и в а я д в а з н а ч е н и я д л я о б ъ е м а конуса , н а х о д и м 

л 

s i n X - f - l / s i n X 2 — e i n - f f i 2 . _ 
dX l o g . . у а . = — « l og ein E, 

s in X — у в т XÀ — s m Кг 

d Y cot Y log co t ~ Y u l o g s i n i Z 
° [ 1 9 IJ. Vein Г 2 — ein 22a 2 sin 22 

R 

* Все дальнейшие интегральные вычисления впервые расшифрованы и ме
стами исправлены А. П. Котвльниковмм в прямечдших к в тому тексту. [Приме
чание главного редактора]. 

Д л я А=*АХ ураиноние (85) доластси [ l h 4 | 

f dA Jog *Щ±*{ = 2 f _ ^ £ _ . ( 8 6 ) J ь в ш ( Л — eu) J e-"-f-e-« ^ ' 
о 

П о с л е д н и й п н т е г р я л н а ч и н а е т с я с 2 = logcot<o, 

Чтоб п о к а з а т ь еще н а н е к о т о р ы х п р и м е р а х , к а к м н о г о т е о р и я 
о п р е д е л е н н ы х и н т е г р а л о в м о ж е т о а ш д а т ь от в в о д е н и я н о в ы х 
н а ч а л Г е о м е т р и и , мы з а й м е м с я в ы ч и с л е н и е м по р а з л и ч н о м у спо
собу объема п р я м ы х п и р а м и д и к о н у с о в *. 

I П у с т ь основание п р я м о г о к о н у с а — к р у г , к о т о р о г о п о л у п о п е -
р е ч н и к г, а ц е н т р с л у ж и т н а ч а л о м к о о р д о н а т а м х, у точек н а 
о к р у ж н о с т и . П о л а г а е м 

22 = F (г), X = F ( a O , Y—F (у). 

К о г д а бока п а р а л л е л ь н ы с осью, то объем конуса , к а к мы 

в и д е л и (53), будет • 

— « l o g s in Л 

и м о ж е т быть еще в ы р а ж е н и н а ч е (51) [ 1 8 9 ] : 
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И н т е г р и р у я по частям, п е р в ы й и н т е г р а л п е р е м е н и м в 

г. 

X dX cos А" к j ] / s i n Л'- — ahiR2 2 
it 

1оЬ ' (1-Т-соз /0 [ l 0 2 ] , 

к а к л Л е ж а п д р н а ш е л д в а эти послоднпо и н т е г р а л а (Suppl . a u x 

Exerc ices do calcul i n t é g r a l . T . I ) [ I D 1 J . 

Если высота конуса не бесконечная , то в п и р а м и д е , которой 

нысота А та же , что и конуса , и которой оспопиииом служит тре

у г о л ь н и к из х, у, о значаем с, q л и н и и от в е р ш и н ы д о к о н д а у на 

о к р у ж н о с т и и до д р у г о г о к о н ц а у на оси х; ш — у г о л q с к, о — 

у г о л с с А, 0 — у г о л с с q. Д а л е е , п о д С, Q, S р а з у м е е м у г л ы 

F (с), F (q), F (А). Т а к а я п и р а м и д а д а н а у р а в н е н и е м (61), которое 

в настоящем случае долаотся fl0*J 

<РР — d* dO de cos 8 (ee — е - с ) й . 

" u I И н т е г р и р у я в о т н о ш е н и и к с от с = 0, п о л у ч и м 

л J Q D J Jft й / 2 cos С . 1 - | -cos С \ . . . . . 
4 d?P = d<ü d8 cos 8 I —;—77- — l o g — 1 [ 1 0 8 1 . 

\ s m C* 1 — cos С j L J 

Ставим сюда 

cos 0 cos С = cos Q 

и интегрируем в отношении к 8 от 8 = 0 : 

4 t fP = rfco(-3^7,— 2 s in 8 log c o t - J - C ^ 
\ s in Q ö 2 / L J 

наконец , ставя 

sin Q = sin .ffsin X , 

t a n g со = t a n g ffcos X, [le7] 

t a n g 8 = cos F t a n g Q, 
п о л у ч и м 

йоъНуаХ . ccos F s i n X ^ X 
2 d P " 1 - sin Д> s in X* + S l n g 0 0 3 g cos С (1 - sin Д» s in X>) ( 8 ? ) 

д л я A c = oo, следовательно и Я " = 0 , н а х о д и м снова в ы р а ж е н и е (Ы) 
элемента в п и р а м и д е с п а р а л л е л ь н ы м и р е б р а м и . 
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I aoeYdY=~(l — ein 22), 
В 

после всех приведений заключаем: 

"S" 

Г c i F s i n Г с о в F l o g c o t - i - F « l o g ( c o t \ - C t a n g ~ Л ) 

J (sin F 2 — s i n CT2) Vein F» — sin if» 2 sin Ä cos Я" 
R 

(88) 

г д е sin C = sin 2Z~sin В. И з этого интеграла следуют все те, к кото
рым Г. Л е ж а н д р приходит помощию эллип|тичоских функций 
(Exercices de calcul intégral , euppl. à la 1-е partie, par Legendre) . 

Если основание п и р а м и д ы — т р а п е ц и я , которая составляется, 
когда от вершины у* опускается перпендикул на ось у и здесь 
отрезывает к началу коордонат линию а, то полагая А = F (а), 
надобно ставить [см. ур . (21)] 

sin X c o s F = cos А, 

и тогда уравнение (87) сделается [ т ] 

А 

•J 
А 

dYsin F c o s F W c o t - i - F 
2 Р = с о в Я с о в А 

(сов F 2 — sin Я 2 cos A*) / c o s F 8 — сов A* 

dCein C log c o t i - , С , , ч 

- с о в Я е т Я с о в А г - — — - — Г . .' . га . ( " ) 
(cos С 4 — s i n № сов А*)У s in A 2 s in Я 2 — sin С 2 

П о е л е д н и й интеграл берется от eiu С=ein A s in Я д о sin, С = 
= ein Я сов A t a n g F. Пирамида Р происходит в таком случае ие 

I Интегрирование уравнопия (87) в отношении к А" дает 
конус, г д е высота стоит в начало коордонат x, у л где оспопанио 
ограничено линией, которая определяется уравненном м е ж д у X 
и У. Например, когда основанио круг, то с и г постоянны, 

ein X ein F = sin it". 

В таком случае, распространяя интеграл на все основание 
конуса и сличая с значением, какое было найдено п р е ж д е (55), 
заметив к тому, что здесь 
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соодгшония д в у х т р е х с т о р о н н и х п р я м ы х , ил к о т о р ы х в е л и ч и н а 

| » к а ж д о й может быть в ы р а ж о п а , к а к мы | в и д е л и , суммою и н т е 

г р а л о в такого вида [см. (70) п (80)]: 

hdh 
е-'' - } - е-** — 2 cos 2ш ' 

и 

г д е со — постоянный у г о л . 

Сравпевпе интегралов п пайденпые вновь определенные интегралы, 

Слодуюгцпб дпойные и н т е г р а л ы з а с л у ж и в а ю т в н и м а н и я (46): 

П 1С 

Я а) el'o sin 'Ь /l — <x2"sin W sin с?'-' _ я 
l — a^sin^2 2~Vl — a " ' 

о о 

г. к 

Y -i 
С Г dty do cos i|) ] / l — a2 sin •J'8 s in 9 2 

J J Г— a* sin >y 
о 0 

= # ( « ) . (91> 

Б у к в а Д" означает эллиптическую ф у н к ц и ю , и м е н н о : 

к 
2 

Я ( « ) = f , ^ , 

J У1 — a * s in с?2 

и 
eu I Если берем д р у г у ю э л л и п т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю 

к 

т 
Е (a) = j d<? У1 — a 2 s in f, 

то д в а интеграла (90) и (91) п р е д с т а в л я ю т свойство сих двух: 
эллиптических ф у н к ц и й : 

a 
itg Г . xdxEjx) 

2 У 1 — <х2 J (1 — a : 2 ) / с е 2 — а;2 

•сЛ(х) J ад 
ж 2 ' 
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И з у р а в н е н и й (90) и (91) ещо следует 
п -

V т 
d'ld's s i u c t s i n у r.i 

j § Y 1 — sin a a s i n s i u ' • s ' 
il о ' ' 

J sin ç \ 1 — sin a sin cp / = тса, 

a 

с о 

J e 2 » - ( - f i - 2 a ; - f - 2 c o s 2 a 4 s i n a L J ' ^ ' 
о 

I Этот и н т е г р а л был и з в е с т е н д о сих п о р т о л ь к о д л я о = . Спра
в е д л и в о с т ь его м о ж н о д о к а з а т ь и д л я числа > 1 вместо cos 2a. 
Т о г д а о н сделается 

со 
( е т — е _ х ) ж cte г я J fiüx_L.g-2a;_L.e2«_|_e-2c< 2 ß* — в-« 

О 

и л и , что все р а в н о , 
+оо 
Г x d x — ~ 

J е«-а;_(_е-сц-х 2 " a ' 
—оо 

Этот и н т е г р а л моясет быть еще п р е д с т а в л е н , с л е д у я н а ш е м у 
о з н а ч е н и ю , 

+оо 

J* xdx s in F (x — a ) = ira. 

- oo 

Д и ф ф е р е н ц и р у я в о т н о ш е н и и ic a, н а х о д и м д л я ц е л о г о числа i: 

-t-oo 
j * x dx s in (2i - f -1) F (x — a) = îta, 

—со 

I j a ; f o s i n 2 t F ( a ; - « ) = 2TC(l-f- l . + A + . . . + . _ i - I j 

—со 
П о л а г а я здесь a = 0 и F (») = », п о л у ч и м 

тс . 

J ^ s i n 2 b l o g c o t i ' f ^ 2 , ( l - f - i - T - . . . - b ¥ ^ I ) . 
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J e ' ^ - f - e - 2 * —2cos2co 2 s i n » J ь 2 1 J v 

о 0 

С о е д и н я я этот и н т е г р а л с (92), поставя сюда - j ' — с о вместо со, 
п о л у ч и м [ а 0 1] 

оо 
Г exxdx и(тг —2ш) . I Г j л л. 1 

I — = - - А -, I dco 1о£Г c o t — со, 

J e 2 i B - 4 - e - t o — 2cos2co 16 • соз со 1 4 B in со J ь 2 и 

Г e ~ X X d X ^ - " ^ - ^ - г - - ! - f d c o l o g C O t l c o . 

J e '-*-f-e- 2 l B — 2cos2u) 16 cos со 1 4 s m o o J ° 2 
о 0 

* « I Д в а определенные и н т е г р а л а , к о т о р ы х з н а ч е н и я м ы т е п е р ь 
д а л и , могут быть п р е д с т а в л е н ы еще помощию и н т е г р а л а 

/
xdx 

ех-\-с-х — 2 cos со ' 
о 

который будем означать д л я к р а т к о с т и 

If (ж, со), 

к о г д а он берется от х = 0, и просто будем п и с а т ь 

Х(со), 

когда х = со. Этому интегралу , во -первых, п р и н а д л е ж и т то свой
ство, что 

L (со) — L (ъ — со) = cos со L (2ш) [2«Б], 

L(x, со) — L(x, тг — со) = cos со L (2х, 2ш). 

У р а в н е н и е (93) дает еще 
1С 1 

L(co)4-L(ir — с о ) = dcolog cot —- со [ 2 0 б ] . 
х 1 s m со J 6 2 

и 
От интегралов 1 ( ж , со) з ависит много д р у г и х , Т а к [см. (64), (78) , 
(74), (75)]: 

/
,„, cos (; — со) 

® l o S c o s ( ; + l u ) = s m 2coL (x, 2<o), (94) 
о 

J , , c o s « 2 

d c o . l o g — - - — — • • • , = 8 i n 2 c o ' I ( a ; , 2co) рот], 
... С08 (CO -f- 5) COS (со — i) 4 / I J> • 

Мы виделп (84), что 
оо 
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г д е 
COS (S — со) 

COS ( , -f- eu) ' 
X = log 

И з сих д в у х интегралов видно, что L(x, 2ш) зависит также от 
интеграла более простого 

— j dx log cos x = Ф (a:)j 

«23 

именно : 

sin 2ш L (x, 2<o) = Ф (со + с) - f Ф (ш — £) — 2Ф (ш) ( 9 5 ) 

г д е 
gx 1 

Интеграл (94) дает ещо такой ['Зс9] : 

/
»d» , . c o s ( ; — с о ) т - , „ . „ , „ ч 

7 П \ 7i г = • о l Q g 7 П ^ ~ L ( X > 2 с и ) - ( 9 6 > 
C 0 S ( » 4 - œ ) С 0 3 ( , — с о ) 81П2со COS (Я - j - со) 4 1 ' 4 ' 

о 

Л е ж а н д р рассматривал такого р о д а интеграл (Exercices do cal

cul intégral , T. II, page 217) и д л я ^ = -\- находит строку в сину

сах кратной д у г и со, но как такою строкою может быть предста

влена Ф(со), то выражение (95) подает оредство к подобному р а з 

ложению и д л я всякого S. 

И з уравнений (64), (65), (67), (76), (79) и (80) после всех п р и 

ведений находим : 

• ci; sin » log cot у S 
sin 23 cos a cos <o • — 

^ (sin 3 3 — sin »'-') У sin a 2 — s i n P 

, / t a n g «cos» созтЛ . , l _ . 
«= 2 arc tang — ° - 0 log cot 3 -f-

° \ s in p COS û> / 2 

4 - e i n 2ш £(2.2:, 2a>)—sin (2co — 2\)L(2x, 2co — 2X) 4 -

4 - s i n 2 X L ( 2 y , it — 2X) — s m 2 c o L ( 2 i / — 2ж, it — 2 w ) , (97> 

г д е 

е л 

6in со = t a n g a c o t j3 ; s i n t\ = c o t a t a n g £, 

, , t a n g 3 c o s cu , t . c o t X = b ~ r ( t a n g и 4 - t a n g a s i n Ç), 
s in \ 

œ = l o g c o t - J - p ; y = l o g ( c o t A 8 c o t A - - n ) . 
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sin 23 cos a cos со 
(sin 3 2 — s i n Ч2) Y sin a 2 — sin & 

, / t a n g a cose C O S T ) \ . 1 0 , 
= 2 a rc t a n g ъ • log cot — ,3 4-

° \ s m 3 cos to J ° 2 ' 

4 -e in2 ' |>L (23J / , 24) —ein2>/L(2a : ' , 2X ' )4 -

+ s in (24 — 2k')L(2i/, tz — 24 -J- 2k') — sin 2tyL (2yr — 2xr, 24) pi : 

где 

& \ 1 C O S , C O S T| / 

I 2 / - 2 ^ = logfC 0 3!+C° 3fV 
1 ^ Ö \ C O S ? — С 0 8 3 / 

, , . C O S £ C O S 7) 

t a n g у = t a n g се -г—3 , 

° ° sin p cos eo 

t a n g X' = cos to cot a. 

П о д о б н ы м образом у р а в н е н и я (70) и (76) дают 
о лГ~—ö5 : — 9 С a da s in a 
2 c o s c o ] / s m 3 2 — emeu 2 I • • = 

J (sin eo2 — s in a 2 ) у s in ß 2 — s in a 2 

о 

= 2a Qi' — l) — 2h a r c sin i^^j ~ s i n 2uiL 2to) 4 -
4-sin2XL(2A, 2X) —sin(2eo — 2 X ) i ( 2 / j ' , тс — 2co 4-2X)-j-

4-sm2cü£(2Z, it —2(») [ 2 1 2 ] , 

где 
2h' _ 2 ; _ j _ log 0 0 8 ш Увал, ß 2 — s i n a 2 4- cos a j / s i n ß a — sin со2 

cos со y"s in ß 2 — s i n a 2 — cos a ] / s i n ß 2 — sin eo2 ' 

„ T . s in (eo 4- a) 2? = log . ) ~ i, Sin (eo — a) 

Можно п р и с о е д и н и т ь еще сюда у р а в н е н и е 

, s in З 2 t a n g а 
s in a cos a cos 3 (1 — cos ; cos TJ) cos 3 

Е щ е иначе п р е д с т а в л я е т с я значение того ясе и н т е г р а л а 

d ; s i n U o g cot y % 
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, „ I о , , л cos ci + у yj n у- — sin uj-
cos о)— y «in y -— sin u/-' 

£5 
SLi iacoä tus in y j 

Н а к о н е ц , у р а в н е н и я (71) it (70), с переменою в п о с л е д н е м ш, h, <Ь 
н а 6, <о дают ['-'';J 

'J (VJ COS '1/ 
(sin >i-' — sin а-) У': 

cot (и) — À) = l a n g о. cot ? -J- У У-' — s i u ^ у sin ^ - s i n 

2 s i n a l / £ m > - - s m a * ( y ^ o s ^ 
J (sin >!.-' — sin я'-) У s in S-' — sin -V-' 

— -j log ( S*U ''' УГ ! 3 т ß'2 — s*u ~r~ s m a У 8 Ш ft~ — s m ''-f2 \ 
l s iu 4 y 7 s in S- — s in a- — sin a ]/siiï~y-— siiï^Â' / ~ Г 

+ sm2'L7,(2&, 24) — s in 2\L (2b, 2/.) + 

+ s in (24 — 2 л ) £ ( 2 А ' , я — 2 0 + 2).) — sin 2-]>X(2Z, т. — 24), (99) 

г д е 

2Ä' = 2 ^ + log J c o s 6 У8*" У- ä n ä 5 + cos a l / s i n p« — s in <j,a 1 
I cos 4 "| /sin p 2 — sin a'-' — cos a У s iu y- — s in 6 s J ' 

n 7 , f l / s i n fs2 — sin a 2 4 - cos a 1 
«27 2 ? = log \ 1 , 

1 l / s i n y — sin a"— cos a 

/ cos i + lAsin B2 — sin 6 2 1 

2/, « log Г/--,;, • -т., -
1 cos 4 — У s in ß- — sin 4-1 V sin 3'- — sin a- "l/sin 3- — s in 4 2 

co t (4 — X) = t n n g 4 co t № + — Î - — : n , • ,„ • 
4 ' ' 0 1 г I s m a COS i s in fi-

И п т е г р а л ы (97), (98), (99), к а к н е о п р е д е л е н н ы е , м о г у т с л у ж и т ь 

д л я и н т е г р и р о в а н и я во всех с л у ч а я х с обращением , е с л и н у ж н о , 

вообраясаемых в д е й с т в и т е л ь н ы е . О н и т а к ж е могут быть п р и в е д е н ы 

о д и н к д р у г о м у . И х з а в и с и м о с т ь о т к р ы в а е т с я в с р а в н е н и и зна

ч е н и й п и р а м и д ы (67), (70), (71). Т а к [ 2 1 4 ] : 

5 ä\ s in ; log cot — S 

(sin З а — s in ;•-*) j / s i n a a — sin p 

s in a 2 — sin £2 f ù d 4 c o s 6 

' s in a cos a 2 (sin 3 2 — s i n £*) I (sin i 2 — sin a 2 ) / s i n Z>2 — sin 6 2 

, (100) 

Зли. KS. H. И. Лобачевский, т. I 17 
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. , t in ' ' sill 4 
.sill b — . , 

sm II 

cos 3 sin 4 
s m a = 

sin 4 = 

cos a 

У sin «- — sin 
/ s i n 3- — sin ; 2 

рассматривая «, й п о с т о я н н ы м и , 4 одио п е р е м е н я ю щ и м с я в и н т е 

г р а л е . 
Д р у г о о сравнение дает [- i rj 

а 

, Г 4 </4 COS 4 
'2cottu s m e - J (sin 4'- — sin rs>-) У sin a'-'— sin 4 2 

, sin f Л.-r-w) , sin (A 4 - 4 ) , 
sin ( Л — ujj е s in (Л — 4) ' 

, cos со cos 4 4 - c o s Л cos о , 
- 4 - » l o g ;—• , - 4 -

cos œ cos 4 — cos A cos » ' 

. , . . Г » cfo s in о ' 
4-cot A s m 24 . :—' 1 , (101> 

J (s i i io- — sin 6 2 ) ] / s i n c e - — s i n » 2 
о 

j Sill >1) . . . где sin A =--.—•-: sin о = s m a sm m: п р о ч и е в е л и ч и н ы н е з а в и с я т 
Sin a x 

д р у г от друга , и г д е и н т е г р и р о в а н и е в о т н о ш е н и и к 4 п р е д п о л а 
гает о постоянным, к а к и обратно. 

Помощию геометрического р а с с м о т р е н и я п а ш л и м ы (88), что 

к 
2 

J rf; s in ; cos £ log cob~l ^ l o g ( c o t ^ - a t a n g A c) 
= — - - , (102) 

(sin E2 — sin a 2 ) y s in ç2 — sin b'1 2 s in b cos с 

г д е 

sin a = sin sin c. • 

Моясно п р и д т и к этому и н т е г р а л у , р а с с м а т р и в а я д в о й н о й [ 2 1 6 ] 

dp do s in о 2 Я (1 — p à s in о'-) (1 — n'2 s in ер2) 



H. II. Л0БАЧЕВСК1Ш — «и НАЧАЛАХ ПСиМГЛТИИ» 251» 

ело I от )) = 0 п от « = 0 д о ? = — ; il после и н т е г р и р о в а н и я , в том и 
д р у г о м п о р я д к е , п о л а г а я 

cos ; , cos h 
s m о = ; ;> — cos b; н = . 

cos b cos a 
Т а к и м лее образом м о ж п о н а й т и значение о п р е д е л е н н о г о инте

г р а л а ( 1 0 2 ) , к о г д а в з н а м е н а т е л е вместо siu; '- — s i n « - будет вообще 
п о л и н о м с ч е т н ы м и с т е п е н я м и siu ;. 

В и н т е г р а л е ( 102) п о л а г а я 

, / s i n S2 — sin b-. • „ _ cos b 
t a n g о = — . > s i n i — > 

s m о cos с cos о 

п о т о м и н т е г р и р у я п о ч а с т я м , н а х о д и м [-17] 

Y 
» do s in о 

(1 — sin с- s in 'f'-) / s i n у 2 — sin <?-

« l o g 

631 

cos с - } - / l — sin f- s in c'-
2 cos Tf cos -j-c2 

(103) 
2 cos с / l — sin f2 sin c-

— д р у г о й и н т е г р а л более общий, н е ж е л и н а й д е н н ы й Л е ж а н д -
р о м ( S u p p l . a u x Exerc ices de ca lcul i n t é g r a l . T. I ) . 

Е с л и и н т е г р а л (103) р а з л а г а е м в строку п о с т е п е п я м s i n e , то 
п р о и з в о д и т е л ь п р п s i n e с п о к а з а т е л е м п ц е л ы м п о л о ж и т е л ь н ы м 
ч и с л о м будет [ ш ] 

< s in -f" log —— , 
2 ' ö c o s f 

следовательно , строка остается с п р а в е д л и в о й и тогда , к о г д а вместо 
s i n e ставим , п р е д п о л а г а я п р и том s i n e > sin f. Т а к п о л у ч и м , 
п е р е х о д я от вообралсаемых к д е й с т в и т е л ь н ы м [ 2 1 9 ] , 

I '.srfosin о - a rc cos 
/ c o s c\ ' 
\ COS f / 

(sin c- — sin o - ) / s i n f ~ — s in o- 2 cos с У sin с- — s in 4 2 

. ( 1 0 4 ) 

Д л я с — то и д р у г о е в ы р а ж е н и е п н т е г р а л а д а е т [ 2 2°] 
Li 
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U n i i ' ipa. i (lu-l). когда с (ода поставим -f вместо иереме-
ияетсн и такой | :"-'J: 

J (rfiii'i- — sinjj-j VH m ' f " — sin a-

K j a r c t a n g s " ^ V ^ - r i u ^ 3 j 
I p nos a - j - cos ,i~ ' j 

•2 sin 3 У s iu a- — s iu 

Можно бы у м н о ж и т ь подобные п р и м е н е н и я к о п р е д е л е н н ы м инте-

езз г р а л а м но]мощыо тех у р а в н е н и й , к которым п р и в о д я т и с чи с ле н и я , 

о с и о ш ш н и е на новых н а ч а л а х Геометрии . Особенно долясно заме

тить »TOT обширный р о д интегралов , к о т о р ы й з а в и с и т единственно 

от познания одного 

— j dx log- cos x = Ф (.с), 

и л и , предстапляя строкой, 

о о 
Ф(x) = хlog 2 — sin 2л4-sin 4с — и т. д . P J J , 

ОТКУДА 

Ф ( * 4 - * ) = * ( * ) 4 - « l o g 2, 

ф а:) 4 - ( F f a : ) ^ к log 2. 

Особенные с л у ч а и : 

Ф(0) = 0, Ф (*) = ,: log 2, ф ( у ) = у Ь ё 2 . 

Заключение 

После того, к а к м ы н а ш л и у р а в н е н и я (17), к о т о р ы е п р е д с т а в -

«34 л я ю т зависимость уг |лов и боков т р е у г о л ь н и к а ; к о г д а , н а к о н е ц , 

д а л и м ы общие в ы р а ж е н и я д л я ^элементов л и н и й , п л о щ а д е й и 

объема тел, все прочее в Г е о м е т р и и будет у ж е а н а л и т и к о й , г д е 

и с ч и с л е н и я необходимо д о л ж н ы быть с о г л а с н ы м е ж д у собою и 

н и ч е г о ие в состоянии о т к р ы т ь н а м нового , ч е г о бы не заключа-
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л о с ь п тех н е м н и х у р а в н е н и я х , откуда д о л ж н ы быть нзнты нее 
о т н о ш е н и я г е о м е т р и ч е с к и х в е л и ч и н д р у г к д р у г у . И т а к , если на
д о б н о п р е д п о л а г а т ь т е п е р ь , что какое-нибудь п р о т и в о р е ч и е п р и 
н у д и т впоследствии о п р о в е р г н у т ь начала , п р и н я т ы е н а м и и этой 
н о в о й Гоометрпи , то это противоречие, может т о л ь к о скрыпатьсн 
п с а м ы х у р а в н е н и я х (17). З а м е т и м однако ;к, что .чти урмннопия 
п е р е м е н я ю т с я в (20 ) с ф е р и ч е с к о й Т р и г о н о м е т р и и , к а к скоро вме
сто бокоп а, Ь, с с тавим а у — 1 , h'У—Г, <•.)/' — 1 ; по к обыкно
в е н н о й Геометрии и с ф е р и ч е с к о й Т р и г о н о м е т р и и везде в х о д я т 
о д н и с о д е р ж а н и я л и н и й : следовательно , о б ы к н о в е н н а я Г е о м е т р и я , 
Т р и г о н о м е т р и я и эта н о в а я Г е о м е т р и я всегда будут согласны 
м е ж д у собой. 

Е с л и т е п е р ь а н а л и т и к а с н о в о й — назовем воийра.ипшюи Гео
м е т р и е й , в отличие от употреошпельгши— с о г л а ш е н ы у ж о м е ж д у 
собою, то м о ж п о о ж и д а т ь от тон и д р у г о й в з а и м н о г о пособия . 
Это о ж п д а п и е каягетсн но без о с н о в а н и я поело того , как , п р е д 
п о л о ж и в ш и собственно д о с т и г н у т ь только одной ц е л и — д а т ь общио 
п р а в и л а д л я и з м е р е н и я всех г е о м е т р и ч е с к и х в е л и ч и н , — и д я п р я м о 
к э т о й ц е л и и д о з в о л и в ш и себе мимоходом т о л ь к о н е к о т о р ы е п р и 
м е н е н и я , м ы были в состоянии о т к р ы т ь з и а ч е п и я о п р е д е л е н н ы х 
и н т е г р а л о в , к п о з н а н и ю к о т о р ы х одной а н а л и т и к е , без пособия 
Геометрии , т р у д н о было бы п р о л о ж и т ь д о р о г у . 

Оставалось бы и с с л е д о в а т ь , к а к о г о р о д а н о р е м е н а п р о и з о й д е т 
от в в е д е н и я в о о б р а ж а е м о й Г е о м е т р и и в М е х а н и к у , и н е в с т р е т и т с я 
л и з д е с ь п р и н я т ы х у ж е и несомнп те льиых п о н я т и й о п р и р о д е 

i в е щ е й , но к о т о р ы е п р и н у д я т нас | о г р а н и ч и в а т ь п л и совсем н е 
д о п у с к а т ь зависимости л и н и й и у г л о в . О д н а к о ж м о ж н о п р е д 
в и д е т ь , что п е р е м е н ы в М е х а н и к е п р и новых н а ч а л а х Г о о м е т р п и 
будут того лее рода , к а к и е п о к а з а л Г . Л а п л а с ( M é c a n i q u e celes te . 
Т. I , Liv. I , Cli. П) , п р е д п о л а г а я в о з м о ж н о й в с я к у ю з а в и с и м о с т ь 
с к о р о с т и от силы, и л и — в ы р а з и м с я вернее — п р е д п о л а г а я силы, 
и з м е р я е м ы е всегда скоростию, п о д ч и н е н н ы м и д р у г о м у з а к о н у в со
е д и н е н и и , н е ж е л и п р и н я т о м у сложению их. 



ПРИМЕЧАНИЯ 

['] В изданиях сочинения < О началах г е о м е т р и и » — к а к первом, 
так и втором — после слова <.оного» .-запятая была пропущена. В этом 
виде фраза приобретала другой с м ы с л — получалось, что скорость 
н массы тел служат мерою движения , в то в р е м я как Лобачевский, 
конечно, хотел сказать: «Вечность и одинаковость раз сообщенного 
движения (где скорость слуиснт мерою оного) п массы различных 
тел — такого рода истины, которые требовали времепн, пособия других 
познании и ожидали гения». Отсутствие запятой ввело в заблуяедепие 
и проф. Эпгеля, который перепел эту фразу так: cDie ewige Dauer 
u n d Uiiverätitlerliclikeit einer einmal e r thcüteu Bewegung, die gemessen 
wird durch die Geschwindigkeit eines Körpers und durch die Massen 
verschidenen Körper, das sind die Wahrhe i ten . . .» . 

[-] Лобачевский употребляет термин «одинаковы» там, где мы те-
перь говорим «конгруэнтны», и «равны» —там, где мы говорим «равно-
составлены». О понятии равносоставлеппости см. В . Ф. К а г а н , «О 
преобразовании многогранников», ГТТИ, 1933 г. 

[в] Следует отметить, что указанное Лобачевским свойство трех 
главных сечений — невозмояшость провести четвертое сечение, удваи

вающее чпело ч а с т е й , — я в л я е т с я топологи
ческим признаком трехмерности простран
ства. 

[4] Сумма телесных углов с общей вер
шиной, заполняющих все пространство, 
обычно считается равной 4я. Лобачевский 
принимает се равной 2тг, т. е. д л я измерения 
телесных углов он берет единицу, вдвое 
большую обычной. Поэтому телесный угол 
между двумя плоскостями ЛВА^ п АСАХ или, 
как ого называет Лобачевский, плоскостной 
угол, обычпо считается равным двойному 

двугранному углу а ю ш двойному сферическому у г л у а. Лобачев
ский же считает его равным двугранному или сферическому углу а. 
Такой способ измерения телеспых углов иногда представляет некоторое 
преимущество сравнительно с обычным. 
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fr'] Доказательство итого положения, данной Гауссом п Лежандром, 
•приведено в статье «Упенпе о параллельных линиях п открытие 
неевклидовой геометрии'» н а стр. ">7— 58 . 

["] Если в треугольнике ЛВС м и слоиспм сначала телесные у г л ы А 
•и В, т. е. плоскостные у г л ы , ограниченные плоскостями 0АВЛ1 п 
ОАСЛл и плоскостями OL'C'ß, и 0ВАВи то 
получим 

A-\~B = --\~S—OAJJlC, 

где S — телесный угол, соответствующий 
треугольнику ABC. Еслп ещо прпбавпм те
л е с н ы й угол С, т. е. угол меяеду плоско
стями ОСВ1С1 и OCU,*?,, р а в н ы й S + OA,Л,С, 
то получим тг -{- 2.S'. Таким образом 

А + Л -f- ( 7 = 1 7 4 - 2 . ? . 

.Из этой формулы д л я треугольника получим формулу, данную в тек
сте д л я многоугольника, разделяя многоугольник диагоналями на 
треугольники. См. «Геометрические исследования», черт. 15 . 

f7] Если мы спроектируем из центра правильный многогранник на 
сферу с тем ж е центром, то па сфере получим сетку пз правильных 
сферических многоугольпиков. Так как в каждой верпптнв много
угольника сходятся t стороп, то к а ж д ы й сферический у г о л в много-
угольнике будет равен ~ , а телеспый угол с верщпноЦ в центре, 
соответствующий одной грани, по предыдущей формуле будет равен 

2« 
m -• (m — 2 ) тг 

2 * 

Повторив эту сумму п раз, получим 2г.. Отсюда 

тЦ — {,п—2)-
п _ — 2г. п [2m — (m — 2 ) i ] « = 4(. 

[8] Занимающая одну страницу работа Gruner t ' a пмеет заглавие: 
«Einfacher Beweis der von Cauchy und Euler gefundenen Sütze von 
Figurennetzen und Polyedern» . 

[9] Переходя к определению тригонометрических велпчин, Лоба
чевский пользуется прямолинейным прямоугольным треугольником, 
если имеет место евклидова геометрия, и прямоугольным треуголь-

'ликом на предельной сфера — в неевклидовой геометрии. 

. [Ю] 8 in( i?4 -2cu) .—sin J? — 2 sin со cos (В-{-а), 

..cos (В 4~ 2to) — с о з Б = — 2 sin to sin (В -\~ to). 
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["] Г. eiipime ллшнк.'тн сказанного убеждаемся таким образом. 
Построим прямоугольный треугольник с гипотенузой of и прилежа
щим углом К (с) и обозначим н нем катет, прилежащий к углу F (с), 
череа другой катет через m п прилежащий к нему угол — через 
F (.r) l ) . Фтот треугольник, как утверждает Лобачевский, будет пметь 
in'fipoiï катет, pai:ur.rü У. Докажем ято. 

П р и м е н я я к мтому треугольнику формулы (3), 
(4) , (.')), мы получаем: 

2 Ь'С) = * > ' — *) 4 - F ( я ' 4 - * ) , (I) 

2F (с) = F («' — х) — F (а' + .г), (Ц) 

2F (и) = F («.' — с) - j - F (а ' 4 - с), ( Ш ) 

2F (х) « F («' — с) — F (a' + с), (IV) 

2 F (.г — ///) 4 - F (с 4 - Z) = (V) 

2F ( с - Z) + F ( * + »>«) = £ . (VI) 

Сравнивая уравнение (IV) с (3), имеем 

- — 2F (;г) = к — F («' — с) - f F (а ' + с) = F (с — а') F (с - f а ') = 2F (а) 

или 
F (л) 4 - F (а), 

откуда г = а. 
Сравнивая (ГП) с (4 ) , имеем 

— 2F (т) = - — F (а ' — с) — F (я ' 4 - с) = F (с — «') — F (с -f- а ' ) == 2F (&') 
или 

- 1 = F ( » 0 + F ( u ' ) , 

откуда m — V, что п требовалось доказать. 
Уравпеипя (I), (П), (V), (VI) могут быть теперь переписаны таким 

образом: 

2F (Z) = F ( a ' — а) 4 - F (а ' 4 - »), 

2F (с) = F (а ' — а) — F (а ' 4 - а), 

F ( e _ < i ' ) + F ( c + Q = J l , 

F ( c - 0 + F ( a 4 - ß ' ) = Y -

Из сопоставления этпх уравнений с (3 ) , (4 ) и ( 5 ) мы не мо
жем еще заключить, что катет 1—Ъ, как говорит далее Лобачевский 

] ) Так как каждому углу соответствует такой отрезок х, при котором этот 
угол есть F(x). 
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(« . . . оставляя л то же »р»:мя b и S беа перемены»). Справедливость 
ятого равенства лытекяст ил дшшкго н и ж е построения Лобачевского, 
связывающего прямолинейный треугольник со сферическим, (см. 
примечание 13). 

Допустим, однако, что I = h, и прилежим к данному треугольпику 
АБС с элементами 

6, F (« ') , с, F ( 'О- « 

треугольник с элементами 

Ь, F (с), a', F (а), у 

(существование которого сейчас доказано) так, чтобы у них совпали 
равные катеты (чертеж а или о). Мы получим следующую теорему: 

/ fr, 
с/ b 

/Fib') F ( e j \ 

Если два угла F (с) п F (с,) (черт, в) имеют общую вершину и общую 
сторону п на стороне угла F (с) мы отложим отрезок cl = OAl, а на 
стороне угла F (C[) — отрезок с =0А, то перпендикуляры, опущенные 
из точек А и Ал па общую сторону, будут леясать н а одной прямой^ 
длппы этих перпендикуляров будут соответственно р а в н ы а и alt 

еслп через F (а) п F (а,) обо- О 
значим образовавшиеся при 
точках Ау и А у глы, причем 

F ( a ) 4 - F ( « ) = y > 

Р ( а 1 ) + Р ( « 1 ) = Т -

M 
с/ ^ 

/4^ а 

Я а, "fy^Nv 

À' 
Из этой теоремы выте

кает решение следучощнх 
задач: ' 

Пусть нам д а н отрезок с, соответствующий у г л у параллельности 
F (с). Требуется найти: 
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1) для данпого угла F ("с,) соответствующий отрезок с,, 
2) для даппого отрезка с, соответствующий угол F(с , ) , 
3 ) для данного отрезка а угол F (а), 
4) для данного угла F ( a , ) — отрезок а,. 
P e i n e н и е. Построим (черт, в) данный угол F(c)=AiOH, отложим 

па одной пз его сторон отрезок OK—с и опишем пз О радиусом OK—с 
окружность. Перпендикуляр , восставленный в точке 7л к линип OK, 
будет параллелен линии 0 .1 , . 

1) При точке О построим угол КО А = F (с,), отложим на его сто
роне отрезок OA — OK = с и пз А опустим перпендикуляр на ОК. 
Этот перпендикуляр отсечет от стороны 0АЛ отрезок 0А1—с1. 

2) Отложим па стороне угла F (с) отрезок 0А1 = с1 п пз точки А1 

опустим перпендикуляр па ОК. Этот перпендикуляр пересечет линию 
OK л точке Л между О и К п, следовательно, пересечет окружность 
в некоторой точке А. Соединяя точку А с точкой О, мы получим угол 
^ 1 0 A ' = F ( r , ) . 

3 ) п 4 ) Строим треугольппк АОЛ по гипотенузе с и катету а д л я 
решения задачи 3 ) п по гипотенузе с и у г л у F (а,) для решения 
задачи 4) . К треугольнику ОЛА пристраиваем треугольник 0ЛАг 

с углом F (с) при точке О и катетом ОЛ. Тогда ЛА1=а1 и угол при 
точке л ( = F (а). 

['-] На основании сказанного, по данному прямоугольному тре
угольнику с гипотенузой с, стороны и углы которого (по порядку) 
равны 

Ь, F (я'), г., F ( b ' ) , в, (I) 

можно построить еще р я д треугольников: 

6, F (r), a ' , F (а), 3 ' , (П) 

•Ь F ( 3 ) , «, F (а ' ) , 3 ' , ( Ш ) 

T, F (а), ,3, F ( b ' ) , (IV) 

а, F (с), ft', F (3 ) , а' , (V) 

а, F ( b ' ) , с, F (а ' ) , h (Г) 

применяя каждый раз указаннуго Лобачевским замену и оставляя 
без перемены то катет, стоящий в начале, то катет, стоящий в конце 
строки. 

Последний треугольник тождествен о первым, п дальнейшее 
построение треугольников по правилу Лобачевского привело бы к по
вторению предыдущих. 

Таким образом по данному треугольнику АВО можно построить 
еще четыре новых. 
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П р и л о ж и м эти т р е у г о л ь н и к и ".чип к .другому ряяпымп катетами. 
В яти пить треугольником нхочят величины 

По образцу уравнений (3) п (4) мы можем написать двадцать 
уравнений между величинами (VI) . Но десять из ппх будут след
ствиями десяти уравнепнй (0), (7) и (8), данных в тексте, и пяти 
соотношений (УП). Из десяти уравнений, написанных по образцу (5), 
в тексте приведено шесть уравнепнй (урав. 9 п 10) и опущены сле
дующие четыре для треугольников (П) и (ГУ): 

F ( c - b ) + F ( a + ß') = y , 

F ( « _ ß') + F(c4-b) = JL, 

F ( « - ï ) + F ( b ' + «') = ! - . 

ЬЧ*' —«') + l?(« + T) = Y. 

Если мы приложим к треугольнику ABC (I) треугольники (П) 
п (V), то получим чертеж (а), который позволяет решить такую 
задачу: 
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Дан угол параллельности F (с), соответствующий отрезку с. Тре
буется ллл отрезка / построить отрезок с в я з а н н е й с / соотношением! 

Па стороне данного угла F (с)— -0 .17; отложим отрезок АВ = 1 
(чоцт. <7J, на точки В опустим перпендикуляр ВО на сторону OA и 
продолжим его до пересечении и точке С с окружностью, оппсшшоп 

А 

пз точки .1 радиусом АС—с. Угол OA С будет равен F (Г). П р и т о ч к е С 
строим угол 0C7J == OA!/ = F (с) п находим точку D пересечения его 
стороны CD с продолжением катета АО. Отрезок 0В = Х. 

[ 1 а] См. примечание 11 . Действительно, возьмем лолучеппый Лоба
чевским сферический треугольник А'ВС. Н а радиусе AB отложим 
отрезок АВ1 — а' п в точке В^ восставим перпендикуляр В101 к пло
скости Л ' Л Л ; он будет параллелен с радиусом АС, ибо угол CAB — 
= F ( a ' ) . Через этот [перпендикуляр проведем плоскость, перпендп-
кулярную к линии АА'. Эта плоскость пересечется плоскостями ABA' 
и АСА' по прямым В1А1 и AlGi, перпендикулярным к АА'. П р я 
мая AjOj будет параллельна с B1Ci и с АС, как линия пересечения 
двух плоскостей АСА' и А1В1С1, проходящих через две параллельные 
прямые АС и В^О^. Мы получаем, таким образом, прямолинейный 
прямоугольный при- точке А1 треугольник АВ1АГ В нем гипотенуза 
будет а'; катет АА, — Ь, так как А 1 0 1 параллельна с А О и угол АхАО— 
— F(b) ; к а т е т А ^ ^ 3 ^ т а к 1 ш е А 1 С 1 п а р а л л е л ь н а с . В 1 0 1 и угол В ^ С ^ 
= F (?') ; острый угол А = F (с) ; острый у г о л Ву = — F (а) = F (а) , 
так как сумма углов при трех параллельных лезвиях АО, ВуСх и A j O j 



ранен -„"•, я при леишн АС ра-раниа г., угол л:*.: при ле.пиш 
иен !''(«). 

Ciüi.ii. между сферическим треугольником А'ВС с элементами F ( V ) , 
1 (ni, !'('')• Ffjî'), F (с) н двумя iip:iM<>. ншейними треугольниками 
•с элементами 

», V{h'), с, ! • > ' ) , /У, ( ! | 

,3', ï(a), F (с), ft, (IT) 

о которых говорится в примечании 11, 
моя;по представить очень просто при 
помощи следующего построения. 

Вообразим снова сферическая тре
угольник А'ПС с катетами F (с), F(a') , 
противолежащими углами F (a), F (ß') 
н гипотенузой F (fr). Опустим из вер-
шип с»стрых углов А' п С перпендику
ляры A' D п СЕ ла радиус сферы, про
веденный к вершине прямого угла В. 
Если рачиуе сферы .1.1' мы сделаем равным а', то в треугольнике 
ADA' гипотенуза будет А А' = а', острый угол Л — F(c) . Таг; как но ги
потенузе и острому углу треугольник определяется вполин, то тре

угольник ABA' будет тоягде-
отвен с треугольником (II) п 

AD=l>, A'D = y , 
/_AA'l) = F(a). 

Если же радиус сферы .1С сде
лаем равным с, то в треуголь
нике АСЕ гипотенуза будет 
АС=с, острый угол .1 — F ( a ' ) 
п треугольник АСЕ будет тож
дествен с треугольником (I): 

ЛЕ=Ь,СЕ=а, /_АСЕ = Т?(Ь'). 

[ и ] Вообразим снова сферический треугольник А'ВС о катетами 
CB = F(a'), Л'Л — F ( c ) , противолежащими углами F(,V), F (a) и 
гипотенузой A'C = F(h), о котором говорится в примечании 13. Этому 
сферическому треугольнику будут соответствовать два прямолинейных 
треугольника с элементами 

a, F(b') . с, F (a'), Ъ, (i) 

F(«) , a', F (с), ft. (П) 
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Из норшнп С и А' опустим перпендикуляры A'D п СЕ на радиус AB в 
через точки I) и Л' пропадем линии ВМ п A'L, параллельные с АС. 

Будем увеличивать радиус сферы, удаляя его центр А по пря
мой АС, проводя сферу всегда через точку С и не изменяя положения 
плоскостей . ICI ' и ACD. На изменяющейся таким образом сфере мы 
строим прямоугольный сферический треугольник AAlfi 1), у которого 
одна вершина находится в точке С, другой вершппой слулсит точка Л 3 

в пересечении сферы с прямой A'L, и третья вершина В1 выбирается 
так, чтобы она всегда оставалась в плоскости ACD. Так как пло
скости ACLA' и ACDM не меняют своего положения, то угол F (я) 
при вершине С, а следовательно, и а остаются постоянными; будет 
оставаться постоянной и величина а, связанная с а соотношением 

F ( ö ) 4 - F ( a ) = y . 

Поэтому, если мы предположим, что радиус изменяющейся сферы 
равен с или а' [см. примечание 13], то в прямоугольных треугольниках 
(I) и (II), соответствующих изменяющемуся сферическому треуголь
нику AJÏfi, при увеличения радиуса сферы a, F (я), a, F (а) будут 
оставаться постоянными, с н а ' будут возрастать до бесконечности, 
F(b') будет стремиться к F (а), и F (3') к F (а) (см. чертеж на стр. 2G9). 

Если мы представим себе, что радиус сферы с центром А равен с,, 
то, как мы видели в примечании 13, длина перпендикуляра СЕ, опу
щенного из постоянной вершины С па радиус AB, будучи равна а, 
будет оставаться постоянной, и радиус ABt прп увеличении с всегда 
будет касаться окружности, лежащей в плоскостп ACDM, описанной 

*) На чертеже этот треугольник не изображен. 
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ыз центра С радиусом, ранним а, и и пределе обратится н ось У> 
предельной поверхности, K a c a i o i n y i n e u топ :i:e окружности, ибо н пре
деле 1_ АСЕ = F ( / / ) == J'1 (и). 

Таким образом треугольник J Л С, 
который вначале совпадал с А' ВС, н п р е 
деле , когда центр удалится в бесконеч
ность, совпадет с треугольником XML, 
начерченным на предельной поверхно
сти, осями которой служат прямые Л(', 
A'L и DM. Пределом дуги СЛ., = F ( M 
будет д у г а NL, пределом дуги СВ, — 
= F ( a ) — д у г а NM и пределом дуги 
B1Al = F(c) — д у г а LM, и мы будем 
иметь 

А'С ¥{b) LN 

Ihn 

' i 4 

Л[В\ , F (с) LM 
F(ft') 

Более строгое доказательство читатель найдет в «Новых началах», 
ст. 137 . 

[1 Б] Если примем во внимание, что F ( « ) - f - F ( a ) = - ^ - , то получим: 

1 
сов F ( а ) 

1 

. 1 + s i n F (a) 1 - t - cosFfcO 1 
cos F ( а ) am F (a) 

— t g F ( e ) = 
1 — sin F (а) _ 1 — cos F (a) 1 

cos F (a) sin F (а) Ь 2 W > cos F (а) 

[ 1 в] Если в последних формулах изменим знак при а, то получим; 

ЧY F ( - а ) = *в y ^ — : f ( а ) ) = c t s T F 

ctg i - F ( - а) = c t g - J - (к - F (a)) = tg ~ F (a), 

т. е. вторая формула перейдет в первую, и обратно. 
[ п ] П е р в ы й множитель левой части этого равенства получим, 

положив в предыдущей формуле 

F 0 ' 4 - « ) 1 
l i m - ^ - ^ - = t a n g T F ( e ) 

a — ß вместо а и а' - | - ß вместо а ' . 
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[1%>\ Ес.:т tjr ~ F (а) обозначим для краткости а (а), то уравнение (11 , 
обратится н функциональное уравнение д л я (функции »: 

ПЛИ 
?<»?(.'/) = ?(* + ?')• 

Это уравнение, как известно, ири непрерывной функции <р(л;) лмеег 
только одно решение: 

о (.с) — с и с . 

Лобачевский печатает « — — 1 , с одной стороны, «по причине неиз
вестности, какая линия берется единицей», а с другой — потому, что 
с увеличением длины х угол параллельности долясеи з'.меныдаться. 
Это последнее соображение требует, чтобы а было числом отрица
тельным, так что моясно положить s (х) = е-*1, где а > 0. Если теперь 
увеличим единицу меры в а раз , то число х заменится числом — 
и формула примет вид » (х-) = с~х\ по единица меры этим фиксирована. 

Формула (12) является основной и теории параллельных Лобачев
ского. По поводу нее см. также примечание 28 к «Геометрическим 
исследованиям» (стр . 152). Связь мояеду отрезком х п соответствующим 
углом параллельности F (а;) можно представить в другом виде при 
помощи гиперболических функций: 

sin F (x) — -г1—, cos F (x) = th x, t g F f r ) = - , — , (I) ' d i x 4 ' shar 

<ч'.чи в фо!).мулах 

2 t g - i - F ( z ) 
sin F (о;) = 

cos F(x): 

t g F ( x ) : 

l 4 - t g * f F ( œ ) 

l - t g a f F ( g ) 

1 + t S a T F ( x ) ' 

2 t g f F (я) 

l — t g S - J - F C a r ) ' 

мы заменим t g ^ - F ( x ) через с - х . 
Проф. Штекель обратил внимание на то, что угол параллельности 

F (я) связан очень простым соотношением с углом а>, введенным 
зще Ламбертом 1 ) ; он имеет в а я т о е значение в теории гипербо-

!) J. H. L a m b e r t — Observations trigonométricmes. Mémoires de Berlin, 
Année 1708, стр. 327—354, Berlin, 1770. Ср. также Zusätze zu den Logarithmischen 
und Trigonometrischen Tafeln, стр. 182, Berlin, 1770. 
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лическнх функций к п и е и г E i u i i j j i n ; t > • 

дермана. 
Угол ш имеет следующее г с ( М е 

трическое значение. Построим окруж-
пость с радиусом, ранним единице, 
и равностороннюю гиперболу: 

х 2 -f- iß — 1 , x'-' — iß = 1. 

Проведем радиус-вектор гипербо
л ы OF, через F—линию, параллель
ную оси х, до пересечения с каса
тельной ВВ в точке В и линию OB. 
Обозначим прямоугольные коорди
наты точки F через х и у и по
л я р н ы е ее координаты — через г, ? , угол БОИ 
чаем формулы (учитывая, что 011= ОС): 

У 
у = г sm <?, — х 

1 

гуд>:рм>игнаиа - по имени Гу-

• через со. Тогда полу-

х — г сон с(п , ( 

у = t g ш, . -'— = s i n ш 
(Щ 

COS ш 

Еслп в круговых функциях 
АЕ = а'тш, C i -L=cos<u, BB=tg<a 

будем рассматривать аргумент со не как меру у г л а ВОЕ, а как удво
енную площадь сектора ВОЕ, то аналогия между круговыми и ги
перболическими функциями сделается ясиой. Действительно, обо
значая через и двойную площадь гиперболического сектора BOF, мы 
из уравнении гиперболы имеем 

О О 

откуда получаем: 

COSJ о 

1 , 1 + tpr '-? 
Ill : 

2 1 — t g o In tî (т+?), 
BD = tg a = tli и, 
ОС = а; = ch. и, 

Сравнение этих формул с формулами (I) и (П) дает: 
th. и = cos F (и) = sin со, 

1 1 
cos eu' 

Sh M : 

ch и = 
sin F (м) 
c tg F (и) = tg со 

и показывает, что 

Зак. 458. H. И. Лобачевский, т. I. 18 
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[ U ) | Па уравнения (12) мы имеем формулы 

2tff4-W 2 
s i n F (ii) — 

COS F(rt) = 

t g F ( « ) = 

F( , j ) + c b " : 

1 — tg' 3 F (a) , . a _ r - n 

l - f - t g a JL F ( ( l )

 — t * - + - c - « 

2 t K ~ F ( n ) 2 

• = llwi, 

cos o - F(rt): 

KHI - - F («) : 

1 - tg'-' l F (я) <-'" — s h 

1 

Y1 + ^ 7 F (") ^ 4 - c-« ' 

t g - И ' Ч " ) 

(I) 

) Л 4 - tg 2 4. F («) Ve" -\- e-« 
Применим яти формулы к следуготпм четырем .из формул (С) и (7) 

2F fa) = F (с — а') + F (с + а ' ) , 2F (Ь) = F (а' — а) 4 - F (я ' 4 - а), 

2F(ö ' ) = F ( c — а') — F (с-\~ a'), 2F (с) = F (а ' — я) — F (л' + а). 

Первая даст нам: 

sin F (а) = sin r l F ( c - 0 + i - F ( c 4 - a ' ) 

= s i n — F (с — я ' ) cos y F ( с - f a') + sin ~ F ( c - f - a ' ) cos ~ F (c — я ' ) = 

4 - e -V,(e + nO ' / , ( с - а Ч 

] / > c 4 _ e - 2 c _ j _ e vo' 4 . e - 2 o ' 

или, если обозначим 

У е*<= 4 - с - 2 0 4 - c 2 « ' 4 - е - 2 " ' 
через Л/, то получим: 

sin F (я) = M (с'1' - j - с - 0 ' ) -

Подобным образом получаются 8 равенств: 

sin F (а) = J f (ея' + е-в'), 
sin F (V) = J f (с»' — е-"') , 
cosF(a ) = J / ( e e — c _ c ), 
cosF(b ' ) = jlf(e° 4 - e _ c ' ) ! 

sin F (ft) = i Y ( c « - ) - e - « ) , 
sin F (с) = i V ( c « — е _ а ) , 
c o s F ( 6 ) = ^ (e« ' — в " " ' ) , 
cosF(c) = N i e 0 ' 4 - e ~ a ' ) . 

(И) 
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Па формул i l l ) , прнннмни ьи i-.uitм»un»- формулы (I) и раиеистпо 
F (а) - j - -F (et) = ~ , находим нее формулы (13) между алиментами прямо
угольного треугольника. Так например, разделяя (ГГе) на (II-1. при
нимая но шшмшшо (I,) и указанное равенство, получаем f 1 3 1 >. При 
.чтом формулы (13.,) и (13.,) получаются дна раза. 

Jüciu мы применим одну из формул (13) , ие оодерясатую танген
сов, к треугольникам, о которых говорилось н примечании 12 , то мы 
получим формулы ( 1 3 , ) , (13.,) , (13,.). Поступая таким ясе ойразом 
с какой-нибудь из формул, содержащих тан
генсы, получим формулы (13.,) , ( 1 3 4 ) , (13 Г ( ) . 

[ 2 0] Ыеперу принадлежит следующее мномо-
нпческое правило .тля запоминания формул, 
связывающих элементы прямоугольного сфери
ческого троуголышка. 

Разделим круг радиусами на пять частей 
и, пропустив в сферическом треугольнике п р я 
мой угол , запишем в каждом секторе катеты, 
дополнения (до —j гипотенузы и острых углов в том 
порядке, а котором они встречаются при обходе треугольника. Мы получаем 
д л я треугольника с гипотенузой с, катетами a, b и противолежащими 
углами Л, В «-диаграмму», изображенную па чертеже а. Выберем 
какую-нибудь часть и назовем ее 
средней частью; лежащие рядом с ней 
назовем прилегающими и две осталь
ные—противоположными. Тогда пра
вило Непера таково: 

1. Синус средней, части равен про
изведению тангенсов прилегающих частей. 

2. Синус средней части равен, про
изведению косинусов противоположных 
частей. 

Подобное ж е правило мы можем дать н для запоминания формул 
( 1 3 ) и (14 ) Лобачевского. 

Составим схему, отличающуюся от предыдущей тем, что теперь 
рядом с частью, относящейся к катету, находится часть, относящаяся 
не к прилегающему углу , а к противолежащему (чертеж <7). 

Тогда формулы (13 ) и (14 ) составятся по такому правилу *): 
1. Косинус средней части равен произведению котангенсов прилегающих 

частей. 
2. Косинус средней части равен произведению синусов противолежащих 

частей. 
1) Это правило принадлежит А. П. Котельнккову. [Примечание главною редактора.) 

1Я« 
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Молено д.ni треугольника Лобачевского сохранить и правило Не-
п•••pu бе;» изменения, ce. in возьмем следующую схему: 

Вместо кашсшш; а. Ь мы йсрем Ооиолнения 

{iiti их углов по/ш.цельности, т. с. 

F (а) = I — V (a), F (?) = * — 1? (<0, 

инее/но .чшчшенц.т с — ее цгол параллельности F (с) 
» ?;яс«олдли'.ч у?як элементы и углы треугольника 
ни диаграмме п таком порядке, чтоои между частя
ми, относящимися к гипотенузе н катету, нахо
дился угол, противолежащий катету (чертеж в). 

Применяя к такой диаграмме правило Heuepa , получаем все фор
мулы (13) и (14) между тремя частями прямолинейного прямоуголь
ного треугольника. 

В некоторых отношениях удобнее пользоваться диаграммой в 
и правилом Непера и его первоначальном виде . Действительно, прямо
линейному треугольнику с элементами 

«, F (ft'), с, F (n'), ft 

соответствует, как было доказано выше (примечание 13) , сферический 
треугольник с элементами 

F (с), F ( Л , F (ft), F (я), F (я ' ) . 

Строя д л я этого сферического треугольника по правилу Непера 
диаграмму, мы должны в секторы по- порядку вписать 

F ( C ) ) | - - _ F ( 3 ' ) = = F ( & ' ) , | - F ( f t ) , -J— F (a), F (a ' ) . ' 

Тогда мы, очевидно, получим ту ж е диаграмму в, как и для соот
ветствующего прямолинейного треугольника. Таким образом одна и та 
же диаграмма принадлежит как прямолинейному, так и соответствую
щему сферическому треугольнику. 

Но только мы должны рааличпым образом по диаграмме опреде
лять элементы соответствующего ей сферического и прямолинейного 
треугольников. Д л я прямолинейного треугольника сектор F (с) соот
ветствует гипотенузе, элементы определяются по выше данному 
правилу: 

a, F (я') , с, F (ft';, b. 

Д л я сферического треугольника гипотенузе соответствует сектор F (8), 
а элементы определяются по правилу Н е п е р а 

F (с), | - _ F ( f t ' ) = F ( 3 ' ) , | _ _ F ( 3 ) = F ( f t ) , ~ — F (a) = F (a), F (я ' ) . 
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Так как д л я этих двух треугольников мы имеем одну и ту же 
диаграмму, то по правилу Heuepa для обоих мы получим одни п те 
лее формулы. 

Построим теперь диаграммы .тля прямолинейных треугольников, 
о которых говорится в примечании 12: 

ft, F ( я ' ) , c, Y (IS), a, 
ft, F(c), F (a), Jj', 
• r, F(j i) , a, F (« ' ) , 
f, F (a), 3, F («.'), 
a, F(c), / / , F (ß ) , a ' . 

По данному 
рядку 

выше правилу мы до.тлагы в секторы вписать ПО по-

- J - F ( o ) = F(ß), F (ft'), F (с), Vui'l — F(ffl) . = F (a); 

J _ F ( f t ) = F(ß), F(«) = | ~ F { « ) , F (a'), F (c), •к 
- F f f O = F(ft'); 

y - F ( t > = F ( < 0 > F (»'), F (a) = -~ — F (a), F (p) = - | ~ F (fc), TZ 

2 : — F (PO = F(ft'>; 

- | - F ( y ) = F(C), F (ft'). F (Й - 4 - F (ft), F (a)= J - F (a), ¥ „ F ( a ' ) =oF(ftO; 

| - _ F ( « ) = F(a), F(B) = | - - F ( f t ) , F (ft'), F (С, "2" - F ( a O = F(a') 

Очевидно, что д л я всех этих треугольников мы получим опять 
ту ж е диаграмму е. В этой последней мы можем, следовательно, 
любой сектор принять за сектор, соответствующий гипотенузе или 
катету, или острому углу , и по одной и той ж е диаграмме написать 
элементы всех пяти треугольников. 

Н о мы видели выше, что каждому прямолинейному прямоуголь
ному треугольнику соответствует сферический треугольник, имеющий 
ту ясе диаграмму. Поэтому пяти прямолинейным треугольникам, о ко
торых сейчас идет речь , будут соответствовать пять сферических тре
угольников и д л я всех этих десяти треугольников — пяти сфериче
ских и пяти прямолинейных — мы имеем одну и ту же диаграмму 
и одни и те зке десять основных формул, получающихся пз диа
граммы по правилу Непера . 

Положим, например, что сектор F ( a ' ) соответствует гипотенузе 
прямолинейного треугольника, а сектор F ( f t ' )—гипотенузе сфериче
ского треугольника; тогда элементы этих треугольников будут: 

д л я прямолинейного 

ft, F (с), V , ~ - F ( a ) = F ( a ) , &'; 
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лля сферического 

-J — b » = F (я), F (6), F i ? ' ) , — F ((.•) = F (т), F (a ' ) . 

Иногда ириходитеи польаоваться формулами, содержащими четыре 
элемента треугольника. 

Отметим елелующие две формулы. Если в диаграмме с секто
рами (1), (2), (3), (4), (5) но правилу Непера напишем формулы 

sin (2) = cos (5) cos (4), sin (3) = cos (1) cos (5) 

п умножим первое равенство на cos (1), вто
рое на cos (4), то будем иметь 

cos (1) sin (2) = sill (3) cos (4) = 
= cos (1 ) cos (4) cos (5), 

равенство, которое составляетоя по следую
щему правилу: 

Возьмем в диаграмме по порядки четыре элемента; произведение коси
нуса первого на синус второго равно произведению синуса третьего на ко
синус четвертого. 

Сравнивая два в ы р а ж е н и я sin (5): 

s i n (5 ) = t g ( l ) t g ( 4 ) , 

sin (5) = cos (2) cos (3), 
имеем 

tg (1) tg (4) = cos (2) cos (3), 

т . е. произведение косинусов двух соседних элементов равняется произведению 
тангенсов элементов, с ними рядом лежащих. 

[ S 1] Если в формулах (14) мы введем катеты а, Ь, с вместо соот
ветствующих им углов параллельности , F (a), F ( b ) , F (с), пользуясь 
формулами (I) примечания (18), то вместо формул (14) мы будем 
иметь формулы 

cli с = cli a cli b, cli с = ctg A c tg В, 
ska = sh с sin A, t h a = tgA sh b, (I) 
th & = t h e cos A, cos .4. = ch. я sin J3, 

отличающиеся от соответствующих формул сферической тригонометрии 
{15) только тем, что вместо тригонометрических функций от ка
тетов и гнпотенуаы сферического треугольника стоят гиперболические 
функции От катетов и гипотенузы прямолинейного треугольника. 

Аналогия этих формул с формулами сферической тригонометрии 
представляет некоторое удобство. Но, с другой стороны, 'формулы 
(13) и (14) Лобачевского, в которых вместо сторон треугольника вве 
д е н ы соответствующие им у г л ы параллельности, представляют то 
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шгурам: десяти треугольникам, 
п четырехугольникам, о ко-

больнюо преимущества П е р е 1. | | | | . р м у Л 1 1 М И il), что они нее могу! быть 
получены но правилу Непера из диаграммы и (примечание, 2 0 ) , ко
торая принадлежит 1"> различным 
о которых говорится н примечании 20 
торых будет речь » при
мечании 4 1 . Одна и та-
лсе диаграмма устанав
ливает снизь между 15 
фигурами. 

Формулы (15) здесь 
выведены в предполо
жении, что и, b, с, А 
и В все меньше ~ . До
казательство же их пра
вильности д л я других 
случаев Лобачевский 
дает в «Новыхначалах.?, 
ст. 1 4 4 . 

I22] Основную фор
мулу сферической три
гонометрия можно по
лучить , опустив из од
ной его вершины С 
перпендикуляр h на про
тивоположную сторон}' и разделив данный треугольник на два прямо
угольных. Д л я этих треугольников мы имеем диаграммы а п 8 
п формулы 

cos а = cos A cos (с — x), cos b = cos A cos x 

и sin x = sin b sin y, cos А = cos A sin у. 

Исключая на этих уравнений cos a:, sin ж, cosj/ , получим 

cos а = cos ô cos с - ) - sin ö sin с cos А, 

основную формулу сферической тригонометрии, из которой, как 
известно, могут быть выведены все остальные. 

Вывод формул (1С) Лобачевский дает в «Новых началах», ст. 145 . 
[ 2 а ] Д л я вывода формул (17) и в других случаях полезно иметь 

формулы д л я sinP(a;-f-y)> cos Б1 ( х - ) - у ) , s i n F ( a : — у), cosF(as— у). 
Проще всего мы их получим, если воспользуемся связью м е ж д у 

тригонометрическими и гиперболическими функциями: 
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s i n F(x - j - >/) — - : : — - - ; J ; — ; ; — = 
4 ' ' СJl ( x -f- y) cli // Cil X - j - «Il .r sh // 

1 sin F (x) sin F (;/) 
î ' î ï 1 -4-cos F (x) cos F (y)' 

s i n F ( x ) sin F (.yj 1 î g F ( x ) tgF( . ' / ) 

, , , , , , , , th . r + th,;/ cos F (x) -|— cos F (y) 
cos Ъ (x 4 - y) = th (.r -f-y) — -—r—; 1 — — —î тТ~, \ f r ~ r 

v 1 • ' v ' ' î - j - t h x t l i y 1 -(- cos F (x) cos F (y) 
(I) 

Так как F ( —y) = т.— F(y), то sin F ( — ?/) = sin F (y), cosF( — y) = 
s = — cos F (,v), и, меняя y на —// , имеем: 

s i n F ( ж — y ) - -
sin F (x) sin F (y) 

— cos F (x) cos F (//)' 

cos F (.>:) — c o s F 0/) 
cos Ъ (x-y) = ^ ^ ( x ) cos F (y)" 

(П) 

Эти ;ко формулы могут быть выведены еще иначе без помощи 
гпперболичеекпх функций, при помощи формул (Г) примечания 1 9 . 
Замечая, что на основании уравнения (12 ) 

tg - 1 F (x + у ) = tg - i F (x) tg i - F 0/), 

tg — F ( x — y) == tg - F (x) ctg — F (y), 

мы будем иметь 

smF(x-\-y) = 
2 t g f F ( x - f - ? / ) 

l + t g 2 f F ( x + 2/) : 

2 sin F (x) sin F (.!/) 
[ l - f - c o s F ( x ; ] [1 -J- cos F (y)] - j - [1 — cos F (_x)J [1 — cosFQ/)] 

sin F (ж) sin F (y) 
B = 1 -f- cos F (x) cos F (г/)" ' 

Подобным ясе образом выводятся и остальные формулы. 
Полагая х = у, получим 

sin 3 F (x) t g 2 F ( x ) s m F ( 2 x V _ 
. v ' l - j - c o s 2 F ( x ) 2 + t g 2 F {x)' 

î _ . , „ ч 2 cos F (x) . 2 
COS F (2x) == , • *=s 1 - j - cos 2 F (x) cos F (x) (2 -f - t g a F (x)] 

( Ш ) 
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Чтобы вынести п е р в у ю и вторую па ф о р м у л ( IT) , п р о в о д и м из 
в е р ш и н ы ("треугольники .1 ВС высоту It и р а з д е л а е м д а н н ы й т р е у г о л ь н и к 

на дна прямоугольных треугольники. Д л я них имеем диаграммы а и ti. 
Первая формула получается из формул 

sin л tg F (ft) ctg F (Л), sin В = tg F (a) ctg F (A) 

делением одной иа д р у г у ю . 
Д л я вывода второй из формул ( 1 7 ) напишем 

sin F (n) = sin F (/<) sin F (с — х), sin F (ft) = sin F (/г) s inF (x) 
cos F (x) = cos F1 (ft) соя A 

и, пользуясь формулой ( I I ) , исключим F (.г) п F ( n ) : 

sin F (/с") sin F (r) sin F (x) 
sin F (à) = 

1 — cos F (с) cos F (ж) 

или 
. sin F (с) sin F (ft) 

sm I' (л) = - - ^ н • — 
. 1 — cos F (с) cos F (ft) cos A 

Чтобы получить третью формулу ( 17 ) , разделим треугольник ЛВС 
па два прямоугольных треугольника высотой, пропеденной из пер-

шины В, и напишем по пх диаграммам в и г формулы 

cos F (Ii) = сов F (с) cos у, sin F (с) — tgy tg A, 
cos F (h) — cos F (a) cos (B — y). 
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Из них имеем: 

cos F (с) cos у — cos F (a) (cos В cos у A- sin В sin у) ; 

определяя отсюда tg.y, получаем далее: 

cos F (с) — cos F ( я ) cos/У 
sin F (с) = tg -1 tg y — (g J ' Ч •—т. г 

• ' ° 0 * cos F (H.) sm # 
cos F (c) cos В = sin F (с) sin Л ctg л . 
cos F (а) 

Наконец, для иынода формулы четвертой разделим треугольник АВО 

высотой, проведенной из вершины А; напишем по диаграммам due 

sin у = sin F (h) cos В, sm(A — у) = sin F (ft) cos С, 
s i n F ( c ) = t g 7 / t g B . 

Отсюда 
cos В (sin A cos j / — cos A sin t/) = cos С sin t/, 

sin F (с) 
= tgz/ = 

sin vi cos В 
ig В 

sin F (с) == 

cos С-)- cos A cos £ ' 

sin Л sin В 
cos (7 - |- cos A cos B" 

Если бы для вывода формул (17 8 ) п (17<) мы воспользовались 
разделением треугольника на два прямоугольных высотой, прове
денной через вершину С, то вместо формул (17 3 ) и (17J получили 
бы аналогичные: 

c o s F ( b ) 
cos F (о) •cos C = s i n F (Ь) sin О ctg А, 

ein F ( 6 ) = 
sin A sin О 

oos В 4 - cos A cos О ' 
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Г - 4 ] Эти формулы получим, замечая, что 

>> 

е" -4- е " ' «•» 
г> — 

и разлагая с" n t . ' - " в р я д ы по степеням а. 
[~г>] Во второй формуле (17) члены конечные сокращаются, члены 

первого порядка малости отсутствуют, и потому надо взять члены 
второго порядка. В остальных трех формулах достаточно взять члены 
первого порядка, т. е. заменить «in F (я) через единицу, c o s F ( ' i ) 
через а. 

[2 öJ Так как 

«-« = tg - i F (а) > tg ^ p j 1 - - t g p 

то 

In 

l - l - t g ; , 

1 4 - tg p 
i—tgp 

1 4 - t g j j 

или 
1 — t g p 

1 1 a < tgp tg»p 4 - t g 5 p 4 - . . . 

С другой стороны, 

~ tg 2p = MiL^ = t g J ) 4- tg»* 4- tg»;» 4- . . . , 

откуда 
2 a < tg 1p. 

[*•"] Статья, на которую ссылается Лобачевский, помещена в Con
naissance des temps pour l ' an 1831, Par is 1823, стр. 120—-148 и оза
главлена: «Mémoire sur la déterminat ion de la paral laxe et du mouve
m e n t propre en déclinaison des étoiles au moyen d ' u n e nouvelle méthode 
d'occultations artificielles» par M. le comte d'Assas-Montdardier ancien 
capi ta ine de vaisseau chevalier de Saint-Louis. Н а стр. 149 — 1 5 1 по
мещена краткая заметка Delambre ' a . 

По поводу этой ссылки проф. Энгель в своем переводе делает 
следующее замечание: «По мнению Harzer 'a в Киле , способ, опи
санный в этой статье, совершенно непригоден. Н а это указывают у ж е 
данные в тексте параллаксы, которые все слишком велики, тогда как 
действительные параллаксы этих звезд едва ли могут быть измерены. 
Название „29 Er idan i" относится к известным обозначениям Flams-
t e e d ' a неподвижных звезд („Historia, caelestis", p a t s I, London, 1712). 
Названия „Keida" , однако, там нет и вообще оно не у п о т р е б и т е л ь н о . 
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f a B] В у р ш ш ш и п обменяем сначала местами С и Л, с и а\ 
потом, делая указанную Лобачевским подстановку, получаем формулу 

sin F(rt) = 
cos 2у; 

cos (2;; — 2о>) 

которую можно было бы не
посредственно написать, поль
зуясь диаграммой прямоуголь

ного треугольника меясду солнцем, звездой п землей. 
По формулам Ш (примечания 23): 

sin F (а) = 
sur 2 F (il-а) 1 — c o s 8 F ( у - я ) 

l + co8»F(- j - f l ) 1 H-cos« F (4-о)' 
. „ 1 \ 1 - s r a P я 

cos 2 F — a = , - ' 
\ 2 / 1 - j - sm F (a 

) cos ( 2 p — 2 c u ) — cos 2?) 

Отсюда 

Ho 

1 (a) cos ('ip — 2cu) -f- cos 2p 

ctg 2 F (~ a ) = t g C " t g ( 2 j ) ~ u } ) _ s i n M s m ( 2 . P — m ) 
\ 2 / 1 — f-g(otg(2p — tu) c o s 2 p 

s in 2 a: — sin 2 y = sin (ж -f- j/) sin (x — y), 
поэтому 

s in 2 ^ — sin 2 (f — m) s = sin u> sin (2гз — си) = cos 2p c tg 2 F | — a j . (1) 

[2 9] Из формулы (I) предыдущего примечания следует, что c tg 2 F 
sin'p 

всегда меньше -^-gp • Поэтому для ^ ' < р имеем 

^ F ( | 0 ) < 
s in 2 ;? ' sin2£> 

cos ïp' ^ cos 2p' 



шлшкчлнтг 
t / г , . n „ /' 1 \ s i t l S p' 

и, если мы в формуле (I) заменим ctg- fc ( - г к i через — z p f y - , то 
получпм 

' о / \ ^ ."> - o f COS Л]) 
s m - G' — "») > « ' i - j * — . s m 2 p , , 

причем правая часть останется положительной. Д а л е е , Лобачевский 
полагает 

si i i j i / / " cos 2/; 
s in jf* y cos 2^' s i n i f = 

и, заменяя s m ( p — ш) и s inj» через p — ш п р, получает p — w > р cos x, 
откуда 

ш < 2ft s i n 2 —. 

Д л я p' — О",02 и p = l " с точностью, вполне достаточной, имеем: 

s i n x = = 0 , 6 2 , lg sin х = 0 , 7 9 2 3 9 , х = 3 8 ° 1 0 ' , 

= 10°ü ' ,5 , lg sin •—•=9,51011, 

lg 2j) sinä ~ = 9,33325, 

ш < 0 " , 2 1 5 4 , 2 ш < 0 " , 4 3 . 

[!»] По формулам (S) имеем д л я суммы острых углов п р я м о у г о л ь ' 
ного треугольника: 

F („ ' ) 4_ F (//) = -L F (а — В) + у F (3 — а) — F ( я - [ - 3) = - | F (а- j-S) , 

Отсюда 

те— 2« = -~~ - f F (а ' ) + F (Ь') = к — F (а + 8). 

2ш = F (at 4 - ß), 

1 
tg eu = t g — F (а 4- 3) = е-««з -?; 

но 

поэтому 

; tg 

F ( a ) = - ^ - — F ( a ) , 

! / w ' l _ / 4 \ 1 — t g ^ F ( a ) й в _ 1 
— F (а) = tg ( т - - F ( . ) ) - _ _ - - ^ 
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Если теперь положим, что а — Ь, то по.чучим 

—(5тг)"всо"п:,(та)-
| Я | I По формуле 

„ / 1 \ 1 — sin Y (а) 
O O S - F ( T " j Ä l - b s i n F ( * > ' 

ланкой в примечании 2 8 , принимая во внимание, что F (а) > — 2 р и 
sin F (я) > cos 2 ; J , имеем 

\ 2 У 1 - f - C O s 2 y J 

[ 3 2] Если через о обозначим угол в 1 " , в ы р а ж е н н ы й в радианах: 

а — 0 , 0 0 0 0 0 4 8 4 8 1 4 , 

то угол j j " = 0 " , G 2 , выраженный в радианах, будет 

р = 0 , 0 2 а ; 

заменяя tg ш и tg ; ; через си п р , будем иметь для со, выраженного 

в радианах, си < р ' г , п в секундах: 

и 2 

си" < ± - = а • 0 , 0 2 2 = а • 0 , 3 8 4 4 , 
а 

2<о" < а • 0 , 7088 = 0 , 0 0 0 0 0 3 7 2 7 3 " . 

У Лобачевского в «Казанском вестнике» п во всех дальнейших 
работах стоит: 

2<о.< 0 , 0 0 0 3 7 2 , 

т. е. число в сто раз большее. На ату погрешность обратил вни
мание проф. Энгель в его примечании к переводу «О началах гео
метрии». 

[ s s] Вероятно, Лобачевский подразумевает следующее место P . S. L a 
p l a c e — Exposition du système du monde . Par i s , 3-е изд., 1 8 0 8 : 
сПовпдимому звезды, рассеянные далеко не на одинаковых расстоя
ниях одна от другой, собраны в группы, из которых некоторые со
держат миллиарды звезд. Нагие солнце и наиболее яркие звозды обра
зуют, вероятно, часть одной из зтггх г р у п п , которая, когда мы 
рассматриваем ее с той точки, где мы находимся, представляется нам 
в виде млечного пути, опоясывающего небо. . . Таким образом веро
ятно, что многие из туманностей образуют г р у п п ы большого числа 
звезд, которые, если их рассматривать изнутри, будут представляться 
подобными млечному пути». 
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Чутье и здесь но обманули Лобачевской ». Более того, современные 
исследования установил», что звездных миров, удаленных от нас на 
миллионы световых годов, неизмеримо больше, чем себе представлял 
Лаплас , чем «увлекался» Лобачевский. Вывод, к которому приходит 
Лобачевский, таким образом, в настоящее вромя соде несравненно 
больше обоснован. 

[8*J Формула (18) и следующая за ней соответствуют следующим 
чертежам и диаграммам: 

У 
1С It 
2 2 Г \ 

X т 

Тангенс F (г 4- х) находится по формулам (I) примечания 23 , и мы 
имеем 

•п/ \ t g F ( r 4 - a : ) sin F (г) sin F (ж) . , . 
cos F (y) — cos F (b) ь :' ' ; = ~- \- ; ; —r- cos F (6) ctg F (r), 

cos F (y) 

tg F (r) cos F (r) -4- cos F (ж) 

sin F (ж) cos F (r) 

Д л я r = со , 
cos F (ж)-f-cos F (r) 

F ( r ) = 0, o o s F ( r ) = l , 

cos F (6). 

cos F (y) = x ^nJĝ  cos F (b) = tg - i F (ж) cos F (b) = e~* cos F (b). 

П р и r = со прямая становится параллельной оси абсцисс. 
f 8 5] Так как A > F ( Z ) , то cos F (а) < 1 и существует отрезок а, удо

влетворяющий уравнению (20). Если мы перепишем это уравнение 
таким образом: 

t g ( Y " - Ä ) = t g ( Y - F ( г ) ) c o s F (a)' 
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то получим ф о р м у л у (13-) , с о о т в е т с т в у ю щ у ю п р и л а г а е м о й д и а г р а м м е ; 
поэтому отрезок н ире.вставляет собой катет п р я м о у г о л ь н о г о т р е у г о л ь 
ника, у которого д р у г о й катет р а в е н отрезку /., с в я з а н н о м у с I 
с о о т н о ! я е ш 1 е м 

F l / . ) = 

и прилежащий к катету /. угол равен -~— . 1 . Такой треугольник по
строить нетрудно, если нам известен угол параллельности F(l) (см. 
примечание 12). Па стороне этого угла F(l) — DOC отложим отре-

FU)-£ -F( l ) 

aoic I = ОС; из точки С опустим перпендикуляр СЕ на сторопу OD, 
upu точке С построим угол EGD = F (I), тогда ED = L. При точке D 
построим угол EDF—^ А; пересечение стороны DF с продолже
нием СЕ дает отрезок EF=:a. 

Линия CD пересечет продолжение ОЕ в некоторой точке D, ибо 
н прямоугольном треугольнике ОСЕ сторона СЕ<ОС = 1 , и F (ОЕ) > 
> ¥ ( 1 ) . 

[3(3] Данные в тексте формулы получаом из двух треугольников, 
построение которых описывает Лобачевский, и соответствующих этим 
треугольникам диаграмм а и о. 

Iй1] Подставляя в формулу 

tg L' = s in F (с) 
1 + tgA-tgA' 

tgA — tgA' ' 
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в ы р а ж е н и я 

tir л 
lg_L'V> 

cos F (а] 

имеем 

tgb' •• sin F (e) cos F (я) 

ti: ,i ' — ty F (Z) co.H F (/;), 

1 - j - tg'-' F (/ ) sin F (c) cos F (g) 
tg F (Z) s in 2 F («) sin F (Z) cos F (Z) sin'- F (a) 

и, принимая но внимание равенство 

sin F (с) = sin F (a) sin F (Z), 

получаем 
cos F (a) 

= c t g L . 
sin F (a) cos F (Z) 

[38] g T I 1 формулы при помощи предыдущих и формул 

sin L ctg F (с) = ctg F (Z); cos F (a) = cos F (с) cos £ 

д л я треугольника со сторонами с, Z, а получаются таким образом: 

cos F (6) = sin L co.s F (с) = sin L ctg F (с) sin F (с) = 

= s i n i ctg F (с) sin F (a) sin F (Z) = sin F (a) cos F (Z), 

sin F (c) tg L _ sin F (a) s i n F ( Z ) t g L _ 
t g P ( 0 = c o s F ( b ) sin L cos F (c) 

ExB 

sin F (a) sin F (Z) . . . 
= — — - — ~ = t g F (« ) smF(Z) . 

cos L cos F (cj ° v ; w 

jooj 3 T 0 M ) ч т о четырехугольнику (чорт. 10 текста) соответствует 
треугольник (черт. 11 текста), можно убедиться еще иначе геометри
ческим построением. Восставим в вершине D 
прямого угла , противолежащего острому А, 
перпендикуляр DE к плоскости четырехуголь
ника, и через вершины .1, В и С проведем 
к пему параллельные ЛЕ, BE п СЕ. Сумма 
внутренних двугранных углов м е ж д у плоско
стями, в которых леясат четыре параллельные, 
равняется 2т., а так как у г л ы с ребрами BE, 
DE, CE,— прямые, то и четвертый угол 
с лезвием АЕ также прямой. Воображаем 
около А как центра сферу ; пересечение ее 
линиями АЕ, AB, АС произведет прямо
угольный при АЕ сферический треугольник 
ABC, в котором гипотенуза ВС=^А, катеты AC = F(t), AB = F(l) 
и противоположные углы F (а) и F(b). Д л я этого треугольника мы 

Зак. i58. H. И. Лобачевский, т. I, j g 

/ 
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будим иметь прилагаемую диаграмму, мтой диаграмме соответствуют 
(см. примечание 20) пять прямолинейных треугольников, между 

которыми отметим треугольник с гипотену
зой /. В нем катеты будут а, а', причем 
У (а') —Л, и противоположные углы — V (Ь) 
и F {/). 

[ 4 0] Если мы полученный в предыдущем 
примечании треугольник положим на четырех
угольник так, чтобы катет а треугольника сов
пал со стороной а четырехугольника, то будем 
иметь фигуру, изображенную на чертеже. 

Из нее вытекает построение отрезка « иное, чем данное в при
мечании 35. По углу A=F(a') построим отрезок АВ = аг (см. примеча
ние 11) и, отложив БЕ —и', стро- _4Г 

им при точке Е угол BED — F (I). 
Так как F ( Z ) < F (а'), то а' < I и 
точка Е лежит между А и В; сле
довательно, сторона Л7> угла BED 
пересечет Ш>. Катет BD треуголь
ника TJA'/J будет равен а. 

Та же фигура дает два спо
соба построения прямой, прохо
дящей через данную точку, парал
лельную данной прямой. 

F(l ) . 

В 
f-F(ft) 

Из чертежа, приведенного в примечании 39 на стр. 289 мы видим, 
что угол EDO будет углом параллельности, соответствующим отрезку Ь, 
и, следовательно, линия ED будет параллельна АС. Поэтому, чтобы 
через точку D провести линию, параллельную АС, опускаем пз D 
перпендикуляр DC — b на линию АО ш проводим прямую DB, перпен
дикулярную к DC. Из произвольной точки А данной линии АС опу
скаем перпендикуляр AB на DB. В четырехугольнике ABDC с пря
мыми углами В, D, С п острым А сторона а < t. Поэтому окруж
ность, описанная из D радиусом AC=t, пересечет линию AB в 
точке Е между точками А п О, п линия DE будет параллельна ЛИ
НИИ АС. 

Другой способ заключается в следующем. Чтобы через точку А 
провести'линию, параллельную прямой BD, опускаем из точки А пер
пендикуляр AB на линию' BD; в произвольной точке D восставляем 
к линии BD перпендикуляр DC и из А опускаем на DC перпен
дикуляр АС. Если сделаем DE —АО, то угол BED будет углом 
параллельности, соответствующим отрезку AB. Построив на AB 
при точке А угол, равный углу BED, получим линию, параллель
ную BD. 
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Ути дна построения параллельной .швы Мигелем н его примеча
ниях к переиоду <*U пачалах геометринэ. Проф. Энгсль сопровождает 
их следующим замечанием: 

«Надо думать, что Лобачевский знал эти построении, хотя он нигде 
не говорит о них. Обниякшестно било до сих пор только второе, кото
рое дает Иоанн Гюдыш в $ 34 своего „Аппендикса-'». 

[**] Мы видели выше, что вечному четырехугольнику с трема 
прямыми углами соответствует сферический прямоугольный треуголь
ник. Нетрудно доказать обратное положение. 

Действительно, пусть мы имеем прямоугольный при точке С сфе
рический треугольник .1 НО с гипотенузой F ( i f ) , катетами F (a), F(j3) 
и прнлеясащнми углами F (a ' ) , F(jîi'). 
Отлояспм по радиусам OA. и ОН от
резки 0АХ.= я, ОН^ = ,3 п через точки 
At п Bt проведем в плоскости ЛОВ 
перпендикуляры Ах1) и BXD к радиу
сам OA и OB. Эти перпендикуляры 
пересекутся в некоторой точке D, 
ибо по свойству сферического тре
угольника F (a) - f F (?) > F (f ). Мы 
получим, таким образом, четырех
угольник OAxDBx, у которого д в а 

и В и острый прямых угла , 1 , 
угол О. 

Докажем, что четвертый угол В 
будет прямой. Проведем через 
точки Л, и Вх линии АХСХ и ВХС\, перпендикулярные к радиусам, 
соответственно в плоскостях А ОС н BOG. Так как 0Bt — j3, OAx = a, 
то .эти липни будут параллельны с ОС, и, следовательно, иарал.дельны 
меягду собой. Плоскости DAXCX п DBXCX будут перпендикулярны 
к радиусам OA н OB и к плоскости ЛОВ и пересекутся по пря 
мой ВСХ, параллельной с ВХС\, АХСХ и 0С\. Сумма углов м е ж д у плос
костями С1ОВ1, CXBXD, CXAXD и 6 ' 1 0Л 1 равна 2т, а так как три из этих 
углов прямые, то четвертый с ребром DC, и линейным углом В в че
тырехугольнике OAxDB{ будет тоже прямым. Из чертеяса видно, что 
угол DBXCX = F (fF) и угол DA XCX = F (а') и потому вследствие парал
лельности DCX с Л [Ci п ВХС\ стороны четырехугольника ß , D = ß' и 
Л , 0 = а'. 

Таким образом сферическому треугольнику • с элементами 

F ( a ) , F (а ' ) , F ( T ) , F ( Г ) , F (ß ) 

соответствует четырехугольник с тремя прямыми углами, острым 
19* 
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углом Fc]f), прилежащими ому сторонами а, 3 и противолежащими 
сторонами г', 

а', а, F ( T ) , 3, 3 ' . 
Формулы сферического треугольника будут выражать вместе с тем 

и соотношения между частями четырехугольника. Эти формулы мы 
получим но правилам Непера, если для треугольника ABC построим 

ту лее диаграмму, которая будет принадлежать и четырехугольнику. 
Ыы приходим, таким образом, к следующему мнемоническому пра

вилу для формул четырехугольника с тремя прямыми углами. 
Вместо сторон а и 6, прилегающих к острому углу F (f), берем их угли 

параллельности F (a), F (S); вместо сторон а' и 3 ' , противолежащих острому 

углу,—дополнения до ~ их углов параллельности: 

- l - F ( a ' ) = F « ) , - L _ F ( ß ' ) = E-(b'), 

вместо острого угла F (Y) — его дополнение 

у — F M = F ( c ) . 

Начиная с прямого угла, противолежащего острому, вписываем все вели
чины, относящиеся к сторонам, в том порядке, в котором мы их встречаем 
при обходе по контуру четырехугольника, и последней вписываем величину, 
относящуюся к острому углу. 

Применяя к полученной диаграмме правило Непера , мы имеем 
все десять формул д л я четырехугольника с тремя прямыми углами. 
Но мы видели выше, что одна и та лее диаграмма может счи
таться принадлежащей пяти различным сферическим треугольникам. 
Поэтому той же диаграмме будет соответствовать пять различных 
четырехугольников, к а ж д ы й сектор мы можем принимать за сектор, 
принадлежащий гипотенузе треугольника или острому углу четырех-
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угольника . Так, например, если сектор 1 4 3 ) будет соответствовать, 
гипотенузе, то части сферического треугольника будут 

F (а'), | — F ( « ) = F (« ) , - | — - F ( 3 ) = F(7>), - | — F ( b ' ) , F (с), 

а части четырехугольника — 

a', F (h) 

если тот лее сектор соответствует острому углу. 
Принимая во внимание оказанное в примечании 20, мы видим,, 

таким образом, что одна и та же диаграмма и одни и те ж е фор
мулы, написанные для этой диаграммы по правилу Непера, соответ
ствуют 15 различным фигурам: пяти прямолинейным прямоугольным, 
треугольникам, пяти сферическим прямоугольным треугольникам и 
пяти четырехугольникам с тремя прямыми углами. 

Пользуясь одними и теми же десятью формулами д л я всех 15 фи
гур, мы должны помнить, что десять величин: 

a, b, с, а', Ь', 
*> з, т> У, 

связаны между собой соотношениями 

F (а) + F F (О 4 - F ( « ' ) = = - , 

F ( 6 ) 4 - F ( ? ) = . ! , F(Ь') + F(3 ' ) = y , F(c) + F ( f ) = J l . 

Мы видим на примере этих 15 фигур, какое большое значение 
представляет собой угол параллельности, введенный Лобачевским, 
позволяющий линии выражать через углы и, обратно, углы через 
линии, вводить в тригонометрические формулы пли только линии, или 
только углы. Если бы мы отказались в формулах пользоваться углами 
параллельности и ввели бы сообразно с этим вместо круговых функ
ций гиперболические, то вместо простых формул: 

sin F (а) — cos F (a), cos F (a) = sin F (a), tg F (a) — ctg F (a), 

нам пришлось бы пользоваться более сложными: 

sh а — ctg F (а) = tg F (a) = —!—-, 
sh a 

I i i 
ch. a •• sin F (a) cos F (a) th a 

1 t b a = cos F (a) == sin F (a) = 
ch a 
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Д л я каждой пз 1.") фигур мы получили бы различные (формулы, п 
простота сияли между фигурами утратилась <">ы. 

|4"Jj Формулу 
«us F (h) = siu F (у I cos F(//i 

получаем из формулы 

cos F (/*) — sin F cos F (M. 

стаия вместо и и /, ,<: и //. Если .<• отсчптынать о т / , то н формуле (23) 
надо j : заменить чер<-з и—Тог.ча получим 

sin F |«) cos F (I) 
cos I' (//1 : sin F ('î — .f) 

По формуле, ( l l j примечания 23: 

sin F (Vi) COS F (I.) (I — cos F (a ) cos F (.г-)) 
cos F (;/) — sin F (n) sin F (x) 

cos F / / ) 
с, , s V („ ) = . , ' • — si n F (/ ) et ц-. I с t a F (.г), 

sm J' ( .с) 

sin Л cos F (//) = ch r cos F (/) sin .1 —-sh .),• sin F (/) cos Л . 

Отсюда, выраясая ch.г и sli.?; через показательные функции, получаем 
уравнение (25) . 

[4 3] По иоподу уравнения (24) можно сделать следующее замечаипе. 
Это уравнении линейное относительно c o s F ( / / ) s i n F (х) и cosF(x ) , и еслп 
М Ы П О Л О Ж И М 

; = cosF(j:'), T, = c o s F O / ) s i n F ( x ) , (I) 

оно примет вид: 
•г, = сох F (Г) — sin F (/) ctg Л • 5. 

Координаты X п т(, в которых прямая выраясается лпнейпым З'рав-
ыенпем, называются йслшрпмисвыми коор'дпнаыами. 

Исключая пз уравнений (I) sin F (ж), мы получаем: 

&а_| Ti = 1 
^ C 0 8 â F ( / / ) 

и затем, полагая j / = o o : 
« + т , 2 ^ 1 . 

Расстояние точки (.г, 0) от пачала коордппат хОц па плоскости 
Лобачевского связано с расстоянием соответствующей точки (£, 0) от 
начали системы ЮУ\ на плоскости Евклида равенством 

QX . е~х 
t = cos F (x) = th x = ; 

v ' a x J ^ e - x 
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или 
1 . 1 4 - ; 1 . 

a r = T l n j — = = —In I 1, — 1, 0. 

где черен (1 , — - 1 , 0, ;) обозначено ангармоническое отношение четы
рех точек ( 1 , 0), ( — 1, 0), (0 . 0) и I;, 0), пз которых первые две 
лежат в пересечении осп S с кругом А~ = 1. 

Таким образом, если мы будем точку (./-, у) плоскости Лобачевского 
отображать точкой (;, ri\) на плоскости Евклида, то каждая прямая 
первой плоскости отобразится прямой на второй, а все бесконечно от
даленные точки плоскости Лобачевского изобразятся точками круга 
радиуса единица. Расстояние же между двумя точками на плоскости 
Лобачевского будет равно In ангармонического отношения между их 
отображениями на плоскости Евклида и двумя точками, в которых 
прямая, их соединяющая, пересекается окружностью. Короче го
воря, проективное мероопределение Кали (Gayley), для которого 
круг 5 а 4- 'гр — 1 яв.ляется абсолютом, будет служить отображением 
плоскости Лобачевского на площади круга евклидовой плоскости. 

[ и \ Уравнение (25) ^ 
выведено в предполо
жении, что F ( / ) < . 1 . 
В том, что оно остается 
справедливым для вся
кого угла Л, убеждаем
ся таким образом. 

Если А. — F (Г), . то 
прямая линия становит
ся параллельной осп х 
п уравнение (25) обра
щается в 

2;sin F ( 1) c o s F ( » = 

= е-* sin-IT?(I) = 

= 2 s i n F ( i ) соя F (()«'-*, 
a S 

т. е. в уравнение (19). 1 

Если Л < Е ( 0 , то линия пересечет ось х в некоторой точке L. 
Тогда из двух прямоугольных треугольников с катетом у и кате
том I, которым соответствуют диаграммы а и <7, имеем формулы 

cos F (у) = tgL ctg F (а—ж), 

- cos F (a) ==tg Л. ctg F (J), 
cos F (I) = t g L ctg F (а). 
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Первая при помощи двух других и формул (II) примечания 23 пре
образуется в уравнение (24): 

соя F (у) — tg L 
cos F (a) — cos ¥ (x) 

sin F (ж) sin F (я) 

_ cos F (/) 

cosF(Z) 
sin F (x) 

cos F (I) 
cos F(л) 

— sin F ( 0 ctg Л ctg F (ж) 

ctg F (x) = 

sinF(.r) 

и затем в ураппешге ( 2 5 ) . 

Е с л и Л > то продолясение п р я м о й в сторону отрицательной 

оси х образует с осью у у г о л т—Л < -Jf, и, с л е д о в а т е л ь н о , у р а в н е 

ние прямой мы п о л у ч п м , заменив в (25) ж н а — x п Л н а тг — Л; н е 

в с л е д с т в и е такой замены у р а в н е н и е (25) н е изменит своего в п д а . 

Таким образом это у р а в н е н и е имеет место и д л я у г л а Л > 

К о г д а п р я м а я пе п е р е с е к а е т оси у, то полоягенпе е е мояшо задать 
д л и н о й общего п е р п е н д и к у л я р а ал к п р я м о й и оси у и р а с с т о я н и е м 
е г о /, от начала координат. Опустим из точки M прямой п е р п е н д и 

куляры у и 6 на оси х и у; мы получим два четырехугольника с тремя 
прямыми углами. Для них мы будем иметь диаграммы (черт, в я г) 
и по правилу Непера получим 

cos F fa,) = cos F (b) sin F (lx — A), cos F (A) = cos F (y) sraF (x), 

cos F (x) = cos F (6) sin F (A). 

Но формуле (П) примечания 23 

_ . sin F (L) sin F (Л) 
cos F (о.) = cos F (b) - ) A j — • = 

v u w 1 — c o s F (Zj) cos F (A) 

cos F (x) ein F (ZJ cos F (x) sin F (Zt) 
1 — oos F (ij) cos F (A) " 1 — cos F (ij) cos F (y) sin F (ж) ' 
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о т с ю д а 

cos F (у) — c o s F ( / , ) s i u F ( .1 ; ) « o s F p i J 

cli-с tir F ПЛ 

2 cos F (//) — 

oos F {/,) cosFfr t , ) 

tKF(7.) 

sh .r, 

cosF(Z,) cos F (a,) 

2 ctg F (<!,) cos F (y) = 

t g F ^ ) 
cosF(Z, ) 1 cosF(u,) 

ctjx_F(a,) _ tgF(Z,) 
cos F (/J sin F (a,) 

ctg F fa,) t p F f ^ 
c o s F ^ ) s i n F p i , ) 

Нетрудно видеть, что это уравнение тождественно с уравнени
ем (25), если в последнем мы будем считать как угол Л, так и рас
стояние I мнимыми и положим А = га1 И 1 = ^ Г — V Действительно, 
тогда 

sin Л — / s l i fl[ —- г ctg F (a,), 

sinF(Z) = 
ch Z sh / , 

» ' T G F O J , 

cos Л — ch c/( sin F (a,) ' 

cos F (?) = th J = cth l.=-cosF(Z,) ' 

sin [A — F (/)] = sin A cos F (Z) — cos A sin F (Z) = i 
ctg F (a,) tgF(Z.) 
cosF(Z,) s i n F ( i 

sin [Л + F (Z)] = sin Л cos F (Z) - f cos A sin F (Z) = г 
c t g F ( a 1 ) t g E (/-,)] 
cos F (Z,)"1" sin F (a,) J" 

Таким образом уравнение (25) есть уравнение, общее всем прямым 
линиям, если мы для линий, пересекающих ось у, будем А и Z счи
тать действительными, .а для линий, ось у не пересекающих, — мни
мыми. 

Чтобы иметь общее уравнение прямой, содержащее только дей
ствительные параметры, проф. Энгель ') опускает иа начала коорди-

1) См. F. E n g e l — N. J. Lobatschefskij, Zwei Geometrische Abhandlungen, 
стр.. 258. 
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пат ii-.piif-ir пп;у .1Н|) на п р я м у ю п о п р е д е л я е т нололсеппс п р я м о й д л и -
пой р итого п е р п е н д и к у л я р а п углом w. который О Н образует с осью х. 

3 е 
Из прямоугольных треугольником с катетами р и .г- имеем (диа

граммы 0 и с): 

cos h' (*•) cos (о) —'f) — cos F (p), 

cos F (/•) cos 'f = cos F (.<;), tir ? = cos F (;/) tg F (z) ; 
отсюда - л , ч • - n / ч • - n / 

cos F (r) sin es == cos F (//) sm F (x), 

cos о) cos F (.г) - | - «ni CD cos Б1 (//) sin F (x) = cos F (p) 

пли, n бельтрампевых координатах: 

S cos ш -(— TJ .sin со = cos F (p), 

— общее уравнение, прямой, которое можно привести к виду 
2 sin со cos F (у) = [cos F (p) — cos eu] cx -f- [cos F (p) -f- cos со] e~x, 

если sin F (я) n cosF(.?:) выразить чехзез показательные функции. 
Полоисение прямой можно определить еще плаче. 
Какова бы пи била данная прямая , всегда можно провести две лн-

нпп, с ней параллельные и перпендикулярные к осп ж. Действительно, 
если в уравнении (25) прямой мы положпм 
у — ztroo, F (у) = 0 или тг, cos F (//) = r t 1 , то 
соответствующее значение х — п определит 
на оси х точку (к, 0 ) ; ордината, проведен
ная через эту точку (AT", нли Л т

2), пере
сечет данную прямую в бесконечности, 
т. е. будет параллельна данной прямой 
в положительном направлении оси у, если 
х = п соответствует 2/ = ~)-оо, и в от
рицательном, если у = — о о . Но пола

гая в уравнении (25) cos F(?/) = ± : l , д л я определения ех мы 
имеем пли уравнение: 

с?2* s in [Л — F (I)] — 2 0х s in А 4 - s in [А 4 - F (Z)] = 0, •d) 
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' ( ) / ) • - : - - ; - . ] . Il.IIf урнР.Щ'НИО 

<** s i n [Л — F <7)| -f- 2 s i n .1 - f s i n [J - j - F (/))=-.= о , (И) 
когда у = — oo и cos F (//) — 1. 

Так как s i u - . 1 . - s i n [.I F ( / ) ] s i » [Л ~ j - F (7)] = sin'-' F (/). то кориими 
этих уравнений будут 

s i n Л - f - s i i i Fil) , s i n Л — s i n Vil) . ,_. 
V ' " s i n IЛ ~ЩТ)Г V " " ~ " H i n " [ a " F (7)] ( Ü I ) 

где =, - ' Л и г.,.—. — 1. 
Ути корни действительны не тоды:о в том случае, когда утлы А 

и F (I) действительны и прям ая пересекает ось у, но также к тогда, 
когда п р я м а я оси // не пересекает. В последнем случае, хотя А и I 
становятся мнимыми, но, как мы видели выше, числитель и знамена
тель сокращаются на общий множитель 

Значениям з , = -J -1 , а* — -f-1 соответствуют корни уравнения (1) 
и прямые, параллельные данной прямой в направлении положитель
ной оси у, значениям я:е е, = — 1 , г 2 — — 1 — к о р н и уравнения (Л) и 
прямые , параллельные данной, идущие в отрицательную сторону у. 

Ясно, что два из этих корней положительны и два отрицательны. 
Положительным корням будут соответствовать действительные абсциссы 
»j- п я , н действительные прямые, параллельные данной; отрицатель
н ы м — мнимые абсциссы, н их надо отбросить. 

Таким образом возможны три случая: или оба положительных 
корня принадлежат уравнению (I), тогда прямые будут параллельпы 
данной в положительном направлении осп у и а, == ^ = 1» или оба 
положительных корня будут принадлежать уравнению (II), тогда обе 
п р я м ы е будут параллельны данной в сторону отрицательной оси у ж 
3j = — 1, е . ,——1 , пли, наконец, один положительный корень при-
надленшт уравнению (I), а другой — уравнению (П), и тогда одна из 
параллельных данной будет иттн в сторону положительной, а дру
г а я — в сторону отрицательной осп у. 

Еслп формулы (III) сложим и перемнояспм, то получим 

, „ sin Л 
г ' с 1 sin [ Л — F (г)]' 

п ±п, — s in 2 A - - s i n a F ( ü ) _ sin [A-f-FfflJ 
w n i . « , _ e i n 8 j - j i _ F ^ ] — 8 i n [4 — F (Ol* 

п уравнение ( 2 5 ) можно представить в виде 

с* ~ j - e - a ! e 1 e a ö» i+» i — 2 (SjC'4 + e 2 e " s ) öosF(y) = 0 . 

В таком виде уравнение прямой было дано Dr. V. Varicak 'oM *). В этом 
уравнении параметры я, п м а всегда действительны. Принимая , однако, 

!) V. V а г i с а к — OpÉena jednadàba pravca u hyperbolnoj lavnini. (Резюме на 
немецком языке.) Agram, Rad Jugoslav. Akad., I M , т. 169, стр. 167—168. 
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во внимание, что 

м и можем освободиться от двойных зпакоп п писать это уравнение так: 
с* _(_ е.-хс"'г"2— (с"> -\-с"А cos F (у) — 0, 

и вместо уравпепип (I) и (II) пользоваться д л я определения п{ и и 2 

только первым, если условимся, что положительные корпи уряппе-
ния (I) и действительные величины ni и н 2 определяют положение 
прямых, параллельных данной в направлении положительной осп у, 
а отрицательные корни того яге уравнения и соответствующие им 
мпимые значения n t пли п., — прямые, параллельные данной в напра
влении отрицательной оси у. 

I*-"1] В первой формуле после формулы (2(3) можно положить, 
sin F [х—г) = sin F (r — я), так-как sin F(.x-) = — j - ^ , т. е. является функ
цией ч е т о й . Вторая формула после формулы (20) получена при по
мощи формул, указанных в примечании 2 3 . 

[*°] Опустим из центра С круга перпендикуляр СБ иа хорду, соеди
няющую концы О и А двух радиусов. В пределе , когда центр удалится 
в бесконечность, д у г а круга обратится в предельпуто кривую, а ради
усы СО, CA и перпендикуляр СВ к середина хорды — в нараллельные 

А 

оси этой кривой. Примем один конец хорды за начало, ось ОС за ось х и 
построим координаты точки А (х, у). Если чорез г обозначим хорду OA, то 

{_0 АС =£_АОС £PÄC=F(y), LOAP=F^-F{y). 

Из треугольника ОАР имеем (см. диаграм.му) 

tg F (г) = tg F (у) sin F \± j, tg F | j = tg F (x) cos F (y). 

Но по формулам (I) примечания 23, полагая в них х=— ?/ = J -
получаем * й 

8 i n 2 F ( - 2 - ) 
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Следовательно, из уравнении (I) имеем 

y-L « tg F (у) s m F ( T j , 2 ctg F ( — J = ctg F (y) ; 
2 сон F 

сопоставляя это равенство с выражением дли t g F ^ - ^ , получим 

откуда 

2 sin F (?/) 
_ _ » * Г < * ) , 

sin3 F (у) tg F (x) -f- 2 sin F (y) — tg F (x) = 0 , 

— cos F (x) - t : 1 
sin F (y) • = — s h a ; ± : ch x, 

HinF(x) 

si n F (y) = e~x, sin F (;/) == — ex. 

Второе равенство долж
но быть отброшено, ибо 
ех > 1 при х > 0. 

[47J Лобачевский рас
сматривает окружность 
как линию, лежащую 
иа предельной поверх
ности, и пользуется тем 
обстоятельством, что гео
метрия предельной по
верхности совпадает с 
геометрией Евклида. 

Первая формула 
не соответствует черте
ж у 12 и обозначениям 
текста. Е е иадо заме
нить следующей. Повто
рив чертеяс 12 , получим 
из треугольников ВЕС 
и FAC (см. диаграммы 
а и и): 

s m t. = tg F (r) ctg F ^ j, cos F (t) = t g a c tg F (r). 
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[*'J Чтоб t.t в пределе получить длину окружности, мы должны c t g F ^ - | ^ 
помножить не на а, а на 2л: 

а 

2 п ctg F ( Ü ) = 2 * — с tg F ( r) . 

' p ] Из треугольника / Ш 7 (черт. 12 текста) п соответствующей диа
граммы имеем 

sin а = tg F (г) ctg F (//). (I) 

Д у г а окружности в пределе при а - * 0 , г —У СО 
обращается в дугу s предельной лингш, ä по 
тому 

da 

s = [a ctg F (*•)]. 
dr 

d t g F ( r ) 
dr 

Если y остается постоянным, то согласно уравнению (I) 

da <ZtgF(js) 
cos а — = — ~ ^ Г ~ ^ c t b b С'/) i 

следовательно, дуга предельной: 

"otg F («) 

cos а 
= ctg F (у); 

ct-*0 

тот же результат получим, умноягцв равенство (I) на а: 

! = [а c t g F ( r ) ] B ^ 0 = 
sm а 

ctg F (/у) : ctg F (y). 

[ 5 I] Взяв первую из формул (17), имеем (см. чертеж на сле
дующей странице) 

t g F ( r t ) s i . n - 4 = = t g F ( o ) s m ß , ' 

tg F (a) sin = tgF( '&)sin 

подставив 

s in 2 F 
t g F ( e ) = -

s in 2 F 

2 cos F 

- F ( i -

2 cos F (т) 
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(см. примечание 23) и деля веч; уравнение на произведение 

ctg F ( -'-

*»(f) te*' -, 

["-] На приводимом чертеже линии Л С и ВО параллельны н линия 
ЛВ — предельная линия. По формулам 

cos F [у) — cos F (/) e-x, 

sin F (г/) = « _ ; c , 

s = ctg F (у) 

получаем 

s == ctg F (//)== сов F (J). 

[ s s] На этих четырех уравнений первые два получаются путем 
применения формул (20) и (22) к четырехугольнику с тремя пря-
мыми угламп и со сторонами q, у, -у на черт. 13, а последние два — 
путем применения формул (17 2 ) и (17,,) к треугольнику со сторо
нами t, 2q, у' — у на том же чертеяге. 

Из первых двух уравнений: 

tg'F (у) = —- t g T c o s F 

t g F ( g ) = B i n F ( y ) t g E 
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получаем 

[ 1 - j - t g 2 F (,/)]: 
cos'-'F(//) cos 2 F (y) cos 2 F {q) ' 

•откуда, так как угол T > —: 

cos 7 ' = — cos F (;/) cos F (я). 

Последнюю формулу и формулы (I) можно было бы получить по пра
вилу Пепера непосредственно из четырехугольника с тремя прямыми 
углами (черт. 13 текста), с . острым углом it — Т и прилегающими 

к нему сторонами q иг / , составив для него при
лагаемую диаграмму (см. примечание 41). 

Написав по формулам (Ш) примечания 23 

cos Г cos F (2g) = 

oos F (2q) = 

sin F (2(/) = 

будем иметь 

2 cos 2 F (17) cos F Q/) 
1 - j - cos 2 F (q) 

2 cos F (q) 
l - f - c o s 9 F ( f f ) ' 

s in 2 F (q) 
1 -f - cos 2 F (q) ' 

2cosF ( y ) 

(П) 

2 + t g 2 F ( ? ) 
( Ш ) 

и, заменяя t g F ( ç ) его выражением через y п —, получаем 

cos Г cos F (2(7) == 
2 cos F(y) 

2 + s m 2 F 0 / ) t g 2 F | - ^ j 
(IV) 

[5 6] Чтобы вывести формулу (31) , вычислим сначала числитель и 
знаменатель в формуле 

s i a F ( 0 = s m F ( 2 g ) s i n P p / - y ) 
w 1 — cosTcosF (2 f f ) cosF( î / ' — y) ' 
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По формуле (Ш) предыдущего примечании и «формулам (П.) приме
чания 23 имеем 

1 — eos T cos F (2q) cos F (y' — //) «s 

_- i Л. 2 cos Ff?/ ) [cos F (>i " ) — cos F (y )] 
•T J2 _|_ ^ Т ^ Щ р Т Г ^ о . ч F (У) cos F (y)) ~ 

t g 2 F (q) [1 — cos F (»/) cos F (>/')] 4 - 2 sin'-ä F (y) 
(2 4 - t g * F Ы ) (1 — cos F (y) cos F {,/)) ' 

sin F (2q) sin F f./' - v) = y / 'J^i£ . i /Li 
X l / ' / J 2 + tg* F(<?) 1 — cos F (y) cos F (У) 

затем 
t g 2 F (?) sin F (?/) sin F (»/') 

S m F ( f ) = m -
tg a F fo) [1 — cos F (y) cos F (y')j 4" 2 Й Ш " P (y) ' 

и по формуле (I 2) предыдущего примечания 

t g * F I - i j sin F 0/') sin F (у) 
s inF( f ) : 

tg» F ( ~ J [1 — c o s F (y) cos F (y')] 4" 2 

Но по формуле (Hli) примечания 23, заменив в ней 2х на а, мы 
имеем 

г) 

° ^ 2 / 2 sin F (а; 

Если это значение e t g - F ^ ~ j подставим в s inF( f ) , то получим фор
мулу (31). 

[ 5 в] Пользуясь формулами (III) и (I) примечания 54 и формулами 
примечания 23, мы можем переписать формулу текста 

ctg ш' tg T sin F (у ' - у) 4 -1 = У } . ° а ' cos !FcosF(2g) 

в таком виде: 

, tgF(?/) sin F (ур sin F (y) ' 
C g W _ / o \ " 1 — cos F (y) cos F (y') 

cos F I — I 

cos F (y') — cos F (y) 
2 4 - 8 m » F ( v ) t g a F ^ | - j 

1 — cos F (y) cos F (y') 2 cos F (y) 
Зак. 438. H, И. Лобачевский, т. I 
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2 a t f i т> "inF(/'-Xr - 2 oos F (У) - t g 2 F ( -J- ) [cos F (,/') - cos F (y)], 
cos F 

sin FC'/') 
У : i— î 2 c t g w ' —4- = c o s F ( ? / ' ) 

cos F ( -?-
2 4 - tff2 F tg'-'F - I cos F ( ? / ) . 

Но по формулам (HI) примечания 23, заменив в них 2х па а, мы 

имеем 

sin F (а) • 
2 + t g 2 F 

; cos F (a) = • 
cos F 2 + t «•»(4); 

и ие предыдущего уравнения получается уравнение, следующее за (31) . 
Следующее уравнение, очевядпо, получаем, обменяв местами усу' 

И III с и 
[5 7] В сКазанском вестнпке» и «Полном собрании сочинений п о 

геометрии» в этой формуле в левой части перед ctg си стоит знак 
минус, а должен быть знак плюс. Действительно, чтобы получить эту 
формулу, дополним чсртеяс 13 текста такпм образом. Д л я четырех

угольника с тремя прямыми углами и острым углом Т' мы имеем 
приводимую диаграмму и формулы: 

cos F 

S i n F ( i / ' ) = t g F ( ? ' ) c t g F ( - | - ) , 

cos T = cos F (y') cos F (q') 

(I> 
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и па треугольника eo сторонами у'—у, 2</ и у г л а м и Т' и " — аь 
[ ф о р м у л а (17 3 )]: 

cos F ( у ' — у ) 
ctg ( r — о)) tg Г sin F (У — H) -J- 1 - = — 7 - = , 

v cos Б (2</ ) cos Г 

но по формулам (11), ( Ш ) и (IV) » примечании 54 

(П> 

2cosF(<7') 
cos F (2ft') = — j — 7 4 1-4- cos- F (q У 

cos F f о » ' ) cos Г - g ^ W c o s F Q / ' ) _ _ ^ 2 ! _ _ 1 cos H ( ~ t f ) c o s I _ _ _ _ _ 2 + t ^ F [ q / ) ' 

c o s T ' c o s F ( 2 r / ) : 
2 cos F (»/) 

2 -J- s in 2 F l'y 

заменив в (II) t g T ' по формуле (I) и подставив во (П) найденное 
значение cos 2" cos F (2q'), получпм по формулам (II) примечания 23 

и * Р * У > s m F (у) s in F (?/) 
' C g t U ' - 4 ' 1 — cos F (y) cos F (y') ~*~ 

cos F (t) 1 
1 — 

: -f- s in 2 F (y ' ) t ß - p ( - | - ) 

2 ctg со 
cos 

cos F (y') — cos F (y) 
1 — cos F (y) cos F ( y ' ) 2 cos F (y') ' 

— 2 cos F (y) = tg 2 F f - i ) [cos F (y) — cos F ( y ' ) ] , 
F(f) X 1 

2 -f- t g 2 F (|.) J - t g 2 F ) cos F ( y ' ) ; 2 ctg со ^ / ^ ^ e o s F Ç » ) 
cos F 

отсюда, так ясе, как п в пред идущем примечании, 

c tgcocosF ^-^-j sin F (y) -f- sin F (a) cos F (y') = cos F (y). 

Проще это уравнение получается пз уравнения, следующего аа (31) 
заменой со', у', у на со, у, у'. 

[Б в] Принимая во внимание формулы 

cos a sin а -\- cos Ь sin & — sin (а -4- Ь) cos (a — b), 

соы--а -f- cos 2 b —-1 - | - cos (a -f- b) cos (о — 6) 
20» 
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и п о л ь з у я с ь предыдущими формулами, получаем 

, [sin F (//') 4 - sin F(// ')] [1 — sin F (a ) cos (F (?/) — F (?/))] 
С t g ш - - Ctg со — 7ГГТ~-—TI / -, " •—,w /ч > 

& 1 0 c o s F ( e ) s m F (//) sm F (y j 
ct.g oj ctg ш' — 1 = 

_ ( cos [F (?/') — F Q/)] — sin F (я)} [ 1 — siu F (a) cos [F (,/') — F (y)] ) 
~~ " ' c o s 3 F ( r t ) s m F ( ; / ) . s i n F ( y ' ) 

и затем н а х о д и м 
. , , _ cos F (n) sin [F (y) -f- F (y')] 

g ^ T ù i ) c o s [ F ^ _|_ F ^ / j ] _ s i n p ( a j • 

[ Й ] Е с л и п р я м ы е i п a п а р а л л е л ь н ы в с т о р о н у п о л о ж и т е л ь н о й 
о с п а:, то по у р а в н е н и ю (19 ) : 

cos F (//')== cos F (у ) е -« ; 
кроме того, и м е е м 

; sin F (а) == 

и, в о з в о д я у р а в н е н и е (31) в квадрат, п о л у ч и м 

1 _ 0 0 8 а F л д 2 f ~ S _ l " sin'-' F (t) = 

- T p r ^ à f P С'/) [1 - oos« F (У) е-Щ 
и л и 

[1 e - 2 e _|_ 2 e - 2 " s in 2 F (y)] 2 s in 2 F (f) = 

= 4 e - 2 « s in 2 F (y) [1 — e-'la - j - s in 2 F (//) e ~ 2 a ] . 
П о л а г а я 

s m 2 F ( ) / ) e - 2 « = A, 

д л я о п р е д е л е н и я z б у д е м иметь квадратное у р а в н е н и е : 

_ ( 1 _ e - 2 a ) 2 s i n 2 j j ф 4_ 4 î ( ! _ e - s« ) cos 2 F ( 0 4 - 4a:2 cos 2 F {t) = 0, 

из которого н а й д е м 
* 2 cosF(fy ' 

действительное значение д л я sin F (у) б у д е м иметь только п р и в е р х н е м 
знаке; следовательно , 

1 _ е - а а • 
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I 0 0 ] Диференцируи равенство ( 1 2 ) 

t g - i - F (?/) = *•-*, 

имеем 
dF(i/) 1 

Н _ „ _ _ е-ц d,/ = - tg ; г F (у) % , 
2 cos 2 ;]-F (у) 

d F (y) = -— sin F (?/) (fy. 

По приближенным формулам 

sin F (я) = = 1 - - -у -« а 

cos F (я)= « ( l - l « - - ) 

и по теореме Тэйлора имеем 

sin F (я) _ 1 — A ; . * , sin F (Z) = 1 — ^ - ^ 2 , c o H F ( n ) _ r f ü , 

cos F (/ /) =s= cos F (//) -f- s in 2 F (y) du — s i n F (y) sin 2 F (y) dij-, 

sin F (</') = sin F (y) — sin F (y) cos F (y) rfy ~\~ - i - sin F (y) cos 2F (y) dy-, 

cos [F 1»') — F (//)] = 1 — i - s in 2 F (y) dy*. 

Подставляя эти величины в 

- i * » = 1 - sin F (Z) _ 
2 w 1 — sm F (я) cos F (y) cos F (y ) 

. cos F (?/') —- sin F ( я) cos F (y) 
ctg ш = — y w 

c tg to : 

cos F (я) sin F (y') 

cos F (y) — sin F (a) cos F (//') 
cos F (a) sin F (y) 

и ограничиваясь членами второго порядка, имеем: 

1 , 0 _ 1 - (l - 4- <И (1 - £ s in 2 F (у) i y 2 ) _ î / fe2 \ 
_ rfr __ _ _ _ _ _ _ _ _ 2_ ^ у + s i a S F ^ ^, 

c t g o / „ cos F (у) + s in 2 F (у) d y - c o s F (у) % 
ë dar ein F (ff) 

cos F (y) — cos F (y) —- s in 2 F (y) % 
C t g U) = — 4 — • — = : — C t g W . 

ь rf./;siuF(y) fe 



3 1 0 О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ 

Формула (34) представляет собой основную квадратичную форму 
плоскости, в которой имеет место геометрия Лобачевского (как обык
новенно говорят — гиперболической плоскости). На пей основана в с я 
дифорепцпальная геометрия плоскости. Эта форма совпадает с той, 
которую приводит Больап n § 32 «Аппепдгпсса> ; по Лобачевский 
использовал ее несравпенно шире, чем Больай: в сущности, все даль
нейшее содержание настоящего мемуара составляет применение этой 
формулы. 

В настоящее время пользуются основной формой гиперболической 
плоскости в различных других координатах. Так, в бельтрамиевых ко
ординатах (см. примечание 43) квадрат линейного элемента имеет вид 

ds* = -
( i _ ,/•!) f / a ; 2 - l . ( i _ x~)dy*-\-2xydxdy 

( 1 — ж2 — ißf 
[вИ Первая формула вытекает пз формулы текста (стр. 216) : 

t g F ( ? ) = s i n F ( y ) t g F ^ - | -
•если в пей положить 

tg F (,) = ! , t g F ( | ) = l . 

Последние же две формулы текста можно получить, применив к беско
нечно малому треугольнику формулы евклидовой геометрии. 

(82J Диференщгруя уравнение окружности (26), сначала имеем 

О = sin F (ж) cos F (у) sin F (y) dy 4- sin F (y) cos F (x) sin F (x) dx, 

потом 
dy cos F (ж) 
dx cos F (y) 

и 
/ c o s 2 F ( a ) 1 b « 
l cos 2 F (z/) ' s in 2 F (y) ) a x -

Исключая отсюда cos F (y) и sin F (y) при помощп уравнения окруж
ности (26) , имеем 

, sm°F(x)dx , 
ds = к J c tg F (r) 

l / c o s 2 F ( r ) — - cos* F (ж) • 
или 

, dcosF(a>) , ч 

ds= 1 c t g F ( r ) ; 
j / c o s 2 F ( r ) — cos 2 F (ж) 

интегрирование этого уравнения и дает уравнение текста. 
[6 8] По формуле ( 1 3 3 ) на стр. 205 текста. 
[°4] Диференщируя уравнение ( 27 ) , имеем 

— cos F (у) sin F (у) dy — — e~*dx= — sin F (y) dx 
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» затем 
dV(!/) 

sin F (у; s in-Fly) ' 

Ier'J Положим дли краткости 

и = с* sin [Л — F ( / ; ] - ; • sin [Л - j - F (l)\, 

t> = с* sin [Л — F (l)\ — с-* sin [Л — F (Z)]. 

Тогда уравнение (25) молено представить в виде 

2 sin Л cos F (у) — м, 

и, диференцируя его, имеем 

2 sin Л s in a F (у) dy _ du = vdx; 

затем, замечая, что 

4 s in 2 Л s in 2 F (у) = 4 s in 2 Л — u 2 , 

•находим 

tfs2 — 
1 

4 s in 2 Л sin* F (y) ' s in 2 F (y) 

1 
4 s in 2 A sin* F (y) 

[и- — к'- - j - 4 sin 2 A\ dx'2. 

Ho 

„ - _ „2 _)_ 4 sin 2 A = 4 s in 2 A — sin [A — F (/)] sin [Л -f- F (l)] = 4 s in 2 F ( l ) , 

следовательно, 

ds = 
s i n F ( / ) 

sin A s in 2 F (y) 

Чтобы интегрировать это выражение, мы должны разложить зна
менатель на мпоясителн. Предварительно умножим числитель и зна
менатель на 4 е 2 х . Полученное при атом уравнение 

4 e 2 x sin 2 A s in 2 F (у) = ея (2 sin А — it) е" (2 sin А 4- и) == О, 

•четвертой степени по отношению к е37, распадается на два квадратных, 
тождественных о теми, которые мы получили [см. уравнения (I) 
и (П) примечания 4 4 на стр. 298 — 209], когда искали отрезки, отоекае-
мые на оси х линиями, параллельными данной и пврпендикуляр-
•ными оси х, и приравнивали cos F (у) — _ 1 . Поэтому 

ех (2 sin А 4- м) — sin-[А — F (I)] (е* 4- «Л (е* 4- м,), 

ех (2 sin Л — м) = — sin [А — : F (J)] (в* — «Л (в* — м,), 
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где . Л -I- F (Г) 
.4111 : 

s i n . i + s m F ( / ) 2 
U • = с ' " = .sin [A-F(L)] = .. Л - F ( f ) ' 

Р ( И - i + F ( 0 
cos 

sin Л — s i n F (0 2 
?(., = с"» — —г ' sin [ Л — F (О] Л — F (7) 

cos •- — 

Мы можем теперь представить ILS таким образом: 

2 sin Л sin F О) DËIX 

DS: 
sin 2 [ Л — F (/)] (<?X — «L)(FX — <) 

илп 
î Г 1 1 

DISIX, 
d, = L 

и затем 
1 t' П., 

2 II1 — с 

Определив О из условии я = 0 при а' — О , получим 

1 1 — м ; 1 Л — F(Z) 
С — I n - = — m t g 2 , 

2 н- — 1 2 2 

1 <?х — и\ 1 Л — F (/) 
5 — — lu _ -'- ]n tg- . 

2 и " — e " * 2 2 

Если подставтг выражения «, и и а , то получим или формулу, дан
ную Лобачевским, пли выражение .? через отрезки п{ и « 2 , которыми 
V. Varicalc определяет положение прямой: 

1 , e t o — е 2 * * . х А — F (7) 
= T " l n ^ — 2 _ — 1 п *е — • 

2 с 1 1 — е œ 2 

[вв] j j a формулы д л я .V мы имеем 
s m 2 — ' w — е 2* s m 2 i -

e - ! e _ ? l _ 
e 2* cos 2 — • — — cos 2 —-

2 2 
и затем 

1 — е - 2 я e s a ! — ! cos F (s) = 

cos F (s) 

1 -f- e- 2 » cix cos [Л — F (J)] — cos [A - j - F (l)] ' 

sh ж 
cos A cos F (Z) sh x -f- sin Л sin F (l) ch a; ' 
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Разделив числитель и знаменатель на ch .г н заменив t h . v через 
cos F (x), получим формулу д л я ens F (s), данную в тексте. 

I е 7 ] Ту лее формулу можно получить, как указывает Лобачевский, из 
разрешения треугольников. Исключая s i n F e ) ил формул (14,) п (.17„): 

sin F (н) = sin F (.с) sin F (у). 

•n ч - I W . 4 . .sin F (.s-)ninFf/) 
соя Л cos F .s) cos F (l) -4 ±J- ' - i -—1 = 0, 

1 sm F (») 
мы получаем 

, \ n , » i -sin F (.v) sin F (Z) cos A cos F (s) cos F (Z) 4 - —— — 4 1 = 0. (I) 
w w 1 s i nF ( . r ) . smF(yJ v ' 

Но но формуле (31), в которой а, у, у', t заменены через x, I, у, s: 

win F (s) sin F (Г) кт*ЯЩ 
sin F (x) sin F (y) 1.— sin F (x) cos F (y) cosF( i ) ' 

и по формуле (24) 

1 — cos F (y) sin F (x) cos F (l) = s in 2 F (7) 4 - cos F (0 sin F (l) ctg A cos F (x) ; 

из последних двух равенств и равенства (I) получаем снова формулу, 
данную в тексте д л я cos F (s). 

При А = Т ? ( 1 ) из формулы д л я s получим 

= U 1 
s i n ^ F ^ ) 1 

[8Э] Заменяя cos F ( у ) через c o s F ( y ' ) e ß , имеем 

L v c o s F ( y ' U ° , м V i — c o s a F ( / / ' ) 
.9 = ctg F y) = . J; 7 - = ctg F (i/') i . - , , .

 w ' e», 
KinF(y) sm F (y) 

8 œ e , K l — c o s 2 F ( y ) " ^ t > a 

sin F (y) 

[ 7 0] Проведем на черт. 14 текста касательные к предельным 
линиям q и q'. Отрезки t осей м е ж д у предельными линиями равны, 
и по формуле (19) мы можем написать 

cos F (</) = е-* cos F < q), 
но по формуле (30) 

s' = cos Fftf'), .s = cos F (g) , 

следовательно, s' = s e - ' . 
[7 j Из формул д л я s ж s' имеем 

cos F (y') = e-° cos F (y), 
ctg F (y') *=e -* ctg F (y), 
s i n F ( y ' ) = e ' e - ° s i n F (y). 
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cos F (a:) — cos F (?•) cos 9, 

ctg F (y) = ctg F (r) sin 9. 

Из уравнения (П) 

s in 2 F (x) = 1 — cos 2 © cos 2 F (r) ; 

= s in 2 о - | - s in 2 F (г) cos 2 9 ; 

диференцируя уравнение (Ш), имеем 

dy sin 9 o r - j - cos F (г) cos 9 „9 
sin F (y) sin F (r) ' 

sin 9 dr - j - cos F (?•) cos 9 dv 
V = = ! sin F (ж) ~ ' 

Диференцируя (И), получим 

s in 2 F (x) dx = s in 2 F (r) cos 9 d?- — cos F (r) sin 9 cfo, 

dx sin F (r) cos 9 dr — ctg F (r) sin 9 _>.? 
sin F (?y) sin F (x) ' 

(I) 

( Щ 

( Ш ) 

(IV) 

(V) 

Из (ГУ) и (V) по формуле ( 34 ) , принимая во внимание (П), полу
чаем формулу (37) . 

Исключаем отсюда у ' : 

sin 2 ¥ (у') -f- cos 2 F (У) _ 1 [1 — s in 2 Г (у)] - f С2'й-2« s in 2 F (у), 

е-'" — 1 = (е 2 ' — 1 j sin-' F (у) ; 

исключаем у: 

sin 2 F (у) -f- cos 2 F (y) = 1 = e2« [1 — sin 2 F (;/)] - f e-a'e-'» s in 2 F (y ' ) , 

c - 2 » _ _ i — (e-2/ _ i ) s in 2 F (y'). 

Эти формулы Лобачевский получает, подставляя в пайдепную выше 
формулу 

s _ s' У'с-а — cos 2 F (у) 
sin F (y) 

вместо / — se-*. Другой вывод этого равенства дает Лобачевский 
в сНовых пачалах», § 117. 

[ 7 2 | Из треугольника между ординатой у, абсциссой ж н радиусом-
вектором г, проведенным пз начала, пмеем, пользуясь приводимой 
диаграммой: 

sin F (г) == sin F (x) sin F (y), 
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Эту формулу можно било бы получить еще таким образом. Пусть 
M, Mt—две точки кривой; опишем рашуоом г ш полюса О д у г у круга 
MA и применим: к бесконечно малому 
прямоугольному треугольнику АММг 

теорему Пифагора; получим 

dsn- = AM" - f АМ\ • 

Но AMl = dr, AM на основании фор
м у л ы (28) равно c tg F (r) if'f. 

[7 Sj Положение 3-е относится толь
ко к треугольникам. 

t 7 4 ] Действительно, если расстояние В111 вершины Б , треуголь
ника от линии DE равно h = BI—AF=CG, то в прямоугольных тре
угольниках B1D1Il и AFDl будут равны катеты BlIi и AF и острые 

у г л ы при точке D, ; треугольники бу
дут равны. Т а к ж е равны и треуголь
ники BlIlE1 и CGEt и, следовательно, 
площадь треугольника ABß равна пло
щади того же четырехугольника ÂFGG 
и площади треугольника ABC. 

•Заметим еще, что сумма углов как 
в треугольнике ABC, так и в треуголь
нике А Вj(7 равняется сумме углов А 
и С в четырехугольнике AFGG. 

Таким образом, когда треугольни
ки имеют общее основание АС, а вер

шины их равно отстоят от DE (линии, проведенной через сере
д и н ы двух боков, соединяющих вершину В с основанием), то не только 
площади всех этих треугольников равны м е ж д у собой, но и сумма 
углов в каждом будет одна и та же . 

[ 7 5] Эта формула — н е в е р н а я . В настоящем рассуждении, цель 
которого заключается в доказательстве теоремы «площадь треуголь
ника определяется суммой его углов», Лобачевский допустил недосмотр, 
однако не повлиявший на правильность окончательного заключения. 

Если через а мы обозначим угол FAD (черт. 15 в тексте) в прямо
угольном при точке F треугольнике FAD, так что 

A-4-a^l^FAC, 

то по формуле (13 3) мы будем иметь 
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Лобачевский п и л и т 

sin А = 
cos F(А) 

) 
т. е. считает, что /_ FA О — . t - j - а будет прямым. Но FAQ не моясет 
быть прямым. Если бы он был прямым, то мы имели бы четырех
угольник FACCr с четырьмя прямыми углами, что невозможно. 

Таким образом формула, данная в тексте, неверна. Тем не менее , 
на окончательный результат эта ошибка ие влияет. Рассмотрим это 
подробнее. 

Д л я доказательства теоремы о том, что площадь треугольника опре
деляется суммой его углов , Лобачевский показывает, что 1) «при 
сравнении площадей двух треугольников всегда моясно положить, что 
у них по одному боку равному», и 2) «каждый из сих треугольников, 
оставаясь на том же основании, моясет бить превращен в прямоуголь
ный». 

Второе положение не всегда справедливо, и д л я доказательства 
теоремы о том, что сумма углов треугольника является мерой его 
площади, нет необходимости превращать данные трезтольннкп в равно
великие с ними прямоугольные треугольники, а достаточно показать, 
что два треугольника с общим основанием могут быть превращены 
в два равновеликих с ними треугольника с общим углом при основании, 
причем этот угол может и не быть прямым. 

Чтобы яснее видеть, как исправляется допущенный Лобачевским 
недосмотр, докажем указанные выше два положения двумя способами: 
при помощи геометрических построений и аналитически. 

Рассмотрим сначала первый способ. 
Докажем такие две теоремы: 
1. Если у двух треугольников с общим основанием: середины трех 

из остальных сторон лежат на одной прямой, то и середина четвертой 
стороны лежит на той же прямой, и все вершины треугольников 
находятся от этой прямой на равных расстояниях. 

Пусть D, Е и Dt — середины сторон AB, Bö и ABt (см. чертеяс 
в предыдущем примечании) — лежат на одной прямой DEDX) BI, BJ^ 

AF, CG—перпендикуляры, опущенные из вершин треугольников на 
линию DE. В тексте выше было доказано, что AF = BI=CG. Далее , 
в прямоугольных треугольниках AFDt и DJJJy гипотенузы АВХ 

ц UjX», равны по предполоясению, а у г л ы Dj р а в н ы как вертикальные; 
следовательно, эти треугольники равны, и B J ^ — AF= CG. Треуголь-
н ш ш B1I1El и GGEV имея по доказанному р а в н ы е катеты ВХ1Х и CG 
и равные углы Èv будут равны, и поэтому Б 1 Е 1 = Е 1 0 , что и требо
валось доказать. 
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Из сказанного n тексте следует, что оба треугольника А ВС и A Ii fi 
будут равновелики, ибо плота и. каждого ш них равна площади 
четырехугольника AFGC и суммы углов в обоих треугольниках будут 
одинаковы, ибо каждая ira них равна сумме углов А и С четыре х-
уголышка .1FGC. 

2. Если в четырехугольнике ACGI с двумя прямыми углами F и G 
прилегающие к этим углам стороны A F н GO равны, то углы А и С 
также будут равны, и линия ПК, соединяющая середины неравных 
сторон АС и FG, будет перпендикулярна 
к ним 1 ) . 

Действительно, проведя прямые АКпКС, 
где К —- середина стороны FG, получим два 
прямоугольных треугольника AFKn CG К, ко
торые будут равны, ибо катеты одного равны 
катетам .другого. Вследствие равенства этих 
треугольников: £_ FE А — GKC, £_ FAK=*= 

— ù СЮК, ЛЕ—КС -и, • следовательно, все три стороны треуголь
ника АКП, где II—середина стороны АС, равны соответствующим 
сторонам треугольника СКВ. Эти треугольники равны и /_АНЕ — 
— Ù СИЕ, £_АКН — 1_ СКВ. Таким образом углы FKII, GKI.I и углы 
при точке II все прямые, а углы А и С четырехугольника AFGC 
равны. 

Из этой теоремы следует также, что перпендикуляр к АС, восста
вленный в середине, делит противоположную сторону пополам и пе
ресекает ее под прямым углом. 

Пользуясь первой теоремой, мы можем всякий треугольник ЛВС 
превратить в равновеликий треугольник с такой же, суммой углов так, 
чтобы одна из его сторон была равна или больше удвоенной длины 2h 
перпендикуляра, опущенного из вершины основания треугольника на 
прямую, соединяющую середины сторон, прилегающих к вершине, 
противоположной основанию. 

В самом деле, через середины сторон AB п ВС (см. чертеж преды
дущего примечания, стр. 315) проведем прямую BE и опустим на нее 
перпендикуляр h из вершины треугольника ABC. Опишем из точки А 

Ci 
как из центра окружность радиусом -~- А = AF. Эта окружность пе-
Хзесечет линию DE в некоторой точке Dv Продолжим линию ADX до 
точки JSj так, чтобы DlB1 = ADt = -у , и соединим точку Вх с С. Мы 
получим треугольник AB fi со стороной с х , равновеликий на основании 
теоремы первой с треугольником ABC, имеющий одинаковую с послед
ним сумму углов 

1) Это — четырехугольник Саккери, см. стр. 168 настоящего тома. 
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с Итак, при сравнения площадей двух треугольников всегда можно 
полагать, что у них но одному боку равному, который и будем назы
вать основанием», — говорит Лобачевский (стр. 220) . 

Далее , два треугольника, имеющие общее основание, всегда могут 
быть превращены в равновеликие с ними треугольники с общим углом 
при основании. 

Действительно, проведем в треугольниках ЛВС и ALC с общим осно
ванием А С липни DE H PQ, соединяющие середины их сторон. Не

доказанной теореме 2 , перпен
д и к у л я р , восставленный в се
редине II стороны АС, пересечет 
эти линии в точках К и У под 
прямыми углами, так что три 
прямые АС, DE и PQ все бу
дут перпендикулярны к прямой 
1Ш и меяеду собой не пере
секаются. Возьмем на прямой 
PQ где-ппбудь точку Р ( п сое
диним ее с точкой А прямой 

линией. Так как точки .-1 и Pt леясат с разпых сторон прямой DE, 
то линия APt пересечет линию DE в некоторой точке Dr Отлояшв п о 
прямой АРХ отрезки D1Bl=ADl и P1Ll= ЛРХ и соединив точки _? t п 
J-j с точкой С, получим два треугольника АВХС п ALXС, равновеликих 
с данными ABC и ALC и имеющих общий угол А. ' 

Таким образом два треугольника всегда можно, не изменяя ни их 
площади, ни суммы их углов, превратить в два дрзугнх с общим 
основанием и общим углом при основании. 

Лобачевский при этом утверждает, что этот общий угол всегда 
моясно сделать прямым. 

«Так всякий треугольник ABC превращается в прямоугольный, 
которого катеты будут АС и липпя с', определяемая уравнением 

cos F sin A cos F I — 

Если это равенство мы сопоставим с равенством 

cos F (А) = sin A cos F ^— j , 

то найдем, что с' = 2А п, следовательно, в треугольнике со сторонами 
АС п с' п равновеликом с данным сторона с' пойдет по линии AF, и 
угол GAF между этими сторонами не будет прямым, и треугольник, 
не будет прямоугольным. 
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Мы построили п к прммпугпльимп треугольник с катетами с" и Л С, 
равновеликий даппому ЛИС. пели бы в точке Л пооотапили к линии АС 
перпендикуляр , опролелили бы отрезок А" итого перпенликуляра от Л 
до лтгапи Д Б и сделали бы c" = 2h". Но -'«то построение возможно 
только в том случае, если перпендикуляр в точке Л пересечется 
лилией DE. Таким обрялом пе всякий треугольник моя:по обратить 
в прямоугольный треугольник с тем же основанием и равновеликий 
с даппьтм. 

Чтобы исправить допущенный Лобачевским недосмотр и сохранить 
в то же время аналитический характер его доказательства, проф. Эн-
гель !) предлагает изменить рассуждения Лобачевского таким образом. 

Если мы возьмем отрезок сх > с, то 

'(*)<*(т)'««'(*)>«•*(!)• 
и мы моясем определить угол cct так, чтобы 

cosa, c o s P ^"Т j = cosa cos Г — cos F (А). 

Треугольник АВХС со стороной ех вместо с и углом a t между с, п 
линией AF вместо а будет иметь вершину Ви отстоящую от DE на 
расстоянии А, и будет равновелик с треугольником Л2Й7 и иметь оди
наковую с ним сумму углов п общее основание АС. 

Мы моясем, таким образом, в двух треугольниках, не пзменяя н и 
суммы их углов пи площадей, сделать общее основание cv 

Рассмотрим теперь прилагаемый чертеж. Мы видели, что пря
м а я НЕ, соединяющая середины сторон FG и Л С, будет нерпенди-

В" В 

к у л я р н а к FG и Л С, и четырехугольник HEFA будет иметь три прямых 
угла . Обозначим ЕК=и, FK=v. Мы будем иметь приводимую здесь 

1) См. Г. E n g e l — N . J. Lobatschefskij, Zwei Geometrische Abhandlungen,, 
стр. 266. 
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диаграмму, и правила Непера дают формулы 

• _tgF( /Q t g F Q - f e ) 

1 Я ( Л - j - а) =-- cos F ft J cos F (A) > cos F ^~ ft j - f F (A) 

Ha первых формул с.тедует, что 

, l + a > F ( A ) и -_ + _ > F ^ y f t ) , 

а пз последней, что 

,1 + * < f ( ~ - ) + F ( A ) . 

Поэтому, если мы положим а" — Л Л - а — F (-—ft), то а" < F (А), и мы 
можем определит!, из уравнения 

cos a" cos F 14" с" j = c o s ] ? CO 

величину F (4-с") и с", п тогда треугольник со сторонами Л С и с" 
п углом Л - j - а" между нп.мп будет равновелик с данным и будет 
иметь одинаковую с ним сумму углов , В этом треугольнике угол 
мо/жду АС п с" будет равен F (4- ft) и его сторона с" будет парал
лельна с ПК. 

В том, что такой треугольник возмоясно построить, легко убедиться 
еще иначе. Пз предыдущих неравенств следует, что если через точку А 
мы пропечем прямую, параллельную с JTK и, следовательно, обра
зующую со стороной АС угот F ft), то эта линия пойдет внутри 
четырехугольника AFK1I (так как F (-о) < А-\~а), а поскольку она не 
моясет пересечь ни одной из сторон AF, АС и ЕК его, то онапереоечет 
четвертую линию ЕЕ в некоторой точке L. Отлояшв отрезок LB" = AL 
п соединив точку В" с С, мы получим треугольник АВ"С, равнове
ликий с ЛВС и имеющий одинаковую с ним сумму углов. 

Таким образом можно два треугольника, не изменяя их площади 
п суммы углов в каждом, превратить в д в а треугольника с общим 
основанием ft и общим углом F ( ~ f t ) при основании. 

[ , в] Предполояшм, что мы имеем два треугольника. Преобразуем их ( 

не изменяя их площади и суммы углов, в треугольники АВУС и ALxO 
с общим основанием А С и общим углом А. Как было показано в пре
дыдущем примечании, угол А моясет иметь бесчисленное мноясество 
значений. В частности, его можно сделать равным F ( i ft), где ft есть 
общее основание треугольников. Лобачевский ошибочно утверждает , 
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что «го можно нс(?гда сделать прямим. Ii атом нет необходимости: 
рассуждения Лобачевского остаются без н>-рамени, хотя бы итог 
общин у Р О Л .1 и не был прямым. Дей
ствительно: 

1. Если .дивные треугольники равнове
лики, то треугольники АИХС и . 1 L / ' будут 
так;ке равновелики, и сторона ОН1 первого 
должна сопиадать со стороной CL, второго; 
треугольники А В/ и . IL ,С будут равны, п 
суммы углов их будут одинаковы. Одина
ковы будут и суммы углов и данных тре
угольниках. ^ ' ~*С 

2. Если суммы углов в данных треугольниках одинаковы, то суммы 
углов в треугольниках AB/' и ЛВ/ будут равны, и линия СВ1 

должна совпасть с CLV ибо в противном случае образовался бы тре
угольник CBlLv в котором сумма углов была бы тс, что невозможно. 
Таким образом площади треугольников АВ}С n AL/J, а следовательно, 
и шющадн данных треугольников будут равны. 

["] Вместо «прямыми углами» надо сказать «рапными углами». 
р 8 ] Сначала определяем из второго уравнепияу, а потом па первого с. 
[7ÖJ Эти рассуждения основаны на теореме: если данный треугольник 

разделим на несколько треугольников, то недостаток суммы углов до 
двух прямых в данном треугольнике равен сумме недостатков его 
частей. 

[ 8 0] Предыдущими рассуждениями ато положение доказано Лобачев
ским только для треугольников, которые можно превратить в равно
великие прямоугольные треугольники. Но оно справедливо и для лю
бых треугольников, ибо всякий треугольник молено высотой разложить 
на два прямоугольных треугольника. 

ga — 1 еЬ — 1 

pi] По формуле tg ш = - j - p j - • ^ q - y (стр. 209 текста). 

[Щ Подставляя значение F(b), Е ( й ) 4 - Е ( д ' ) , имеем 

o l ^ J cosE(a) — cosF(ß) ' 

что по формулам примечания 23 дает 

t g ( A 4 - A ' ) = = t g P ( e — ?). 

откуда, так как углы А. 4 - А' и F (а — ,3) < w, 

А -\-А' = F Ja — = it — F (ß — а). 
З а к . 458 H. И . Л о б а ч е в с к и й , г, I. 21 
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Iм] Из треугольников на приводимом чертеже имеем (диаграммы 

а и 6) 
sin F (»•) = tg a tg ;•!, sin a = sin F (r) cos 

отсюда 

t g A - t g ( y - a - ß j : 
1 — t g a t g ß 1 — sinFQr) 

sin Л ' = sin l y — « — ? ' ) = cos ( a - f -ß ' ) = 

s m a 
= COS a - ; — = 7 - 7 - ; s m smF(î- ) 

s in 2 a 
s i n 2 F ( r ) 

cos a — T/"sin2 F (r) — s in 2 a . 
:—,. , . sm oc. 

sm F (»•) 
[84] Действительно, 

1 im — tg Л = lim 2 * * * ï • . i — ^ ( r ) = 2 « l - ' ^ F ( r ) 
a a t g 2 a 4 s i n F ( ? - ) sin F (r) ' 

v 2 i r • i / t • „ s i n « hm — sm Л = h m 2ъ 
a о 

cos « — У s in 2 F (?•) — s in 2 a 
sin F (r) = 2u 

1 — s i n F ( r ) 
s i n F ( r ) r 

lim y t g A = h m — - s m Л ' = - 2 ' к ( с Ъ г — l ) - = i : ( e ' - - ) - e - r _ 2 ) = 1 c ( e 2 e " ) 2 
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M Ы II.MlMiM 

tg - I ,/,S' = tg -J- F Q — a) = . ' -? == tg i - F ( -1) <.fg i - F (a) 

_ 1 — t g F Q L : ) ^ F f r / i - f - F f / / ) c"'J — 1 . ; t g F ( / / ) 4 - F ( У j 
" l - f - t g F ^ 2 " ^ i A - j - l 2 

[ ö 0 ] В ('Казанском ш:сташ:е> д л я обозначения ;iyi'ii у п о т р е б л я е т с я 
б у к в а s, а д л я обозначения п л о щ а д и буква S; в 
с П о л н о м собрания с о ч и н е н и и по геометрии» д л я 
обозначения п л о щ а д и п л о с к о й ф и г у р ы ставится 
б у к в а s и, только начиная с ф о р м у л ы (44) , .тля 
о б о з н а ч е н и я п л о щ а д и кривой поверхности ста
в и т с я буква 8. 

[ й 7] В у р а в н е н и и (24) вместо x, I, c tg Л п о д 
ставляем dx, у, c tg ш; п о л у ч а е м 

cos F ( у ) 
cos F (z) = 

Но 
sin F (dx) 

• ctg F (dx) sin F (y) ctg ш. 

sin F (</x) — 1, ctg F (dx) = dx, 

ctg to = — ctg ш' = — sin F (y) 
ilJj 

(см. примечание GO) и потому, пренебрегая членами выше первого 
порядка: 

cos F (z) = cos F (y) -f- s i n 2 F (y) dx^= cos F (y'). 

[Ь8] J J 3 уравнения круга (2G) имеем 

ctg F (y); 
Унт*¥-(х) — s i n 2 F ( r ) 

sin F (»•) 

Разложив dS [см. формулу (30)] иа две части 

sin'2 F (x) dx sin F (r) dx 
dS = 

sin F (r) ] / c o s 2 F (r) — cos 2 F (x) Y 8 ш ; а F 0 e ) — s i n a F ( r ) 

положим в первой cosF(.-c) = н, d cos F (.r) = s in 2 F (x) dx = tut, a во вто
рой, представив ее в виде 

dx 
sin F (ж) | / c tg 2 F (r) — ctg 2 F (x) ' 

dx 

Тогда 
dS = -

c t g F ( x ) = u, •. , :dv. 

dv 
sin F (r) У cos 2 F (г) — и 2 У c t g 2 F (r) — v* 

Отсюда вытекает формула, данная в тексте. 
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Tat: кии п. ю т а ' i t . сектора п р о п о р ц и о н а л ь н а центральному у г л у , 
то но ф о р м у л е (38) площадь сектора ПОМ б у д е т 

1 - - s i n F (г) •(т-Н"(т)-(т-

M 

г/3 

0 
и \ 

0 А 

sin F (V) 

Площадь :ке треугольника 0.1.1/" равняется 

_ — о 0. 

и, следовательно, площадь фигуры OAMJ1: 

1 - 0 . 
2 ' / sin F (;•) 

Определив у г л и о н 0 по формулам 

cos F (x) — sin ^ » j cos F (г) ; sin 0 = ctg F (x) tg F (r) 

(см. диаграмму), получим прежний результат. 
[и 0] Если считать а; от окружности к центру, т. е. поместить начало 

в точке О' (см. чертеж предыдущего примечания) и ось х направить 
к центру, то в данной пыпго формуле д л я ,S' мы должны заменить х 
через г — х. Вычитая площадь S из площади четверти круга: 

Y ( 7ir7F7V) ~ 

получим площадь сегмента АМО': 

1 cos F (»• — х) ctg F (r — .r) 
— — arecos _, , , arecos • 
s i n F ( r ) c o s F ( r ) c t g F ( r ) 

Теперь уравнение круга напишется таким образом: 

sin F (г) = sin F (r — a;) sin F [y), 
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H М Ы I I M C f ' M 

e n s - F ( г - I , i t " !•'(,-1 

c o s - F ( О ' r - - F ( ' / ) 

c - tg ' - 'F ( г •..•') | < - . . s - ' F ( / / ) _ _ 

<-tg'-' F ( , ) ' i ' w s ' ' F ( y | 

О т е г о д з г . н д и и . ч т о 

< i . s [ • ' ( . • - .<-) . <g F(>) 
arccos — ним» - - , 

cos F(r) tg ]• (v) 

C i L ' F I )•--.;•) . c n s l ' M 
sirccos ——-— — - arfsin •; •'- -. 

c t g F ( r ) c w F ( r ) 

Если положим *'=^oo, то F()•) = (>. 

1 . t g F ( r ) 
s i n F ( r ) t g F ( y ) 

и мы получаем 

<-tg F ( . ' /) , 

. s ^ r t p F O / ) — ( J - F ( / / ) V 

[1UJ И з ypttiiiii'iimt ( 2 7 ) мы имеем 

cos F (//) U F (//) = — r — * </J: = —sin F (y / ) f b - , 

ctg F (y) <Z F (y), 

и ф о р м у л а (39) / и с т 

, « = - c tg 2 F (y) • d F (y) = d F (y) 1 ( / / ) 

s i n 2 F (y)' 

.S ' z^ctg l^ /O- f -FO^-f -r ; 

О определяется пз условий: при у = 0, F (y ) = ~ , ctgF(;/^ = О, S = 0. 
[ü 2] Вместо «между .тугой кривой и коордонатами .т, у> надо ска

зать «между двумя осями и предельной линией». 
рш] Если в чортеясе примечания 89 (стр. 324) мы будем, оставляя 

точку ()' на месте, отодвигать О влево, то в пределе окружность 
обратится в предельную липию, треугольник ОЛМ превратится в бес-
копечпую полосу, о которой говорит Лобачевский. Угол •i. при этом 
будет стремиться к нулю, угол 0 к F (у), н площадь треугольника ОЛМ 

K ^ - F ( y ) . 
Эту формулу можно получить также при помощи общей фор

мулы (39). 
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Поместим начало координат п точке Л, обозначим текущие коор
динаты прямой МО, параллельной осп х, через (х, ,?). Из уравнения 
прямой МО (19): 

cos F (~) = Р ~ Х соя F (?/), 

получим 

— sin F (r) il F (z) = — e~x cos F (y) dx = 
= — cos F (z) dx, 

dx = tgF(z)dF(z), 

Q и уравпение (39) дает 

dS = dF{z). 

Интегрируя в пределах от z — y до 2 = 0, будем пметь 

.S' = y — F ( / / ) . 

Прибавив к ятой площади площадь сегмента (см. примечание 90). 
ограниченного продельпой линией О'М и ординатой AM, получим 
площадь между дугой предельной линии и д в у м я осями: 

S = ctg F (у). 

[9 <] Формула (39а) может бить выведена с помощью того ж е приема, 
который далее Лобачевский употребляет д л я вывода объема, ограни
ченного двумя предельными поверхностями с общими осями и кони
ческой поверхностью, образующие которой служат осями предельной 
поверхности (см. «Новые начала», § 117) . 

Проведем две параллельные АО и ВО и между ними р я д пре
дельных линий 1,2, 3, . . . , которые находятся одна от другой на рас

стоянии t. Пусть S есть площадь, 
заключенная м е ж д у параллельны
ми и первыми д в у м я предельными 
линиями. Эта площадь при пере
менном t пропорциональна д у г е s 
первой предельной линии, и потому 

S = аТ, 

где Т есть некоторая функция от t. Так как д у г а второй предельной 
линии по формуле (30) равна se-*, то площадь , заключенная м е ж д у 
второй и третьей предельными линиями, будет 

se-*T=Se-t, 

между третьей и четвертой: 
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и т. i. Вон :ц« н ю п ш ;ь м м ж д у параллельными и первой п р е д е л ь н о й 
л и н и е й , п р о с т и р а ю щ а я с я и бесконечность, б у д е т раина с у м м е 

« ( 1 - p с - ' - f - f - ' - f - . . . ) = .S 
1 л 7' 

1 — p - ' 

'Гик icai: она , очевидно , не зависит от t, то 

Г 

где с — постоянная. Следовательно, S = . v c ( l — е - ' ) , причем с должно 
быть равно единице, так чтобы прп бескопечно малом / 

обращалась в H = s/, как в евклидовой плоскости. 

[9Г>] Из чертежа впдпо, что э = Г -̂0; по формуле (ПТ) при
мечания 23: 

sin F (?•) : 

1 - f cos 2 F I 

1 -f- s in 2 v 

cos- » 
1 -f- s i n 3 <p ' 

2<Ь _ 
c o s 2 ^ sin F (r) cos 2 'f 

dS = 2 d t g ? — 2d-f. 

[f l6] Мы видели выше (см. примечание 93) , что площадь бесконечной 
полосы между осью х, осью у и параллельной с у линией из конца 
координаты х равна 

S = Y - F ( . r ) . 

Следовательно, площадь, бесконечно про
стирающаяся между двумя параллель
ными через концы x п x-\-dx, будет 

— dF(x). 

Точпо так лее, если мы обозначим через v 
длину перпендикуляра , опущенного из 
точки кривой С на ось у, то площадь 
той части бесконечной полосы, которая ограничена линией CD, 
будет 

— dA?(v), 
а площадь элемента А В DC: 

rfF(v) — r i F ( z ) . 
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Но но уравнениям (33) и (19) мы имеем 

cos F ( v ) = f - v cos F ( x ) , 

1 
с 2" - - 1 

sin- F (r). 

d ) 

(II) 

Диференцируя уравнении (Г) при ij постоянном и заменяя c - v через 
cos F(У) 
cos F (а-) 

П О Л У Ч И М 

tg F (u) ri F (с) = tg F (.г) (Z F (.r). 

П другой стороны, еслп мы пз двух уравнепнй (I) п (II) исключим пг, 

то получим 

Поэтому 
tgF(r)===tgF(.<:)r'<. 

«i F (и) = tg F (*) ctg F (>•) «Z F (.r) = р- « il F ( x ) , 

d S = (c-« — 1 ) (/F (.r). 

Уту (формулу можно получить иначе, если мы в атементе п.лощадп Л В Е С 
заменим отрезок оси х и отрезок кривой .AY'дугами предельных линий, 
для которых параллельные А О и B D служат осями. 

Длину дуги иредельпой ,чпнпн А К моясно определить пз бесконечно 
малого прямоугольного при точке А'треугольника, рассматривая его как 

прямолинейный треуголышк п применяя 
к нему формулы евклидовой геометрии. 

Мы будем иметь 

А К = d x sin F ( x ) = — d F ( x ) , 

и, следовательно, по формуле (39) полу
чим прежнюю формулу для d S . 

[°7] Это уравнение получаем из приво
димого чертежа, применяя формулу (17 2 ) . 

[ 0 8| Заменив в полученном уравнепнй 

sin F (н) : cos F (м) : C'
en - j - e ~ u ' 4 ' ' c u - \ - e ~ " 

мы приведем его к квадратному уравнению относительно е" sin F (ж) г 

sin F (r) sin 2 F (x) f2" — 2 sin F (x) e." -(- sin F (г) [1 - f cos 2 F (r)] = 0. 

То яге уравнение служит и для определения и ' , ибо оно при замене 
угла F (х) па те — F (ж) не изменяется. Из уравнения мы получаем 
два корня: 

с" sin F (r) : 
lzt. Y cos 2 F (г) — s in 2 F (г) cos 2 F (r) 
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Tai; как при .с -^О, F (.г) == ~ 

н 1 m ».«•>« К (г) . 
~ ~ win F M') 

то д л я определении « мы. должны перед корнем гаять .л ta к плюс, 
д л я н' — знак минус; и будет положительным, а «' отрицательным. 

Таким образом д л я с" sin F (.г) мы получаем формулу, прицеленную 
в тексте, а д л я t*' «in F (.г) имеем 

1 — V cos- Ь ()•)--!sm- Jb ir) eus- b (x) 
r" sm F(.}•) = - —:——-.— — — 

s m F i r ) 

откуда 
, sin F (r) sin F (.i.-) (1 -f- У cos- F (>•) — win- F (/•) cos-F (x)\ 

й 1 _ cos- F (r) -f- s i n ^ r J c ö ^ T p ! 

-iï —
 к' п Г0''? I1 4- У cos2 F (>•) — s iu 2 F (r) cos2 F i»] 

~ sin F ()•) (1 -f-cos' 2 F (x)) 

Как выше было показано, и' будет неличинон отрицательной; по
этому абсолютная величина \н'\ = -—(/', В тексте иод и' подразуме
вается абсолютная величина «', ионтому вместо с-'1' стоит с"'. 

[ о у] Интеграл выражения 
sin F (r) sin'- F (x) dx e~u sin F (x) dx •• 

1 4 - y W F (r) —"sin 2 F (>•) cos 2"F (,r) 

можно разбить на три пнтеграла. Положим - ~ — F (х) = <?, s m « = f; 

тогда 
cos F (х) a t sin ? = /, d cos F (.r) = s in 2 F 'ж) dx — cos s i/o = dt 

и 
sin F (r) dt 

-" sin F-(ж) 'fa" = 
1 _|_ у cos 2 F (r) — s in 2 F (/•) f2 

разделится сначала на две части, если умножим числитель и знаме
натель на величину, сопряженную с знаменателем, и но второй части 
радикал перенесем снова в знаменатель, а затем на три части, если 
во второй части в числителе добавим s in 2 F (г) ей и такой ж е член 
вычтем: 

. ^ . ч , 1 dt dt [cos 2 F (r) — s in 2 F (r) 1Ц f*— и gi^x jy (x) (LU ~—' i. . « . , , 1 — — - ' 1 — -"• 

sin F (r) 1 4 - / 2 s i n F ( r ) ( l - f / 2 ) y c o s a F ( r ) - s m 2 F ( r ) « 2 ' 

. . , 1 dt , sin F (r)dt 
sin F (Y) 14-« 2 y c o s 2 F ( r ) ~ - s i n 2 F ( r ) î : 2 

dt 

sin F (r) (1 4- t*) V cos 2 F (r) — s in 2 F (r) f2 
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Б п о с л е д н ю ю ч и с т ь в в е д е м н о в у ю п е р е м е н н у ю : 

\ с о я 2 F ( г ) — s i n 2 F (г-) Г2 

t 
Б у д е м иметь 

f c o s 2 F О ) dt 

i~ y c o s 2 F (r) — s i n 2 F ( r ) / 2 

c o s 2 F (r) ( 1 -f- f 2 ) 
1 + г 2 = 

г 2 

п о к о н ч а т е л ь н о 

. 1 1 , ^ F (г) dt . 1 dz 
c - « s m F (ж) dx = H • 

s i n F ( r ) У l - - t g 2 F ( r ) ^ s i n F ( r ) l - f - г 2 

И н т е г р и р у я , м ы п о л у ч и м в ы р а я с е п п е д л я Я, д а н н о е в т е к с т е . 

В « К а з а п с к о м в е с т н и к е » и в « С о б р а н и и с о ч и п е н и й Л о б а ч е в с к о г о » 
г. 1 

о т с у т с т в у е т ч л е н 4 • s i n j , . ^ • Д е й с т в и т е л ь н о , е с л и м ы б у д е м о т с ч и 

т ы в а т ь п л о щ а д ь S о т о с п у, т о п р и я; = 0 , F p c ) = -^-, s i n ç = 0 м ы 

д о л ж н ы д л я S п о л у ч и т ь в е л и ч и н у , р а в н у ю н у л ю . О д н а к о п р и э т о м 

з н а ч е н и и » п о ф о р м у л е , д а н н о й в т е к с т е , м ы п о л у ч и м 

2 s i n F ( r ) ' 

• С л е д о в а т е л ь н о , в ф о р м у л е п р о п у щ е н ч л е н 
к 1 

T s i n F (>•) ' 

В е л и ч и н у S м о ж н о п р е д с т а в и т ь в б о л е е п р о с т о м в и д е , е с л и в и н т е 

г р а л м ы в в е д е м н о в у ю п е р е м е н н у ю ft, с в я з а н н у ю с х у р а в п е п и е м 

s i n F (r) c o s F (x) = c o s F (r) s i n ft. 

В п р е д е л а х и н т е г р и р о в а н и я у г о л ft б у д е т д е й с т в и т е л е н , т а к к а к в е л и 

ч и н а , с т о я щ а я п о д з н а к о м р а д и к а л а , д о л я с н а б ы т ь п о л о я ш т е л ь н а . 

В т о м , ч т о у г о л ft д е й с т в и т е л е н , м о ж н о у б е д и т ь с я и н а ч е . 

С о е д и н и м к о н е ц а б с ц и с с ы х с т о ч к о й п е р е с е ч е н и я А о с и у о о к р у я с -

н о с т ь ю и д л я о б р а з о в а в ш е г о с я т р е у г о л ь н и к а н а п и ш е м п о п р и в о д и м о й 

д и а г р а м м е ( с т р . 3 3 1 ) : 
c o s F (x) = t g A. c t g F ( r ) , 

о т к у д а в и д н о , ч т о s i n f t = t g A . 

К о г д а x б у д е т м е н я т ь с я о т н у л я д о г , у г о л А б у д е т м е н я т ь с я о т 

• н у л я д о в е л и ч и н ы , м е н ь ш е й , a tgA— о т н у л я д о в е л и ч и н ы , м е н ь 

ш е й е д и н и ц ы . С л е д о в а т е л ь н о , s i n f t = t g ^ в с е г д а б у д е т м е н ь ш е 

• е д и н и ц ы . 
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./it 
1 —- cos F (»•) cos It 

и, в о с п о л ь з о в а в ш и с ь известной ф о р м у л о й 

As 

1 — - C O S F (Y) cos ft 

. " . — arc tg ] / -
n — b 

• tir - - . a - j - b cos ? — b- V a - '• b 2 

б у д е м иметь 

<?-" s in F (x) tlx = It :—^ are te 
v J s m F | c J " 

В т о р у ю часть м о ж н о предстанить еще п р о щ е , е с л п ппестп в н е е 

/1 

t ç - i - F ( r ) tg-J-ft 

отрезок р, соответствующий у г л у п а р а т л е л ь п о с т п ft, п п о л о ж и т ь ft = 

= F ( p ) ; тогда 

t g i - F O ) t g Y f t = t g T F ( r - f о), 

с, F ( r - f - p ) 
н -

jfV" «in F (*)<** = . . _ s . n f I r ) - , 

F ( r - f - p ) S = » —ft-
s in F (r) 

Это в ы р а ж е н и е м о ж н о представить еще иначе. По ф о р м у л а м п р и 

м е ч а н и я 23 м ы м о ж е м написать 
s in F (г) s in ft 

t g F ( r + p)i 
cos F (»•) -f- cos ft 

и, с л е д о в а т е л ь н о , 
: s i n F ( r ) s i n f t 

s = ? - , } + a r c t g • 

В в е д я п е р е м е н н у ю It. Mi.t получаем 

sin F (>•) s i n 2 F (r) iL: -~ cos F le) cos ft «/it. 

, . cos F D') cos !» ./ft 
c - " s m F fr) ,7.r = — r = rM — 
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Первые .-та членя итого выражения тои:дестг,епны с. первыми 
двумя членами формулы Лобачевского. 15 том, что 

'!•(/• 4 - р) = — arcfg sin '•? — aret; 
] / co s - b' (r) — sin- F {r) sin- 'f 

sin 'л ' 

можно убедиться, если «зять тангенс правой и левой частей: 

sin F {)•) s in i> 

cos F (г) - j - cos i> 

s in 2 F(r )eosF( .<- ) 

cos-' F (r) 4 - К cos'-' J'' C'J — s m ~ ( r J cu*'~ F (x) 

tg I arctg sin 'f — arctg 

: eta- ĵ avctg sin v 4 - ar 
i rc t ; 

Y cos 2 F ( г) — sin- F ( г) sin- g> 
sin <p 

[/cos- ]•' (?•) — sin- F (?•) sin- о 

(1 — ] / c o s 2 F (/•) — sin- F (r) s in a 9) sin о 
s in 2 » 4 - У cos 2 F (»•) — sin 2 F ( )') s in 2 9 

Помножив числитель п знаменатель на величину, сопряженную с числи
телем, после преобразовании убедимся « тождестве этого последнего 
выражения с предыдущим. 

[ I 0 Ù] Площадь S равняется сумме площадей сектора OBD н площади 
треугольника О AB. Обозначим угол В треугольника ОВА через ,3, 
а угол ЛОВ разделим па два, а, и а„, опустив из точки О перпенди

куляр 07? па сторону AB. Площадь сектора по формуле (38) (см. при
мечание 89) равна 
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a ii.iuiua.'U' треугольники 

F ( х \ 

и, с л е д о в а т е л ь н о , 

N = I - — а, — х. 
sin F|/\) 

v _ F ( , . ) _ ? | 

и, далее, 

fir 2, 

Ни но формулам (17) и (11 ) ц.< треугольник.»! ПАИ. ОЛИ, ОНИ 
м и имеем (см. диаграммы а и .7): 

«in S tg- F (.>•') = sin F (x) tir F (r) . 

s i n F i n ^ t g a , t-r 1s, 

sin F (.»:) — tg tg F (.>•). 

l i a оспонашш iinpuorü уравнения 

sin îjf = tg F (»•) cos F (.r). 

^ tir F (г) cos F (.)•) 

У 1 - rg- F (г) cos- Fi^T) 

У cus'-i F ( г ) - - sin-' F ( с) cos 2 F (x) 
eus F (.с) 

tg a., = cos F(x) ; 

по.четаиляя взятые, IM утих форму.! значении a p а„ и 3 и фор
мулу дли S, мы получим прежнее 
выражение . 

Мы видим теперь, какое гео
метрическое значение имеет каж
дый член формулы дли S. 

[ 1 0 IJ Построим сначала на пло
скости хОу точки 

С, (х, ;/, 0) , 

Aj (xA-dx, у, 0 ) , 
Bt(x, //-f-</,'/, 0 ) . 

Восставим п них перпендикуляры к 
плоскости жС1// и отложим па них со
ответственно отрезки C1C=z,AlA= 

^ ^ d x u B J J ^ z + ^ ä y ; 

мы получим в конце их точки С, А, В. Отложим, кроме того, на пер-
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иеыдикулирах отрезки 

Л 1 «, = 5 1 Ь 1 = С ' 1 6 ' = г , 

,te, 

Применяя теперь формулу (34) , мы получим 

ад-*, ^ = ^ 

.f dx ,f 

1 1 sm У 1 sm 3 s inZ 

Ла, = ( ~ I dx, 1 

*'-> 

« t e 

b 2 = ..l(T = Ca ;4 -cz r i ' 

<Ы ' s i n 2 r s m 2 ^ 
( t e 2 

< t e 2 

ЛЬ, — <ID = . ,j „ - { - : о Л г • o 'v» ' 

e - = .17Г = Л ^ 4 - Ь 2 . В ' = 

+ 
B i 0 = 

d y 2 ( te 2 

"Г £,,-,,2 v , s in 2 Z 1 s in 2 Г s in 2 Z 

[i02j Подставляя величины я 2 , Ь 2 и с 2 в известную формулу евкли
довой геометрии д л я площади треугольника, 

- i - Y 4аЧ* —- (с 2 — а 2 — о 2 ) 2 , 

A ^ = ^ 2 b 2 _ ( | î ) * ( g ) W 
получим 

и затем формулу, данную в тексте. 
Ту. же формулу можно вывести другим способом, пользуясь извест

ной теоремой евклидовой геометрии: квадрат площади треугольника 
равен сумме квадратов площадей его трех проекций на три взаимно 
перпендикулярные плоскости. Так как мы имеем дело с бесконечно 
малыми треугольниками, то мы имеем право применить эту теорему. 
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Три плоскости CBbv GAav Cnlbï по построению мы моясем считать 
изаимпо перпендикулярными. Проекции треугольника ЛИС на яти 
плоскости будут треугольники Olk.,, С Л с и C'iijfc,. 

Д л я первого — основание: Сс ,— [— \il.r, высота: Ch. — , и.то-
V''•'•/ .sm Z 

1 , 1 ./.city 
т а л ь : — Cc2 • Ob. = — -—-. 

'> 2 1 0 1 Ox) s in if 2 J 1 2 \(Лс/ sin if " 

Д л я второго — основание: Cc 8 = -̂̂ j tfy, высота: Cax 

1 / < k \ <Lr:d// 
площадь :— Ce. • Ca. = — —:—гт-^—; 2 ' \dyJ um 1 s m , 

sin У sin Z 

iZ 

TT ,ч dH r* ( l c 

Д л я третьего — основание: Cb, = — , высота: Ca. 
1 <JTN / 1 1 1 </xrf/ 

площадь : — G<\ • Ся, = ~ : — . . . • 
2 1 1 2 sm i s i n 2 Z 

Подставив эти величины в равенство 

ЛВС = ( С З Д + (СЛС а)а - f (Си,*,)», 

получим прежнюю формулу. 
[ЮЗ] в «Казанском вестнике» приведена формула 

(PS _ 1 1 Г cos-' X 
ÏXd'Y ~ sin Л \ / cos 2 Z" 

ctg-' Г . 1 

dXdY sin Л [/ cos'-Z 1 c o s 2 Z ' s in 2 Y s in 2 Z ' 

которая в «Полном собрании сочинений по геометрии» заменена сле
дующей: 

d2S __ 1 Г cos 2 X , ci%*jr 1 
dxdy sin Z | / cos 2 Z ' cos 2 Z" s in 2 Y" s in 2 Z ' 

Обе формулы верны, ибо dX = —uinXdx, dY= — sin Ydy. 
[ 1 0 4] Имеем, полагая sin R = sin A'sin У sin Z, 

c o s 2 X - 4 - c tg 2 У 1 _ 
cos ' r Z * sin 2 У sin 2 Z ~ 

(cos 2 X + otg 2 У) s in 2 X sin У s in 2 X _ 
~~ s in 2 X s in 2 У — s i n 2 J 2 ' s i n 2 Л ~ 

sin« X s in 2 ycos 2 R 

~ s in 2 R (sin 2 X s in 2 У — s m 2 i î ) ' 

откуда получаем формулу, данную в ^тексте. Если ж е в формуле-
. • V sin Л текста заменим s m Z s m A через — :— г то.получим 

d2S с os Л sin X 

dXdY sin2R cosZ 

file:///il.r
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f'"''] На ЫУ надо умножить потому, что вдоль оси х расположены 
четыре октанта сферы, а интегрирование распространяется только на 
один. 

Неопределенный интеграл равен 

sin У sin- А' </}' Г sin- X d cos Y Г sm 1 sm- A d ) i 
J / s i n 2 .V sin-' >"— siu 2 H J 

= —sin A' arcsin 

У s in 2 X — s in 2 II — sin 2 X cos 2 Y 

sin A" cos У 

У sin-'A" — s in 2 II 

Нижними пределами интегрирования служат y = Q, y = F (//)== ^ - , 
Верхний предел Y соответствует какому-нибудь значешпо А и пай-
дется in урапнепня 

siu X sin Г — sin R 

большого круга, леисащего 1 ! плоскости хОу. Подставляя эти пределы, 
получим после первого интегрирования 

sin А". 
2 

Прп втором интегрировании по А нижним пределом служит х=0 и 

X =-,',"-, а верхним — какое-нибудь А . Почтому после второго инте

грирования будем иметь 

-^ -созА. 

При первом и втором интегрировании Лобачевский меняет порядок 
пределов, отчего знак двойного интеграла не меняется. 

[1Ü7J Надо X — F(x) заменить через F ( г — х ) . Тогда по формуле 
примечания 2 3 : 

„ 1 W » г, cos/г" —cos A cos A s in 2 

сон It — cos b (г — x) — cos /с = . 
1 — cos II cos A 1 — cos R cos A 

При »• = со, B = F (r) = 0, cos R = 1 п 2 ~ c o a A

 = 2 - e ' x ~ e ~ * 
1 — c o s A" 2 a — x 

= . - ( e 2 * — 1) . 

[ 1 C 0] Когда в двойной интеграл вместо переменных А и Y мы вво
дим новые переменные о п <i, то dXdY мы должны заменить через 

r)A" dY <)Х OY 

В данном случае Y не зависит от о и потому нужно заменить dXdY 
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Из уравнений, связывающих новые переменные ср н d со старыми, 
м ы имеем 

<>Х 
— нш X = cos R sin. d соз <з, 

î а г 
—— = ctg Л sin'Ii: sin 2 F cb 

e i едовательно, 
, _ , c o s - R sin- d s tn 2 Y cos о , 

ал dY = . — ^ — : — - 1 - do do. 
sin R 8 1 П Л 1 

В примечании 104 мы ВИДОЛИ, что 

d-S cos R sin X 

поэтому 

Но 

dXdY s in 2 Л cos Z ' 

«FS cos 3 ß s in 2 di s in 2 I" cos ss 

<£p sin : i Я cosZ 

1 sin 2 ie 
s in 2 r = 

1 -f- c t g 2 Г 1 — s in 2 d- cos 2 R ' 

s in 2 X s in 2 Г _ s in 2 X 
s in 2 R 1 — sin 2 d cos 2 Ii' 

s in 2 i î s in 2 <]/ cos 2 i2 — cos 2 X s in 2 d/ cos 2 R cos 2 о 
C 0 S ~ s i n 2 X s i n 2 Y~ s i rÄX e iü«X 

и, следовательно, 

cZ2S cos a i? s in 2 <|< cos '.? sin 2 R sin X 
cüd s in 3 R sin d/ cos R cos <p (1 — s in 2 d cos 2 Д) 

cos 2 R sin X sin d/ ~ 
sin Л (1 — s in 2 •{/ соз'Гй)' 

откуда получается формула, данная в тексте. 
Новым переменным о и d/ моясно дать такое геометрическое толко

вание . Пусть х, у, г суть координаты точки М; (х, у, 0 ) — координаты 
точки А на плоскости хОу; (х, 0, 0 ) — координаты точки Р на оси х. 
Возьмем на оси г точку Q, лежащую от А на расстоянии г, н соединим 
ее п р я м ы м и QA = г и Ç-P = £ о точками А и Р . Мы получим д в а 
прямоугольных треугольника AQP и 0QP; угол Ç в первом и угол Р 

З&к. 168. H. И. ЛоблчевсияЯ. т. I 22 
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во втором будут равны соответственно — b и -~—v. Действительно, 

д л я ятях двух треугольников мы имеем (но диаграммам а н о) формулы 

cos ' l*= tgR c tg Y, 

cos X = cos F (I) s in ' s , 

cos F (t) = cos R sin 'L, 

тождественные с томи, которые связывают перемеипые X , Y с пере
менными », d. 

Если точка Л будет отодвигаться от оси у так, что координата у 
будет оставаться постоянной, то угол >!/ не будет меняться, треуголь-

ник APQ не будет изменять своих размеров, вершина Q будет опускаться 
до тех пор, пока она не дойдет до начала ; тогда точка А дойдет до 
окружности,' а треугольник APQ упадет н а плоскость хОу; угол '<?• 
будет при этом мепяться от п у л я до -~. 

и 

Когда затем у будет меняться от н у л я до г, то угол <Ь будет 

меняться от до п у л я . 

Таким образом, когда мы распространяем двойной интеграл па. 
один октант, пределами интегрирования будут д л я а и А, 0 и у . 

Чтобы получить поверхность всей сферы, м ы д о л ж н ы умножить 
на Qdvdty, потому что интегрирование распространяется только /на. 
восьмую ее часть. Знак минус во второй части должен быть отброшен, 
ибо в формуле преобразования, заменяя dXdY через 

. (дх die дх от\ л ,, 

мы должны перед детерминантом взять н а д л е ж а щ и й знак: в данном-
случае анак минус, потому что обе переменные X и У при интегри
ровании уменьшаются, 9 увеличивается, а 41 уменьшается ; произведения 
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dX iiy и dvdb будут i i M i ' i b ра;лш« ÜHUKH, a коэфицнеит при d-s d'j 
д о л ж е н быть отрицательным. 

[ 1 1 0J Это равенство н.лчуштеи, если обозначим о.-. Л череа а и n u e c i * 
'J< введем переменную х, полил:ип 

cos fi sin •) x; cos 72 cos <l № = dx, 

dx 

Д л я переменной а; пределами интегрирования будут нуль и а. Инте
г р а л (4С) преобразуется в следующий: 

1 Г Г i l / I — ; C 2 s h l 2 0 , т - -.Лг.Лчз. 
a J J ( i _ a 5 2 \ y t t 2 _ a . - 2 ( 1 - я 2 ) У 

Е с л и начнем интегрирование по переменной -f, то п получим желае
мое равенство. 

f 1 1 1 ] Заменим переменную другой перемепной г, положив 

z = sin Ii sin <\, 

dz = sin Ii cos <b d\, 

и обозначим для краткости ein Ii через x. Пределами интегрирования 
по z будут z = 0 и z — х, и двойной интеграл по умножении па 
х = sin R примет вид 

' - J 7 . - Г * * * -
о о 

Если его будем интегрировать сначала по ?, то получпм 

Изменим теперь порядок интегрирования и начнем интегрировать п о 
переменному z. В справедливости равенства 

f У 1 — z- s in- ? ^ 

. . . . . COS О . T/ 1 Ж2 8 Ш А <Э -А- X COS CS 
: sm <s arcsm (жsm cp) -J — - i n - ' - -2 У1 — x 2 s in 2 <s—xcoscp 
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легко убедиться, диферешшруя обе части по х и замечая, что обе 
части при х = 0 обращаются л ыуль. При вторичном интегрировании 
•••того выражения по частям, проинтегрированная часть 

. , . , . s i n » , l / l — . т 2 s in 2 ta + я cos 9 
— cos 'ä arcsin (.1: sm o) -] - In ' 

2 ]/l — x- s in 2 9 — я cos 9 
для пределов 9 = 0 л 9 = — обращается и пуль , и таким образом 

1 = cos 9 d [arcsm (x sm v)] I sm a d ln — —• = 
y ' 2 J ' y i — . ( , ' J s i n 2 9 — x c o s a 

r x c o s - o , , r ï s m - a , Г Kfi'f 
= — ' — do A- -—r^r-—.—-—- do = I — ; — : 

J a;2 s in 2 о ' J / 1 - х 2 s in 2 » ' J ] / l — ж 2 s i n 2 » 
о 0 

= хП(х). 

[ I 1 2J Мьт получаем спачала 

xR С ,, Г , Г , ~ cos R sm i l / l — s m 2 R s m 2 4 s m 2 о 
— = d'il I do I — . _ .- „ -, • '-. 
2 J ' J ' J 1 8 Ш 2 Л 8 1 П 2 4 

0 0 0 

Обозначая снова sin R sin 6 через z, приведем двойной интеграл по 
переменным R и о к виду (см. предыдущее примечание): 

Г Г V i — ^ s i n 2 « _ м . . . . Г *р 
I а с - s «г = гП(г) = sin Л sm <i 

J J 1 — T J l / l — s in 2 R s in 2 d e i n 2 » 
о о 0 

Это равенство интегрируем по 4 и получаем формулу, данную в тексте. 
[ и з ] Положив в предыдущем интеграле 

г = sin R sin 9 cos 6 и x •— sin R sin 9, 

i&r = — s i n R sin 9 sin 6 rjty, 
получаем 

s 
7 _ о 

sin iî sin ù d6 1 Г dz С s m i c s m w r t i l r 

J yi— sm«6 л1т~2ф cos a ô ~~ sin 4 J / 1 — x 2 - f - ; 

s m 
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Тогда 
2 d" 

s i n 9 = = = s i n P ( j ; ) = ^ - : r - ^ , d'i = F (.r) — — s in F (x) dx, - j ~ =» — « A 

и пределами интеграла будут при ж = 0 , J: = OO, при 'f = -£. as = 0 . 
[ и п ] Проинтегрированная часть 

eftr ' i _j_ 2 е * s in Л 
л; In .,_ —-

с'х-\-1— 2 С s in R 

обращается п нуль не только при х = 0, но и при л — оо, ибо 

. . , 1 - | - 2 е - ^ s in R - j - с 
l i m x In • ; ! — О. 

1 — 2с-* s in R -f- е-'-'-1 

Действительно, если е-х заменим через у и разложим натуральный 
логарифм по степеням у, то старшин член разлоясенпя будет 

4 sin R • у In у. 
["0] Ибо 

c t g | ~ - . r ) и c t g ( - l - f - . r j 

суть величины, обратные одна другой, 

c t g ( - £ - 4 - z ) = t g ( - f — * ) , 

логарифмы их равны по абсолютной величине и противоположны п о 
знаку и при суммировании сокращаются. 

[ 1 1 7 ] Диференцируя ех = е" c t g | - d , получим 

е* rfo; — — е° _ _ L . ( i _|_ е ' - Ч * - а ) ) } 

2 s i n 2 4 -
2 

2 с * - ° 
_ j _ е 2 ( х - 0 ) 

Здесь г означает расстояние точки поверхности от оси х> 

R = F (г) есть функция одного только з - , и потому при диференцнрова-
нии^первого равенства по у мы должны R считать постоянным. П р и 
нимая во ппимание, что 
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мы получаем формулы д л я ^~ и Подставим эти значения п фор
мулу ( 4 4 ) ; предварительно заменив в ней sin У sin Z на sin Л, н при
ведем дроби под раликалом к одному зпамеиателю: 

sin- Г sin- Z sin- R. 

Получим в числителе: 

s in 2 Y cos 2 It ( ~ J " 4 - cos-' У s in 2 R 4 - cos 2 Z s in 2 Y = 

: s in 2 У cos 2 Л fiRV 
i)X 

cos 2 У s in 2 Л •:- ( 1 — s in 2 Z) s in 2 Г = 

= s in 2 Y cos 2 Л 
\дх) ~r 

cos 2 У s in 2 R 4- s in 2 У — s i n 2 Л = 

= s in 2 Y cos 2 i? 

и, следовательно, 

sin У cos Л 
o-S 

• эл'\2 

sin Y siu Z sin Л cos Z s in 2 Л 
"sm 2~y 

Чтобы получить 
dxdY 

s i n 2 R " j /" 

U T * . * / l + (g)' 

sin 2 Л | / s in 2 У — s in 2 Л 

, надо положить dY— — sin Y dy; тогда 

d 2 S 
sin У cos Л 

dxdY s in 2 R Y s in 2 У — s in 2 Д 

c o s R , / " . , ,• ал\ 2 sin У 
s in 2 Л V ' \0x) ] / c o s 2 Л — cos 2 У 

По переменному у надо произвести иптегрирование от н у л я до г, 
а по переменному У — о т у до Л (а не наоборот, как сказано в тексте). 
Тогда получаем 

dS 
dx 

R 
IdR\2 Г dcos ] 

+ \Tx) J Y W Ä -• cos 2 У 
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sm- У \ "r ' я cos Л s i u - Л у ' \ii.rl 

[ п 0 ] Д и ф е р е н ц и р у я у р а н н е п и е конуса (ом. чертой: и д и а г р а м м у ) 
п о ч у ч а о м 

• г, ''н i „ si» -V 
— sm И — ts л — cos R - z= О, 

tlx ооч- Л 

и затем 
tlx ' 

си* U 
cösX ' 

dS _ dS dx 
dX dx dX 

2 - c o s R / " i c t g - R 
äin 2 Л sin А' V Г cos -AT* 

Подкоренная велтгчтгаа преобразуется следующим образом: 

1 +Ш4 " 1 + C t g 2 R ( 1 + * X ) = s l n ^ + s i n ^ = s W ^ 

[ 1 а о] Кроме этих двух формул, напишем еще третью: 

sin L = sin X sin R. 

Диференцируя первое уравнение, имеем 

sin L cos A dL = sin X dX, 

2ic cos Л sin I / dL 21t sin L sin A c tg X/ 
d S = = _ • sin» R sin-' X SnTE 

[ 1 2 ' ] Мы имеем 

c o s E — = — «-*; — = — t g i î , _ _ = _ _ = 2тсе««. 
tto d r ах am 3 i£ 
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[125] т а к к а к объем с бесконечно продолженной поверхностью не 
зависит от выбора с, то 

С _ _ 
1 — е - ' 2 е 

есть величина постоянная. Н о при с бесконечно малом объем равен cS 
и С—с, и, следовательно, 

G G 1 
1 — й - , - ' с ~ " 2 с И Ï' 

[ , S 8J Рассматривая предельную поверхность как сферу бесконечно» 
большого радиуса, Лобачевский иногда смотрит на предельные линии 
как па окружпости больших кругов [этой сферы. Вся конфигурация 
выяснена в следующем примечании. 

[12*] Построим на предельной поверхности прямоугольник ABDO 
со сторонами h и s п через нершипы его проведем оси АО, ВО, 

DO и СО и четыре плоско-
5 ?" сти АВО, BDO, DOO, ОАО. 

" ~- /i-^^/l .. j j a предельной липни Л2? 
построим цилиндр, образую
щие которого перпендику
лярны к плоскости АОВ а 
касаются предельной поверх
ности. Пусть АЕ и BF—две 
из этих образующих. Нетруд
но видеть , что кривая EFпе
ресечения цилиндра о пло
скостью ODO будет предель
ной линией. Действительно, 
вследствие равенства дуг А О 

п BD, фигуры ЛЕС и BFD будут равны и EG = FD. Так же убе
димся, что отрезки осей, заключенных между кривыми CD и EF, все 
одинаковы, а так как CD есть дуга предельной линии, то FE будет 
предельной с теми ж е ооями, как и у линии CD. 

Когда мы увеличим а на da и « на ds, то объем Р получпт при
ращение dP, равное объему тела, заключенному м е ж д у плоскостями 
OEF и OE'F' и цилиндрической поверхностью EFF'E''. При вычисле
нии етого объема мы можем поверхность цилиндра заменить предель
ной поверхностью EFF'E", проведенной через линию EF, и восполь
зоваться формулой ( 4 9 ) , которая д л я с = оо'обращается B | S , где S есть 
площадь EFF'E": 

S = EF • ЕЕ" — bev • dsev= be*v ds. 
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[ 1 2 5 ] Проведем через точку Е предельную д у г у ЕА1=а с осями 
А,0 и ЕО; по формулам ( 2 0 ) п (30) : 

G = ctg F (à), s = cos F (а); 

принимая во внимание формулу (3ß), о = seV, 
получим 

c-tf = sin F (а). 
Д и ф е р е н ц и р у я второе уравнепие , получим 

ds = s in 2 F (a) da, 
1 , s i n 2 F ( a ) d a 1 , , 

dP = — b —. , .j / — = — & da. 
2 s m 2 F (я) 2 

[ 1 2 eJ См. стр. 2 2 5 — 2 2 0 т екстам примечание 96. 
[ 1 2 7] Объем сегмепта СС1ЕЕ1 равен , как было выше сказано в тек

сте, половине произведения а н а площадь элемептарной бесконечной 

полосы CCjO; а эта последняя , на основании стр. 22С текста п 
примечания 96, равна — d F ( b ) . 

[ 1 2 а ] Из треугольника ЕСА имеем (см. диаграмму) : 
е 2 « — i 

cos F (a) = • 
е2а-\- 1 

: t g A Ctg В, 

и затем 

«2« = 
1-f- tg „4 ctg ü sin (В -\- А) 
1 — t g A c tg В sin (В — А)' 

[ 1 2 в ] Если угол А бесконечно мал (dA), то и катет а бесконечно м а л : 

cos F (a) = a = dA ctg В, 

dP = — — ctg Б dA dB. 
2 6 

И н т е г р и р у я сначала по А от н у л я до 2гс, а потом (по В от у , [полу

чим формулу д л я Р, данную в тексте. 
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(iBoj Проводом л и н и и ЕЕ', FF', GG', пернепдшсулярпые к вы
сота равнобедренного треугольника ВАС, и разделим его сторону АС 
на .элементы EF, FG, . . . Через точки Е, F, . .. проведем линии ЕхЕО, 
FxFO, GtGO, . . . . п а р а л л е л ь н ы е высоте. Прп вращении этой фигуры 
вокруг прямой АЛ треугольник САП опишет котгус с основанием ВС 
и высотой АЛ, а бескопечпые полоски меясду д в у м я последователь
ными параллельными—элементарные конические оболочки с общей 
осью АЛ. Вычислим объем оболочки описанной полосой OEFxFO. 

Отложим Е'М = F'F п положим 
0 0 0 0 

О 

1 

А 

1 °\ 
IF / F' \ F' \ 

Е/\ Е' \ Е' \ 

F'F = y, AF' = x, AF=*c, F'E'= 
= dx, EM — dy, FXM = by. 

Д л я треугольника AT1'F мы 
имеем диаграмму, по которой на-

питаем, кроме формул, данпых в тексте, еще формулу s i n C = : 
= sin X sin У", которая далее понадобится. 

Чтобы определить dy, диференцируем уравнение ( 1 8 ) прямой AB; 
получаем 

sitfYtgXdy- Б т Х 

откуда 

dy = dx 

с о а 2 Х 

cos У 

dx — ö. 

sin-' У cos X' 

чтобы получить <fy, воспользуемся уравнением ( 1 9 ) прямой F^FO, па
раллельной оси х, приняв ЪЕ' = у за начальную ординату и направив 
ось х от F' к Л. Соответственно с этим в уравнении (19 ) мы д о л ж н ы 
заменить b черев у, у через уА-Ьу и х через — dx. Получим 

cos F (у 4 - оу) ~ в** oos F (у). 

Разложив oos F (у -f- by) в р я д Тейлора и ограничиваясь бесконечно 
малыми первого порядка, имеем 

oos F (у) 4 - s in 2 F (у) by = (1 4 - dx) cos F (y), 
откуда 

У ein-F (y) X 
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Это ж е значение д л я Ъу Лобачевские получает проще, замечая, 
что выпто полученная формула д л я dy остается справедливой, ка
ковы бы л и были угол Л п величина х. Когда х делается бесконечно 
'большим, Л — 0 , c o s A * " = l и dy обращается в Зу. 

З н а я dy и оу, находим толщину оболочки: 

или, выраясая dy через dx; 

dP=~cos Y(l—cosX)dy. 

С у м м и р у я объемы всех оболочек, мы получаем обтаем тела , заклю
ченного меясду конической поверхностью ВОС, простирающейся в бес
конечность, и боковой поверхностью копуса ВАС: 

п по формуле ( 5 4 ) объем ее: 

Е с л и вычтем его из объема бесконечного конуса ВОС 

который определяется по формуле ( 5 4 ) , получим объем конуса ВАС; 

гШ] j j 8 соотношения 
cos X = cos A cos С, 

•заменив 

c o s X = 
gX ß-X 

c o s C = 
ec _ j _ e - c ' 

получим 

e2<r й 2 с _|_ J _ j _ (g2c 1) cog A 1 -f- c o s A COS С 
е 2 е ^ | _ 1 — ^ e ü e — 1 ) с о а Л 1 — cos A cos С 

s in 2 ~ -f- cos 3 •—- е-
2 * 2 

cos 2 — - j - s in 2 ^ - e' 

[ 1 B a] Сначала получаем 
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но 

х =» — cos А (е2« — 1) 

+т (соэ4 т+cos2 т8 h l 2 if+sin* т) (c2c~ 1 ) 9 + 

cos 9 Л = cos 4 - j - sin* 2 cos 2 s in 2 

. 4̂ « • j л. . ч Л Л 1 = cos* -— -4- sm* —- ~ j - 2 cos- —• s m 2 — , 

следовательно, 

3- { -С08 2 Л , А . . . Л . „ Л . 2 Л 
: cos* H s m 4 г- cos 2 — sm' 2-— 

2 1 2 1 2 2 

Затем разлагаем в р я д 

е2= — 1 = 2 с - г - 2 с 2 + — с 8-)- , 
о 

pas] Первое равенство слодует пз у р а в н е н и я sin Л = tg С ctg Y 
(ом. диаграмму к пр1гмечанию 130 на стр. 346), ибо п р и малом sin Л 
моясно положить 

cos Л — 1 • • s in 2 Л ; 

подставляя затем значение cos Л в 

1 1 + с о з Л с о з С 1 (1 + С08 g— I cos C t g 2 g c t g 2 Y) 
~~ 2 1 — с о з Л с о з С - 2 ( l — c o s C + ^ - c o s C t g 2 C c t g 2 Г ) ' 

1 1 -f- cos С 
T 1 — cos С 

2 

- L t g 2 C c t s

2 r f 0 0 8 c + -
4 ь fe \ 1 -f- cos С ' 1 

. , С 1 c t g 2 } 
Лп ctg —2—-—: 

ь 2 2 cos С ' 

cos С 
— cos С 

замечая, что t g - 2 - C = e - e , получаем формулу, данную в тексте, 

[ l 8 i ] Принимая во внимание полученные значения cos Л и х п р и 
бесконечно малом у, находим д л я объема конуса по формуле (55): 

с—— с-tg* 0 ctg* Y 
/ ~ 2 cos О 
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П л о щ а д ь его основания (формула 38): 

4 * c t g 2 l < ^ - l J = ^ c t g 2 r , 

ибо, прп бесконечно малом у, 

ctg F (у) = - 1 (cv — е-иу= у 4 - . . . 

Таким образом в пределе , когда отверстие конуса стремится к нулю, 
отношение его объема к площади основания будет 

• с • t g 2 С 
2 \ cos G 

Это отношение должно р а в н я т ь с я отношению объема сферы радиуса с 
к ее поверхности, которая по формуле (45) равна 

4тг c t g 2 С. 

Поэтому объем т а р а радиуса с 

1 
2r. c t g 3 С 

cos О 
• с t g 2 G = 2тс 

/ cos G \ „ , , 
•. „ ~ — с = 2тг (eh. с ch. с — с). 

\ s rn- С 

Отсюда вытекает формула (5G). 
[ 1 3 5] Пусть поверхность, ограничивающая тело, происходит от вра

щ е н и я линии О AB вокруг осп х (см. чер
т е ж ) . Д е л и м д у г у линии на элементы AB 
и через точки деления проводим линии, па
р а л л е л ь н ы е оси х. Н а ординате QB — у - j - dy 
•отложим отрезок QO — y. Тогда BC=dy; 
CD означим by. Толщина конической обо
лочки, полученной прп в р а щ е н и и полосы 
м е ж д у параллельными, проведенными че
рез Л. и Б , будет равна dy 4r by. Величину 
•by найдем, если (см. примечание 130) 
воспользуемся уравнением (19) парал- P Q 
дельной линии, заменив в нем у через у — by, х — через dx: 

cos F (у — by) = e-<te cosF( j / ) ; 

cos F(y) 
отсюда 

оу •• sin* F (у) 
dx. 

рзв] и б о d oos X = вХ dx.mi 

file:///srn-
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[ 1 1 Л] Из треугольника между х и г имеем (см. диаграмму) 

cos X = cos R cos Л, 

и формулу д л я поверхности сферического сегмента (стр. 229) 

„ cos R, п „ 
2т: , „ „ (cos R — cos X) 

sin 2 R к ' 

можно паппсать таким образом: 

2 к 22^3 ( i _ cos Л) = 4w c t g 2 R s in 2 -I• 
sm- R 4 2 

Поверхность лее всей сферы равна 4л c tg 2 R, 
Таким образом отношение поверхности сег

мента к поверхности шара равняется s in 2 ^ А. Таково ясе должно быть 
отношение объема конического вырезка шара к объему всего шара. 

[ 1 3 ь] То-есть 

' cos R — cos X ( cos Л 
I s in 2 R 

cos X 
MsirrlTe" sin 2 12 • (r — x) 

замечая, что cos X = cos iü cos Л (см. предыдущее примечание), полу
чим формулу, данную в тексте. 

[isoj Объем отрезка шара (сегмента) с высотой х равен разности 
объема полушара п объема вырезка, определенного по формуле (58), 
в которой надо х заменить через г — х: 

f cos R \ I c o s F ( r — x) 
К\^в-Г)-К\—Шв ('— х ) 

Но (см. примечание 23) 

. cos R — c o s X 
cos F (r — x) = —-, 

v ' 1 — cos R cos X 

следовательно, объем сегмента равняется 

s in 2 Я 
cos R — 

cos Л — c o s X 
1 — cos Л cos X 

Отсюда вытекает формула, данная в тексте. 

[" 0] Д л я г = оо, F ( r ) = 0, c o s J ß = l 
е 2* — 1 

и 

~х. 

c o s X 
1 — cos X 

ех — е - ' 
2 е -^~ 

[ ш ] Поверхность £ = const представляет собой предельную поверх
ность. На ней имеет место евклидова геометрия, и потому линии 
пересечения ее о поверхностями t] = const и ( = const образуют на 
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поверхностью определят на 
ней п р я м о у г о л ь н и к оо сторонами d'r\ 
и dV. Эти два прямоугольника вме
сте о плоскостями, в которых л е ж а т 
проведенные через вершины оси, 
образуют элемент объема, равновели
кий элементу, рассмотренному выше: 
оба элемента имеют общее основание 
и одинаковую высоту, ибо противо
положные основанию грани обоих 
элементов лежат н а одной и той лее 
поверхности S - j - d\. Д л я вычисления 
объема вновь построенного элемента 
м ы м о ж е м применить формулу (49); 
в ней надо положить S = di\' drJ, c = cté; но по формуле (36) 

dt\' = e^di\, dr,' = e&âr., 

и таким образом объем элемента будет 

i - di\ dt. eW (1 — е-**) = i - d M dC ( е 2 * _ _ 1) = dl irj dr,. 

ней ортогональную сеть прямоугольников . Линии же r\ = const, 
С = const суть линии, равноотстоящие от оси $ и л е ж а щ и е с послед
ней в одной плоскости. Эти линии пересекают поверхность S — const 
не п о д п р я м ы м углом, п потому система координат т и Ç, которую 
вводит здесь Лобачевский,';? не ортогональна. 

Построим элемент объема в этой системе. Одной гранью этого 
элемента будет прямоугольник со сторонами di\, dT, и вершиной в точке 
(£> ч> Q> л е ж а щ е й на продельной поверхности $ = const; противопо
ложной гранью будет такой ж е точно прямоугольник на поверхности 
$4- d\ с вершиной в точке ($4-<#, ?|, Ç) и со сторонами di\ и d4,. 
Остальные четыре грани получаем, соединив соответствующие вер
шины этих прямоугольников линиями, равноотстоящими от оси х. 
Полученный таким образом элемент будет представлять собой беско
нечно м а л ы й параллелепипед с прямоугольным основанием и наклон
н ы м и к основанию ребрами. Площадь основания равна dr\ </Д, вы
сота ж е равна d\ — расстоянию м е ж д у предельными поверхностями 
S и £4-dÜ, и потому объем его будет 

ал dr{ dr,. 

Ссылаясь на формулу (50), Лобачевский, повидимому, иначе в ы 
числяет элемент объема. 

Проведем через вершины щ>ямоугольншса dt\ dT, (см. чертеж) оси 
поверхности £; они, пересекаясь с d £ 
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['«2J По формуле ( 2 0 ) 
С = ctg Z, r u = ctg У, (I) 

гле fjj означает д у г у AAt продельной линии с осью J;, проведенной 
через точку А. По формуле ( 3 0 ) 

ч1 = т,в-«, (П) 

где через и обозначен отрезок AB = AtBv 

п, наконец, по формуле (27) 

s i n Z = e - » , а т У = в - ' ; , (ПГ) 

где v=GAv Кроме того, из чертежа ви
дим, что 

l = x-\—u-\-v. 

Исключая из (I), (П) и ( Ш ) и и, 

ctg У 
получим 

'1 = sin Z (IV) 

Подставляя и и w в Ü, будем иметь 

£ = а; — In sin У — In sin Z. (V) 

rusj формулы (Г), (IV), (V) предыдущего примечания представляют 
собой формулы преобразования системы координат x, у, z в систему 
I, i\, С Когда при вычислении тройного интеграла , выражающего 
объем, приходятся от одной системы координат переходить к другой, 
то, как известно, надо произведение d\ d-i\ dC заменить таким образом: 

d; дт| й , = •• -, dx dy dz. 
д(х, у, z) 

Но С зависит только от z, ч\ не зависит от х, и функциональный опре
делитель принимает вид 

9; Эту ас 
дх ду dz 

dl 9; 
9я ду 9* 

J A r f . ^ 0 
9т) Эт) 

а (ж, у, г) 
0 

Oy 1z 

0 0 9С 0 0 
9г 

Из уравнений (Г), (ГУ), (V) (предыдущего примечания) имеем 
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и элемент объема в координатах х, ;/, г принимает в и д 

dx du dz 
d\ dt] d". 

s in Г s i n 2 Z ' 

[14*] В координатной системе x, y, z поверхность x = const есть 
•плоскость, перпендикулярная к оси х. Поверхность у = const есть 
цилиндр , построенный на линии, л е ж а щ е й в плоскости хОу, равно-
•отстоящой от осп х, с образующими, перпендикулярными плоскости 
.хОу. Поверхность z = const есть поверхность, равноотстоящая от пло
скости хОу. Эта координатная система ортогональна, и бесконечно 
м а л ы й элемент объема можно рассматривать как прямоугольный па
раллелепипед . Р е б р а его по форму
л а м (34) будут 

doc 
PQ — dx, 2 V 1 1 ! 

s in Y ' 

D 

В 

В, DC^dz. 
П е р е м н о ж а я ребра DA, DB и DC, 

получим прежнюю формулу д л я эле
мента объема. 

[НБ] д т и формулы мы получаем, если (59) будем интегрировать 
о д и н раз по х, другой раз по у и третий раз по z, в чем нетрудно 
у б е д и т ь с я их диференцировапием. 

[ и 0 ] Д л я сферы 

s i n X s i n F s i n Z = 8 i n R , 

4 v , / s i n 2 X s in 2 .Z 
**Y=V " s i n 2

Л 

и з а м е н я я переменные x, у через X , У, имеем 

dX —— s inXc te , dZ = — sinZdz, 

d?P _ ctg Y 
dXdZ s i n 3 Z sin X • s i n 2 Z y s in 2 R s i n 3 X s i n 3 ^ ' 

Д1ри интегрировании no Z положим 

1 cJil.= u 
s i n X ' s in 2 A s i n 2 X 

; a-. 

BSK. 468. H. И. Лобачевский, т. I. 23 
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Тш; кик интегрирование по Z совершается в пределах от — до-

. sin R 
s i n X 

то пределами для и будут 0 п 

1 Г sin' 
sin X У sin 2 Л 

1 = а. 

Сделав эту подстановку, будем иметь 

dP 
dX 

= — sin X 
u 

arcein — 
а j " | / a 2 — и- da= — - и V a i — u~ — a<1 

и о 

= — —a- sin X = — sin A' ( . \ n . \ ^ ) . 
4 4 \ - s m 2 ß s m 2 X / 

При втором интегрировании по X в пределах — и R, получим 

4 J \ s m X 

sin X \ , _ - / cos R , , x 1 _ , 
sin- R 4 \ s in 2 Л ' s 2 ' 

= (c2-" — e - 2 ' — 4r) . 

Это — объем одного октанта. 
I1*"'] Выражение для элемента объема в полярных координатах 

можно вывести или аналитическим преобразованием тройного инте
грала к новым переменным или геометрически. 

Обозначим через и проекцию г на плоскость хОу и с помощью-
диаграмм а и (i напишем 

cos X = cos F (w) COS eu, (I> 

cos F (м) = C 0 8 Л COS 6, ( П ) 

ctg Y = ctg F (M) sin со, (ПТ> 

ctg Z= ctg Л sin 0, (TV> 

sin R = sin F (и) sin Z. (V> 
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Исключим иа (I) и (III) C O S F ( M ) , получим 

cos X = cos R cos 0 cos eu. (VI) 

a б 

Д и ф е р е н ц и р у е м (VI), ( I I I ) , ( IV): 

s i n 2 X dx = s in 2 i2 cos 0 cos со dr — oos R sin 0 cos to dO — cos R cos 6 sin ш й , 

dy sin m 9» , , sin со du sin со 9H 
sin У sin F (ti) 9r sin F (и) 90 

dO - | - c tg F (и) cos со dco, 

dz sinQ , _ ., , Л = ——— dr -f- ctg Л cos 0 «4, 
s i n Z sin Л 

или , воспользовавшись (I), (П), ( Ш ) и (IV): 

s i n 2 Ä 
s in 2 X dx = cos X 

dj/ = s cos Y 

cos Л 

1 

dr — tg Ö dt) — tg со dü> ), 

du , 
— dr 

j cos F (it) dr ' cos 

dz =cosZ ( — i - dr-f- c tg 0 dO). 
\ c o s i c / 

Составим теперь функциональный определитель: 

s i n 2 i î 

d(x,y,z) с о з Х о о э YcoeZ 
d (r, 6, со) s m 3 X 

cos X cos I f c o s Z 

cos R 
1 9г< 

— tg б — tg to 

1 du 

s i n 2 X 

cos F (M) dr coeF(w) 98 

_ L - ctgO 
c o s E ь 

tg G c tg to ctg 6 c tg со s in 2 R 

c tg to 

О 

cos R 

+ tg to ctg 0 du t g t o 

cos R 

du 
cos F (м) dr cos F (и) cos R 98 J ' 

23* 

file:///cosic
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Рассмотрим сначала дна последних члена в скобках, причем заменим 

В них — и - с помощью уравнения, которое получим, дпферендпруя 
tir 

уравнение (Ш) : 

sin- F (и) du = sin.-' Л cos 0 dr — cos R sin 0 d'I = 

s in 2 В cos F (и) 
cos Ii! 

-dr — tg'i cos F (u) d<i. 

Будем иметь 
te<o 

cos F (и) 
ctg О 

Ou du 

tgco 
cos F (it) 

Or cos В дЬ 

s in 2 Л cos F (м) cosF( î sHgO 
ö " 'cos В sin-'F (и) ' cos В s in 2 F (и)" 

te t o 

ctef) 

cos Л s in 2 F («) 

tg со (1 — cos 2 0 cos 2 Л) 

[ c t g Ü s i n ^ - | - t g Ö ] = 

tgco 
cos Л s in 2 F (и) sin 0 cos 0 cos Л sin Ü cos Ü 

Д в а других члена определителя: 

— ^ ( te « + ctg 0 s m 2 Л) = — — ; — — y - , cosRKb ^ ö ' c o s E s пО cos ' 

и выражение в скобках будет 

tg w -f- s in 2 F (м) ctg си 1 — cos 2 F (и) cos 2 со s i n 2 X 
cos Л sin 0 cos Ü cos Л cos 0 sin 'J cos со sin со cos X sin со s i n 4 ' 

таким обрааом 

9 (x, y, z) cos X cos Y cosZ s i n 2 X 
9 (r, 6, со) s i n 2 X cos X sin со sin О 

cos YcosZ 
sin со sin 0 ' 

dx dy dz •• cos У cos Z 
sin со sin Ö 

dr dß dia. 

Элемент объема в полярных координатах (59) получается так: 

dxdydz cos Y cos Z dr dH dm ctg Y ctg Z 
sin У s in 2 Z sin со sin Ü sin У s in 2 Z sin со sin 6 sin Z dr dö dco = 
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c tg F (и) sin со ctg R sin fJ 
sin Z sin со sin О 

dr d() dco = — 
соя R cos 0 ctg Л , , 

—— яг dO dco : 
sin R 

: c t g 2 Л cos 0 dr dO den, 

что совпадает с формулой ( ö l ) . 
Объем элемента в иолярпых координатах, однако, проще опреде

лить геометрически. 
Координаты о), 0, г ортогональны, п элемент объема в полярных 

координатах представляет собой бесконечно малый прямоугольный 
параллелепипед . Ребрами его слу
жат : д у г а меридиана сферы ради
у с а г, соответствующая централь
ному у г л у dO: 

DB = ctg Rdi); 

д у г а параллельного круга , р а д и у с 
которого и р а в е н перпендикуляру , 
опущенному из D на ось z, соответ
ствующая центральному у г л у dco: 

В А = ctg F (и) dco, 

и, наконец, 

DG=dr. 

Принимая по внимание формулу д л я треугольника м е ж д у г и иг 

ctg F (к) = ctg R cos О, 
t 

получим элемент объема: 

^ В А • ВВ • ВО = ctg F (и) ctg R dr dO dco = 

= c t g 2 R cos ') dr dl dco. 
[ ш ] Если в конусе мы сделаем вырезок д в у м я плоскостями, про

веденными через высоту конуса, то объем этого в ы р е з к а будет про
порционален у г л у между плоскостями. Поэтому объем вырезка м е ж д у 
плоскостями, наклоненными под углом d^ в конусе с высотой h п 
образующей г , наклоненной под углом '•? к высоте по • формуле (55), 
будет 

— d<\ (?• cos с? — h). 

К а ж д ы й из элементов, па которые делится пирамида плоскостями, 
проведенными через высоту h,, молено принять за вырезок конуса, и. 
м ы имеем формулу (63). 



3 5 в О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ 

формулах сделать указанную в том примечашш замену и получить 
формулы (65). 

[ 1 б 1] Из (04,) и (64ц) имеем 

cos A sin R 
COS <j» •• 

/ c o s 2 R— cos 2 Л 

из (G4j), (64 2) и тояедества ^—• — 1 4 - t g 2 Я имеем 

ctg 2 ш sin 2 А = cos 2 A - j - tg 2 ср cos 2 <!f, 

[ м 1 )] В той лее пирамиде мы можем прямоугольный треугольник 
между a a h принять за основание, а Ь за высоту, и, следовательно, 
в предыдущих формулах заменить 

а, г, b, k, -II, о, со 
ГРчерез , , , , 1 " а, г, А, Ь, со, 0, ф. 

[ 1 П 0] Из треугольника между а и Л 
Л 

имеем, ио диаграмме а: 
tg со = cos Л tg Л. (I) 

Из треугольника между с и Л, по диа-
I грамме о: 

с о з Я = cos о cos R, (TL) 

cos С = tg о ctg Л, (HI) 

где <? = F (с), и из треугольника меяеду а и Ь, по диаграмме в: 

cos Д — cos ф cos (7. (IV) 

Формулы (Ш) п (IV) дают 

tg V cos ф = cos Л tg Я. (V) 

На основании сказанного в предыдущем примечаиии мы можем в этих 
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ir, наконец , 

, c t g 2 <u s in 2 А — cos 2 А t g 2 <? = —2 — . 

, , s in 2 .1 — s in 2 со s in 2 i 
1 -4- te--* es = -

~ ö • cos 2 4 s in 2 tu 

„ cos-о sm-tu cos- 'S = • 
s in 2 .4 — s in 2 ш s in 2 it ' 

Из ( 6 4 2 ) , (G4 3 ) и предыдущего в ы р а ж е н и я cose получаем cos Л (66, , ) . 
[ 1 Б 2 ] -Вместо переменной интегрирования 4 вводится переменная R, 

п р и ч е м a, h остаются постоянными. Диференцируем уравнение ( 6 6 j ) : 

. , cos J sin Я cos R sin R dR 
s m о a4 = , 

(s in 2 Я — s in 2 Я) 2 " 
•и, з а м е н я я 

. , l / s i n 2 A s i n 2 H — s in 2 R cos Я 
sm 4 = • ; cos t? = •, 

У sin"3 H — sin' 2 R ' cos Л 
«имеем 

1 sin 2jETCOS A sin R dR cos cp = 
2 (s in 2 Я — s in 2 R) jAsin 2 Л s in 2 E— sin 2 R 

Подставляя это выражение и 

r = In c t g • Л, h = In ctg -i- Я 

в ф о р м у л у (63) , изменяя знав интеграла и порядок пределов , получаем 
•Формулу ( 6 7 ) . 

[Ш] Интегрирование в формуле ( 6 7 ) оканчивается значением R = F ( r ) , 
•где г равно гипотенузе в треугольнике м е ж д у а ж h, д л я которого м ы 
имеем формулу: 

sin F (r) = sin A sin E, 

•и начинается значением г, р а в н ы м гипотенузе в треугольнике м е ж д у 
ч: и h, д л я которого sin 1 2 = sin С sin Я или, так к а к из треугольника 
.между а и b (см. диаграммы бив, приведенные в примечании 1 5 0 ) : 

sin С = sin A sin В, 

sin 12 = sin A sin Z?sin П. 

П о д с т а в л я я в последний член формулы (67) пределы, мы получаем. 

cos А , cos А 
— arccos — — -Ь arccos • 
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Второе слагаемое обращается в пуль , а первое равно 

Т/1 — s i n - Л s i n - В — cos-Л . . 
_ arctg А i = — arctg (tg A cos В). 

° cos Л 

Проще выражение д л я 
cos Л sin Л , . _ , .. 

à — атссоз — - = arctg ( c o s Б tg А) 
У sin1 Я—-sin2/2 

получить из (С5 2). 
Объем той ж е пирамиды, как было упомянуто выше (см. п р и м е 

чание 149), мы получим, если обменяем буквы Ь и й. 
[ т ] Определить угол а по уравнению (OS) возмолшо, ибо оба угла», 

со и ф меньше L?(a)~A. Геометрическое значение а будет выяснено-
ниже (см. примечание 174). Вводя в (G3) вместо переменной интегри
рования ф переменную а, мы имеем: 

sin Л sin а = sin со sin 6, (1)> 

sin A cos adoL = sin ш cos 4 d6, (LT) 
sin A cos а = ] / s i n 2 А — sin 2 ш s in 2 i>, (П1)' 

sin со cos <Ь — l / s i n 2 со — s in 2 A s in 2 а, (IV) 1 

и пользуясь формулой (60 2 ) : 

sin A cos а cos э = sin со cos 4, 
a из (П): 

cos о ab — do.. (V)> 

Формула (03) может быть теперь переписана таким образом: 

2 Р = j rdu — U, 

или, если воаьмом интеграл по частям: 

2 Р = га — 6h — J a dr. 'VI> 

[1бБ] э т 0 выражение г через a мы получаем решением уравнения (ßß3), 
предварительно заменив в нем радикал при помощи формулы (Ш). 
предыдущего примечания через sin Л cos a и представив это уравне
ние в виде 

er — e~r cos A cos a 
cos R: 

erAre~r c o s со c o s à 

[1бв] Диференцируя уравнение (69) -и принимая во внимание, что* 
А и ш остаются постоянными, а ф есть ф у н к ц и я а, определяема» 
уравнением (68), получаем 

dr cos A cos со [cos a sin ф • ф' — sin a cos ф] 
da cos 2 со cos'- 6 — cos 2 A cos 2 a 
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У м н о я ш м числителя и знаменателя на s i n 2 со cos 4 и заменим s in 2 ш cos 2 

но формуле (IV), sin ш cos 6 . <у но формуле (Ы) и sin со sin <Ь по фор
муле (I) примечания 154. 

Д л я числителя получим 

cos A cos со [cos 2 a s in 2 A s in а — sin а (sin 2 со — s in 2 A s in 2 ce)] = 
= cos A cos со sin а (s in 2 А — s in 2 со), 

a д л я знаменателя: 

cos 4 [cos 2 со (sin 2 со — s in 2 A s in 2 a) — cos 2 A cos 2 a s i n 2 со] = 

= cos <!> (sin 2 A — s in 2 со) (s in 2 со — s in 2 a). 

Таким образом 
dr cos A cos со sin a 
da (s in 2 to — s in 2 a) cos <\ ' 

Подставив сюда вместо cos 4 его значение из (ГУ) примечания 154 
dr 

и внося ^ в формулу (VI), получим интеграл (70). 
[ т ] В формуле (70) мы д о л я ш ы заменить Л его выражением через-

со и А. По формуле (64 2 ) имеем 

1 — t g со c tg A sin (А — со) * 

Е с л и в формуле (70) м ы сделаем указанную в примечании 149' 
замену букв 4, со, Ъ, h через со, ù, h, Ь, то, к а к это видно из фор
мул (08) и (69), г и a не. изменятся , и, сравнивая д в а значения 4Р Г 

м ы получаем уравнение , данное в тексте. 

ri68] j jg уравнения (69) м ы видим, что при а = у , г = 0. С дру

гой стороны, в примечании 156 мы имели 

dr cos A cos to ein a 
da (s in 2 со — s in 2 a) cos 6 ' 

и, следовательно, 
1С 

T 

/
cos A cos w sin a da 

(s in 2 a — s in 2 со) oos 4 " 
a 

Если в втой формуле обменяем местами буквы А и а, то cos Ъ и г 
не изменятся, к а к видно из формул (69) и (08), а потому 

2 
cos a cos со sin A dA 

(s in 2 A — s in 2 со) cos if ' 
A 
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причем здесь мы должны считать а и ш постоянными, а 6 функцией 
от Л, определяемой уравнением (08). При замене г полученным для 
него выражением, j г da обращается в двойной интеграл, приводимый 
» тексте, причем г рассматривается как функция двух переменных Л и а. 

[ ir , ,J] Обозначим через 
г; 

1 sin (А + со) 
J sm''Л — s in J со sin2co 
A 

п берем интеграл по. переменному А по частям 

:i - z 

J ( s i n ^ - s i ^ ^ c o s ^ - J f ^ ^ d Ä - - c ^ f { A ) + J f(A)d 

sin Л 
cos 6' 

л .а 

Так как <1> зависит от Л, то 

, sin А I cos Л . sin Л sin à dè \ , , 
ci - = - -^ ~ ЙЛ, (I) 

cos à \ cos w ' cos Ц dA j ' 

причем из (08) следует 

d'b sin a cos Л 
dA sin со cos 4 

и , следовательно, 

= tgc!)ctg^l, 

. sin Л cos Л , , 
d - = — dA. (П) 

COS Vi СОВ0 V/ ' 
Таким образом 

jt тс 
2 "J* 

/
sin A dA s l n l ,. . Г cos Л , . ,, , , 

( snvA — s m 2 со) cos 4 cos Л J cosJi|> 
A A 

2 I rda = 2 cos со j da cos a J —; sin Л д*Л 
sin 2 Л — sin 2 со) cos 4 

A" 

J sin Л Г Г 'cos Л 

cos a f (Л) d a + 2 cos со J cos ос da j ' — - / - ( Л И Л , 
о о л. 

что совпадает с формулой, приводимой, в тексте. 
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[ , в 0 ] . Сохраняем обозначение f(A), введенное в предыдущем при
мечании . П е р в ы й двойной интеграл 

/
•^^Y- cos a f (A) da = sin Л f(Ä) Г °°Я da 
cos 6 4 v ; J cos ф 

о о 

о о ф о р м у л е (П) примечания 1 5 4 преобразуется в 

J sin eu 
db — s in to if f (A), 

sm A 

И з м е н я я во втором порядок интегрирования и принимая во внимание , 
•что аналогично формуле (П) предыдущего примечания мы пмеем 

sin a cos а 
d - = т - и , 

cos ф cos J у 
п о л у ч а е м 

к п 
2 а" 

Г , , / , , , , Ç cos а Г sin а cos А . . . . . . 
cos Af (А) dA —da— , f(A)dA. 

J J соз 8 ф J cos^ 
A u A 

[ i e'J П о формуле (I) примечания 159 мы имеем 
sin a cos A ,, 

d<if = —. dA, 
sm <o cos 

ш, следовательно, интегрируя по частям., получаем 

sin a Г 
sin со J 

cos A sin (A 4 - to) , , sin (A 4 - со) 
In • ••• - ) - • '—~ dA = ф In . . - ' — f 

cos ф sm (A — to) sm (A — to) 

, • О Г *>dA 
J sm (Л 4 - to) sm (Д — w) 

П о д с т а в л я я оюда пределы J. и у и замечая, что In при А — ~ обра

щается в нуль , получим формулу, данную в тексте. 
[ 1 С 2] Надо заметить, что преобразование формулы (63) в (71) может 

•быть выполнено проще, если мы при вычислении двойного интеграла 
к 
~г 

Ç Г Г sin A dA 
2 I г dot = 2 cos со I cos a da I , „ , г-s—: r 

J J J (sm A — s m 2 <u) cos <!f 
о A 

изменим порядок интегрирования, т. е. напишем его таким образом. 
к 
Т 

/
. „ Г dA Г sin А соз a 

г da = sin 2 to - 7 - 5 — n — - p **> 
j s m J A — sin- ш J sm to cos 
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s i n Ш COS il 

и затем при первом интегрировании по а введем переменную à по» 

уравнению (08) и заменим, по формуле (П) примечания ] 

через dif. Мы сразу получаем 
т: 
2* 

о dA 
2 j г da = s in 2<о I —г 

J J si s in (A -f- oj) s in (Л — ш) ' 

ric3j п 0 уравнению (08) имеем 
. - . . s i n 2 to . . . 

s in ( A -f- to) s in (A — to) = s m 2 A — s m 2 to = ^ ( s m - 6 — s m 2 a ) „ 

cos à s m to • 
dA = '—- do : 

cos A s m a 

cos 6 s in to dty 

] / s i n 2 a — s i n 2 to s i n 2 ü 

При A = ~, по формуле (08), 

s m 7 == 
s m a 
s i n o) 

[1<J1] При вычислении объема пирамиды,, 
простирающейся бескопечно, по формуле-
(72 ) , пирамида разрезается на элементы, 
плоскостями, проходящими через катет h п р я 

моугольного треугольника, который служит основанием пирамиды,, 
причем угол 6 меняется от н у л я до A = F ( a ) . 

[106] Х1рИ вычислении объема пирамиды, простирающейся беско
нечно, по формуле 

2 Р = / A dA, 

где A—TP (а), пирамида разрезается на эле
менты плоскостями, которые перпендику
лярны к основанию пирамиды. В этой 
формуле мы долягаы h заменить его выра
жением через неременную интегрирования 
A = F(a) (см, примечание 1 5 7 ) . Катет а ме
няется при этом от н у л я , А —- от .. 

ù 

[ 1 6 6 ] При вычислении объема пирамиды, простирающейся беско
нечно, по формуле (53) , пирамида разрезается на элементы плоско
стями, проходящими через ребро, проведенное через вершину острого-
угла при катете а, и перпендикулярными к плоскости прямоугольного* 
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г о с я копуса, и до формуле (53) имеем д л я его объема выражение 

dP=— — dwln. s i n F ( J ) , 

г д е I обозначает радиус основания коиуса, т. е. отрезок, указанный 
и а чертеясе. Из треугольника м е ж д у I и а имеем (см, диаграмму) 

sin F (I) = sin A sin 

и р и ч е м H будет функцией у г л а to, и по уравнению (04 2 ) : 

• « л • 2 ir i 0 0 8 2 А sm- A s m J Ы — 1 — .,- - . 
cos ' w 

p67j в том, что (73) одинаково с (74), мы убеясдаемсл, рассматривая 
4 P к а к функцию двух переменных си и A = F ( a ) . Из (73) мы получаем 

9Р , sin (А 4 - со) 
4 —-- = — In . дЛ sin (А — со) ' 

« затем 
d 2 р _ sin 2А 

И з (74) имеем 
0л Зш sin (Л -J- ш) sin (А — to) 

осо \ cos' to / 

9 2 Р sin 2Л 
9со ЭЛ. cos 2 to — cos 2 A ' 

•выражение, тождественное о предыдущим. 
рев] в том, что и это в ы р а ж е н и е тождествепио о (73), также можно 

у б е д и т ь с я диференцировапием. 
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[1вВ] Иначе говоря, если мы вместо переменной Л введем перемен
ную Л при помощи уравнения (64 2 ) , считая ш постоянной, то 

d A .= — tgmtg* Hdh, 
cos 2 A 

dA (cos 2 H cos 2 w -\- s in 2 ш) = — sin <u cos <u s in 2 Я </Л, 

sin 2to „ sin 2co 
dA = ? r = 

s in 2 Я 
2 c h 2 /г — 2 cos 2 -

cos- CO 

2 sin 2cu 
^ = - е2Л + е - 2 7 , _ 2 с О З 2C0 

Чтобы получить выраясепие логарифма через h, удобно воспользоваться 
примечанием 157 . 

[ 1 7°] Пирамиды, о которых говорит Лобачевский, представлены на. 
чертеже, приведенном на следующей странице. Чтобы напиоать отно
сящиеся к этому чертеясу формулы, на той ж е странице приведены 
соответствующие диаграммы. 

[ 1 7 1] Написав D = F [(c-j-d) — с], получаем sin D и cos£> по форму
лам примечания 23 и формуле (77) текста. 

[ П 2 ] Мы имеем 

cos (А — ф) — cos О — ——- (cos A cos 2 6 4 - sin A sin ф cos ф — cos G cos Ф) =•• 
v ' cos ф 

sm о 
соэф 

sin (Л — ф ) , 

1 — cos (А — ф) cos G = ——t- (cos ф — cos 2 A cos ф — sin Л cos A sin ф) — 
cos ф T 

sin Л . 
— - s i n (Л — ф). 

cos ф 4 T / 

Эти формулы можно получить иначе, замечая, что вследствие 
параллельности прямых N0 и КО (см. чертеж примечания 170) угол 
между d и прямой N0 равняется F (d) == D. У г о л м е ж д у b ж с будет 
также равен D, и из диаграммы д л я треугольпика меясду а и & непо
средственно получим (см. примечание 20) : 

sin ф = cos D sin Л, 

cos ф sin G = sin В sin Л. 
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[ 1 7 : i] И з ф о р м у л (,78 а), ( 7 3 7 ) , (78() и ф о р м у л д л я s in D и cos D и м е е м 

. , s in С cos 4 c t g С cos (7 cos 6 c t g Л 
lg и. — s m /J c tg r = : • — = —: - - — . 

s m Л c o s / / s m Л — c o s Я cos 11 

В с п р а в е д л и в о с т и равенства 

м о ж п о у б е д и т ь с я из ч е р т е ж а к п р и м е ч а н и ю 1 7 0 . Так как л и н и и КО, МО п 

Х0 п а р а л л е л ь н ы и у г о л м е ж д у плоскостями ОМК и ОМЕ р а в е н , 

у г о л м е ж д у п л о с к о с т я м и 0NK и ОХ M ранен ш, то у г о л м е ж д у п л о с 

костями ОКМ и 0ICX, т. е. а = -g- — ш. 

[17*] Это и есть г е о м е т р и ч е с к о е значение у г л а а, в в е д е н н о г о в ф о р 
м у л е (08 ) . 

[17Г>] В ф о р м у л е (75) р е б р о бесконечной п и р а м и д ы , п е р п е н д и к у л я р н о е 
к основаишо, п р о х о д и т ч е р е з верглгшу у г л а ш, А обозпачает катет, 
п р о т и в о л е ж а щ и й у г л у со. П о э т о м у д л я п и р а м и д ы Р", о снованием 
которой с л у ж и т т р е у г о л ь п п к меясду c-\-d и А, н а д о вместо со поста-
пить X и h оставить без и з м е н е н и я ; д л я п и р а м и д ы Р , , основанием 
которой с л у ж и т т р е у г о л ь п п к м е ж д у д п г-\-1, и а д о вместо ш п h п о д 
ставить X -f- а = À -J- Л-—со и l-\-r = h' и, н а к о н е ц , д л я п и р а м и д ы Р„, 
о с н о в а н и е м которой с л у ж и т т р е у г о л ь н и к меясду д и I, вместо со и Л 
н а д о поставить — со и I. 

[ т \ По ф о р м у л е (73) р е б р о бесконечной п и р а м и д ы , п е р п е н д и к у 
л я р н о е к основанию, п р о х о д и т через в е р ш и н у у г л а ш, и п р е д е л о м 
интеграла слулсит Л = Г ( ц ) , г д е а означает катет, п р и л е ж а щ и й 
•к у г л у ш. Поэтому д л я п и р а м и д ы Р", о с н о в а н и е м которой с л у ж и т 
т р е у г о л ь н и к меясду с - j - d и А, н а д о со заменить ч е р е з X и п р е д е л А — 
через F(c-\-d)=A—4. Д л я п и р а м и д ы Р р о с н о в а н и е м которой с л у ж п т 
т р е у г о л ь н и к м е ж д у д и r-f-Z, н а д о со заменить ч е р е з X —j-JA == X - f - — ш , 
п р е д е л А — через F(g) = G = ~—а; мы б у д е м имоть т о г д а сначала 

it , 

2 
(* 

s i n 
•Pi = 

eJ 

inY^-fX + v-co) 
In * = L dA, 

sin ^ Л — X ^—|— со J 
2 

потом, п о л о ж и в Л = - £ а, п о л у ч и м ф о р м у л у ( 8 1 ß ) . 
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Д л я пирамиды Р 2 , у которой основанием слуяагт треугольник 

м е ж д у g и I, у гол <а надо заменить через — ш и нижним пре

д е л о м взять 67 — F ( < 7 ) = g — а > Т 0 Г Д а получим 

s i n / А - { - - ^ — т ) 
In ' dA, 

SIU 

л потом, положив А — ~ — а, формулу (81 4 ) . 

[ т ] Мы можем в пирамиде , основанием которой служит треуголь
н и к м е ж д у а, Ъ и высотой h, принять за основание треугольник 
м е ж д у а и h, а за высоту Ь, и затем повторить п р е д ы д у щ и е построения 

•(см. примечания 149 и 153). 
[ 1 т а ] Если мы, не изменяя стороны а', дадим стороне а прираще

ние da и соответствующее приращение стороне h', то пирамида уве
личится на элемент, объем которого по 
•формуле (51) 

dP= —hdF (а). 
2 v ' 

[П9] pis уравнения , связывающего эле
м е н т ы четырехугольника с тремя прямыми 
у г л а м и (см. диаграмму а к примечанию 183) 

cos А' 
sin А 

,-h 
= COS H : 

e''-l-е -h> 

и м е е м : 
1 , s m i - f cos A 

k — —\n —. ; 7 7 . 
2 sm A — cos A 

[180] Если напишем 

sin A -}-• cos A ' 
In 

sin A — cos A = l n t g ( y - f - -

р а з л о ж и м интеграл на два , и затем в первом заменим переменную 
интегрирования А через 

— 7 + 
А — А ' 

•а во втором через 
А + А ' _ _ Г_ 

2 4 

т о и получим формулу, данную в тексте. 

Зак. 468. H. И. Лобачевский, т. I. 24 
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[ 1 Ы ] Интеграл 

I' ~ i' 
в пределах от ~ до — — - 7 5 - обращается в н у л ь , ибо In tg а; и. 
m t g ^ , - — . « j по абсолютной величине равны и по знаку противопо
ложны, и все аломепты интеграла попарно сокращаются. 

Если положим 
г = In tg x, 

то получим 
<Ь: с- dz 

с- dz = r—z—, их = - — : — s ; . - • 
sin- x 1 -f- e 2-

[!Ы1] Диаграммы д л я четырехугольника и двух прямоугольных т р е 
угольников, лежащих в основании пирамиды, отмечены буквами а,. 
», а; через с обозначена диагональ и С = Р (с ) . По этим диаграммам. 

а б в 

получаем непосредственно первые три формулы, приведенные в тексте, 
я кроме того, 

sin ш = tg С c tg Л, cos А — cos ш cos О, 

cos <u = tg С ctg Я ' , cos Л ' = sin ai cos С, 

из которых вытекают формулы в тексте д л я tg Л' и д л я cos А'. 
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[ ш ] Представив уравнение, предшествующее (83), в виде 

с' 1' — с - ' 1 ' = ctg to (ch — e-h), 

решаем это уравнение относительно е'1'. 
[ , 8 Ь] Д л я четырехугольника по диаграмме а примечания 183 

имеем 

cos А' — cos Я sin Л, 

cos А = cos IT sin А'; 

исключая из этих уравнений сначала А', потом А, получим 

cos 2 Я s in 2 А + —14,т = 1 ; cos 2 Л' s in 2 Л' + °'°**0

Л' = 1 ; 
1 cos 2 11' ~ cos 2 Я ' 

отсюда 
. , sin Л' . sin H 

s m А — .. = , s i n А. = — j / ' l — cos 2 Я cos 2 Я ' y ' l — cos 2 Я cos 2 Я ' ' 

sin Я cos Я ' , . sin Я ' cos Я 
cos Д = — , cos А — 

Vi — cos 2 Я oos 2 Я ' ' Y\ — cos 2 Я cos 2 Я ' ' 

п далее (по формулам примечания 23), 

, v sin Я sin Я ' , _ . , , , Ч 

sin (А-А') = . 1 2 * = ™ * = cos F ( А - А ' ) , v ' 1 — cos Я cos Я 4 ' 

sin Я sin If' . „ ,, , , . , 
cos (A + = - —, 5= W = - s m F (A + h > 

4 1 ' 1 - j - cos Я cos Я 
• / . i С 0 8 Я 4 - С 0 8 Я ' _ , , , 

sm (A - f A') = — i =7- = cos F (ft -f- A'). 
4 1 ' 1 - j - cos Я cos Я 

Сл ед овател ьно, 

А — А' = ~ - F (А - h'), А 4 - - 1 ' = у + F (Ä + Л'), 

In ctg - f ~ ) = l n t g i - F ( Ä —A') = A' — Ä , 

In ctg ( i ± Ü _ J î ) = In ctg A - F (А + А') = А' + A. 

Когда A = o o , то вершпна угла между А и А' в четырехугольнике, 
лежащем в основании пирамиды, удаляется в бесконечность, сто
роны А, А' и диагональ становятся параллельными, h' — оо, <в—Т?(а) = А> 
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Л ' = - g — и> = -̂ - — Л . П р п подстановке этих з н а ч е н и й Л и Л' в п р е 

д е л ы д л я х п о л у ч а е м с о и In c t g ш. 
Так как п р е д е л ы А и А' о д н и и те яге: 0 и с о , то мы м о ж е м 

во втором интеграле вместо А' написать А, п т о г д а , с о е д и н я я о б а 
интеграла вместе , п о л у ч и м 

О J со 

о Г ( e 2 H - f i - 2 f t ) f tr fA _ 1 Г гаг 
J c*h-\-ti~ih — 2 cos 4ш 2 s in 2 u) J e:A-e~z' 
о о 

З а м е н я я 2А через At и 2ш через ш,, п о л у ч а е м р а в е н с т в о , д а н н о е 
в тексте . 

( l a ß l Д л я п и р а м и д ы , основанием которой с л у ж и т т р е у г о л ь н и к 

м е ж д у а' и h' (см. чертеяс к примечанию 1 8 3 ) , в м е с т о ш мы д о л ж н ы 

взять y — ш п т о г д а 

s in ( Л' - f - ~ ш ) , 
In \ . ._ _ 2 У _ i„ _ c o s ( А — ш ) 

( ' - т + " ) 
• cos (Л ' - j - ш) 

Этот логарифм — действительное число, ибо Л ' > - ^ - — ш и Л ' — w > • 
р87] т а к к а к предельные значения Л и Л ' связаны между собой 

уравнением (83) , то предельпые значения Л и Л 1 будут связаны 
уравнением 

sin Л , = cos Л tg ш. 

Поэтому в формуле предыдущего примечания, а равным образом 
п в формулах (85) и (80) надо натуральный логарифм брать от абсо
лютных величин 

cos (Л' — tu) sin (Л -f- ш). sin ( Л , -f- (u) 
соз(Л' - ( -и)) ' sin (Л — (а) ' в 1 п ( Л 1 — (u) ' 

[188] Когда Л = Л , , то из уравнения 

sin Л 1 = cos Л tg ш 

находим Л = Л 1 = ш, и пределы д л я г становятся равными In ctg 0 = со 
и In ctg ш. Таким образом д л я второго интеграла (85) пределы равны 
нулю и Л, а для первого — равны Л и и оба интеграла можно 
соединить в один с пределами 0 и —. Здеоь также берется логарифм 
от абсолютной величины 

sin (Л - ) - о>) 
sin (Л—<и) ' 
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[ ш ] К р у г , хсоторый служит основанием конуса, разрезается на 
полосы п р я м ы м и , перпендикулярными к оси х и отстоящими одпа 
от д р у г о й на расстоянии dx. Проведя через ординаты плоскости, 
п а р а л л е л ь н ы е оси конуса, которая перпендикулярна к его основа
нию, м ы разделим конус на элементарные объемы, которые п о 
формуле (51 ) будут равны — у dit? (х); объем же всего конуса будет 

•2 \rydF(x) = 2 jydX. 

poo] Уравнение круга можно написать 
в таком виде : 

2 sin X 
ev -\~ е-У 

= sin Л , 

откуда 
sin Xzfc ] / s m 2 X — sin 2 R 

sin R 

Корень со знаком плюс определяет положительную ординату, а со зна
ком минус — отрицательную, соответствующие одной и той ясе абсциссе. 
Возьмем корень со знаком плюс, тогда 

У-
1 sin X -f- V s in 2 X — s in 2 R 

имеем 

2 sin X — / s i n 2 X — s in 2 R 

[191] j j 3 у р а в н е н и я к р у г а 

cos X sin Y dX-\- cos Y sin X с П ' = 0 

ctg Y 
dX = —ctg Y tg XdY= — sin R 

1 
1 „ 1 , c o s 2 T r 1 ,„ 1 + cos Y 

In c tg - Г = — I n 
s in 2 ~ - Y 

• / s i n 2 Y—-sin2 В 
dY, 

•cos Y 

= ln 
sin X-f- Y s i n 2 X — s i n 2 R 

sin X — y s i n 2 X — s in 2 J? ' 

ъ п р и под 

1 - j - cos R 

[192] Проинтегрированная часть п р и подстановке границ Л и — д а е т 

— In 
2 1- - cos Л 

[i9S] i p 0 M i <Exercices de calcul intégral» Леясандра был напечатай 
в П а р и ж е в 1 8 1 1 г . Особый томик в 5 0 страниц, озаглавленный t S u p -
p l é m e n t à la première par t ie» , не имеет ни года, н и места издания. . 
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На стр. 35 — Г>0 итого «Suppléments дана «Table générale des formules», 
в которой находятся данные здесь Лобачевским д в а интеграла. П е р в ы й 
(стр. 4 3 , строка 14) в виде 

со rfco cos (О 1 

= — т: lu (1 - j - cos а), 
i 2 n У s in 2 ш — s in 2 et 

а второй (стр. 4ii, строка 2) в виде 

Q с/со sin со г. j 

cos со]/ s in 2 (3 — s i n 2 to cos [3 cos, 

1 1 - j - s i n c o 
г д е 2 — — l g - — ' — : . 

2 1 — smeo 
Такпм образом в первом пнтограле X — ш, R — а и во втором Y = 

= ± * — » , — р . 
[ ш ] Применяя формулу ((11) к пирамиде, изображенной на чер

т е ж е ' ) , принимаем вершину пирамиды за полюс, высоту — за ось и 
плоскость м е ж д у h и х— за плоскость 
первого меридиана. 

[ 1 9 5] Пмеем 

J ((* — c - < 9 2 t f c = J * ( A + e - 2 0 — 2) de-. 

~ \ ieC-\~ е ~ с ) ( с 0 — с ~ с ) — 2 с — 

2 cos С , „ , , 1 _ 
s in 2 С 2 

2 cost? 
s in 2 ('• 

In 
1 4-cos С 
1 — cos С 

[ 1 9 s] Д л я треугольника между с и { 
(см. чертеж к примечанию 194 ) мы имеем 
приводимую здесь диаграмму и формулы 

sin О = sin Г sin Q, (I) 

cos С sin H = cos F sin Q. (П) 

При интегрировании по 0 мы считаем Q по
стоянным и вместо переменной 0 можем 

1 ) На этом чертеже через <р обозначен не тот угол, о котором говорится в тексте 
Лобачевского. О значении угла ç на этом чертеже — см. ниже, примечание 198, стр. 376. 



Ш'НЛГЕЧЛНПЯ 375 

ввести или переменную с пли переменную у, которые обе суть функ
ции 0, связанные с ') предыдущими уравнениями. 

Д и ф е р е н ц и р у я равенство (П), получаем 

cos 0 cos С db -f- sin 0 s in 2 С de — sin Q s in 2 Y dy. 

Д е л я все уравнение на s in 2 6' и пользуясь уравнением (I) , имеем 

cos С 
cos Ь dO 4 - sin 0 de •• dy 

sin2 С sin Q 
Интегрируем теперь левую часть равенства по частям 

/ ( s S § ~ C ) C O s e d e C S b 0 + j u n 2 < 7 
r ^ - ^ c o s 0 - j - s m 1 de j 

= — с sin О 4 - I -
J s 

dy 
sin Q sin Q 

: sin 0. 

[ 1 9 <] Наппсаиные равенства мы имеем из треугольников между х 
vs. h к меяеду с п q из чертежа к примечанию 194 (см. диаграммы 
на п р е д ы д у щ е й и этой страницах). Вводим вместо переменной интегри
рования о) переменную х. Из приводимой здесь диаграммы мы имеем 

du) 
cos 2 w 

1 

=з — tg Я sin X dX, 

1 — s in 2 H. s in 2 X 
cos 2 w cos 2 Я ' 

cos Я sin Я sin X dX 
dm = • 

1 — s i n 2 Я s in 2 X 

cos Я sin Q dX 
1 — s i n 2 Я s in 2 X ' 

Кроме того, из уравнения (И) предыдущего примечания и первого 
у р а в н е н и я в тексте 

sin Q cos Y sin X cos Y sin Я 
sin 0 : 

cos G cos С 

Подставляя эти в ы р а ж е н и я в полученную выше формулу д л я 4dP, 
получим формулу (87). 

[ 1 8 8] Если примем во внимание, что х меняется от н у л я до г, 
а X от 1 — до R, то объем всего конуса представится суммой двух 
интегралов : 

2 Р = : COS "h 
ydX с й т 2 Я с о з Я Г cos F s i n 2 X d X 

•s in 2 Я s in 2 X cos G 4i - s i n 2 Я s i n 2 X ( I ) 
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В первый интеграл вместо переменной X введем при помощи у р а в 
нения круга 

sin X sin Y = sin Ii 

переменную Y; получим (см. примечание 1У1), принимая во внимание,, 

что 1' меняется от •— до R, 

dX • sin R 
ctg YdY 

f 

Y sin'2 Y—sin2 R 

VdX 
1 — s in 2 II s in 2 X 

= sin R 
log ctg $r Y cos 5" sin Y dl 

] / s i n 2 Y — s in 2 R (sin 2 Y— sin 2 Я s in 2 R) 
•• sin R • I, (7J> 

где через I обозначен интеграл, входящий в уравнение (88). 
При вычислении второго интеграла р а в е н 

ства (I) введем переменный угол <?, противо
л е ж а щ и й катету х в прямоугольном треуголь
нике меясду х я у (черт, к примечанию 194),.. 
связанный с X и Y, как видно из д и а г р а м м ы 
этого треугольника, соотношениями 

cos Y — cos » cos R, sin с? = tg R c tg X . 

из которых мы получаем 

dX 1 
cos b dy — — tg Л 

s i n 2 X s i n 2 X 1 4- c t g 2 X = 1 4- c t g 2 R s in 2 <p„ 

dX = 
ctg Л cos» dto 

1 4- c tg 2 R s in 2 <? 

. 9 r r . 2 _ c o 8 2 t f 4 - c t g 2 Ä s i n 2 < 5 
1 — 8 т 2 Я в т 2 Х = 1 ° . , 

1 4 - c t g 2 R s m 3 « 

dX ctg .Д cos es d es 
1 — s m a # s i n a X cos 2 H-j- c t g 2 iJ s in 2 c? ' 

с о в У 8 т 2 Х й Х ctg Д cos R cos 2 со dtp 
JL — 8 т 2 Я е т 2 Х ( 1 4 - c t g 2 R s in 2 tp) (cos 2 Я 4 - o tg 2 Д s in 2 <p) ' 
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Р а з д е л и в числитель и знаменатель на c o s 4 « и принимай во внимание 
равенства 

sin G = ein Я sin Ii, 

cos i f = cos Л cos G, 

cos Л sin IT = si n л cos C, 

(III) 

которые мы имеем из приводимой диаграммы 
д л я треугольника между с, г и Л, получим 

cos 2 R s in 2 R dtgv cos Ysm^XdX 

1 — s in 2 Я s in 2 X = cös^C (s in 2 R - f t g 2 tp) (s in 2 R cos 2 A -f - t g 3 7 ) 

cos 2 Я sin Л Г 1 1 
cos 2 С s i n 2 Л L s in 2 R -f- t g 2 9 s in 2 U cos 2 л -f- t g 2 

d tg 9 . 

Пределами интегрирования по о будут 0 ы — , п м ы получаем: 

cos 8 Y s i n 2 X d X 
1'—e in 9 Я s in 2 X s 

cos 2 R sin Л 
cos 2 С s in 2 Л 

1 t g » 
a rc tg — ' 

sin R sin R sin Л cos A 

cos 3 cos Л — 1 

arctg 
sin R cos Л 

2 cos 2 G s in 2 Л cos Л ' 

н а к о н е ц , п о д с т а в л я я э т о т и н т е г р а л и (П) в у р а в н е н и е ( I) , п о л у ч а е м 

„ . _ _ , тг cos 2 Л е ш 2 Я cos Я 
2 Р = cos Я э т Д • ! - { - - а „ . а , я (cos А — 1 ) с, 

' 2 с о з 2 < ? 8 1 п а Л cos Л cos С 

и л и по формулам ( Ш ) : 

2Р = с о з Я з т Л - I - j - y ( с о в Л — 1) с. 

Подставим теперь в левую часть вместо половины объема пирамиды 
значение, взятое ие формулы (55), получаем 

(с cos А — Л) = Oos Я sin JR'I-\~~ (oos А — 1) с, 
2 LI 

и ватем 

cos Я а т Л - 1 = у (с — A ) = - ^ m c t g i - C t g 1 я ) . 
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Лобачевский, повидимому, совершает питегриропание несколько иначе, 
разлагая сначала второй член формулы (87) на сумму двух таким 

•образом: 
. соз У" sin-А" 

с cos II sm- // . , ., <1Л — 
1 — s m - Il sm- A 

cos YdX = с cos / / 1 — sin- II sin'X 
: cos Л cos YdX. 

Оба члена могут быть проинтегрированы введением переменной ». 
Что касается 

cos YdX, 

то его можно получить проще. Пользуясь уравнением окружности 
основаппя конуса, 

sin X sin Y = sin R 
и равенством 

dX = — sin X dx, 

мы можем преобразовать его таким образом: 

2 7 

J"cos Y dX= sin Л j ctg Y dx, 

откуда видно [ом. формулу (39)], что on представляет собой произведе
ние sin R на площадь четверти круга радиуса г, и по формуле (40) 
мы получим 

/ cos Y dX = — sin R \ . 
2 \ sm R 

= - ( l - 3 i l l Ä ) . 

[ 1 9 9 ] Уравнение 

sin X cos Y — cos A (I) 

прямой EF, проходящей через конец началь
ной ординаты а, можно также получить из 

F общего уравнения прямой (25), если в по
следнем заменить F (I), А соответственно через А и \ . Его можно 
получить также из четырехугольника между а, x, у с тремя 
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я р я м ы м и углами , составив д л я четырехугольника, д и а г р а м м у а. Из 
треугольника меясду q и у имеем (диаграмма л) 

sin G — sin Q sin Y, 

(П) 

a ira треугольника меясду х л h (диаграмма п) 

sin Q = sin X sin ff, 
и потому 

sin G = sin X sin Yam II = sin H cos A tg Y. 

И з последних двух уравнений получаем 

s in 2 G --j- s i n 2 В cos 2 А = 
Я 1 П 2 Н~ onrfi À 

= s in 2 Я cos 2 л (1 4 - tg 2 7 ) = ï î i J l « 2 ! _ i = a i l l s я e i n e x , 

со.ч* i 

cos 2 С — s in 2 ff cos 2 Л = 1 — s i n 2 Я s in 2 X , 

— s in 2 С -f- s i n 2 Я s i n 2 ,1 = s in 2 Я cos 2 X . 
В п е р в ы й член второй части формулы (87) вводим переменную Y 
И з уравнения (I) мы имеем 

rfX=tgXtg YdY, 

cos 2 Y— cos 2 A — cos 2 X cos 2 Y, 

tg YdY 

(III) 

dX = cos A 

я затем получаем 

!/ ÄX 

1/"cos 2 Г — c o s 2 л ' 

у cos Л tg YdY 
1 — s i n 3 Я s in 2 X ( 1 — s in 2 Я

 COa!t̂  V'cos2 Y— cos 2 A 
\ cos 2 Y J 

y cos A sin F c o s YdY 

(cos 2 Г — s in 2 Я cos 2 A) V cos 2 Y— cos 2 A 

В о второй член формулы (87) вводим переменную G, Из ( Щ ) имеем 

s in 2 Я sin X c o s X dX = sin С cos С iC, 
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cos С (1 — s in 2 Я sin 2 A*) s in 2 Я cos Л' (cos 2 С — s in 2 Я s in 2 A) ' 

cos -1 sin С dG 
sin Я (cos 2 С— sin 2 H s in 2 Л) ] / s in 2 Я s in 2 A — s in 2 G 

В первом члене формулы ( 8 7 ) пределами интегрирования по А" слу
жат I и J , а по Y, А = F (а) п У". Во втором члене пределами для) 
переменной О служат sin С = sin A sin Я и sin G = sin X s i n Y sin Я = 
= sin Я cos Л tg F [см. формулу П ] . 

[200] Если мы начнем интегрировать по v и положим 

a sin >j) = x, 

то интеграл (90) обратится в 
К Т ТЕ 

Т ~2 ~2 

/
sinùd<|i Г г- /• sin 6 du ч ' Л, У 1 — x 2 s m 2

? d ? = Y , Y Д а > 1 — oc2srn-'V J J 1—a 2 sm 2 <jj 4 7 

( t u 0 

я затем, принимая во внимание, что 

dx dx 
a cos 4 d'̂  = da: ; d'i = 

асов')' ] / а 2 — я 2 ' 

_1 Г xdxEjx) 
aJ (l—x^Vafi^c 2 ) ] / 0 

Подобным же образом интеграл (91) будет 

Г c o s 4 d 4 1 ÇdxEjx) 
J 1 — а 2

8 т 2 < } . Л ( - ' ~ a J 1—a- 2 

l 2 0 1 ] См, формулы на стр. 2 3 0 . 
I 3 0 8 ] Диференпируя один раз равенство 

x dx sin F (x — a) = ica 

по a, мы получаем 

a; da; cos F (а; — a) sin F (x — a) = к 

и затем 

соя Г s in 2 А* dA* cos A sin G dC 
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Я Л II 

j" xdx sin 2 F (x — a) = 2 ; 

таким образом приведенные Лобачевским д в е формулы справедливы 
д л я г = 1 . Чтобы доказать их д л я произвольного г, воспользуемся 
переходом от г к * —f— 1 . Допустим, что они справедливы д л я какого-
нибудь г и всех чисел, меньших г, а докаясем, что в таком случае 
о н и будут в е р н ы и д л я г ' - f - l . Диференцируя по a первое равенство, 
м ы получаем 

( 2 t - f - l ) xdxcos(2i-{-l)F(x — a) sin F (ж — a) = «; 
— со 

Н О 

2 c o s ( 2 * - 4 - l ) F ( a ; — a ) s i n F ( œ — a) = 

= s in (2 i - f~2 )F ( t f — a) — s i n 2iF(x—<x), 

•следовательно, 
-f- то 

jf ж sin (2г -f- 2) F (a; — a) dx — 
— oo 

+ oo 

a;sin 2i F (x— a) dx = •_. •. 
— oo 

•Сложив это равенство с равенством д л я s i n 2 ï F ( a : — а), д а н н ы м 
в тексте, найдем, что это последнее будет верно и д л я г" - f - 1 . 

Д и ф е р е н ц и р у я второе равенство, получаем 

+ "° 
2г j " xcos2iF(x— a) s inF (a ; — a)dx — 0. 

— oo 

H o 

2cos 2iF(x— a) s inF(a ; — a) = 

= sin (2i -f. 1) F (a; — a) — sin (2i—l)F(x — a), 
следовательно , 

-f со 4- M 

j xsin(2iArl)F(x — a) dx= j x s i n ( 2 i — l ) F ( x — <x)dx. 
— со — œ 

[203] в интеграле, стоящем во второй части равенства (84), п о л о ж и м 

г — In c tg у . 



3 8 2 (i НАЧАЛАХ ГЕОМЕТПШ 

Тогда 
^ dui 

sin со 

— dco. 
2 

Г zdz I f , со , 1 Г , х 

1 = In ctg — dco = — In ctg' J e'-\- c--•• 2 J ь
 2 2 J ь 

о 

[2U*] Заменим в (92) а через — со: 

J (ex — с-*) ж da; _ \ 2 / 
eix -f- е*"2х — 2 cos 2со 4 cos со 

о 

Если это равенство сложим с (93) и затем вычтем пз (93), те получим, 
формулы, данные в тексте. 

[20'] Вычислим 

x dx х dx 4 х dx cos со 
rx -f- rrx — 2 cos со ex -f- a~x - j - 2 cos со e"~x -f- e~2x — 2 cos 2co " 

Во второй части положим 2а; — уп возьмем интегралы от обеих ча
стей, начипая от пуля; мы получим второе равенство 

L(x, со) — L(x, я — со) = cos со L (2х, 2ш). 

Если за верхний предел возьмем со, то получим .другое данное» 
в тексте равенство. 

[2°6] Имеем 
СС то 

x dx i ( o > ) + Z r ( i r O L ) = Г ; — h Г Г 
v v ' J e « _ ) _ e - . r — о cos со

 1 J e ^ - f - e - ^ - l - 2 costo 

= - О — г 5 г - = ••• — dco In c t g 
J е 2 ж -4- (.-ал — 2 cos 2co sm со J ь 

о о 
[ 2 0 7] Сравнивая (73) и (75), имеем 

4 Р = f , L l l n ^ ± ^ = 4 s i n 2 c o f , 
J sm(A— со) J е 

h dh 
.2/» 

О 
4 - С - 2 Й — 2 cos 2co ' 

где пределы А и Л связаны между собой уравнением (С42). Еслпв 
положим 
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то 8то равенство обратится в 

, _ Г „ . c o s ( ; — ш) Г xdx 
4 Р = — \ dUn y—, = s m 2 d ) • = sm2cuL (x , 2о)), 

J cos (ç-|-a)) J e j ; _ f _ e - x _ 2 cos 2u) v ' ; ' 
a равенство (64 2 ) — в 

tg u) = cos H ctg $ 
или 

= t g со T g t, 

h dh 

откуда 

COs(S-j-Co) 

Сравнивая (74) и ( 75 ) , имеем 

4 P = - Г а о Ь ( l __22!!^Л - = 4 e i n 2 « Г - й -, а ь - . . -
J \ cos 2 ш / J e 2 » - j - é - 2 " — 2 cos 2co 
о и 

В этом равенстве снова делаем подстановку 

Тогда 

cos 2 Л. c o s 2 « — s in 2 £ c o s 2 u ) ( l — s i n 2 £ ) — s i n 2 £ ( l — cos2<c) 
COS2 U) COS2 CO COS2 CO 

cos 2 ш cos 2 $ — s in 2 £ s in 2 ш 
COSJu) 

и получаем равенство, данное в тексте, 
ров] Действительно, если в равенстве 

J In f t ~t\„n„ i ï\ ~ s m 2(u-^ (x> 2<u) 
cos- ш 

1 cos (со -4- $) cos (ш — S) 
0 

м ы заменим логарифм произведения суммой логарифмов, то п п о л у 
чим равенство (95 ) . 

[209] Интегрируя ( 9 4 ) по частям, получаем 

r r f u n ^ ^ ; = u n î ^ ^ _ с 5 

J c o s ( £ - f - c o ) COS(Ç-J-U)) J 

sin (£ — <в) ! s in (£ -f- со) 

r . cos(Ü— eu) . f £ rfE 
: t m ï ï—:—f — s m ° - 1 

cos(£ со) 1 C O S ( £ - } - < Û ) 
dl-. 

cos($- j -cu) " J cos (i -f- ш) cos (£ — eu)' 

и затем равенство, данное в тексте. 
[210] Д л я вывода равенства (97) Лобачевский пользуется равен

ством ( 7 6 ) , и объем пирамиды Р он определяет по формуле (67) , . 
а объемы пирамид Р ' , Р", Р: и Р а по формулам (80). 
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При этом Лобачевский изменяет обозначения: вместо В и R он пи
шет } п * и вводит две величины а и т,, полагая 

sin Л sin Л = sin а и sin г, = c tg a tg 

Рассматривая чертеж, на котором изображены пирамиды P ' , P" , P t и P.-, 
(см. стр. 385), нетрудно видеть, что а есть угол параллельности (на чер
теже не изобраясен), соответствующий гипотенузе треугольника между 
а и h, а Т| — угол между rub. Действительно, из диаграмм а и 6 
д.чя этих треугольников мы имеем написанные выше равенства. Сле
дует отметить, что введенная теперь величина ч отлична от величины а, 
определяемой формулой (68). Величина 

cos A sin Ы 
агссоя 

/ s i n 2 Л — s in 2 Л 

входящая в формулу (С7), представляет собой угол 4; согласно диа
граммам ('7, а и а) треугольников, имеем 

cos В — cos \ cos т„ (I) 

t g a ctg А = cos со sin р, (П) 

tg a cos Ç cos 7] 

tg *l = cos J5 tg A = -H— _ — L . ( Ш ) 
coscosmp 4 ' 

Определив отсюда Ь и заменив по диаграмме а 

cos А = cos со cos a 

и // и R через р и Е, мы приводим формулу (67) к виду 

a 

sin S In c tg 4 * rf« 
4 P = sin 2 [5 cos <u cos 

^ ( s in 2 p — s i n 2 ' ) / s i n 2 a — s i n 2 " 

tg a cos ; cos T, l 
— 2 arctg -2-r—г ! In c tg — 3. 

° s m p c o s w ö 2 ^ 

Займемся далее преобразованием формул (80). 
В формуле д л я Р ' верхним пределом интеграла олужит h — высота 

треугольника; так как 

Я = р = Р(/ (), t g i - P ( A ) = t g - L p = e - Ä ) 

то 

h = In c tg - i p. (IV) 
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Х-примечанию 210. 
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В той же формуле заменим переменную интегрирования h перемен
ной z, положив 2 /г—с; тогда 

Р' = ± ^ [ =Л _ sinJ2co 
4 J e - - j - e - - — 2 c o s 2 ü > 4 4 ' 

о 

Подобным ясе образом пнтеграт Р" (SO) преобразуется в 

P» = ^L{2h,2l). 

В интеграле Рх верхним пределом интегрирования служит h' — r-\-lr 

где г и I определяются формулами 

> - - = h v c t g y I = In ctg y - r „ (V) 

из которых первая вытекает на. того обстоятельства, что ; = -В = F (г), 
а вторая моясот быть написана потому, что продолясение катета Ь 
есть линия, параллельная с МО и о КО (перпендикуляром к плоскости 
треугольника меясду I и g ) , а угол т) есть угол параллельности, соот
ветствующий длине I. Таким образом 

h' = >--\-l — In ctg — l ctg ~ % (VI> 

Pj =- i -s in (2co —2X)L(2/i ' , я — 2co + 21). 

Наконец, преобразуя последний интеграл (80), имеем 

Р 2 =-i-sin2coL(2Z, те—2си). 

Подставляя теперь значения Р, Р', Р", Р 1 ( Р 2 в равенство (70), п о 
лучаем 

. „ , Г sin U n otg i 5 d? 
sm 2,5 cos eu cos a I — 

J (sin 3 ß — s in 3 $) У s in 3 а -— s in 3 I 
i 

- tg a cos £ cos -л , . 1 „ , . 
= a r C t g cos со sin В Ь c t g Y ^ + s m 2 < u L ( 2 / i - 2 c o ) - s i n (2h, 21) + 

+ 8in(2co —2X) i(2A', it—2o)-(-2X) — s i n 2coL.(2î(.--it-J-2a));. (VII) 

Значение ctg А мы получим по формуле (79 4 ) , заменив в ней ff 
через (3: 

"os (3 ö v ^ cosß t g A — - tgi>> 
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и по формулам (II) п ( Ш ) : 

. 14- t g 2 A cos 6 cos vi 
° 4 COS 3 t g -1(1 COS," COSYj) 

t g - 1 

sin A cos A cos 3(1 — cos \ cos Т|) cos S " 

Из диаграммы а (стр. 385): 

cos А — cos (в cos a, sin * = sin A s in 3, 
и потому 

sin 3 t g а ÔtgX.: 
cos « cos ß sin ci cos à (1 — cos \ cos -n) cos <a s.in 3 cos 3 V 

дли 
* > - О S m 2 ß П 7 Т П Л C t g X COS CU Sin 3 — 7—1 f : г . (VJII) 

cos p since cos a (1 — cos с cos -ц) cos p 
Чтобы определить ctg (со — À), напишем д л я треугольников м е ж д у 

r-^-l, g ж I, д, согласно диаграммам,г , и 9 (отр. 385), равенства 

cos F(Z) = cos i = c tg G tg [A, 

cos Б 1 (r 4 - i) = ctg G tg (X -f- u) = ctg G c tg (со — X), 

где (? = F(<7), и разделим одно н а другое : 
. . . . . c o s F ( r 4 - 0 

Вследствие параллельности линий 7Г0 и Ж О с линией ЕО н п е р п е н 
дикулярности линий ЕК и 2ÎW о прямыми КО и 270, 

/_7УЯ0 = a, U/LEO = F (r 4 - i) = / Щ — = * — w' 
и 

t g ( X 4 - , ) ^ t g u c o s p ( ^ . 

И з треугольника между Ъ и г (диаграмма о" на стр. 385) имеем 

cos с?' sin $ = sin 7 ] sin a, sin tp' == cos ч\ sin a, 

и, заменив a через —со, F ( Z ) — через г\, получим 

, , , ч c tg а> 
c tg (со — X) == (cos a cos о -A- sm a sin <o ) = 

; cos й tg Ï) sm a . . , 

= ctg со 2-4. h e m 
0 1 s m " 1 

i n 3 a j ; 

но по диаграмме а (стр. 385): 
s i i i a > ~ t g a c t g ö , 

и, следовательно, 

" " " 2 a s m ; cos 
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Сравнивая полученные формулы (VTI), (VHI), (IX) с формулами (97) 
Лобачевского в том виде , как они приведены в «Казанском вестнике 
мы видим, что Лобачевский изменил обозначения, которыми он поль-
•зовался раньше (см. примечание 170), а именно: вместо 

X, ш — h, I 

о н теперь пишет 
с о — ). , ') . , x, у— а; 

п буква а теперь обозначает угол параллельности, соответствующий 
гипотенузе треугольника м е ж д у а и h; он не равен у г л у а, введенному 
формулой (68). 

Если указанную замену мы произведем в формулах (ЛТП), (VIII) и 
{IX), то мы еще не получим формулы (97) и за ней следующих. Во-
первых, в формуле (97) стоит член 

sin2>. L(2y. к~2Х), 
где 

' = Ш ^ C t g Y] ctg y ß j , 

п формуле же (VU) соответствующий член, полученный заменой X 
на ш — X, 

s in 2 (со — X)L(2h', тс — 2 ш - ( - 2 М , 

имеет аргументом 

h' =г-{-1 = hi ^ c tg i t j c t g - i - $ j , 

и, во-вторых, в формулах Лобачевского д л я ctg h и c tg(w — 1.) после 

замены X и eu — X на си — X и X надо ctg (со—А) умножить на — \ — 
. n cos 2 а 

и ctg X — иа eoscosrnp. 
pii] э т а 1 формулы такясе возбуждают сомнение. П е р в а я часть ра

венства та ясо, что и в равенстве (97), и представляет объем той ж е 
пирамиды, которой основанием служит треугольник с катетами а и b 
н высотой h (см. чертеж) . В функциях ясе, выражающих объемы 
четырех пирамид, ггростгграгощихся в бесконечность, произведена за
мена одних величин другими, о которых говорилось в примечании 149, 
т . е. та же пирамида Р теперь составляется из четырех пира
мид Q', Q", Qit <22: 

P=Qr~Q"A-Ql~Q,, (I) 

у которых ребра параллельны высоте h пирамиды Р. У пирамиды Q' 
основание — общее с пирамидой Р , т. е. прямоугольный треуголь-
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нык с катетами а и ft и углом 4 

Q' = i sin 24 L (26, 2'}). 
4 

против ft, и по формуле (75); 

О ' О 

Чтобы получить остальные лпра-
миды, продолжаем гипотенузу с' тре
угольника между а я h через вер
шину пирамиды Р и откладываем на 
продолжении отрезок d', от конца 
которого параллельная с h делается 
перпендикулярной к d' и плоскости 
треугольника im Ь, г, с'. Опускаем 
теперь перпендикуляр д' от этого 
конца d'на продолжение г через вер
шину пирамиды Р и обозначим че
рез V отрезок от продолжения г. Так 
произойдут прямоугольные треуголь
ники: с катетами Ь, с' -(-<*', который 
будет основанием пирамиды Q", и 
где пусть V —-угол цротив Ь, с ка
тетами g', r~\-V—основанием пи
рамиды Qj и, наконец, основание пирамиды Q 2, с катетами д' и V 
и где пусть [А/ — угол против V. Объемы этих пирамид по формул» 
(75) будут 

1 
- - s i n 2к' L(2b, 21'), 

Q, = i - a i n 2 (>/ - j - ji') L (2 (r 4- V), 2 (X' 4- p/)), 

Q 2 = — s in2) /L(2Z' , 2 L 1 7 ) . 

Из формулы (I) примечания 210 мы имеем (диаграмма ö па стр. 385) 

( Щ 
1 т 1 , 1 4- cos В 1 . 14- cos * С08 -/) 

b = l n c t g — JB = — I n — 1 :—- = — - I n — ! z . b 2 2 1 — sm 5 2 1 — cos « cos TJ 

Так как линяя d перпендикулярна к I', то угол с? против катета с 
в треугольнике между с и А будет углом параллельности для от
резка I', и из этого треугольника (диаграмма е на стр. 385) 

cos 3 
c o s F (Y) = cos « = 

4 ' ' cos ç 

I ' ^ l n c t g l - F ^ ^ - l n ^ t ^ ^ l l n 
& 2 v ' 2 1 — c o s to 2 

cos £ -(- cos 3 
cos * — cos 8' (ПГ> 
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Далее , в трехгранном угле с бесконечно удаленной вершиной О 
п параллельными ребрами ОЕ, ОТ, 01 сумма двугранных углов равна it, 
я так как угол с ребром ЕО равен 4 п угол с реором 10 прямой, то 
угол и/ с ребром ТО будет 

Подставив значения Q', О", Qv Q2 и Р в равенство (I), мы получим 

J dl sin £ In ctg i $ 
; - == 

(s in 2 ß — sin 2 *) • ] / s in 2 « — s in 2 S 

= 2 arc tg ° , ' " - 1 In ctg — S + siiV24 L(2b, 24)—sin 2A' L(2b, 2A')4-sm ß cos cu 3 2 1 i v » i / \ > / i 

- f - s in (24 — 2X') L (2 ( r - f J ' ) , it — 2 4 - j - 2A') — sin (т: — 24) Z, (2Z', тс — 24), 

где 
, 1 -f-cos ; cos in „ „ , cos £ -4- со? ß 

2Ь = 1п--4 ; -, 2 / / = l n - ^ r 

' 1 : COS S COS 7j ' cos S — cos ß ' 

r — In ctg ~ - $. 

Формулу д л я t g 4 Получим, написав по диаграммам а, о, в н а 
с т р . 385 

tg 4 = cos 5 tg А, cos В — cos $ cos Г|, 

i i tg a 
tg A = 

cos со sm 

Сравнивая эти формулы с соответствующими формулами Лобачев-
•ского, приведенными в тексте, мы видим, чт^, в члене 

sin (24 — 2)/) L (2 ( r - f Ï 7 ) . — 24 + 2X')) 

вместо аргумента 
0 Л . _ 1 ?/\ i cosC-f-cosß . l-f-cos$ 
2 (r + Г) — In гтЛ - Л - 4p In -—! 

COS ç COSp 1 1 COSÇ 
стопт 

, , cos £4 -̂cos ß 1 4-COS $ COS 
i j / = i n t 1- In г 

cos 5 — cosp 1 — cos ; cos i\ 
m в члене 

— s i n 2 4 L ( 2 ^ , it — 24) 

вместо it — 24 стоит 24, 
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Кроме того, д л я определения угла )/ в «Казанском- вестнике* 
стоит формула 

tg /,' = cos ш c tg й , 

а в «Собрании сочинений Лобачевского» 
tg.).' = cos ш cos а. 

Очевидно, что обе эти формулы неверны. В самом д е л е , из построе
н и я п и р а м и д ясно , что угод >>' зависит не только, от в и д а треуголь
н и к а , н е ж д у катетами, а. и h, но. также и от .угла à или В. 

Д л я igk' можно дать различные выражения . Одвхгиз них можно 
.получить, производя в формуле (79 4 ) или в формуле (УШ) преды
д у щ е г о примечания соответствующую замену букв (см. примечание 149). 
- Н о - б о л е е проотое / .выражение д л я c t g ) / мы получим оледующим 
образом. Вследствие параллельности лявий-ЕО ж ТО у гол между кате

т о м h и гипотенузой с' в- треугольнике между с' и. Ь- будет 

Ъ- (d') = D ' . 

. Д л я треугольника м е ж д у катетами d -|~ d! и & мы имеем приводимую 
здесь диаграмму и формулу 

cos В = tg Л' o tg F- (с! 4- d'), 

•£-T[c'+ä\ п по формуле примечания 23 

, сов F (Р ' )4- поя F (d') 
cos В — tg X 

s i n F ( c ' ) s m F « ) 
или 

_ , . , cos ос -4- cos В' 
cos В — tg A' — ; — — - j - , 

s m <x s m В 

Кроме того, из диаграмм в и « на стр. 385 имеем 

cos В = tg 4 ctg A, cos 8 = tg"a) c tg А,, 

sin В' s s= cos со sin S, cos ß cos B' cos or, 

cos В t g со = cos .3 tg 6. 

m 

ж затем 

П о д с т а в л я я cos Б , cos!» ' ж s i n D ' в формулу (H), м ы выразим 
c tgX' через четыре величины.eu, 8, a и j : 

cos-a-|-
cos 3 

Otg'X''=S= cos a 
cos.ß.tg ctg «i. gin a oos со sin 3' 
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и ватем исключим со при п о м о щ и равенств 

sin со = tg a c t g ß ( д и а г р а м м а а на стр. 3 8 5 ) , 

1 — t g 2 a c t g 2 ß c o s 2 a s i n 2 ß — s i n 2 a c o s 2 ß 
c tg со cos CO : 

Получим 
tg a c t g ß s in a cos a s in ß cos ß 

c o s 2 a-f- cos ß 
c t g = c t g i — 

sin (ß — et) s in (ß -4- a) 

И н т е р е с н о отметить, что отрезок g' р а в е н о т р е з к у g (на ч е р т е ж е н а 
стр. 3 8 5 ) . Д е й с т в и т е л ь н о , д л я т р е у г о л ь н и к а м е ж д у д' и d' мы и м е е м 
п р и в о д и м у ю з д е с ь д и а г р а м м у и ф о р м у л у 

cos G' — s in 4 cos D', 

которая п р и п о д с т а н о в к е cos D' из р а в е н 
ства 

s in со = c o s D' s in Л 

д л я д и а г р а м м ы а ( стр . 385J о б р а щ а е т с я в 

cos G' = s m y s m ш 
sin Л 

Такое ж е в ы р а ж е н и е мы п о л у ч и м д л я cos G и з ф о р м у л 

cos 67 = s in <о cos D, s in 4 — cos D s in A 

д л я треугольников м е ж д у катетами a, b и катетами </, Z н а д и а г р а м 
мах в и г (стр. 3 8 5 ) . 

[2I2J В ы н е с е м в ф о р м у л е (70) sin Л п з - п о д зпака р а д и к а л а и п о 
л о ж и м 

sin со = sin ß sin А, 
о т к у д а 

s in ß cos Л = ) / s i n 2 ß — s i n 2 со, sin со c t g A = V s m 2 ß — s m 2 ш 

(I) 

Т о г д а равенство (70) п р и м е т в и д 

2cos ш Y s i n 2 ö — s i n 2 ш J* 
a s in a da 

( s i n 2 со — s i n 2 a) ] / s i n 2 ß — s i n 2 a 

— 2 a r — 2 4 Д — 4 P , 

г д е н а основании (70) н а д о Р заменить ч е р е з 

Р = Р ' — p ' ' - f - р , — pt 

(П) 

и о б ъ е м ы Р ' , Р", P j , Р 2 о п р е д е л и т ь по ф о р м у л а м п р и м е ч а н и я 2 1 0 . 
С л е д у е т обратить в н и м а н и е н а то, что т е п е р ь б у к в ы ß и а и м е ю т 
д р у г и е аначения, чем в ф о р м у л е (97) и за н е й с л е д у ю щ и х . 
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В формуле (97) 

ß = # = F ( / i ) , o = F ( c ' ) 

и а определялось иа равенства 

sin со == tg a ctg ß ; 

теперь же в формуле (98) 

? = у —л', 

где £)' есть угол, прилегающий к катету Л в треугольнике между с' 
и h, в чем убеждаемся , написав д л я этого треугольника формулу 
(диаграмма а на стр. 385) 

sin ш = cos D' sin А 

и сравнив ее с формулой (I). Величина ж е а == — G правой части 
формулы (II) определяется из уравнения (68): 

sin ш sin 4 
sm о = ; -, 

sm А 

откуда [формула (I)j 
sin ß sin 4 = sin а, 

s in ß c o s 6 = V B m i ß — в ^ a -

Кроме того, величины h, r, l выражаются в формуле (98) через 
другие части фигуры и через угол ß. По формуле (79 8 ) мы имеем 

cos L = cos F (I) - - c tg со t g a ; 

отсюда 
1 , 1 - f - c o s L , s i n (eu 4 - a) 21 = 2 In c t g ~ L = In —-L = In . ; ^ , . 
2 1 — cos L s m (со — a) 

Д а л е е , 
1 „ , l - f c o s 11 , cos со 4 - cos со cos Ь 

2 A = 2 l n c t g -— Я = 1 п — 4 = l n • 
2 1 — c o s Я c o s со — c o s со cos Я 

но иа треугольника м е ж д у а я h (диаграмма а н а стр. 385) имеем 

oos Я — t g со c t g А, 

cos со cos Ы — sin со c tg А = У s in 2 ß — s in 2 со, 

и, следовательно, 

оов ш 4 - y s i n 2 ß — s in 2 со 

2h = In 1 • r . 
cos со — У s in 2 ß — s in 2 со 
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Чтобы определить г, отпишем по диаграммам,, р н : е. .(стр..'. 3S.5) и 
диаграмме д л я треугольника. м е ж д у g и I, приводимой здесь, формулы 

cos G = cos Y cos Ii, 

cos Л = cos <Ь cos С, 

cos со = cos Y cos а 

и исключим из них cos Y и cos О; получим 

cos Д = cos F (r) r 

п затем по формуле 

cos Л cos а 
cos ш cos 'Ь 

cos F (r) : 

2r — In 

cos а. y s in 2 S.— s in 2 ш 

cos со j / s i n 2 ß — s in 2 ce 

1 - j - cos F (r) 
1 — cos F (r) ' 

2r = 2 (h' — l) = ln 
cos ш ] / s i n 2 ß — s in 2 a - j - cos а ] / s i n 2 ß — sin 2 с 

cos cq ] / s i n 2 ß —. s in 2 .а — cos а (/ s in 2 ß — sin 2 со 

Наконец, чтобы определить X, составим диаграмму; . д л я . треуголь
ника между g и »--f-î (диаграмма 9, стр. 385) и возьмем соотношение 

ctg (со— X) — ctg a cos F (r 4 - 1 ) . 

По формуле примечания 23 
.,: , , dos .й 4 - c o s .Ь ctg (со — А) = ctg а •—; — 

б Л ' 6 1.4-:C0sJîOOS.i 

Подставим сюда вместо cos.i? и cosL л х значения: 

ctg a cos а у s m a ß — s m a ш i 0 t g со cos со У s in 2 S — s in 2 л , 
•ctg (со — Л) — — r i .' s Y J.— tg со 

sin со У s in 2 ß — sin 2 oc -f- sin а' у sin 2, ß — s in 2 со 

и освободимся от радикалов в знаменателе: 

ctg (со — Л) = 
cos^ а—cos- со 

sin ш sin а 
] / s i n 2 ß—sin 2 со " j / sm 2 ß—sin 2 a-{-(cos 2 a — cos 2 со) oos 2 ß 

s in 2 ß (oos 2 a) — сояЯ eu) tg< 

ctg 
, . . V a i n 2 S — sin.2 со "l/sin 2 ß —г s in 2 « , , , „ „ 
(со — X) = .i E , r , J r - t g c o o t g 2 ß . 

cos со sm a s m 2 ß 1 r 

[ 2 1 8J Вынесем в формуле (71) sin со из-под знака радикала и п<-
л о ж и м 

sin a . „ 
ЧЩ со 

. = ЯН1 (I) 
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откуда 

ctg; со s in 2 а ь * sin а У''sin 2,3 — sin'- а 

Тогда равенство (71) примет в и д 
ß 

4 P — _ - j - 2 sin а ] / s in 2 ß — sin-' oc j — 7 - ; „" , .Т-Ч^, ; " •••• ^ , (II) 

где на основании равенства (I) примечания 211 мы д о л ж н ы положить 

— + Qe ( ш ) 

и объемы Q'', 0 " , Çi» <^2 определить по формулам примечания 211 . 
Теперь 

1С 

где X) есть угол между гипотенузой с п катетом & (шш их продол
ж е н и я м и ) в треугольнике м е ж д у & и а, в чем убеждаемся , если 
сравним ф о р м у л у (I) с формулой д л я треугольника м е ж д у ff к I 
(диаграмма на стр. 394): 

cos G —since = sin m cos D, 

и a определяется формулой (68): 

sin ojsin '!/ 
sin a : 

и з которой имеем 
sin л . 

. „ am a s m o 
s n i p : 

sinco sinj4 ' 

и затем 
cos ш sin ß — ) / s m 2 ß — sin- a , 

cos A s in ß = • y"s in 2 ß — s in 2 6 

sin 2 ß cos со sin л = sin 6 y"s in 2 ß — s in 2 a , 

s in 2 ß cos J. s in w = sin a ] / s i n 2 ß — s i n 2 4 • 

И з треугольника м е ж д у а и А (диаграмма а на стр. 385) мы имеем 

cos ff—tgeoctg А, 

, 1 4 - cos В , cos со sin A 4 - sin ш cos A 
2h == Ы ~— - f f = In : —• : -r = 

1 — cos Я coscusm A — s i n » cos Д 
sin 4 У s in 2 ß>—sin 2"« 4- s in a " | /s in 2 ß — s in 2 Ф 
sin 4 ] / m n 2 ß —-sin 2 « — s m a y"sm. 2 ß — s in 2 4 
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Что лее касается формул д л я 2Ь, 21', c tg ( 4 — X') и 2г, то ониг 
получаются из соответствующих формул ( 9 8 ) указанной в примеча
нии 1 4 9 заменой со, 4 и А через 4, со и Ь. 

Подставляя значения <?,, Q2, Q', Q" и h в формулы (П) и (Ш), . 
мы получим формулы 

ß 
2 sin ас у s m 2 В — sm* а : = 

J (sin 2 4 — s in 2 а) } / s i n 2 ß — s in 2 4 

, j sin 4 y"s in 2 В — s in 2 а 4- sin а У s i n 2 ß — s in 2 4 ^ 
sin 4 j / s i n 2 ß — s in 2 а — sin а | / s in 2 ß — s in 2 4 

4- sin 24 L {2b, 24) — sin 2X' L(2b, 2X') — 

4 - sin (24 — 2X') L (2h', т: — 24 -)- 2X') — sin 24L (21', ir — 24), 

где 
, cos 4 "l /sin 2 ß — s in 2 а 4 - cos а l / s i n 2 ß — s in 2 4 

2h' = 21' 4- lg V ^ r r 

cos 4 У s in 2 ß — sin 2 а — cos а У s i n 2 ß — sin 2 4 

2i' = m ^ ± 4 . 
sm (4 — а) 

Сравнение этих формул с формулами, данными в тексте, показы
вает, что в последних вместо X' написано X, причем, следовательно,, 
угол X теперь не равен у г л у X, входившему в формулы (97) и (98).. 
Далее , в последнем члене выражения интеграла 

sin 24L(2Z, - — 24) 

и выражении h' вместо V стоит I. Значение I' мы получаем заменой; 
в формуле (98) со через 4: 

sin (4 4- а) 
2 i ' = l g sin (4 — а) ' 

и поэтому нельзя считать, что Лобачевский только изменил обозначе
ния, написав вместо буквы V букву I, ибо значение д л я 

, cos а 4 - l / s i n 2 ß — s in 2 а 2/ = lg !— r , 
cos а — у s in 2 ß — s in 2 а 

данное в «Казанском вестнике», n e равно вышеприведенному зна
чению 21'. Невидимому, последняя формула д л я 21 была в ы в е д е н а 
из формулы (98) 

, sin (со 4 - а ) 
sm (со — а) 
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причем Лобачевский забыл заменить со через 6. Действительно, если 
такой замены мы не сделаем, то последнюю формулу моясно написать 
т а к и м образом: 

, , sin to cos a sin 3 - j - со.ч cusin а sin ß 
21 = m -. r - ' - i : Нз-; 

sin со cos a sm ß — cos со sm а s m ß 
по теперь 

sin со sin ß = sin а, соя со sin ß = j / s i n 2 ß — s in 2 а 
я потому 

„, , cos а - 4 - l / s i n 2 ß — s in 2 а 21 = In •— • • -.. 
cos а — ] / s i n 2 ß — s in 2 а 

[ 2 U ] Сравнивая (67) и ( 7 1 ) , принимая во внимание формулу ( 6 6 t ) 
и равенство 

h = In ctg -i- Я", 

з а м е н я я буквы HAFF через X и ß, как в примечании 2 1 0 , мы получим 

DL sin X In ctg \ X 
cos A sin 2ß 

J (sin-,i-(s in 2 ß — s in 2 £)J/ s in 2 A s in 2 ß — s in 2 X 

4 c24 cos 4 
= 2cos со sin 2 

(sin* 4 — s m 2 at) j / s i n 2 a — s i n 2 со s i n 2 6 ' 

Если полоясим 

sin Л sin ß = sin a, sin a = sin со sin b, (I) 

то пределами первого интеграла будут а и ;, а второго — ö и 4, и 
п р е д ы д у щ е е равенство примет в и д 

J 
5 

ci; sin I In ctg |- î 

( 3 i n 2 p _ s m 2 J) у - s m 2 д _ s i n 2 £ 

cos со s i n 2 a f <]> cos 4 d4 
cos A sin со cos ß sin ß j (s in 2 <!/ — sin 2 a) ] / s i n 2 b — s in 2 4 ' 

* 
'Здесь м ы снова д о л ж н ы изменить обозначения. Б у к в а а теперь обо
значает не катет треугольника м е ж д у а и ft, а у г о л параллельности, 
соответствующий гипотенуае с' этого треугольника, т. е. тот угол , кото
р ы й в формуле (97) и за ней следующих до (98) был обозначен бук
вою a (см. примечания 210 и 211). Буквой b обозначен теперь не 
катет в треугольнике меясду » и с, а 
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т. е. величина, которая в примечании 213 была обозначена буквой 
[ер. формулу (!) настоящего примечания с формулой (I) примечания 213]. 
Под буквой же а подразумевается величина а, определяемая форму
лой (08), из которой мы теперь имеем 

. , sin ot sin à sin S sin à 
sm b = - . = - , — ' - = i ' - ; ' • • (ÏÏV 

sm-<o. smA sm a ' 

из диаграммы a (стр.. 385) д л я треугольника м е ж д у а и h, в кото
рой теперь вместо а мы д о л ж н ы написать а, п из формулы (68) имеем 

cos a sin со — cos 3 sin А, 

sin со sin 6 cos S sin à ^ 
sm a = n — r - — • L . ( III) 

s i n i cos a 4 ' 
Далее, из диаграмм e, o n e (стр. 385), в которых такясе вместо а надо^ 
поставить а, находим 

sin ; =г sin ß sin G, sin X = sin a sin B, 

. , , „ , „ sin G sin S Y sm2 a — s in 2 X У s in 2 a — s in 2 ? , т т т Ч 

sm <]» = tg G ctg В == = -• ( IV) 
sin В sin а У s in 2 8 — s in 2 S У s in 2 ß — sin 2 X 

Наконец, чтобы получить коэфициент прп интеграле второй части, 
перемножим равенства (IT) и ( Ш ) : 

s in 2 a sin ß cos ß s in 2 

s m to sm а cos а 

ж воспользуемся соотношением 

COS'to 

cos Л oos a ' 

взятым с диаграммы а, (стр. 385) треугольника м е ж д у а и h; д л я коэфи-
циента при интеграле второй части тогда получим по формуле (IV): 

cos со s in 2 а sin 2(b _ sin 2 а — s in 2 X 
sin са cos A cos ß sin ß — sin a cos 3 a ~ sin a cos 2 a (s in 2 ß — s in 2 X) ' 

clX sin $ In ctg - X 

J (s in 2 ß —. s in 2 X) У s in 2 a—sin2 g 

s in 2 X Г è cos ф ci'{* 

sin2t:) 1 sin a cos a (s in 2 ß — s in 2 X) J (sin 2 Ф — s in 2 а) У s in 2 b — s in 2 6 * 



[ 2 1 s ] Сравнивая ф о р м у л ы (71) и ( 7 0 ) , изменив в п о с л е д н е й <ь, • 4, Л 
н а 4 , о), Ь, мы и м е е м 

Р = — 2^/4 4 - 2 ÖQSCU'SIH- а\ ; ' :\ ; ; ; ' — = 
J ( s in - <J — sin'-1 a) y s in - ос — s i n 2 tu s i n 2 

i . , f a s in a da 
— lar—2<ab-f- c o s . i s m . 2 I : •> • . 

J ( s i n 2 a — s i n 2 0) ] / s i n 2 ^ s i n 2 a s i n 2 A 
о 

П о л о ж и м , как и в п р е д ы д у щ е м замечании , 

. s in a sin 
s in со s in А 

Т о г д а 

d cos 
2 c t g со s m 

( s i n 2 ^ — s i n 2 « ) ] / s i n 3 b — s m 2 ' i 

f a da s i n ce , s in (.1 4 - 4) 
= c t g A s m 2 6 . uj In - 4 _ 

J ( s i n 2 cc — s i n 2 ) / s i n 2 b — s i n 2 « s m (-4 — 6) T~ 
o 

s i n ( A 4 - u > ) , 
n — ~ — 4 - 2ar. 

s m ( - L — с о ) 

П о д с т а в и в с ю д а з н а ч е н и е (СО), Л о б а ч е в с к и й м е н я е т о б о з н а ч е н и я 
в м е с т о п р е д е л а a и п е р е м е н н о й и н т е г р и р о в а н и я а он п и ш е т вместо 
п и ш е т а. 

[Щ] В лнтегрв-ие 

J> 

/
dp 1 j 1 ArP s in es 

1 — 2> 2sin 2ер 2 gin о 1 — p sines 

д л я в е р х н е г о п р е д е л а в о з ь м е м р = cos b.,Поэтому, е с л и н а ч н е м инте
г р и р о в а т ь д в о й н о й и н т е г р а л с н а ч а л а п о р, а з а т е м по <?, в в е д я вместо сг> 
п е р е м е н н у ю с, п о л о ж и в 

С О а & А (. 1 / 31 TTJ 
SinCS = J r - , COS еь COS о = У cos- О -— COS2 ç , 

cos b 
sin d 
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то получим 

3 

Я s in 2 срорсЬ' Г sin ср (ftp ^ 1 ^ 

s i n 2 < ? ) ( ! — « 2 s in 2 tp ) ~ J 1 — и 2 s i n 2 о n C g 2 _ — 

dX sin g cos X In ctg — g 
Ci 

cos о (sin 2 g — s in 2 a) "j/sin 2 $ — s i n 2 6 
ъ 

Наменяем затем порядок интегрирования и вычисляем сначала 

3 

/
s in 2 в do 

(1 — р 2 s in 2 ср) (1 — я 2 s m 2 ср) 
о 

ГС 

в

 1 Г Г î L. 
jfl — W 2 J [ i — p 2 s i n 2 c p 1 — n 2 s i s m J ce 

d'O - • 

2 ( p 2 _ « 2 ) \ j / l — p2 / l — и 2 / ' 

a потом интегрируем по p, в ведя вместо р переменную ft и положив 

= sin. î>, ] / l — j p 2 = c o s ö , 
V I — P ' 

• = tg f>, cos bdb = dp. 

Будем иметь 

ь •—b — ь 
Г dp _ Г du _ 1 

j ( p 2 — w2) Y1 — p 2 J s in 2 i> — w2 ~ 2» Y I — " ' 
l n -

•V"l— w 2tgft 

cos-* a •ln 

и + j / l — w 2 t g » 
0 

cos & — У в т 2 & — gin 2 a otg b 

2 cos ЬЛ/ s in 2 & — s in 2 a cos b -f- "[/sin 2 ô — s in 2 a otg b 

cos 2 a , , 1 
T-^—; ln tg — C, 

cos о sm о cos с 2 

Y 1 — П 2 J 

О0Я i) 

(p 2 — n 2 ) 2wy" l — и 2 
ln 

n - f - p 

COS2 (X 
ln 

1 — cos a. cos^ a - - , . , . — ,--; - l n t g — a , 
2 oos ô sm b cos с 1-4- cos a cos y s m b cos с 2 
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н , следовательно, 

sin- о dji d's я (1 —-p- s i n - » ) (1 — n- s in- a ) 

c o s - a 
2 cos ö sin b cos с 

In / 1 , 1 
( o t * T a t * ¥ ' 

Сравнивая два значения двойного интеграла, получаем равенство 
<102) . 

[ т ] Из уравнения 

l / s i n - S — sui-b 
tg в = — : 

SUl w COS С 

м ы имеем 
s in 2 b cos 2 с cos- о = s in 2 S — sin 2 a ' 

. „ , з п г * Ь ( 1 — s m 2 c s m 2 e s ) .... c o s 2 a ( s m . - Y — sin-co) 
sm- s = ^ — — , cos- < — : - , 

cos-' y cos- в 

do sin £ cos ; d\ 

cos 2 o Y s m 2 S — s in 2 ^ S U 1 ^ c o s c ' 

sin ; cos % sin ft cos с $ 

(s in 2 ; — s in 2 a) Y s in 2 ; — s i n 2 b 

Пользуясь этими ооотнотениями, напишем интеграл (102) в таком 
виде : 

ä -

J sin I cos ? In ctg - - i i f i 
fe2 -dg = - In ctg — 6 de 

(s in 2 а;— s in 2 a) | / s i n 2 S — sin 2 b sin ft cos с J 2 
и 

и интегрируем его по частям. Получаем 

1 f i . 1 ^ 1 Г d " ; 

——; I In ctg — ; des == —— I es ——- , 
sin 6 cos с J 2 ' sm ft cos с J s m 5 

о ь 
причем проинтегрированная часть 

с? In ctg Y Ч 
sin ft cos с 

обращается в н у л ь ибо In c tg i S = 0 при £ = и сэ = 0 п р и £ = Ь . 

3»к. 463. H. И. Лобачевский, т. I. 20 
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Заменяем, далее, переменную интегрирования ; через ? и, замечал,, 
что пределами .чтя ср будут 0 п •/, находим 

1 Г dl cos с Г . '•? Г 

sin У cose J ' s i n ; c o s a s i n o j (1 — sin 2 с sin- -f ) j / s i n - 7 — sin 2 9 

Чтобы получит/, вторую часть равенства ( 1 0 3 ) , вычисляем 

l^sin ' - 'y — sin 2 с sin 6 cos с cosc sind 
cos Y = У1

 — ч ' п " ' f : 

cos ft cos a cos a sm с 

, z : : , f cos'-' b sin'-'a 1/ s in 2 b — sin 2 a cose 
У I — S i n ' Y Sin-'C— ] / 1 — • — — — = ; - == 

' у cos- a sin-' b cos a s m У co se 

и преобразуем 

1 1 1-f-cosr t s ine cos с (1 -|~ cos a) sin с 
Ctg — (I lü —- C = : • = : -

0 2 ъ 2 sm a 1 - j - cos с . . 1 
sin a cos с 2 cos — с 

2 

c o s c ( l - f - — - — ) . /- r - 5 — ^ 7 -
\ cos a / cos a sin с cos с - f - V I — s i n ' f s m - c 

. , 1 s m a cos с „ „ 1 
2 COS" - i C 1 2 cos Y c o s 2 — с 

2 2 

Подставляя эти в ы р а ж е н и я в равенство ( 1 0 2 ) , мы и получим равен
ство ( 103) . 

( 2 1 8] Еслп 
1 

1 — sin 2 с s in 3 'f 

разложим в ряд: 

1 
1 — s i n 2 с s in 2 ci 

= 1 - j - s in 2 с s in 2 ср -f- sin* с sin* ср - ) - . . . 

то интеграл ( 103) разложится также в ряд , общий член которого-

т 
s in ' " с 

о 

будет меньше, чем 

. . Г о в т 2 в + 1 о с й э îin2'» с i — • , •—I— 
J j / snr^Y — s i n 2 CS 

s i n 2 " с _уд?*? Jl-„а,,, „ , * + 6 i n ï я . „ Г 8Ш CS fies ~ . 
— Sin 2 "Y , 1 ' = -— S i n 2 " С S i n 2 n Y ln 

2 J y - s i n 8 Y — s i n 2 9 .2 COSY 
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ибо n'пределах интегрирования 

•э < и sin 'i < sin Y. 

Так как In (1 -j- sin Y) < 1, то копфнгеиепт sin" с будет меньше 

1 
— sin" f In 

cos Y 

[ ' J i 9 j Чтобы преобразовать (103) в (104), надо вторую часть равен
ства (103) выразить через s ine и затем в обеих частях параметр sine 
заменить через --̂  - •- Тогда в первой частп (103) мы получим-

i 

sin 2 с J" 

с (Z'i sin о 

(s in 2 с — s in 2 <р) Y s in 2 f — s i n 3 <p 

а во второй частп вместо 

cose = y i — s in 2 с, 2 cos 2 y c = l - ( - c o s c = 1 -f- j / l — sir 

мы должны подставить 

. / " 1 •cose , , , / . 
У s m J c sine у 

1 s ine-4-1 cose e 
sm- с sm с sm с 

Тогда аргумент логарифма второй части заменится через 

sm с ' у 
s in 2 у 
s in 2 с . («—т)< 

cos Y 
или 

\ cos Y | / cos 2 Y / \ COSY У COS^Y/ 

и, следовательно, числитель второй частп будет 

я1п й<е(- ° Г 8 С —i-г 1 / : 
L \ cos Y V 

cos с 
= - i l с —: arecos 

COSY 
cos- с 
cos 2 Y 

а знаменатель обратится в 

cose /- . h - • ^ - 5 — 
2г „— У s m 2 e — s m 2 Y , 

s m 2 c 

и мы получим равенство (104). 

20* 
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.с _!_ 1/ cos- Y 4 - sin- -/x . „ 1 
In — — H — s i n "o" T 

l i m ( l + g ) c o a i f =

 2 

x->u 2x y cos- f - j - sin'2 -ix cos 2 f 
и 

ж . . . 1 
arccos а.- — arccos s m J — -t 

cos -Y 2 
um , -_. = 

x->o 2a- У cos'-' y -f- s in 2 -ix cos 2 y 

[23>] Подставив в интеграл ( 104) — 9 вместо 9, мы разделим его 

на два интеграла: 

т: Г d s in 9 
2 J (s in 2 9 — cos 2 с) ]/sin 2<p — cos 2 y 

7 - 1 

CO COS C9 do 
(sin 2 ta — cos 2 с) y"sin 2 ср — cos'- y 

к 
F 

неопределенный интеграл дает 

rf sin 's 1 (sir (s in 2 ср — cos 2 c)" | /sin 2 9 — s in 2 f 

1 . — c o s с 1 / C O S 2 Y — cos 2 с 
— - - j ^ - arc tar '- -соз с | / c o s 2 y — cos 2 С sin'- 9 — cos 2 с - j - sin 9 j / s i n 2 9 — cos 2 y ' 

в чем нетрудно убедиться диференцированием. 
Поэтому 

1С 

d sin о Г 
J (sin 2 ср — ( s i n 2 9 — c o s 2 с) ] / s i n 2 9 — c o s 2 y 

1 Г , c o s с l / c o s 2 Y COS2 с 
- т = = = = г a r c t g ! 

с о з с у c o s 2 y — с о з 2 с (_ s i n 2 с - f - s i n 2 y 

c o s с y " c o s 2 y — c o s 2 с — arctg 
cos* y — cos^c 

cos с sin y 
arc tg • 

cos с ] / c o s 2 y — cos 2 с y r cos 2 Y — oos 2 c 

(2 2°) При с = -5- оо.ч с обращается и нуль и правые части равенств 
( 1 0 3 ) и (104) делаются неопределенными. Заменив cos с через х, мы 
наядем по правилу Лошггаля: 
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и уравнение (104) принимает вид 

п 
о c o s is а'л 1 (sin 2 ер — cos 2 с) y^sin 2 ер — s i n 2 f 

2 cos с "j/cos 2 Y — cos 2 с 

cos с , cos с sin Y 
с — arecos arc tg ' 

COSY y COS 2 Y — cos 2 с ] -
2 c o s c ] / c o s 2 Y — C O S 2 C 

, l / c o s 2 Y — C O S 2 с , COS с 
с — a r c t g a r c t g 

c o s e C08' 

с sin Y "J 
f — cos 2 cJ 

2 c o s С ] / COS 2 Y — c o s 2 с 
с — arctg 

s i n 2 с - j - s i n 2 Y 

"7 COS С COS"1 Y COS2 с J 

Заменив в этом равенстве с через —г — 3 и Y через —̂ а, оконча-
тельно получим равенство, данное в тексте. 

[ 2 2 а ] Разложение функции Ф (х) в р я д дано в мемуаре «Примене
ние Воображаемой Геометрии к некоторым интегралам», формула ( 1 1 ) . 



11' )тложспие. 1 

ОТЗЫВЫ СОВРЕМЕННИКОВ О СОЧИНЕНИИ 
«О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ» 

Мемуар <>0 началах геометршг>, открыв новую эпоху развития 
геометрии, превосходи.'! силы современного Лобачевскому читателя п 
оставлял его совершенно равнодушным или далее возбуждал в нем 
впечатление какой-то нелепости. Гаусс, опасаясь «крика беотийцев», 
до конца своей ясизнп так и не решился опубликовать свои 
идеи. Смелое решение Лобачевского опубликовать свое сочинение 
подтвердило всю основательность опасений Гаусса — мемуар «О нача
л а х геометрии» вызвал резко отрггцательиое отношение в некоторых 
математических кругах. 

В 1334 г. в ясурнале «Сын отечества» ] ) была напечатана рецензия 
о работе Лобачевского, в которой автор, издеваясь над Лобачевским, 
сознавался, однако, что в его работе он ничего не понял. Статья 
составлена в фельетонном стиле настолько грубо, что редакция не 
считает возмоясным воспроизвести ее в настоящем издания. 

О неизвестном авторе этой статьи проф. А. В. Васильев в своей 
биографии Н. И. Лобачевского-) пишет: 

<Кто был автором этой статьи? Этот вопрос не мог не интересо
вать и почитателей Лобачевского и лиц, интересующихся историей 
русской математической науки, и у них составилось мнение, что 
статья написана академиком М. В. Остроградским ü ) . Так , например, 
B. В . Бобыпин в своем очерке биографии Остроградского, помещен
ном в энциклопедическом словаре Брокгауза и Ефрона , говорит об 
„оскорбительных насмешках Остроградского над Ы. И. Лобачевским", 
пнчем не доказывая эту фразу. По моему мнению, статья написана 
не Остроградским, но липом, близким к нему. Таким лицом был 
C. А. Бурачек. 

') Приводим библиографические данные этого номера, журнала: 
Сын отечества и Северный архив, журнал словесности, политики и истории, 

издаваемый Николаем Гречем и Фаддеем Булгарнным. T. XLV. (Сына отечества 
часть 167-я, Северного архива —81-я). С.-Петербург. (В типографии Н. Греча.) 1834, 
>8 41, стр. 407—416. 

г ) Эта биография находится в рукописи. 
8 ) М. В. Остроградский с 1830 г. занимал в Академик кафедру прикладной 

математики; с 1855 г. — кафедру чисто!! матоматшги. 
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Ж у р н а л „Сын отечества" в тридцатых годах издавался Гречем 
и Б у л г а р и н ы м . Известно отношение этого ж у р н а л а к Пушкину и то 
едкие-эпиграммы, которыми великий поэт в начале тридцатых годов 
мстил своим злым критикам. В числе сотрудников ж у р н а л а был 
и С. А. Вурачек, корабельный инженер, с 1 8 3 1 г. преподававший 
в офицерских классах ^Горского кадетского корпуса, высшем учебном 
заведении, в котором преподавал и Остроградский ; там же препода
вал и С. И. Зеленый, читавший также в С,-Петербургском универси
тете лекции по высшей математике, автор сочинения „Способ опреде
л е н и я долготы места и наблюдения прохождения звезд п Л у н ы че
рез меридиан" (СПВ, 1 8 3 1 ) и учебников прямолинейной и сфериче
ской, трпгоыометрип, впоследствии директор гидрографического депар
тамента. Вурачек п Зеленый издали известные лекции Остроградского 
по алгебраическому и трансцендентному анализу. Как сотрудник 
„Сына отечества" Вурачек отличался своими резкими нападками на 
современную ему литературу, которая была для пего произведением 
ватагп разбойников. Его бойкое перо не щадило и Пушкина , все ге
рои которого были „уголовными преступниками". В библиотеке Семп-
к о л е н о в а 1 ) я нашел его статью, содержащую восторженный отзыв 
о лекциях Остроградского; стиль этого отзыва чрезвычайно напоми
нает- стиль хлесткой статьи о Лобачевском. Д л я меня несомненно, 
что эта статья написана Бурачеком, молсет быть, вместе с Зеленым 
[чем объясняется и псевдопим С. С.2) ] и, весьма вероятно, не без 
ведома Остроградского. Н а это указывает то место статьи, где гово
рится о новых интегралах». 

Высказанное проф. А. В. Васильевым предположение о влиянии 
М. В . Остроградского на отрицательное отношение к работам Н. И . Лоба
чевского подтверлсдается протоколами Академии наук , хранящи
мися- в ее а р х и в е 3 ) . 

В 1 8 3 2 г. Совет Казанского университета (ректором которого в то 
в р е м я был Лобачевский) направил 19 августа в Академию наук напе
чатанный в «Казанском вестнике» мемуар «О началах геометрии».-

Собрание Конференции Академии, которому продотавлей был' этот 
труд, в заседании 5 сентября постановило дать его академику Остро-
градсколгу д л я словесного отзыва. 

В заседании 31 октября М. В . Остроградский долоясил, что испол
нил поручение Академии и просмотрел работу Н . И . Лобачевского. 
Содержание доклада так изложено в протоколе: 

- ') Пн'/К. Оемиколонов пожертвовал свою веоьыа цепную библиотеку Казан
скому университету. Она составила ядро библиотеки имени Н. И, Лобачевского, 
находящейся в Геометрическом кабинете Каванского университета. 

-) С. А. Вурачек и С. И. Зеленый. 
8 ) См. приложение на стр. 410 настоящего тома. 
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«Указав ыа то, что из двух определенных интегралов, на в ы 
числение которых при помощи своего нового метода претендует-
Г-н Лобачевский, один у ж е известен и легко выводится при 
помощи начал интегрального исчисления, а другой неверен*, 
Г-н Остроградский замечает, кроме того, что работа выполнена 
с таким малым старанием, что большая часть ее непонятна. 
Поэтому он полагает, что этот труд Г-па Лобачевского не заслу
живает внимания Академии». 

Связь между статьей в «Сыне отечества> и отзывом Остроград
ского видна хотя бы из того, что оба рецензента единодугггно отме
чают наличие двух интегралов, из которых один «находится гораздо-
легчайшим образом, другой совершенно неверен». Пто это за невер-
ный интеграл, который «равен то , то с о » ? Это обвинение Лобачев
ского лишено всякого основания. В начале своего сочинения «Вообра
жаемая геометрия», вышедшего в 1835 году в «Ученых записках 
Казанского университета», Лобачевский делает следующее примечание 1 ) г 

«Статьи о началах Геометрии помещены были в Казанском 
Вестнике за 1829 и 1830 годы. В Л1? 41 Л^урнала Сын Отечества 
1 8 3 4 года напечатана критика, весьма оскорбительная д л я меня , 
и, надеюсь, совершенно несправедливая . Рецензент основал 
свой отзыв на том только, что он моей Теории не понял и по
читает ее ошибочной, потому, что в примерах встречает один. 
нелепой интеграл. Впрочем такого интеграла не нахоясу я в моем 
сочинении. В ноябре месяце прошедшего года послал я к изда
телю ответ, который одиако же , не знаю почему, до сих пор, 
в продолжении пяти месяцев, еще не напечатан». 

Если даже д л я такого большого математика, каким был М. В. Остро-
градский, оставалось неясным громадное значение работы Н . И. Лоба
чевского, глубоко затрагивавшей основы Геометрии, то нет ничего-
удивительного, что, благодаря новизне идей, развиваемых в своих 
работах Н. И. Лобачевским, опережавших уровень развития Геометрии 
в первую половину прошлого столетия, его работы были мало до
ступны его современникам и оставались долгое в р е м я не оцененными 
по достоинству. Только такой гений, как Гаусс , который к тому 
ж е и сам много лет размышлял о теории параллельных и п р и 
шел к тем ясе результатам, как и Лобачевский, мог надлежащим 
образом оценить все важное значение его работ. 

И в настоящее время читатель, который приступил бы к чтению 
этого сочинения, еще не владея основами неевклидовой геометрии, 

!) «Полн. собр. соч. по геом.», т. I, стр. 72. 
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встретил бгл, можно сказать, непреодолимые затруднении. Именно 
поэтому редакционная коллегия настоящего издания сочла необхо
димым дать раньше место сочинению <Геометрические исследования 
по теории параллельных линий». Комментарии н указания , сопро
вождающие сочинение <0 началах геометрии» в настоящем издании, 
составлены в предположении, что читатель у ж е знаком с основами 
неевклидовой геометрии и внимательно прочитал «Геометрические 

исследования» с сопровождающими его комментариями. 



П р и л о ж е н и е 2 

ПРОТОКОЛЫ КОНФЕРЕНЦИИ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
О РАБОТЕ ЛОБАЧЕНСКОГО «О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ> 

1) Протокол К о н ф е р е н ц и и А к а д е м и и Н а у к 5 с е н т я б р я 1 8 3 2 г. 

§ 4 3 2 . 
Le conseil de cet te même Université envoie avec une troisième com

munication datée du 10 Août cotée Л» 1 2 0 9 , un mémoire impr imé, 
extrait du Courier de Kasan et int i tulé: О п а ч а л а х г е о м е т р и и г-а Ло
бачевского. La Conférence remi t ce mémoire à M. l 'Académicien Ostro-
gradsky en le priant de lui en faire un rapport verbal . La réception en 
sera accusée ! ) . 

2) Протокол К о н ф е р е н ц и и А к а д е м и и Н а у к 3 1 - г о октября 1 8 3 2 г. , 

§ 602 . 
M, l 'Académicien Ostrogradsky ayan t été chargé par l 'Académie d'exa

miner l 'ouvrage de M. Lobatchefsky: О н а ч а л а х г е о м е т р и и (voir Pro t , 
du 5 septembre § 4 3 2 ) et il en fit un rappor t verbal . Après avoir 
montré que des deux intégrales définies dont M. Lobatchefsky pré tend 
avoir trouvé la valeur au moyen de sa nouvelle méthode , l 'une est 
péjà connue et facile à déduire des principes é lémentaires du calcul 
intégrale et que l ' au t re est fausse, M. Ostrogradsky observe encore que 
l 'ouvrage est rédigé avec si peu de soin q u ' u n e g rande par t ie en est 
inintelligible. П conclut par conséquent que ce t ravai l de M. Lobatchefsky 
n e mérite point l ' a t tent ion de l 'Académie 2 ) . 

!) Совет того же Университета напрапил при третьем отношении от 19 августа 
в& ï £ 1209 напечатанные мемуар, навлеченный из Казанского Вестника и назы
вающийся «О началах Геометрии г-на Лобачевского». Конференция пересылает 
етот мемуар Г. Академику Остроградскому с просьбой сделать о нем доклад. По
лучение мемуара должно быть подтверждено. 

2 ) Г. Академик Остроградский, имея поручение от Академии рассмотреть работу 
Г. Лобачевского «О началах Геометрии» (см. протокол от 5 сентября, § 432), сде
лал об этом доклад. Указав па то, что из двух определенных интегралов, ла 
вычисление которых при помощи своего нового метода претендует Г. Лобачов
ский, один уже известен и легко выводится при помощи начал интегрального 
исчисления, а другой неверен, Г. Оотроградский замечает, кроме того, что работа 
выполнена с таким малым старанием, что большая часть ее непонятна. Поотоыу 
он полагает, что этот труд Г. Лобачевского не заслуживает внимания Академии. 
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ИСТОРИКО-БИБЛИОГРАФНЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ О СОЧИНЕНИИ 
«О НАЧАЛАХ ГЕОМЕТРИИ» 

«О началах геометрии:» представляет собой первое появившееся 
л математической литературе сочшгенпе, в котором излагается «вооб
р а ж а е м а я геометрия», т. е. геометрическая система, оспованная на 
тех ж е постулатах, как и «употребительная геометрия» за исключе
нием знаменитого XI постулата Евклида о параллельных лггаиях. 
Оно кладет начало повой отрасли геометрии— «неевклидовой гео
метрии». 

Сочинение начало печататься в ежемесячном ж у р н а л е «Казанский 
вестник», издававшемся Казанским упинерситетом ') в двойной книжке 
за февраль — март 1 8 2 9 г. Но, как видно пз примечаний к з а г л а в и ю 2 ) 
п на странице 2 5 1 мартовской книжки «Казапского вестника» за 1 8 3 0 г . , 
п е р в а я часть работы «О началах геометрии» представляет собой из
влечение пз того «рассуждения» , которое три года раньше, у ж е 
в 1820 г., было читано Лобачевским в Отделении физико-математических 
наук . Это «рассуждение» носило название «Exposition succincte des 
pr inc ipes de la Géométrie avec une démonstrat ion r igoureuse du théo
rème des paral lè les» 3 ) , было написано па французском я з ы к е и в перво
начальной редакции никогда не было напечатано. Рукопись его не 
найдена и, вероятно, окончательно потеряна. 

У к а з ы в а я в примечании к заглавию (вероятно, по памяти), что это 
«рассуждение» было читано 12 ф е в р а л я 1826 г . , Лобачевский ошибается 
н а один день . В январе 1 9 2 6 г., в связи с празднованием столетия 
«неевклидовой геометрии», проф. Н . И. Порфпрьевым была найдена 
в архиве Казанского университета препроводительная бумага, с которой 

1) Точное название «Казанский вестник, издаваемый при императорском казап-
•ском университете». Фотографии титульного листа «Казанского вестника» п пер
вой страницы журнала с сочинением Лобачевского приложены па вкладных листах 
перед стр. 179 и 185. 

.*) См. отр, 185 настоящего тома и фотографию па вкладном листе. 
3 ) «Краткое изложение принципов Геометрии со строгим доказательством 

теоремы о параллельных». 
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рассуждение «Exposition succincte etc.» было представлено в Отде
ление физико-математпческнх наук. Вот содержание этой бумаги 

«Препровождаю сочинение мое под заглавием „Exposition suc 
cincte des principes de la Géométrie avec u n e démonstrat ion r igou

reuse du théorème des paral lèles". 

Желаю знать мнение о сем ученых, моих сотоварищей п есть 
ли оно будет выгодно, то прошу покорнейше представленное много-
сочиненно принять в составление ученых записок Физико-матема
тического отделения, в каком намерении я предпочел писать на. 
французском языке , т. к. предполагалось записки издавать на сем 
языке , сделавшемся ныне общим м е ж д у учеными. 

Проф. И. И. Лобачевский*.. 

Наверху этой бумаги имеется пометка: «Получено 7 февраля 1826 г.», 
а внизу написано: < Слушано 11 февраля ст. 1. Определено:Поручить рас
смотреть сочинение гг. профессорам Симонову, Куаферу и Адъюнкту Брашману 
« мнение свое сообщишь Отделению*. 

Попытки проследить результаты этой резолюции по протоколам 
Отделения физико-математических наук не увенчались успехо.м и 
о дальнейшей судьбе рукописи ничего неизвестно. 

Этот интересный исторический документ вполне точно устанавли
вает день доклада Лобачевского: не 12 февраля , а 11 февраля 1826 г . 
Эту дату и надо считать днем рояедения «воображаемой геометрии>. 

Заглавие представленной Лобачевским рукописи возбуяедает некото
рое недоумение. Не совсем ясно, что подразумевал Лобачевский п о д 
словами «une démonstration rigoureuse du théorème des parallèles». При
мечания, сделанные Лобачевским к сочинению « О началах геометрии» f 

а равным образом п примечание к сочинению «Новые начала», указа 
ние его на то, что содерясапие рукописи составило первую часть 
сочинения «О началах геометрии», но дают никакого основания ду
мать, что в этой рукописи было какое-либо «доказательство» постулата 
Евклида , подобное другим существовавшим доказательствам и осно
ванное на каких-либо неявных допущениях, эквивалентных самому 
постулату. Первая часть сочинения «О началах геометрии» совершенно 
ясно указывает, что Лобачевский уясе в 182G г . совершенно в л а д е л 
своей геометрией, ясно видел ее логическую безупречность и невоз
можность чисто логического доказательства постулата Евклида . Воз
можно, что, говоря о «строгом доказательстве теоремы о параллельных» , 
он подразумевал именно строгую теорию параллельных в том в и д е , 
в каком она намечена в первой части «Новых н а ч а л ! . Возможно 
также , что под этими словами он подразумевал те соображения, п р и 

! ) Ее фотография прилоясена на вкладном листе перед стр. 5. 
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помощи которых он, пользуясь параллаксами неподвижных з в е з д , дока
з ы в а л , что сумма углов треугольника между Солнцем, Землей и звездой 
Ke ida отличается от т: менее чем н а 0 , 4 3 " . Но далее Лобачевский пи
шет *): 

с . . . сама Природа указывает нам такие расстояния, ы сравне
нии с которыми исчезают замалостию даже и расстояния нашей 
земли до неподвижных звезд. 

После этого нельзя утверждать более, что предположение, 
будто мера линий не зависит от углов — предположение, которое 
многие Геометры хотели принимать за строгую истину, н е тре
бующую доказательства — моясет быть, оказалось бы приметно 
лояшым еще п р е ж д е , н е ж е л и перейдем за пределы видимого 
нами Mirpa. 

С другой стороны, мы но в состоянии постигать, к а к а я бы 
с в я з ь могла существовать в природе вещей и соединять в ней 
величины столь разнородные, каковы линии и у г л ы . Итак, очень 
вероятно, что Евклидовы полоясения однп только истинные, хотя 
останутся навсегда недоказанными». 

Возможно, что указанные соображения и выражают ту мысль , ко
торую Н . И. Лобачевский подразумевал под строгим доказательством 
теоремы о параллельных. 

Все то, что следует за формулами ( 1 7 ) 2 ) , как видно из примеча
н и я на стр. 2 5 1 мартовской к н и ж к и «Казанского вестника» за 1 8 3 0 г., 
-было добавлено к рассуждению «Exposition succincte» у ж е после , 
и все вместе было напечатано в «Казанском вестнике» в следующих 
"книжках: 

в 1 8 2 9 г . — ч а с т ь 2 5 , февраль — март, стр. 1 7 8 — 1 8 7 , 
» » » » » апрель » 2 2 8 — 2 4 1 , 
» » » » 2 7 , ноябрь—декабрь » 2 2 7 — 2 4 3 ; 
» 1 8 3 0 » » 2 8 , март—апрель » 2 5 1 — 2 8 3 , 
> » » » » июль—август » 5 7 1 — 6 3 6 . 

Размеры этого ж у р н а л а были небольшие, in 8° . 
Второй раз сочинение «О началах геометрии» было напечатано 

в «Полном собрании сочинений по геометрии», изданном Казанским 
университетом в 1883 г. in-4°, в первом томе, стр. 1—69 3 ) . 

Н а немецкий я з ы к оно было переведено проф. Энгелем и поме-

!) Стр. 209. 
г ) Начиная с 200 стр. настоящего издания. 
3 ) Полное собрание сочинении по геометрии Н. И. Лобачевского. Издание 

императорского Казанского университета. Том первый. Сочинения на русском 
.языке. Казань, 1883. 
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щено л его монографии, посвященной Лобачевскому. В этом переводе-
опущена последняя часть, как имеющая чисто аналитический характер. 
В этой ясе книге кроме сочинения «О началах геометрии> находится 
также перевод сочинения «Новые начала- . 

Оба перевода сделаны весьма тщательно, в них исправлены до
вольно многочисленные опечатки, допущенные как в оригинальном 
издании < Казанского вестника>, так и в «Полном собрании сочинений 
по геометрии •>. ^Многочисленные примечания к переводу дают истори
ческие п библпографпчеекпе справки u облегчают чтение трудного 
мемуара Лобачевского. В конце книги приведена биография Лобачев
ского и характеристика его научной п административной деятельности,, 
составленная проф. Энгелем по собранным им материалам ' ) . 

Н а русском языке часть этого мемуара была выпущена в 1908 г. 
небольшой отдельной .брошюрой преподавателем гимназлп А. Н. Жел-
т у х п н ы м 2 ) . Это издание содоришт начало сочинения, извлеченное 
Лобачевскпм пз мемуара «Exposition s u c c i n c t e . . . » , п р а с с у ж д е н и я , 
относящиеся к экспериментальной проверке двух возмоасных пред
положений относительно суммы углов прямолинейного треуголь
н и к а 8 ) . Оно воспроизводит текст, помещенный в «Полном собра
нии- сочинений- Лобачевского по геометрии» без изменений, и , 
в виде примечаний, развернутые выводы основных тригонометриче
ских формул. 

В настоящем издании сочинение «О началах геометрии» также-
снабжено многочисленными примечаниями и чертежами. Большинство 
примечаний имеет целью восполнить П р о п у щ е н н ы е Лобачевским про
межуточные, иногда довольно д л и н н ы е , вычисления. Много чертежей 
(«диаграмм») сделано д л я того, чтобы облегчить читателям пользо
вание правилом Ненера при употреблении тригонометрических фор
мул. 

Настоящее издание воспроизводит текст первого издания (в «Казан
ском вестнике»). Д л я удобства сравнения с первым изданием м ы 
отмечали знаком | начало новой страницы первого издания, и зна
ком d — начало новой тетради ясурнала. В соответствующих местах н а 
полях отмечается номер страницы и тетради журнала . Чертежи, поме
щенные в первом издании в в и д е приложения , расположены -нами, 
в самом тексте. ' • 

При этом намп были допущены следующие отклонения от о р и г и 
нального издания: 

J ) Библиографические данные о монография проф. Эпгеля приведены Hai 
стр. 172 настоящего тома. • . 

• *) «О началах геометрш!». Текст Н. И. Лобачевского. Примечания А. Н. Жел-
тухина. С.-Петербург", 1908 г. . 

3) См. стр. 207 — 209. 
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1) Установлена современная орфография. 
2) В отдельных случаях, где это вызывалось удобствами чтения, 

изменена пунктуация . 
3) Математическая орфография в основном сохранена (например, 

вместо t g 2 a : Лобачевский пишет tang ж 2 , и т. д . ) . Но слова Sin, Tang, . 
Log, L im и т. д. мы везде начинаем со строчных букв (sin, t ang , log,, 
l im) — в оригинальном издании это строго не выдерясивается. 

4) И с п р а в л е н ы все замеченные ошибки и опечатки оригинального» 
издания к а к типографского характера, так и ошибки Лобачевского. 
И х оказалось очень большое число. 

Большинство этих ошибок было воспроизведено и в «Полном с о 
брании сочинений по геометрии»; помимо них, в этом последнем и з д а 
нии было допущено много новых существенных ошибок и пропусков. . 
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