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P R E F A Z I O N E 

Quest'opera è la riproduzione ^ ^ ö ^ N * notevolmente ampliata 

delle lezioni da me impartite quate c^rso propedeutico nel R. Isti

tuto Supcriore di Scienza Economiche CiÓsiìtiiierciali di Venezia. Essa 

t dedicata principalmente a~coloro che desiderano procurarsi lo 

strumento matematico indispensabile per ulteriori studi nel campo, 

ogni giorno più vasto e attraente, delle applicazioni della scienza. 

Lo scopo che mi sono proposto, per il quale la matematica 

è mezzo e non fine, mi ha indotto ad enunciare soltanto talune 

proposizioni, anche se fondamentali, le cui dimostrazioni interes

sano più specialmente i cultori di matematiche pure, e trovano 

quindi altrove un posto più conveniente. La mole del volume, do

vuta non solo ad esigenze didattiche, ma ancora alla molteplicità 

degli argomenti trattati, non mi avrebbe del resto consentito di 

raccogliere in appendice le dimostrazioni omesse. D'altra parte, 

una volta in possesso dei concetti fondamentali e dei metodi, lo 

studioso potrà agevolmente soddisfare all'eventuale desiderio di 

ampliare e approfondire ulteriormente le cognizioni acquisite, 

ricorrendo ai Trattati speciali. W Mi sembra pertanto quasi super

fluo aggiungere che il carattere di questo libro è essenzialmente 

didattico ed elementare. Circa il contenuto e la distribuzione 

delle materie in esso'trattate, una scorsa all'indice fornisce subito 

un' idea sufficientemente chiara al riguardo, e mi risparmia quindi 

di soffermarmi in, particolari. 

(1) Ve ne sono di ottimi e pregevoli sotto ogni riguardo, dovuti ad Autori 
italiani. 
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Fra le varie aggiunte • mi sembra opportuno mettere in evi

denza le seguenti: nozioni sugli integrali doppi e tripli, sulle 

equazioni differenziali e sul Calcolo delle probabilità. Quest'ultimo 

argomento è trattato secondo le vedute più recenti, seguendo le 

tracce della classica opera di Guido Castelnuovo,a) con l'intento 

precipuo di iniziare lo studioso nella " Teoria delle variabili ca

suali,,. Questa suggestiva e feconda teoria è dovuta in gran parie 

al prof. F. P. Cantelli, al quale si deve pure la geniale applica

zione di essa a questioni dì matematica attuariale. 

Il carattere affatto elementare, come ho accennato sopra, di 

quest' opera, mi dispensa da una specificazione, delle varie fonti 

alle quali ho attinto nel compilarla, e mi consente quindi l'omis

sione di varie citazioni che dovrebbero essere aggiunte a. quelle 

intercalale qua e là nel testo. 

Mi è grato rivolgere un ringraziamento all' Editore Sig. Giu

seppe Scarabellin, per la cura che egli ebbe di dare veste decorosa 

ed presente volume. 

Venezia,' Aprile 1921Ì. 

C. A. DELL'AGITOLA 

(1) "Calcolo delle probabiliti!,, II, edizione in due. volumi, a <uiru dellu 
Casa Zanichelli di Bologna, In questa magistrale, opera l'illustre Autore pone 
in evidenza il progresso scientifico dovuto alla Scuola italiano nel campo della 
teoria delle probabilità e delle applicazioni di essu, con particolare riguardo 
alla Statistica matematica, 
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CAPITOLO I. 

Numeri reali e misura delle grandezze 

§ 1 . N u m e r i r a z i o n a l i . 

I numer i i n t e r i posi t ivi e negat iv i , i numer i frazionari pos i t iv i 

e nega t iv i , e i l numero zero si ch iamano compless ivamente numeri 

razionali. 

Campo razionale è l ' i n s i e m e di t u t t i i numer i razional i . 

Da t i due numer i razional i d is t in t i a e b, ai dice ohe a è mag

giore di b (e si scrioe a > b) quando la differenza a-b è pos i t i va ; 

si dice che a è minore di b (e si scrive a < &) quando la differenza 

a-b è nega t iva . Con le pa ro le maggiore e minore veniamo ad 

espr imere due fa t t i che soddisfano alle seguent i condizioni : 

a) Da l l ' e s se re a > b segue che b < a; 

ß) » a > 5 e. 6 > c segue che a > c. 

Se a, b, c, sono t r e numer i razional i dist int i , tal i che sia a > b 

e b > e, si dice che b è compreso tra a e c. 

I concet t i d i maggiore e di m i n o r e permet tono il confronto t r a 

n u m e r i razionali , e di d isporre qu ind i quan t i si vogliano n u m e r i in 

ord ine di grandezza (crescente o decrescente). E s p r i m e r e m o ciò, 

d icendo che : 

II campo razionale è ordinato, ' > 

Poss iamo anche affermare che fra due numer i razional i d is t in t i 

a e b esistono infiniti a l t r i n u m e r i razionali . Si supponga ad es. 

a < 7; : il numero c = ~ - ( semisomma o media a r i tmet ica di a e &), 

è compreso t r a a e b, vale a d i r e è maggiore di a e minore di b, 

come è facile r iconoscere . Così il n u m e r o c1 = ^-~-è compreso t r a 

Dell' Agnolo, - Matematiche Generali 1 



2 CAPITOLO I . — § § 1-2 

a e c e qu indi t r a a e b, il numero c 2 = - ^ - 3 — è compreso t r a 

c e & e per conseguenza t r a a e b, e cosi d i seguito. P e r quant i 

numer i compresi t r a a e 5 si sieno o t t enu t i con questo processo, 

se ne possono sempre o t tenere dei nuov i : è ciò appun to che noi 

esprimiamo dicendo che t r a a e b v i sono infiniti n u m e r i razionali , 

o anche dicendo c h e : 

// campo razionale è condensato. 

§ 2 . N u m e r i I r r a z i o n a l i . 

Si consideri ad es. l ' equaz ione x2 = 2. Riso lvere l ' equaz ione 

significa de terminare i numer i il cui quadra to è ugua le a 2.. Ora 

ciò non è possibile med ian te numer i raz iona l i : in al tr i t e rmin i 

non esiste alcun numero razionale il cui q u a d r a t o sia ugua le a 2. 

D a questo e da infiniti a l t r i esempi consimili , s i scorge la ne

cessità di ampliare i l campo razionale, i n t r o d u c e n d o n e i calcoli 

dei nuovi numer i . Sono quest i appun to i n u m e r i i rrazionali . 

Stabi l i remo a ta l fine il conce t to di sezione nel campo razionale, 

mediante la seguente 

Definizione : Sì dice che si fa una sezione nel campo razio

nale, tutte le volte che i numeri razionali vengono ripartiti in due 

classi A e B che soddisfano alle seguenti condizioni: 

1° - Ogni numero razionale trova posto nella classe A 0 nella 

classe B, e uno stesso numero razionale non può trovar posto contem

poraneamente nelle due classi. 

II" - Ogni numero della classe A è minore di un qualunque 

numero della classe B. 

Indicheremo ta lora la sezione con la sc r i t tu ra (A, B), e diremo 

ohe A è la prima classe od anche la classe inferiore, e che B è 

la seconda classe 0 classe superiore della sezione. 

P e r meglio chiar i re i l concetto, da r emo due esempi, i qual i 

mos t re ranno al t empo stesso l 'es is tenza d i due t i p i di sezioni nel 

campo razionale. 



CAPITOLO I . 

Esempio 1° : Sia a un n u m e r o razionale. Ind ich iamo con A 

la classe che comprende il numero a e tu t t i i numer i raz ional i 

minor i di a\ con B la classe dei n u m e r i razionali mag g io r i di «.. 

E ev iden te che la r ipar t iz ione così o t t enu ta soddisfa alle due con

dizioni di cui a l la precedente definizione, ed è qu indi una sezione 

ne l campo razionale . I l numero a è il massimo della classe A, men t re 

la classe B non ha m i n i m o ; pe rchè se fosse m il m in imo della 

classe B, dovrebbe essere i n t an to m > a. Siccome t r a m ed « vi 

sono infiniti n u m e r i razional i , quest i dovrebbero mani fes tamente 

r imane re esclusi dalle due classi, il che non può essere. Si dice che 

il n u m e r o a è l'ente di separazione delle due classi, p e r significare 

che ogni numero razionale minore di a appar t iene alla classe A, 

e ogni numero razionale magg io re di a appar t iene alla classe B. 

Ciò si espr ime ta lora con la sc r i t tu ra a E H (A, B), e si dice che alla 

sezione (A, B) corrisponde il numero a ; od anche che la sezione 

stessa definisce il numero a. 

Nella r ipar t iz ione accenna ta si p o t r e b b e a t t r ibu i re il numero a 

alla classe B ; in ta l caso a sarebbe il minimo della classe B, m e n t r e 

la classe A non avrebbe mass imo. S i o t te r rebbe ancora una sezione 

del campo razionale, nel la quale a f igurerebbe sempre come ente 

di separazione delle due classi. 

Esempio 2° : Si consideri un n u m e r o razionale pos i t ivo a, che 

non sia il quadra to di u n a l t ro numero razionale. Poss iamo ripar

t i r e i n u m e r i razional i in due classi col seguente cr i ter io . Àd u n a 

classe A a t t r ibu i remo i n u m e r i razional i negat iv i , lo zero , ed ogn i 

numero razionale positivo il cui quad ra to è minore d i a ; ad u n a 

classe B ogni numero raz ionale posi t ivo i l cui quadra to super i a. 

Anche in questo caso sarebbe facile r iconoscere che la r ipar t iz ione 

o t t enu ta è una sezione nel campo razionale. Si po t r ebbe p u r e 

d imos t ra re che la classe A n o n ha mass imo e che la classe B 

n o n ha min imo ;. cosicché non esiste, come liei caso p receden te , 

un ente razionale di separazione delle due classi. 
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I due esempi c i ta t i mos t rano come vi s ieno due t ipi d i sezioni, 

e precisamente : sezioni che ammet tono un e n t e razionale di sepa

razione (Esempio 1°) e che chiameremo di prima specie ; e sezioni 

p e r le quali manca l ' e n t e razionale di separazione (Esempio 2°), e 

che diremo di seconda specie. 

I n una sezione di p r i m a specie l ' e n t e ' razionale di separaz ione 

delle due classi è i l massimo della classe inferiore, oppure il minimo 

della classe superiore. Quindi , se la p r ima classe di u n a sezione 

non ammet te massimo e la seconda classe non a m m e t t e minimo, 

s i . può affermare senz ' a l t ro che la sezione è di seconda specie. 

P e r ogni sezione di seconda specie la mancanza de l l ' en te di 

separazione delle due classi r appresen ta , per così dire , u n a lacuna. 

L ' esistenza di ques te lacune provenient i da l le sezioni d i seconda 

specie, si espr ime affermando c h e : 

II campo razionale è discontinuo. 

P e r colmare ques te lacune s tabi l i remo il seguen te 

Postulato : Ad ogni sezione di seconda specie corrisponde un 

unico e determinato ente numerico di separazione delle due classi, 

da considerarsi cioè maggiore di ciascun numero della prima classe 

e minore di ciascun numero della seconda; ente che chiameremo 

numero irrazionale. 

i Con questo pos tu la to si fanno in te rven i re nei calcoli dei nuovi 

numer i , e quindi dei nuovi simboli che li r a p p r e s e n t a n o , come ad 

es. Ì2, rc,...., con JC des ignando i l r appo r to di u n a circonferenza 

al diametro. 

§ 3 . C a m p o r e a l e . 

I numer i razional i e i r razional i si ch iamano compless ivamente 

numeri reali. 

Campo reale è l ' i n s i eme di t u t t i i n u m e r i real i . 

Due numer i real i a e b si dicono eguali quando le sezioni che 

li definiscono sono i d e n t i c h e ; ossia quando ogni n u m e r o razionale 

minore .di a è p u r e m i n o r e di b, e ogni numero raz ionale maggiore 



CAPITOLO I . ~ § 3 

di a e magg io r e anche di b. S e due numer i real i a e b sono 

d isugual i , si d ice che a è maggiore di b (a > Ö), quando esistono 

n u m e r i razional i maggior i d i b e minor i d i a; si dice che a è 

minore di b, [a Kb) se esistono n u m e r i razional i minor i eli b e 

magg io r i di a. Da a > b segue che b < a ; e da a > b, b > c, 

segue c h e ' a > c; possiamo pe r t an to affermare ohe il campo reale 

è ordinato. 

È chiaro senz 'a l t ro che il campo reale è condensato, vale a d i re . 

che fra due numer i real i d is t in t i esis tono infiniti n u m e r i reali . 

Se po i si fa una sezione nel campo reale, ana logamente a quan to 

si è fatto nel campo razionale , esiste sempre u n n u m e r o reale che 

separa i n u m e r i delle due classi del la sezione; e ciò si espr ime 

dicendo che il campo reale è continuo. Ma a p ropos i to di ques ta 

cont inu i tà del campo reale, ne r ipar le remo quando si farà la r ap 

presentaz ione de i numer i rea l i sulla r e t t a ; e al lora sarà messo in 

p iena luce il ca ra t t e re di ta le cont inui tà . 

Accenneremo ora b revemen te alle operazioni ne l campo reale . 

Senza en t r a r e in par t icolar i , d i remo che vengono definite le opera

zioni fondamentali dirette (addizione e moltiplicazione), e che le 

definizioni di queste operazioni rappresen tano un ' e s t ens ione natu

ra le di quelle già stabil i te nel campo razionale. Ol t r e a ciò, le 

operazioni stesse obbediscono a cinque leggi caratteristiche, e preci

s a m e n t e : legge commuta t iva e associat iva de l l ' add iz ione ; legge 

commuta t iva e associativa della molt ipl icazione; l egge d is t r ibu t iva 

ohe si r iferisce alle due operaz ioni combinate t r a loro. I n forinole, 

le c inque proprie tà , ne i casi p i ù semplici , sono: 

( a + b — b 4- a (commutat iva) , 

( a + {b + c) = (a + b) -f c (associativa) ; 

i ab = b a (commutativa), 

Moltiplicazione la(bc) = (ab)c (associativa), 

[ a + b) c — a c + b c (distributiva). 

Abbiamo accennato a ques te c inque p ropr ie tà p e r c h è esse 

cost i tuiscono i l fondamento del calcolo algebrico. 
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Vengono poi definite nel campo reale le operazioni fondamentali 

inverse (sottrazione e divisione). A questo propos i to r ammen te r emo 

so l tan to : 1° che due n u m e r i « e a ' si dicono opposti (simmetrici) 

quando la loro somma è ugua le a zero, (a + a' — 0) ; e che per 

so t t rar re da u n numero a un numero b, bas ta agg iunge re ad a 

l ' oppos to di ba~>; 2° Ohe due numer i a e ai si dicono reciproci 

(inversi) se il loro p rodo t to è l ' u n i t à pos i t iva (a ai = 1); e che il 

quoziente di un numero a per u n numero b è ugua le al p rodot to 

di a per il reciproco di ?) ( 2 ). I n fine, a proposi to del quoziente , 

r ammente remo che esso non ha significato solo ne l caso che il 

divisore sia uguale a zero. 

F r a gli i r razional i mer i tano speciale menzione quell i che pro

vengono eia u n ' a l t r a ope raz ione : V estrazione di radice, e sono 

precisamente i radicali ar i tmet ic i . 

§ 4 . R a d i c a l i a r i t m e t i c i . 

Si consider i l ' equaz ione b inomia 

wm = a, 

nella quale m è un in tero posi t ivo, e « è u n numero reale pu re 

posit ivo. Supporremo ino l t re che quando a è razionale, esso non 

sia potenza mestma di u n a l t ro numero razionale . 

Risolvere l ' equazione significa de t e rmina re quei numer i la 

cui potenza m m i m a è ugua le ad a. Ogni n u m e r o che goda di 

questa proprietà , vale a d i re ogni radice dell' equazione proposta, 

si chiama radice m e t i m a del numero a. 

Fra i numeri reali positivi esìste una ed una sola radice ni™1'1'1 

del numero a. Essa si può definire nel m o d o seguente . 

A d una p r i m a classe A a t t r ibu iamo i n u m e r i raz ional i nega

tivi , lo zero, ed ogni numero razionale posi t ivo la cui potenza 

(1) Vi è un solo numero ohe coincide col suo opposto : il nùmero zero. 

(2) Giova notare che lo zero è il solo numero dia manca di reciproco, 
e che vi sono due numeri ohe coincidono con 1 loro reciproci: -|- 1 e — 1. 
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mesima 6 m i n o r e a ( j u n a S 6 c o n d a classe B si a t t r ibuisca 

ogn i a l t ro numero razionale, vale a d i re ogni numero razionalo 

posi t ivo la cui potenza mesima è magg io re di a^. Si r iconosce 

faci lmente che la r ipar t iz ione o t t enu ta è una sezione d i seconda 

spec ie : a d essa corrisponde u n numero irrazionale r che separa 

i n u m e r i delle due classi, ed è qu indi necessar iamente posi t ivo. 

I l numero, r è compreso t r a i numer i razionali pos i t iv i la 

cui po tenza mesima è minore di «, e i numer i razional i pos i t iv i 

la cu i jDotenza mea',m è maggiore di a. 

I l numero r è, pe r definizione, la radice mesima aritmetica 

del numero a, vale a dire è u n numero reale posi t ivo la cui 

po tenza me3ima è uguale ad a. Esso si indica con la sc r i t tu ra 

m 

(radicale aritmetico), ed è tale , per definizione, che 

[}'a) = a. 

I n u m e r i posi t ivi della classe A r appresentano radic i m e s i , m 

approssimate per difetto del numero a; mentre i n u m e r i della 

classe B sono radici « " ' " approssimate per eccesso del numero 

stesso. S i po t r ebbe poi cons ta tare che le clue classi sono contigue, 

vale a d i re che scelto un numero posi t ivo E piccolo a piacere, esiste 

un n u m e r o a della classe A e u n numero ß della classe B, t a l i 

che ß - a < e. 

Questa propr ie tà pe rme t t e di affermare ohe v i sono valori 

approssimati di 
in 

per. difet to e pe r eccesso, vicini quanto si vuole a questo n u m e r o . 

(1) Gir. esempio 2° pag. (>. 
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L a 1) espr ime u n a p ropr i e t à pe r fe t t amente ana loga alla no ta 

legge invar ia t iva del le frazioni. Da essa si deducono tosto due 

rego le : una r iguarda la r iduzione dei radica l i alla più semplice 

espressione ; l ' a l t r a la r iduzione di p i ù radica l i allo stesso indice. 

Quando due radical i sono r ido t t i allo stesso indice, i teo

r emi 2) e 3) insegnano r i spe t t ivamente a farne il .prodotto ed il 

quoziente. 

I l teorema 4) e spr ime l ' inver t ib i l i t à delle operazioni di estra

zione di radice e di e levamento a potenza. 

I l teorema 6), [conseguenza immedia ta de l teorema 5)], esprime 

l ' inver t ib i l i tà di due successive estrazioni d i r ad ice . 

§ 5 . A l c u n e o s s e r v a z i o n i u t i l i n e l c a l c o l o d e l r a d i c a l i 
a r i t m e t i c i . 

I l calcolo dei rad ica l i ar i tmetici si fonda sui teoremi 1), 2), 

3), 4), 6), 6) d i c u i al paragrafo precedente . 

I radical i a r i tmet ic i godono delle p r o p r i e t à espresse dalle 

seguent i eguaglianze : 

m mp_ 

1) Ìan = )UnP; 
m in, in 

2) y a T = j/ö~ i /sT 
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Gioverà a p ropos i to r i ch iamare l ' a t tenz ione dello s tudioso 

sulle seguent i osservazioni : 
m 

S u p p o n i a m o che nel rad ica le fan l ' e sponente n sia divisibile 

per l ' i n d i c e m. Pos to — — g, da cui n = mq, si può scr ivere 

in m 1 „ 

• Ìan = Ìami =Saq "= ^ = «™~ ; 

q u i n d i : «se l ' e sponen te del rad icando è divisibile per l ' i nd ice , 

« l ' e s t r az ione di radice si cambia in un semplice e levamento a 

po tenza ». 

usuf ruendo di questa osservazione e del t eo rema 2), si 

può ridurre un radicale alla più, semplice espressione, come nel 

seguen te esempio : 

)Ln*csd = fa*, fb*. fa fi^ 
ovvero 

Ìa?h*c*d - a 3 b* c4 Ìa\ 

I fa t tor i aa, b4, c 8 , che compar iscono a s inistra sot to il segno 

di rad ice quadra ta , portati fuori del segno di radice d iven tano 

r i spe t t ivamente a3, &3, c*. 

Si osservi poi , che per l ' i nver t ib i l i t à delle due operazioni di ele

v a m e n t o a potenza e di es trazione di radice, si ha immed ia t amen te 

7)1 Im \m 

Ìam - \}U) = a, 

ciò che r i su l ta de l res to anche dal la semplice definizióne di radice 

m M , ' m f t . a r i tmet ica . 

Suppos to m > n, si h a dal t eorema 2) e da q u e s t ' u l t i m a 

osservazione, che 
m ni ni 

Ìan. }'am:n = Ìam = a, 

A , , 

Quindi , da ta la frazione ove A è un ' espressione n u m e r i c a 

Un • ' . 
o l e t t e r a l e qualunque, se si vuole una frazione equiva len te ne l 
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denominatore della quale non figuri il segno di radice, basterà , in 

virtrÀ della legge invar ia t iva delle frazioni, mol t ip l icare numera-

tore e denominatore della frazione proposta pe r fa " n ; si ot t iene cosi 

m m 
A _ A Ìa"l'n _ -A 1am-n (1) 

ni m m ^ 

j/ß»" / ò " . iam-n 

Si può anche portare un fattore sotto il segno di radice mMi"m, 

come nel seguente esempio : 

m m m 

a.it ^Ìa~»l.Ìb , 

ossia in v i r tù del t eo rema 2), 

a. fb = fä^J. 

Questa ci dice che il fa t tore a portato sot to il segno di radice 

mesima diventa am. 

Abbiamo osservato come nel campo rea le va lgano le leggi 

caratterist iche delle operazioni fondamenta l i d i re t te . Suss i s tono 

quindi nel campo stesso t u t t e quelle regole di calcolo, che. sono 

conseguenze più o meno immedia te delle l eggi in parola . T ra t t an 

dosi di numer i rappresen ta t i da radical i ar i tmet ic i , noli ' appl icare 

codeste regole b i sognerà na tu ra lmente t enere present i i t eoremi 

sui radicali accennat i dianzi . I n part icolare si ha : 

(fi* ± 1~ì>~y4 = « + b ± 2 firn, 

nella quale si devono p rende re con temporaneamente nei due 

membri i segni superiori o i segni inferiori. 

Si ha ancora 

(fa + fb) (fa' -fb)=a — bì 

e così di seguito. 

(1) Per designare questa ed altre ti'astbrinuzioni consimili, h entrata 
nell'uso la locuzione «rendere razionale il denominatore della frazione». 
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D a t a la funzione — :. se si vuole ot tenere una frazione 
fa + fi) 

equ iva len te nel denomina tore della quale non compar iscano estra

zioni di rad ice , bas terà mol t ip l icare numera to re e denomina to re 

per \'a — ib. Si o t t iene cosi success ivamente 

A _ A (fa' - fb) ^ A (j~a~ - fb) 

lfä+Yb ~'~tfä+fb) tfä-fb)~ a — b 

Ana logamen te si ha 

A . A (fa' + fb) 

Ì~a-ÌT~ a — i 

Median te sosti tuzione d i re t t a si può verificare, che le rad ic i 

dell ' equazione di secondo g rado 

ax% + bx A- c = 0, 

sono forni te dalla formola seguente , de t t a perciò formula di riso

luzione d e l l ' e q u a z i o n e : 

~b± jP-Aac 
X _ _ _ _ _ _ _ _ ; 

nella quale formula, pe r la realtà delle radic i devesi suppor re 

che i l discriminante b2 —A-ac non sia negativo (7;B — 4 a c > 0). 

§ 6 . P o t e n z a a d e s p o n e n t e r a z i o n a l e . 

S ia a u n numero reale posi t ivo. I l concetto d i po tenza si 

e s t ende a mano a mano median te le seguent i definizioni: 

a 1 = a; 

a"l = a. a a m vol te (wi in te ro posit ivo); 

a 0 = 1 ; ' 

__-•»»— - A - , (— m in tero nega t ivo) ; 

ci» = fäfii \V * r a z i o u e posifcivaj : 

_ l'L I I m , . .. \ 
a n = - — [ — - - t r a z i o n e n e g a t i v a I. 

a'n" 
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Con queste definizioni i numer i a'" e a~m sono rec ip roc i ; e 
m ni 

sono pure tali i numer i a 11 e a n . 

Si giustificano queste definizioni con l ' o s se rva re che la pro

prietà fondamentale dell'elevamento a potenza: 

a 1 . a» = a® + v, 

una volta s tabi l i ta pe r esponenti in ter i e posi t ivi , con t inua a sussi

stere per due esponent i razional i qua lunque . L o stesso dicasi delle 

a l t re propr ie tà della potenza, fra le qual i c i t e remo le seguent i di 

uso frequente nei calcol i : 

ax : ali = ax-v, 

(ax)y =axv, 

(ab)x = ax &•'', 

nel l 'u l t ima delle qual i b è, come a, u n numero rea le posi t ivo. 

Da ult imo osserveremo di passaggio che , in v i r t ù delle defi

nizioni stabilite, « qualunque potenza ad esponente razionale di un 

«numero reale positivo, è un numero essenzialmente positivo». 

§ 7 . C o n c e t t o d i m i s u r a . 

Se un sis tema di grandezze è ta le che : 

1° Sia definita l ' eguagl ianza e la diseguagl ianza, e di due gran

dezze diseguali si possa r iconoscere la magg io re dalla m i n o r e ; 

2' Si sappiano sommare due o più g randezze , e, date due gran

dezze diseguali, si sappia so t t r a r r e la minore dal la maggiore"; 

3° Ogni grandezzza sia divisibile in un n u m e r o qua lunque di 

pa r t i egual i ; 

4' Da te due grandezze diseguali , esista u n a g randézza mul t ip la 

della minore che super i la m a g g i o r e ; 

allora le grandezze del s is tema sono misurabi l i (con numer i posi t ivi) . 

'F ra le grandezze che soddisfano in m o d o ev iden te a codeste 

condizioni, abbiamo i segment i della r e t t a , g l i in te rva l l i di .tempo, 

gl i archi di u n a medes ima circonferenza, ecc . 
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Noi s tabi l i remo per sempl ic i tà il concetto di mi su ra per i 

segment i d i una re t ta . Va d a sè, che ta le concetto si es tende tos to 

alle g randezze di un qualunque s is tema per il quale valgono l e 

p receden t i condiz ioni ; in par t ico lare si es tende agl i a rchi di u n a 

circonferenza, e agli angoli d i un fascio di raggi . , 

a) Misura dei segmenti di mia retta. 

Definizione Ia - Due segmenti a eb si dicono commensurabi l i 

quando esiste un terzo segmento u il quale sia contenuto esattamente 

tanto in a quanto in b. 

I l segmento u si dice allora una comune misura ad a e b. 

E ev iden te che ogni segmento summult ip lo di u, è p u r e u n a co

m u n e misura ad a e b. 

E r a le infinite comuni misu re di due segment i commensurab i l i , 

la m a g g i o r e ' si d ice massima comune misura dei due segment i . l i 

concet to d i massima comune mi su ra fra due segment i è analogo a 

quello di mass imo commi divisore fra due numer i i n t e r i . 

Sia ad es. 
(1) a — m u ; b — n u, 

dove m ed n sono n u m e r i i n t e r i ; u è una comune mi su ra ad 

a e b; e quindi , per definizione, i due segment i a eb sono com- -

mensurab i l i . L a p r ima di ques te re lazioni ci dice che u è la mesima 

p a r t e di a; la seconda, che u è la n6aima par te d i b; cosicché 

dal le (1) segue l a • 

(8) .« = » ( 1 = 

11 numero ~ indica le operazioni da eseguirsi su b p e r avere a; 

espr ime cioè come dal segmento b si possa o t t enere i l segmento a: 

esso si chiama l a misura d i a r i spe t to a ?>, od anche i l rapporto 

di a r i spe t to a b ; e il segmento b che v iene assunto come e lemento 

di confronto, si chiama unità di misura. 
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I l rappor to del segmento a al segmento b si ind ica sovente 

con — od anche con a: b. 
o 

L e scr i t ture 

n ' b n ' n 

hanno il medes imo significato: ciascuna di esse espr ime che il 

rappor to del segmento a al segmento 6 è . 

Dalle (1) r i su l ta subito che b =-^-a, v a l e a dire che-™ è i l 

rappor to del segmento b al segmento a ; cosicché i r a p p o r t i y 6 ~ 

sono numer i reciproci . 

È poi evidente , che quando due segment i a e b sono legat i 

da u n a relazione della forma (2), essi sono commensu rab i l i . 

Segue dal le cose de t t e che «il r appor to di due segment i com

mensurabi l i è u n numero razionalo; e r ec ip rocamen te : se il r appor to 

di due segment i è razionale, i due segment i sono commensurab i l i» . 

P e r questa r ag ione i n u m e r i razional i si chiamano anche nu

meri commensurabili. 

Definizione JIa - Due segmenti a e b si dicono incommen

surabil i quando non esiste una comune misura ad a e b. 

L a geometrie fornisce mol t i esempi di s egment i incommensu

rabil i . Sono incommensurabi l i ad es., la d iagonale e il la to di u n 

q u a d r a t o ; la lunghezza di una circonferenza e il d i amet ro della 

medesima. 

Passeremo ora a s tabi l i re il concet to di mi su ra al lorquando si 

t r a t t a di due "segmenti incommensurabi l i . 

Not iamo in tan to che, men t r e ne l oaso del la commensurabilità," 

il passaggio da un segmento all ' al tro si può o t t ene re med ian te le 

due. operazioni : divisione di u n segmento in p a r t i egual i , e addizione 

di "alcune di queste par t i , ne l oaso di due segmenti, incommensura

bili ciò non è più possibi le . In a l t r i t e rmin i , se a e & sono due 

segment i incommensurabi l i , il segmento — 6, qualunque sìa n, non è 
ìi i 

oontenuto e sa t t amen te an a, ma vi è u n resto, m ino re di —- ?;; 
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cosicché il s egmento a non si può o t tenere come somma di segment i 

egua l i a ^- b. Suppos to che il s egmento b sia contenuto in a m 

vol te col res to }•, potremo sc r ive re : 

a — — b + r, Ir < —- 6). 
?i 1 v n ' 

D a ciò r i su l ta ev identemente che 

— b < a < — 1 — 6, 
11 TI 

e qu indi che la misura di a r i spe t to a b dev 'esse re un n u m e r o 

compreso t r a — e *. F i n o r a si può affermare so l tan to che 
1 il n L 

~i7 6 '~~~n— s o n o m i s u r e approssimate di a r ispet to a b a meno di-^-; 

la p r i m a per difetto, la seconda per eccesso. Se ad es. il massimo 
1 

1000 
n u m e r o di vol te che il segmento - j i b è contenuto in a è 236, 

po t remo sc r ivere : 
230 237 

i m b < a<TOM&' 

e conc ludere che — 0,236, ~ ~ = 0,237 sono misure approssi-

1 

m a t e di a r i spe t to a f t a m e n o di jq^q, r i spe t t ivamente pe r di

fetto e pe r eccesso. 

P e r definire la vera misura di a r i spe t to a b, essendo a e b 

segment i incommensurabi l i , p rocederemo nel modo seguente . 
A d ogn i n u m e r o raz ionale posi t ivo —, corr isponde u h segmen-

m n 

to — b, commensiirabile con b. Confrontando questo segmento 

con o, poiché i due segment i a e b sono incommensurabi l i , due 

•casi s i possono p r e s e n t a r e : 

— b < a, o p p u r e — ? ? > a. 

N e l pr imo caso a t t r ibui remo ~ ad u n a classe A, e nel secondo 

. ad u n a classe B. Si ot t iene così u n a r ipar t iz ione de i n u m e r i ra

zional i posi t ivi W che gode ev iden temente delle due p r o p r i e t à che 

(1) Qui la ripartizione viene fatta per semplicità nel solo campo razio
nale positivo, anziché in tutto il campo razionale. Il concetto di sezione è 
sempre il medesimo (§ 2) ; e vi sono evidentemente, anche nel campo positivo, 
sezioni di prima e di seconda specie. 
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carat ter izzano le sezioni (I, 2). Inol t re si po t rebbe r iconoscere 

senza difficoltà che la classe A non ha mass imo e la classe B non 

h a minimo, vale a d i re che la sezione o t t enu ta è di seconda specie. 

Ad essa corr isponde quindi un numero irrazionale a: 

a SS (A, B). 

Si not i che i numer i della classe A r app re sen t ano le misure 

dei segmenti commensurab i l i . con b e minor i di a ; m e n t r e quelli 

della classe B r app resen tano le misure dei segment i commensu

rabi l i con b ma p iù g r a n d i di a. E poiché il numero a è l ' e n t e 

di • separazione delle due classi, è na tu ra le di assumere a come 

misura (esatta) di a r i spe t to 'a b. I numer i della classe A rappre

sentano misure approssimate per difetto, quelli della classe B, 

misure approssimate per eccesso del segmento a r i spe t to a b. P e r 

espr imere poi che a è la misura di a r i spe t to a b, si scrive 

indifferentemente : 

a = a & ; y ~ a; a: b ~ a; 

come nel caso in cui a è razionale. 

Possiamo pe r t an to affermare : 

«Se a e RISONO due segment i incommensurabi l i , il r appor to ~ 

è un numero i rrazionale . L a rec iproca è e v i d e n t e » . 

P e r questa rag ione i numer i i r raz ional i si dicono anche 

numeri incommensurabili. 

P e r ci tare esempi comuniss imi : de t ta d la d iagonale ed l il 

lato di un quadra to , si h a 
d ,/-

T = n ; 
designando con c la lunghezza di una circonferenza e con d il 

d iametro della medesima, si h a : 

ove re è un i r razionale compreso fra 8 e 4 . Valor i appross imat i 

di AI sono 3,14 e 3 ,1416: i l p r imo per difetto a meno di - L , il 

secondo per eccesso a meno di JQTJJJQ-
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Chiuderemo queste b rev i considerazioni sulla m i su ra dei 

segment i , osservando ohe se q u a t t r o segment i a, ö, c, d, consi

de ra t i nell ' ordine scr i t to , sono proporz ional i , la stessa cosa si può 

affermare delle corr ispondent i loro misure r i spet to ad una un i t à 

qua lunque u, e viceversa . 

b) Misura degli archi di circolo e degli angoli. 

P e r u n i t à di misura degl i a rch i di u n a circonferenza si assume 

u n a rco di essa lungo quan to il r agg io : quest ' arco si ch iama 

radiante (arcuale). L ' a n g o l o al centro che corr isponde ad u n ra

diante , p rende esso stesso il n o m e eli r ad i an te (angolare), e v iene 

assunto come u n i t à di misura degl i angoli . E poiché i l r appor to 

fra due archi di u n a medesima circonferenza è uguale ah r appo r to 

dei corr ispondent i angoli al centro, si può senz 'a l t ro affermare c h e : 

« L a misura di un arco di circonferenza in rad ian t i , è anche 

la misu ra (in radianti) del cor r i spondente angolo al c e n t r o » . 

I n al t r i t e r m i n i : la misura di u n angolo in r ad ian t i non è 

a l t ro che la lunghezza dell ' arco corr i spondente sulla circonferenza 

di r agg io uno, col centro nel ver t ice del l 'angolo. 

I l r ad i an te è l ' un i t à di misura teorica, perchè nelle var ie teor ie 

ma tema t i che g iova il più delle vol te r iferirsi à-lcodesta un i t à . L a 

lunghezza di una circonferenza in r ad i an t i è 2 %; quel la di mezza 

circonferenza è Jt; quella di u n qua r to (quadrante) è 4j-; ecc. Ma 

v i è anche u n ' u n i t à di misura pratica; il grado (arcuale). Esso è 

la 3 6 0 0 s i m a p a r t e della circonferenza, e viene diviso in 60 pa r t i 

egua l i che si chiamano m i n u t i p r imi ; il minu to p r imo viene alla 

sua vo l t a diviso in 60 pa r t i egual i che si chiamano minu t i secondi. 

Ne i calcoli che r ichiedono g r ande precisione, si considerano ta lo ra 

a n c h e i decimi, i centesimi di secondo. 

L ' a n g o l o al centro cor r i spondente ad u n grado si ch iama 

ancora g rado (angolare), ed è ohiaro, dopo quanto si è de t to , ohe 

la m i su ra in g r a d i di un arco, coincide con l ' a n a l o g a mi su ra 

d e l l ' a n g o l o al centro cor r i spondente , 

Dell' Agitola - Matemotiche Generali 
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P e r passare poi dalla misura x d i u n arco in rad ian t i , alla 

corr ispondente misu ra N in g rad i , m i n u t i e secondi, bas te rà 

r icorrere alla p roporz ione : 

N 

180 ' 

e poiché - i - = 0,3183098 . . . , po t remo anche sc r ivere : 

x • 0,3183098 = 

Sia A lì un arco della circonferenza di r agg io v e d i centro O. 

Se si indica con ß la lunghezza assoluta del l ' arco A B, il rappor to 

— rappresen ta la m i su ra in ra-

« L a lunghezza dell ' arco A B sulla c i rconferenza di ragg io r, 

si ot t iene mol t ip l icando il r agg io r per la m i su ra in r ad i an t i 

del corr ispondente angolo al centro ». 

Si badi ohe nel la formula precedente a è un n u m e r o as t ra t to ; 

quindi , se r è misura to ad esempio in m e t r i , la formula stessa 

ci darà la lunghezza ß espressa essa p u r e in me t r i . P e r es. se 

r = m. 0,8, e a = 1,6, si h a ß = m. 0,8 x 1,6 = m. 1,28. 

r 
diant i , o, come si dice talora, in 

p a r t i d i raggio , dell ' arco A B. 

I l r appor to s tesso è anche la 

misura , in rad ian t i , de l l ' ango lo 

al cent ro A ö B cor r i spondente 

a l l 'a rco AB. P o s t o — = a a ' , s i h a 

ß = r u, 

la quale si dice c h e : 

(1) Il numero a rappresenta, come si disse, la lunghezza dell'arco ili 
circolo di raggio uno, col centro in O, compreso fra i lati dell'angolo Ad lì. 
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CAPITOLO II. 

Elementi di analisi combinatoria 

§ 1 . O g g e t t o d e l l ' a n a l i s i c o m b i n a t o r i a . 

S iano da t i n ogget t i t u t t i fra d i loro dist int i , ma del res to 

qua lunque ; e sia m un numero in te ro non super iore ad n, (ni n). 

Consider iamo tu t t i quegli a g g r u p p a m e n t i format i con gl i n ogge t t i , 

che soddisfano alle condizioni s eguen t i : 

1° Ogni gruppo comprende m oggetti tutti fra di loro distinti; 

2° Bue gruppi differiscono o per V ordine di distribuzione degli 

oggetti ohe li compongono, o per qualche oggetto. 

Siffatti agg ruppamen t i si ohiamano le disposizioni degli n 

oggetti ad ni ad m, od anche le disposizioni degli n ogge t t i 

della classe ni. 

Ind i che remo g l i n ogget t i con 

cioè con u n a stessa le t te ra m u n i t a di u n indice, i l qua le se rve a 

con t radd i s t inguere u n ogget to da u n a l t r o ; oppure sempl icemente 

coi n u m e r i na tu r a l i 

1, 2, 3, , n - 1, n. 

I n par t icolare si supponga m = 1 : le disposizioni d i n ogge t t i 

1, 2, 3 , n della classe uno, sono r appresen ta t e eviden

t emen te dai s ingoli ogget t i , e qu ind i i l loro numero è n. 

Se poi m = n, due qualunque dei g rupp i , d i cui al la p receden te 

definizione, non possono differire che pe r T'ordino di d is t r ibuz ione 

degl i ogge t t i . I n questo caso gli agg ruppamen t i si ch iamano 

permutazioni degli n oggetti. L e pe rmutaz ion i si p resen tano così 

come u n caso par t icolare delle disposizioni . I n al t r i t e r m i n i le 
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permutazioni di n oggetti altro non sono die le disposizioni degli n 

oggetti ad n ad n. 

Siano ad es. gli ogget t i 1, 2, 3 , (re = 3) : le disposizioni della 

elasse 1, (m = 1), sono : 

1 , 2 , 3 ; 

le disposizioni della classe 2, (m = 2), sono : 

12, 13, 2 1 , 23, 31 , 3 2 ; 

le disposizioni della classe 3, (m = 3), yale a d i r e le permutaz ioni 

dei t re ogget t i , sono : 

123, 132, 213, 231 , 312, 3 2 1 . 

Possiamo considerare ancora degl i agg ruppamen t i , format i 

sempre con gli n ogget t i , che present ino i seguen t i ca ra t t e r i : 

1° Ogni gruppo contiene m oggetti, (m ^ n), tutti fra di loro 

distinti; 

2° Due gruppi differiscono fra loro almeno per un oggetto, 

A siffatti g r u p p i si dà il nome di combinazioni degl i n ogge t t i 

ad m ad m, od anche combinazioni della classe m degl i ogge t t i 

stessi". 

Se gli ogget t i sono 1, 2, 3 , . . . . , n- 1, n, e si suppone m — 1, 

le combinazioni (della classe uno) sono r app re sen t a t e dagli ogget t i 

stessi considerat i s ingo la rmente : il loro n u m e r o è n, Se poi m — n, 

le combinazioni si r iducono ev iden temente ad u n a sola, rappresen

ta ta da l .g ruppo degl i n ogget t i . 

Se, pe r c i tare u n esempio, gli ogge t t i sono 1, 2, 3 (n — 3), le 

combinazioni della classe 1 sono : 

1, 2, 3 ; 

quelle della classe 2 sono : 

12, 13, 2 3 ; 

e in fina quelle della olasse 3 si r iducono ad u n a so la : 123. 

I n ognuna delle t r e specie cons idera te di agg ruppamen t i 

(disposizioni, permutaz ion i , combinazioni) si è suppos to ohe gli 

Oggetti d i c iascun g ruppo sieno t u t t i d i s t in t i fra di l o r o : ta l i 

aggruppament i si dicono semplici, pe r d i s t inguer l i da altr i , d i 
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cui par le remo in seguito, ne i quali uno stesso ogget to può essere 

r i pe tu to in u n medesimo g r u p p o , e che si chiamano perciò ag

gruppamenti con ripetizione. 

Ciò posto, il calcolo combina tor io ha per ogget to pr incipal

m e n t e d i s tabi l i re le forinole che -forniscono (a priori) il numero 

degli a g g r u p p a m e n t i di c iascuna specie, e le regole che servono a 

cos t ru i re effettivamente ta l i a g g r u p p a m e n t i . 

§ 2 . A g g r u p p a m e n t i s e m p l i c i . 

a) Disposizioni. Ind ich iamo con DÌU m il mimerò delle dispo

sizioni di n oggetti ad ni ad m. Si ha in tan to D f l ) J = n , perchè 

le disposizioni della classe uno degl i n ogge t t i 1, 2 , s o n o 

r app re sen t a t e dagl i ogge t t i stessi considera t i s ingo la rmente . Ve

diamo come da queste, che sono note, si possono o t tenere le 

disposizioni della classe 2. P e r magg io re chiarezza disponiamo in 

colonna le Dn>i disposizioni della classe u n o ; indi , a c iascuna di 

esse, collochiamo di seguito, uno alla volta , tu t t i gl i n- 1 ogge t t i 

r i m a n e n t i ; e p rec i samen te : la disposizione cont rassegnata 1 sa rà 

fa t ta seguire dag l i ogget t i 2, 3 , . . . . , n; e così di segui to . S i 

ot t iene così i l quadro di g rupp i di due ogget t i ciascuno : 

1 12 13 l i . . . . 

2 21 23 24 . . . . , . 2 n 

3 31 32 34 . . . . , . 3 n 

n n 1 n 2 n 3 , . nn - 1. 

Ciascun gruppo del quadro comprende due ogge t t i fra d i 

loro .distinti . D u e g rupp i della s tessa r iga del q u a d r o . differiscono 

per l ' u l t imo ogget to ( l ' ogge t to aggiunto) . Due g rupp i d i r i ghe 
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diverse del quadro , quand ' anche l ' u l t imo ogge t to sia il medesimo, 

differiscono per il p r imo oggetto, perchè p rovengono da due di

sposizioni differenti della classe uno. In ogni caso differiscono 

per l 'ordine , o a lmeno per un ogget to . I g r u p p i del quadro sono 

dunque disposizioni differenti della classe 2. E poi facile r icono

scere che il quadro stesso contiene t u t t e le disposizioni della 

classe 2. E d invero sia p q una qualunque disposizione della classe 2 : 

per il modo stesso con cui si è cost rui to il quadro , nella r iga 

pestala <ji e s S 0 j s i d 6 V e t rova re ce r tamente la disposizione pq. Si 

conclude per tanto che il numero cercato D„}2 si o t t i ene contando 

i g ruppi del quadro , vale a dire mol t ip l icando il numero D,h L == n 

delle r ighe del quadro pe r n - 1, numero dei g r u p p i di ciascuna 

riga. Abbiamo così 

I),hì = n (n r 1). 

In modo pe r fe t t amen te analogo si passa dalle DV}2 disposi

zioni della classe 2, g ià cos t ru i te , alle disposizioni della classe 3, 

e si ot t iene Dni3 = Dn>ä in - 2), ossia pe r la p recedente , 

Dn, a = n (n - 1) (n - 2), 

e così di segui to . 

Come si vede, osservando le due formolo p receden t i , D„tè 

il prodotto dei due fa t tor i n ed n-1', / J „ | 3 è il p r o d o t t o dei t re 

fat tor i n, n-1, n - 2, ciascuno dei quali, a pa r t i r e dal secondo, è 

inferiore di un ' uni tà r ispet to al precedente . Sarebbe facile dimo

strare,' r i cor rendo al p r inc ip io d ' induz ione , che la l egge di for

mazione dei n u m e r i Z ) n j W è gene ra l e ; va le a d i re che DVìin è il 

p rodot to degli m numer i n, n-1, n-2, , n - m -I- 2, n-m + 1. 

Abbiamo così la formula 

(1) Dn, ,„ = n (n-1) {n - 2 ) . . . . (u - ni -\- 2) (n - tri -|- 1). 

Così a d u n q u e : il numero delle disposizioni di n oggetti ad m 

ad m è uguale al prodotto dì m numeri interi consecutivi, i quali, 

a partire da n, vanno sempre diminuendo dì una unità. 

Nelle precedent i considerazioni è anche con tenu ta la regola 

pra t ica per costruire successivamente le d isposiz ioni delle var ie 
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classi di n ogget t i . Ad i l lus t raz ione d i essa costruiremo le dispo

sizioni delle varie classi che si possono formare con 4 ogge t t i 

1, 2 , 3, 4. Esse si t rovano ne l le tabel le seguenti , cont rassegna te 

r i spe t t ivamente con D D ^ z , -Di,a, . 0 4 , 4 . 

Di,l ^ 4 , 2 - 0 4 , 8 

1 12 13 14 123 124 132 134 142 143 

2 21 23 24 213 214 231 234 241 243 

3 31 32 34 312 314 321 324 341 342 

4 41 42 43 412 413 421 423" 431 432 

A l , 4 

1234 1243 1324 1342 1423 1432 

2134 2143 2314 2341 2413 2431 

3124 3142 3214 3241 P412 3421 

4123 4132 4213 4231 4312 4321 . 

L e disposizioni di q u e s t ' u l t i m o quadro sono le pe rmutaz ion i 

dei 4 ogget t i . Appl icando poi la formula (1), abbiamo : 

_ 4 , 2 = 4 x 3 = 12 

Di , 8 = 4 x 3 x 2 = 24 

D 4 , 4 = 4 x 3 x 2 x 1 = 24, 

come si può del resto cons ta ta re d i re t t amente , contando i g r u p p i 

d i c iascuna specie delle tabel le p receden t i . 

b) Permutazioni. Abb iamo visto che le permutaz ioni di n 

ogge t t i a l t ro non sono che le disposizioni ad n ad n degli ogge t t i 

stessi. I l loro numero si o t t iene quindi da quello g ià calcolato 

per le disposizioni, ponendovi m = n. Des ignando con Pn il n u m e r o 

delle pe rmutaz ion i d i n ogget t i , s i t a dalla forinola (1), pe r m = n, l a : 

Pn = n (n-1) ( » - 2 ) . . . . 2 x 1 , 

od anche 

P„ = l x 2 x 3 x — x (n - 1 ) , n, 

la qua le ci dice che : 

«Il numero delle permutazioni di n oggetti (distinti) è uguale 

al prodotto dei numeri naturali da 1 fino ad n » . 
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A d es . : con 5 ogget t i si possono formare 

P 5 = 1 x 2 x 3 x 4 x 5 = 120 

permutazioni . 

I l numero Pv, si indica più spesso con n !. Talora si t rova 

indicato nei t r a t t a t i con [ re od anche con re (re). N o i ado t te remo 

s is temat icamente la scr i t tu ra re !. 

In ciò che precede si è supposto t ac i t amen te re s> 2. Se re — 1, 

è na tura le di assumere 

Pt = 1 ! = 1. 

P e r il calcolo di re ! g iova osservare che 

ni = (re - 1) ! • re. 

Questa relazione non è val ida per re = 1, pe rchè nel secondo 

membro comparisce il fa t tore 0 ! , che è pr ivo di significato. Ma 

se noi facciamo la convenzione 0 ! = 1, la re lazione in parola 

sussiste anche per n — 1. 

I l numero re! cresce con grandiss ima r ap id i t à al crescere di re. 

P e r convincersene, bas ta calcolare i valori d i n ! per re — 2, 3, 4 , , . 

. . , 9, 10. Si t rova 
2 ! = 2 ; 3 ! = 6 ; 4 ! = 2 4 ; 5 ! = 120; 61 = 720 

7 ! = 5040 ; 8 ! = 40320 ; 9 ! = 362880 ; 10 ! = 3628800. 

I l simbolo ni si legge fattoriale di n od anche facoltà di n. 

L a regola p ra t i ca pe r cos t ru i re le disposizioni d i una da ta 

classe m di re ogget t i dis t int i , ci pe rme t t e di cos t ru i re le pe rmu

tazioni degli ogget t i stessi quando si supponga rei re. Abb iamo 

già dato un esempio in proposi to , pa r lando delle disposizioni. 

o) Combinazioni. P r o p o n i a m o c i il calcolo del numero delle 

combinazioni di n oggetti ad m ad m; n u m e r o che ver rà ind ica to 

con C„,m-

Osserviamo in tan to che le combinazioni del la classe uno eli n 

ogget t i 1, 2 , . . . . , re, sono r app re sen t a t e dagli ogge t t i stessi, e sono 

quindi in numero di re; abbiamo cioè C„,_ = re. L e combinazioni 

degli re ogget t i della classe re, (m = re), si r iducono ev iden temen te 
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ad u n a sola, r appresen ta ta da l g r u p p o degli n ogget t i dat i , 

comunque • disposti ; si h a qu indi Cn,n — 1. Si conviene, c o m ' è 

na tu ra le , che ques ta sia va l ida a n c h e per n — 1, vale a d i re si 

assume C_, i = 1. 

P e r de t e rmina re , in genera le , il n u m e r o C M | 7 n , immagin iamo 

cos t ru i t e le combinazioni della classe m, e pe rmut i amo in ciascuna 

di esse gli ogge t t i in tu t t i i m o d i possibili . Ot ten iamo da cia^ 

scuna combinazione m ! g rupp i , così che i l numero to ta le di 

ques t i g rupp i è C « , m xml. 

S e poi esaminiamo quest i g rupp i , noi vediamo che quell i 

p roven i en t i da una stessa combinazione, differiscono per l ' o r d i n e 

in cui gl i e lement i sono d ispos t i ; invece due g rupp i che proven

gono da combinazioni diverse, differiscono almeno per un ogge t to . 

I g r u p p i o t t enu t i sono dunque disposizioni differenti della classe m. 

E sarebbe facile cons ta ta re che si o t t engono in tal guisa tutte le 

disposizioni della classe m degl i ogge t t i dati . Abbiamo così la 

re laz ione 

Dn,m — Cn\m X m !, 
dalla quale 

p Du, ) 

ovvero 

° > M » — 1 . 2 . 3 . . . . ( m - i ) w 

I l numero Cn>m, necessar iamente in tero , si indica spesso con 

la s c r i t t u r a ^ J , che si l egge n sopra m, o, p iù brevemente , n su m. 

A b b i a m o cosà: 

(2) ( : ) = 
n (n-l) (n-2) (w-w-4- 1) 

1 - 2 - 3 . . . . ( w - 1 ) m 

P e r es. il numero delle combinazioni dì 5 o g g e t t i della 

classe 3 è : 

= 10. 
.,\ 5 x 4 x 3 

" 1 x 2 x 3 

Oome si vede è una frazione apparente: il numeratore è 

il prodotto di m interi consecutivi, i quali, a partire da n, vanno 
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sempre diminuendo dì un'unità; il denominatore è il prodotto dei 

primi m numeri della serie naturale. 

.Faremo vedere con tan esempio il modo di costruire le com

binazioni sempl ic i : va da sè che si procede in ogni caso nella 

stessa maniera . P r e n d i a m o a considerare il caso di 4 ogge t t i , 

(n = 4), e p ropon iamoc i di cos t ru i re le combinazioni delle var ie 

classi. Poiché , t r a t t andos i di combinazioni , l ' o r d i n e degli ogge t t i 

è indifferente, possiamo immaginare che in ogni g r u p p o gli ogge t t i 

sieno disposti in modo che i numer i che li r appresen tano si se

guano in ord ine crescente . L e combinazioaii della classe 1 sono 

1, 2, 3, 4. 

P e r avere quelle del la 2, facciamo segui re ciascuna combi

nazione della classe 1 dagl i e lement i che la seguono, nell ' ordine 

s tabi l i to ; a v r e m o : 

12 13 14 

23 24 

. 34. 

L a queste si passa alle combinazioni del la classe 3, facendo 

seguire ciascuna combinazione della classe 2 dagl i e lement i che, 

'ne l l ' o rd ine s tabi l i to , seguono l ' u l t imo e lemento d i essa. Si h a cos i : 

123 124 134 234. 

Inline, con lo stesso procedimento , si o t t i ene l ' un ica combi

nazione della classe 4, cioè 1234, 

I numer i "̂J si chiamano ta lora coefficienti binomialì, pei'ohè 

nello sviluppo di (a + b)n, i coefficienti sono n u m e r i della forma 

come si ved rà t r a breve . 

§ 3 . P r o p r i e t à d e i c o e f f i c i e n t i b i n o m i a l ! . 

II numero si può esprimere mediante fattoriali. Dalla (2), 

molt ip l icando n u m e r a t o r e e denomina tore per (n - m) ! = 1 • 2 • 3 

(n-m- 1) (n - m), si o t t iene 

W 1 -2-3,... (m.-l) m:< ! . . 2 • 3 ' . . . , (n-m-ì) (n-m) '» 
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ove il numera to re è i l p rodo t to dei numer i na tu ra l i da 1 fino ad n, 

vale a d i re ni, e il d enomina to re è m \ < (n - m)\: abbiamo così 

[vij = nil (n-m) \ ' 

D a ques ta , cambiando m in n - m, si t r ae 

[ti - m) (n - w) ! ni !1 

la quale, confrontata con la p recedente , ci dice che 

w ( : H / . g -

In p a r o l e : Il numero delle combinazioni di n oggetti ad m 

ad m è uguale al numero delle combinazioni di n oggetti ad n-m 

ad n~m. 

Col sussidio di ques ta p ropr ie tà possiamo scr ivere ad es. : 

(7°) = ( " ) = - T ^ R = 1 2 0 -

I n v i r t ù della convenzione 0! = 1 stabil i ta dianzi, la (3) è 

va l ida anche per m — n. 

Si not i ancora che le (3) e (4) non hanno significato quando 

m = 0, pe rchè il membro di s inis t ra diviene j che è p r ivo di 

senso. Ma se conveniamo di a s sumere = 1, le (3) e (4) cont i 

n u a n o a sussistere anche p e r m = 0. 

L e convenzioni 

oi = i,.(S) = i, 

sa ranno pure uti l izzate a l t rove , e si vedranno così giustificate 

p e r a l t r a via. 

U n ' a l t r a notevole p rop r i e t à dei numer i si o t t i ene con le 

cons ideraz ioni seguenti . Sieno 1, 2, 3 . . . , nt gli ogge t t i da t i . 

P o s s i a m o dis t r ibui re le ^ combinazioni della classe m in due 

g r u p p i , a t t r ibuendo ad u n p r imo g r u p p o Q t u t t e e sol tanto quelle 

c h e n o n contengono un "determinato ogget to , ad es. l ' o g g e t t o 1 ; 

e ad u n secondo g ruppo Gi quel le che contengono l ' o g g e t t o 1. 
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È evidente che le combinazioni del g r u p p o O sono in numero 

di f»"/) i l 1 1 3 - 1 1 * 6 s o n 0 l 0 combinazioni della classe TO degli ogge t t i 

2 , 3 , . . . , « . Invece le combinazioni ohe contengono l ' o g g e t t o 1, 

sono in n u m e r o di ^""^ J , perchè si o t t engono dalle combinazioni 

della classe m-1 degl i n - 1 ogge t t i 2, 3 , . . . , n - 1, n, agg iungendo 

a ciascuna di esse l ' ogge t to 1. Abb iamo così 

(5)CÌ = (";1) + 

vale a dire : il numero delle combinazioni di n oggetti della classe 

m è uguale al numero delle combinazioni di n - 1 oggetti della 

classe m, più il numero delle combinazioni di n-1 oggetti della 

classe m-1. 

È questa la p ropr ie tà dei numer i ^"J di cui si approfi t ta per 

costruire il così de t to triangolo di • Tartaglia, del quale si farà 

cenno a suo t e m p o t r a t t a n d o dello sv i luppo eli (a-\-b)n. 

Consideriamo infine i due numer i ^"J ed ß ut i le ta lvol ta 

• sapei-e come si passa dal p r i m o di ques t i clue n u m e r i al secondo. 

Rammen t i amo a t a l fine che per la forinola (2) si h a : 

n (n. -11 (n: - 2 ) . . . . (n - m + () (« - »i) 
m + l ) • 1 - 2 - 3 . . . . IH ym-\-[) ' 

la quale si può anche s c r ive re : 

/ n \ n (n - 2) (n - in -f Il n-m 

[in + l j i • 2 . 3 . . . . m ^ 7n~+~\ ' 
ossia 

( 6 > U + I ) ~ mj • •„,. + i • 

Questa ci dice che per passare dal numero al numero (.w"|_j) > 

basta moltiplicare i ^ J per n-m, e dividere il prodotto ottenuto per 

m + 1. 

Osservazione. F i n qu i si è supposto che nel simbolo ("J 
i numer i n ed m sieno in te r i , e ta l i i no l t r e che 

n 5s-1, wi 0, « » m, 

con l ' a v v e r t e n z a che q u a n d o n = l , sia p u r e wi = l . 



CAPITOLO I I . — § § 3 - 4 29 

I n v is ta specia lmente di u n certo sviluppo in ser ie che in

con t r e r emo in seguito (serie binomialé), giova es tendere il signi

ficato del simbolo r M , s u p p o n e n d o : 

m intero non negativo; 

n numero reale qualunque. 

Stabi l i remo, in queste ipotesi le convenzioni s e g u e n t i : 

= 1, val ida in par t ico la re pe r n = 0 e n = l; 

n: 

n \ _ n (n-1) (n-Z).... (ra-m + 2) (n-m+1) -. 

mj - 1 . 2 . 3 . . . . l - m - T J ^ 5 [ m > h 

Abbiamo ad es. : 

v:l 7 1-2-3 10 

I n part icolare, se n è in tero inferiore ad m, si h a 

P e r es. abbiamo : 

j[\ 1-(1-1)-(1-2)-(1-3) n 

Uj 1 - 2 . 3 - 4 - U -

Va da sè che quando n non è u n numero in te ro posi t ivo 

m a g g i o r e o eguale ad m, il simbolo cessa di avere i l signifi

cato che gli compete ne l l ' ana l i s i combinatoria. 

§ 4 . A g g r u p p a m e n t i c o n r i p e t i z i o n e . 

G-li agg ruppamen t i s inora considera t i r iguardano ogget t i t u t t i 

fra d i loro dis t int i , e sono ta l i inol tre che in ogni g r u p p o u n 

o g g e t t o de terminato appar i sce u n a vol ta soltanto. Oltre a ques t i 

abb iamo, come si è accennato , anche g l i aggruppament i (disposi

zioni , permutazioni , combinazioni) con ripetizione, n e i qual i in uno 

s tesso g ruppo un ogget to può compar i re più vol te . 
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. a) Disposiz ioni con r ipe t i z ione . L a definizione è quella stessa 

stabili ta pe r le disposizioni semplici, salvo che qui si toglie la 

restr izione che in uno stesso g ruppo gl i ogget t i debbano essere 

tu t t i dist int i fra di loro, e p rec i samente : 

«Dat i n ogget t i dist int i , si chiamano disposizioni con ripeti

zione ad m ad m (o disposizioni con r ipet iz ione della classe m) 

tu t t i quei g rupp i che soddisfano alle seguent i cond iz ion i : 

1° Ogni gruppo contiene m oggetti, alcuni dei quali, anche tutti, 

possono coincidere; 

. 2° Due gruppi qualunque differiscono o per V ordine nel quale 

gli oggetti sono distribuiti, o per qualche oggetto ». 

Sieno 1, 2, 3 , . . . , n, g l i ogget t i dati , e p roponiamoci di de

te rminare il n u m e r o delle disposizioni con r ipe t iz ione della classe m 

degli n ogget t i . Qui non è affatto necessar ia la res t r i z ione ni <i n, 

una volta che uno stesso ogge t to può essere r ipe tu to in un me

desimo gruppo : in a l t r i t e rmin i la classe p u ò essere r app resen ta t a 

da u n numero in te ro qua lunque . Ind ich iamo con D'n>m il numero 

incogni to e con D'^m.\ i l numero analogo delle disposizioni con 

r ipet izione della classe m - 1 degli n ogge t t i dati . A differenza di 

quanto si disse pe r le disposizioni semplici , si passa ques ta vol ta 

dalle disposizioni della classe m - 1 a quel le della classe ni, ag

g iungendo (collocando di seguito) a c iascuna disposizione della 

classe m - 1 tutti gli ogge t t i . Segue i m m e d i a t a m e n t e da ciò che 

t r a i numer i D'„tm e D'„ìm.i in te rcede la re laz ione : 

D n,m — D n,m-l X n> 

Se si pone in ques ta success ivamente m = 2, 3 , 4 , . . . . , m - 1 , m, 

si o t tengono le s eguen t i : 

•D'«,a x n 

D'niS = D ' „ , a x n 

D'n^i-i = D ' „ , m . a x n 

D n<m — D n < m x 11, 
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dalle qual i , mol t ip l icando m e m b r o a membro e . aoppr imendo i 

fa t tor i comuni , si o t t iene D'„im = -D'„,i • n m ' 1 , e poiché manife

s t a m e n t e Z>' B i i = abb iamo in def ini t iva: 

P e r es. il n u m e r o delle disposizioni con r ipet iz ione d i 5 og

ge t t i della classe 3 è Z>'5 ,s = 5 3 — 125. 

I l m o d o ind ica to p e r pas sa re dal le disposizioni della classe 

m - 1 a quelle del la classe m, p e r m e t t e di cos t ru i re le disposizioni 

con r ipet iz ione d i qua lunque classe re la t ive ad n ogge t t i . Bas t a 

riflettere che le disposizioni del la class'e 1 sono n o t e ; che da 

queste possiamo passare, col p roced imen to indicato, a quel le della 

classe 2, e così v ia . U n esempio m e t t e r à in ohiaro la r ego la d a 

seguire a l l 'uopo. Sieno i 4 ogge t t i 1, 2, 3, 4. L e disposizioni della 

classe 1 sono r app resen ta t e dag l i ogge t t i stessi, va le a d i re sono 

1, 2, 3, 4. 

D a queste s i passa alle disposizioni della classe 2, agg iun 

gendo a c iascuna di esse, uno alla volta , i qua t t ro o g g e t t i . 

S i h a così i l q u a d r o : 

11 12 13 14 

21 22 23 24 

31 32 3 3 34 

4 1 42 4 3 44. 

Nel lo stesso modo si pa s se rebbe da queste alle disposizioni 

della classe 3, e così d i segui to . 

(1) Veramente, quando la classe è uno, non si tratta più di aggruppa
menti con ripetizione; tuttavia, per generalità di linguaggio, chiameremo, 
disposizioni con ripetizione della classe uno i vari oggetti considerati sin
golarmente. 
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b) Permutazioni con ripetizione. Consider iamo n ogget t i non 

tutti distinti fra di loro . Suppongas i , in genera le , che 

Pi ogge t t i coincidano con a1 ; 

P% !! )> )) aä> 

Pm >> il »
 am) 

essendo ai, az, am d i s t in t i fra d i lo ro , e 

pi + p2 + . . . . +pm = n. 

.Diremo ancora permutazioni (con r ipe t iz ione) degli n ogget t i 

t u t t i quegli agg ruppamen t i che soddisfano al le seguent i condiz ioni : 

l a Ogni gruppo comprende gli n oggetti ; 

2 a Due gruppi qualunque differiscono per l'ordine di .distribu

zione degli oggetti stessi. 

Ci proponiamo d i de te rminare il numero delle permutazioni 

differenti che si possono o t tenere con gli n ogge t t i . Questo numero 

è manifes tamente infer iore ad ni, cioè al n u m e r o delle permuta

zioni di n ogge t t i t u t t i d is t in t i fra di loro. 

L imi te remo le nos t re considerazioni al caso p iù semplice, in 

cui, fra gli n ogget t i dati , m (m < n) sono egual i ad a, e i rima

nen t i n-m, ohe ind icheremo con b.n b n . m , sono dis t in t i 

fra d i loro e da a. Immag in i amo già formate tutte le permutaz ioni 

(con ripetizione) degl i n ogge t t i dati , il cui n u m e r o ind icheremo 

con N; e sia A una qua lunque di esse. 

Nella pe rmutaz ione A sost i tuiamo agl i m ogge t t i egual i ad «, 

a l t re t tan t i ogge t t i ax, a2, a„„ d i s t in t i fra d i loro e dai ri

manen t i b{, b2, b n . m : si o t t iene così un g ruppo A' d i n 

ogget t i d is t in t i . 

Nel g ruppo A' p e r m u t i a m o in t u t t i i m o d i possibili gli 

ogget t i a.n a2, . . . . , a m , fermi res tando gli o g g e t t i b i 1 b 2 , b „ . , „ : 

ot teniamo in ta l guisa mi permutazioni semplic i degli n ogget t i 
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R i p e t e n d o le operazioni i n paro la sopra ognuna del le N per

mu taz ion i con r ipet iz ione, c iascuna d i . queste dà or ig ine a m ! 

pe rmutaz ion i semplici, cosicché dalle N permutaz ioni con r ipet i 

zione o t teniamo in tota le u n g ruppo G ài N>< mi pe rmutaz ion i 

sempl ic i degli % ogget t i a i ì aa, — , a m , bL, b2, b„.m. 

D u e permutaz ion i qua lunque del g r u p p o G differiscono per 

l ' o r d i n e in cui sono disposti g l i . e lement i 

p rovengono da una medesima pe rmutaz ione con r ipe t i z ione ; e 

differiscono almeno per il modo con cui sono d is t r ibui t i g l i ele

m e n t i bt, b2, , b n . m , se p rovengono da due differenti permu

taz ion i con r ipet iz ione. E sarebbe facile d ' a l t ronde r iconoscere , che 

una qua lunque permutazione sempl ice degl i elementi a±, «ä, ...., a m , 

b i t b2, ...., b„.m, fa par te del g r u p p o G, vale a dire si o t t iene 

da u n a delle N permutaz ioni con r ipet iz ione, median te le opera

zioni sopra accennate . D a t u t t o ciò r isul ta che nel g r u p p o G 

f igurano tutte le pe rmutaz ion i semplici degli oggett i ai,a2, , a m , 

bL, bä, ...., b n . m , e ciascuna vi comparisce una volta soltanto. 

Poss iamo qu ind i affermare che il numero delle permutaz ioni 

di G è ni, e concludere che 

Nx mi — ni. 

D a ques ta si deduce immedia tamen te , per il numero cercato N, 

l ' e spress ione : 

mi 

Con u n ragionamento affatto' analogo, si d imost rerebbe che 

n\ 
m\ (n -m)\ 

è il numero delle permutaz ion i con r ipe t iz ione di n ogge t t i , m dei 

quali , {m < n), coincidono con a e i r imanen t i n-m coincidono 

con b, essendo a e b ogge t t i d i s t in t i . 

I n genera le si ha che : 

(7) 1 ni 
Pi[- Pi1- — P»>* 

Dell'Agnolo, - Matematiche Generali 3 . 
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è il numero delle permutazioni con ripetizione di n oggetti, dei quali 

pi coincidono con a n 

Pi li » ö 2 ) 

Pitt )) )) 

essendo a i ì a 2 ì , am fra di loro distinti, epi +p.> + — +pm = n. 

I numer i della forma (7) s i ' c h i a m a n o anche coefficienti poli

nomiali, in quanto essi figurano come coefficienti nel lo sviluppo 

di (rtj + a2 +am)«. 

Nelle p receden t i considerazioni è indicato un modo per otte

nere effettivamente t u t t e le pe rmutaz ion i d i n ogge t t i non t u t t i 

fra di loro dist int i , ma la formazione di siffatti g r u p p i non pre

senta un par t icolare in teresse pe r noi. 

c) ComMiiiizioni con ripetizione. L e combinazioni con ripe

t izione di n e lementi d i s t in t i differiscono dalle combinazioni sem

pl ic i in ciò, che uno stesso elemento può essere r i pe tu to p iù vol te 

in un medesimo g ruppo . , 

P rec i se remo il concet to con la definizione s e g u e n t e : 

Dat i n ogget t i d i s t in t i aì, a2, — , an, ed u n numero interno 

qualunque m, si dicono combinazioni con ripetizione ad m ad m 

degli n oggetti tu t t i quei g rupp i format i con gli n e lement i dat i , 

ohe soddisfano al le condizioni seguen t i : 

1° In ogni gruppo vi sono m degli n oggetti, alcuni dei quali, 

o anche tutti, possono coincidere; 

2° Due gruppi qualunque differiscono fra di loro almeno per 

un elemento. 

Ci proponiamo di de te rminare il numero di queste combina

zioni; numero che indicheremo con C " » , w . A ta l fine, calcoleremo 

in due modi diversi il numero delle vòl te che uno stesso elemento, 

per es. à l t figura nel la totalità delle C'H,m combinazioni . 
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E chiaro in t an to che se l ' e l e m e n t o at nella to ta l i tà delle 

G'n%m combinazioni è contenuto Nvolte, lo stesso numero di vol te 

v i sa rà contenuto ogni a l t ro e lemento ; così che il n u m e r o to ta le 

degli e lement i che fanno par te delle C'n,m combinazioni è n x N. 

Questo stesso numero e anche da to dal p rodo t to in >< C «5 m , 

per cui dovremo avere n x N — ni x C'H, , „ , e quindi 

U n a l t ro modo di de te rmina re il numero N è il seguente . 

Sia G il g ruppo formato da quelle combinazioni con r ipe t iz ione 

della classe m, che contengono l'elemento a r N è i l n u m e r o delle 

vo l te ohe l ' e l emen to ai è contenuto nelle combinazioni di G. 

I l g ruppo 6? si ot t iene mani fes tamente dalle 6"„, , „ . i combi-

naz ion i con r ipet iz ione della classe m - 1 degl i n ogget t i , aggiun

gendo a ciascuna di queste una vo l t a l ' e lemento a i . S e g u e da 

ciò che nel g ruppo G, e quindi nel la to ta l i t à delle G' ,tl m combina

zioni, l ' e l emento ai figura G'n,m-i + ^ volte, des ignando con 

N.L il n u m e r o delle volte che l ' e l e m e n t o stesso è con tenu to nel le 

C"„, m -1 combinazioni della classe m - 1. Con le ident iche consi

deraz ioni fa t te sopra, cambiando solo m in m - 1, si t r ova che 

AT — m - 1 p' 

I V - L — n • u », m - li 

cosicché abbiamo p e r N q u e s t ' a l t r a espress ione: 

N — C',f:m- \ + Nx — C ' n ì m . \ H — — . ö',hm-lì 

ossia, raccogl iendo G'n, m -1, 

A r n + m.-l n , 
iV = : . O „, ,„ . 1 . 

Se ora confrontiamo le due espressioni di N, si o t t iene : 

m p, _ n + m -1 p, 

dalla quale si deduce tosto 

n , _ n 4- m - 1 p, 

v n,m— ~ • ^ n,m-l-
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Se in questa pon iamo success ivamente m = 2, 3, 4 , m - 1 , m, 

abbiamo le 

O «, 2 — — 2 — "> 1 

/ > / » + 2 

V «, 8 = —— ^ », 2 

C n, m -1 — } ( 1 _ j • ^ «, »» • 2 

w -|- '» - 1 
W ! — — . O W ) m . 

Da queste, mol t ip l icando m e m b r o a m e m b r o e r iducendo, 

abbiamo 

0 , n (n -I- 1) (n + 2).... (n -J- m - 2) dì -|- m -1) 
0 "•'» ~ 1 - 2 - 3 . . . . (m-1) m ' 

ossia 

In -\- ni '-1 
fir In -f. M - n . 
° », WJ = [ M ) , 

la quale si dice che : 

II numero delle combinazioni con ripetizione di n elementi della 

classe m, è uguale al numero delle combinazioni semplici della stessa 

classe relative ad n + m-1 elementi. 

In par t icolare , il numero delle combinazioni con r ipet iz ione 

della classe n di 2 e lement i è 

P e r formare le combinazioni con r ipet iz ione di n e lement i 

della classe m, s i segue una via pe r fe t t amente analoga a quella 

con cui si o t t engono le combinazioni sempl ic i ; solamente qui è 

to l ta la res t r iz ione che gli ogge t t i in uno stesso g ruppo debbano 

essere dis t in t i . 

Oi l imi teremo per tan to al seguente e sempio : 

Si vogliono costruire le combinazioni con r ipet iz ione della 

classe 3 di qua t t ro e lement i 1, 2, 3, 4. Si o t t engono via via i 
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seguen t i prospet t i , l ' u l t imo dei quali , racchiuso da u n a parentes i , 

cont iene le combinazioni volu te 

1 11 12 13 14 / 1 1 1 112 113 114 122 

2 22 23 24 / 123 124 133 134 144 

3 33 34 S 222 223 224 233 234 

4 44 \ 2 4 4 333 334 344 4 4 4 , 

§ 5 . A p p l i c a z i o n i . 

I l calcolo combinatorio h a svariat iss ime applicazioni . E e cite

r e m o qualcuna avente a t t inenza col calcolo della probabi l i tà . 

1) Quanti ambi e quanti terni ai possono formare coi primi 

90 numeri f 

E evidente che il n u m e r o degli ambi è , n u m e r o delle 

combinazioni di 90 ogge t t i a 2 a 2 : ana logamente il n u m e r o dei 

t e r n i è ^ . 

P e r la nota forinola, (§ 2), si h a 

90 X 80 
^ ^ " - . ^ 4 5 x 8 ! ) = 4005; 

POI 

W»\ « ) x 8 9 x 88 ö l l 7 . 4 8 0 i 

ff) , 3 r 1 x 2 x 3 

2) Si lancia una moneta n volte di seguito : quanti sono i casi 

(aggruppamenti) che si possono presentare? 

Qui sono in giuoco due e l emen t i : testa (T) e croce (C). 

D u e aggruppament i , pe r essere dist int i , devono differire o 

pe r l ' o r d i n e o per qualche e lemento ; e d ' a l t r a pa r t e uno stesso 

e lemento può essere r ipe tu to in u n g r u p p o : gli agg ruppamen t i 

(i casi) sono dunque tan t i quan te sono le disposizioni con r ipet i

z ione della classe n di due e lement i T e 0, vale a dire, [§ 4, a)], 2n. 

S i può osservare che fra queste disposizioni ve n e sono due 

fo rmate con elementi t u t t i egua l i : 

T T T . . . C O G : . . . 

e due formate con elementi i n o rd ine a l t e rna to ; 

T G T G ; CT CT.... 



8) Si lancia n volte un dado: quanti cani si possono presentare? 

Qui gli e lement i in giuoco sono sei : 1, 2, 3, 4, 5, 6, vale a 

dire ì sei numer i dai qual i sono contrassegnate le s ingole facce 

del dado. Anche qui , come ne l l ' e sempio p receden te , dei va r i 

aggruppament i possibili, due qua lunque dì essi, p e r essere dist int i , 

devono differire per l ' o rd ine di d is t r ibuzione dei numer i o pe r 

qualche numero ; e d ' a l t ronde u n elemento può essere r ipe tu to in 

un medesimo g ruppo . 

Gli aggruppament i sono dunque disposizioni con r ipe t iz ione , 

della classe n dei sei elementi 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; e qu indi il loro 

numero è, [§ 4, a)], 6". 

4) Da un'urna che contiene n palle portanti i numeri 1, 2, 3,..., 

n, vengono estratte successivamente le palle (senza rimetterle nel

l'urna): in quanti modi può presentarsi l'estrazione delle n palle? 

Fra questi differenti modi, quanti dì essi presentano la palla 1 alla 

prima estrazione; e quanti presentano la palla 1 alia prima estra

zione e la palla 2 alla seconda? 

E evidente che i l numero dei m o d i possibili, nei qual i può 

presentarsi l ' es t raz ione è ni, quante sono le pe rmutaz ion i di n 

ogget t i fra di loro dis t in t i . 

F r a quest i n l modi, ve ne sono (ii - 1 ) ! che presentano la 

palla 1 alla p r i m a estrazione, cioè ve ne sono t a n t i quan te sono 

le permutazioni de i r imanen t i n - 1 e lement i 2, 3 , . . . , n. 

Analogamente i casi ne i qual i alla p r i m a es t raz ione sorte la 

pal la 1 e alla seconda la palla 2, sono (n -2)1, q u a n t e sono le 

permutazioni degli n - 2 ogge t t i 3, 4, . . . , n. 
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Elevamento a potenza dei polinomi 

§ 1 . P o t e n z a i n t e r a e p o s i t i v a di u n b i n o m i o . 

Siene- a e b due numer i rea l i qualunque ed n u n in te ro 

posi t ivo. Ci proponiamo di o t t ene re lo svi luppo di (a-\-b)n. 

Abbiamo in tan to per definizione di po tenza : 

(a + b)n = (a + b) (a + b) (a + b) (a + b) n vol te . 

I l p rodot to indicato a des t r a si o t t iene p rendendo un t e rmine 

dal p r i m o fat tore , un t e rmine dal secondo, u n t e rmine da l t e rzo , 

e così via . . . . u n te rmine dall ' nesimo fa t tore ; mol t ip l icando poi 

quest i t e rmin i fra di loro, r i p e t e n d o l 'operaz ione in t u t t i i mod i 

possibil i , e facendo la somma dei p rodo t t i così o t tenu t i . S e no i 

p rend iamo a da n- m fat tori e b dagl i m r imanent i , abbiamo : 

che è un t e rmine dello svi luppo di (a + b)11. Esso comparisce nello 

svi luppo t an te vol te quant i sono i modi diversi coi quali si può 

o t t e n e r e ; vale a dire quan te sono le permutazioni di n e lement i 

dei quali n-m sono egual i ad a e m sono egua l i a e' il 

n u m e r o di ques te permutaz ioni è, (II. 4), 

il) A modi diversi di ottenere il termine, «»- &"« corrispondono per
mutazioni differenti con ripetizione di n oggetti, dei quali n - m sono eguali 
ad a ed i rimanenti m sono eguagli a b; e reciprocamente. 

(1) a»-'» bm, 
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È dunque il coefficiente del t e r m i n e (1), e quindi 

(2) a"-'" b'm 

è il t e rmine genera le della svi luppo di (a + b)n. Quant i sono 

quest i t e r m i n i ? E v i d e n t e m e n t e essi sono t an t i quan te sono le 

combinazioni con r ipe t iz ione della classe n dei due e lement i a e b, 

e quindi il loro numero è ( 2 + / / " ^ = « + Ess i si o t tengono 

t u t t i dal te rmine genera le (2) ponendovi success ivamente ni ^=0 ,1 ,2 , 

..,, n - 1, n; e sono prec isamente : 

per cui possiamo scrivere 

(3)(a + o ) ^ ' ) « ' M - ( ^ 

™ io) - - !• 

I n forma più concisa scr iveremo : 

n 

(4) ( « + & ) » < = - £ „ , C ) a""'" 

o 
nella quale il simbolo Z (sommatoria) indica che si deve fare la 

somma di tutti , i t e rmin i o t t enu t i dal t e rmine genera le j « 

ponendovi success ivamente m = 0, I , 2, . . . , « - 1, w. 

L a preceden te iden t i t à cost i tuisce il teorema del binomio; 

teorema che è dovuto a Tar tag l i a , ma ohe è conosciuto più co

munemente sotto il n o m e di Newton , pe r aver lo quest ' u l t imo 

esteso ad un caso p iù generale . 

Sulla formola p receden te (forinola del binomio) g iova fare 

a lcune osservazioni che vengono ut i l izzate nella p ra t i ca applica

zione di essa. 

(1) Poiché due termini per essere distinti devono differire almeno per 
un fattore, possiamo affermare che a termini distinti, corrispondono combi
nazioni differenti con ripetizione della classe n dei duo oggetti a ab; e 
reciprocamente, 
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Nello svi luppo di (a + b) " vi sono, come abbiamo vis to , n + 1 

t e rmin i . I n quest i gli esponent i di a, ne l passaggio d a n n t e rmine 

al successivo, vanno sempre d iminuendo di u n ' u n i t à a pa r t i r e da 

n, ohe è l ' e sponen te di a ne l p r imo te rmine . Invece gli esponent i 

d i b vanno sempre aumen tando di u n ' u n i t à da 0 fino ad n. 

I n ogni t e rmine dello svi luppo la somma degli esponent i di 

a e d i b è ugua le ad n; va le a dire lo svi luppo di (a + b)n è u n 

pol inomio omogeneo di grado n r i spet to ad a e è. 

Se consideriamo il t e rmine gener ico a"-1" bm, esso è p r e 

ceduto da ni t e rmini ed è seguito da n-m t e rmin i ; così che l 'espo

nen te di b indica i l numero de i t e rmin i che precedono e l ' e sponen te 

di a il numero di quelli che seguono il t e rmine cons idera to . Segue 

da ciò che i due termini 

('") a»-'» bm. ( n ) a m b"->", 
\mj ' \n - ni j ' 

sono equidistanti dagli estremi. D ' a l t r a pa r t e noi sappiamo (II. 3), 

C H E ( ' H ) = - ' ( » ' " H ) I P e r c u i abb i amo : 

Nello sviluppo dì (a + b) " due termini qualunque equidistanti 

dagli estremi hanno i coefficienti fra di loro eguali. 

Questa osservazione è ut i l i ss ima nella pra t ica del calcolo, in 

quan to che essa ci r isparmia il calcolo di mol t i coefficienti. E pre

c isamente : se n è dispari, e qu ind i il numero n + 1 dei t e rmin i dello 

svi luppo e pari , bas te rà calcolare sol tanto me tà dei coefficienti; se 

invece n è pari , ed è qu ind i dispar i il numero n + 1 dei t e rmin i , 

al lora il numero dei coefficienti da calcolare è ~ + 1. I n questo 

secondo caso vi è u n te rmine T' di mezzo, equidis tante dagli es t remi; 

e dovremo calcolare oltre agl i ~ coefficienti dei te rmini che pre 

cedono T', anche il coefficiente di T'. 

Si not i ancora che il p r imo coefficiente — 1, e il secondo 

f'j'; • n, e che nel passaggio dal t e rmine 

T ( ( " ) a » - " ' bm 
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al successivo ft'"+1, fra i due coefficienti in tercede 

la relazione, (II. 3), 

/ n \ = / n \ _ » - . 

la quale ci dice che : il coefficiente [m j j si ottiene dal termine T 

moltiplicando il coefficiente ^™ j per l'esponente di a, e dividendo il 

prodotto ottenuto per l'esponente di b aumentato dì un'unità. 

Con le precedent i osservazioni è facile scr ivere lo svi luppo 

di qualunque potenza di a + b. 

P e r avere poi lo sviluppo di (a - b) ", ba s t e r à cambiare b in - b 

nello sviluppo di (a + b)" da to dalla (3), oppure dalla (4) ; si o t t i ene : 

ti 

o 

I termini ne i quali l ' e sponen te m di b è par i , conservano il 

propr io segno; quelli inveoe in cui m è d ispar i , cambiano di segno. 

In al tre parole lo sviluppo di (a - b) " si ottiene da quello di {a + b) " 

cambiando il segno a tutti i termini di posto pari, che sono ap

p u n t o quelli in cui b è elevato ad esponen te dispari . Scr ivendo 

per disteso lo svi luppo, abbiamo : 

(a - b) » = ([;) a « - (?) a» -1 Z> + (g) a « - 2 6 * - (£) a « - 8 ft » + . . . ± b », 

l 'u l t imo te rmine essendo preceduto dal segno -|- o dal sogno 

secondo che n è par i o dispari . 

Ora siamo in g rado , come si disse, di sc r ivere io svi luppo di 

qualunque potenza d i a + b; si h a ad esempio, col sussidio delle 

ossex'vazioni fat te , che 

(a + b)* = a4 + 4 a » b + 6 a2 b8 + 4 a b3 + ft * ; 

(a + 6 ) 3 - ftc + 6 <i"ft - i -10 a3b2 + 10 a a f t « |- 6 ab<-\-b*. 
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§ 2 . T r i a n g o l o d i T a r t a g l i a . 

Se no i scriviamo in due l inee orizzontali i. coefficienti degli 

sv i luppi d i (a + b)n - 1 e di (a -f 6) " : 

e r ammen t i amo che, (IL 3) 

si r iconosce che per avere il coefficiente ^ dello svi luppo di 

(a-)-&)*, bas ta agg iungere al coefficiente dello stesso pos to dello 

svi luppo di (a -|- b) " ~1 il coefficiente che lo precede immedia ta 

m e n t e in questo stesso sviluppo. Con questa osservazione si può 

cos t ru i re il quadro dei coefficienti dei successivi svi luppi d i (a + b) 

0 Triangolo di Tartaglia, con l ' avve r t enza che il p r imo e l ' u l t i m o 

coefficiente di ogni svi luppo sono egual i a l l 'uni tà . Abbiamo cos ì : 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 

I numer i dell ' n e s i m a r iga del quadro sono i coefficienti d i (a -|- b) ". 

§ 3 . M a s s i m o t e r m i n e d e l l o s v i l u p p o d i (P -|- <i) n . 

Nel calcolo delle probabi l i tà interessa de terminare i l t e r m i n e 

mass imo dello sviluppo di (p\-q)H, supponendo p e q raz ional i 

posi t ivi , t a l i che p -\-q--- 1. I n ques ta r icerca faremo l ' ipotes i che 
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•n sia abbastanza g r ande in guisa che n p > qa\ e suppor r emo inol t re 

i t e rmini dello sv i luppo ordinati secondo le potenze crescenti dì p. 

Indichiamo con ym il t e rmine in cui l ' e s p o n e n t e dijö è uguale ad 

ni, cioè poniamo : 

(5) y,„ —r-^—-r-. p >" q n • . 

Si t r a t t a in sostanza di de te rminare m in m o d o che //,„ sia 

massimo. Dalla p receden te , cambiando vi in m + 1, si ha il t e rmine 

successivo ìjm + i dello sv i luppo : 

Confrontiamo ym con ym-\-i'- a ta l fine cons ide re remo il quo
ziente V"' + 1

 c h e si o t t iene dividendo m e m b r o a m e m b r o la (fi) 
;'/»» ' v ' 

per la (5) : 

(6)' !L»-±. JLlJlL.JL 
ì/m ih -|- 1 q 

od anche 
?/ m -I-1 n p - ìli p 
Ijm ~~ M'j + q 

(7) 

D a questa, ponendo m==0, si t rae la quale, per l ' i

potesi fatta np>q, ci dice che yi>yQ, 
I n gene ra l e : 

quando m <np-q è yM < ym.vl-, 
in »P~<1 è Um Um \\ 
m>np-q è ym> ym-\-\', 

vale a dire è 

Ilm^ym -i-i secondo che m^np - q. 

In fatti sia m <n p - q. Po iché p -|- q ----- 1, possiamo sc r ivere : 

ni (p + q) <np - q, da cui success ivamente si t r a e : 

m p -\- m q<Cn p-q 

m q -\- q <.np - m p. 

(1) G. Castelimovo, Calcolo delle probabilità - Seconda edizione - N. Zani
chelli - Bologna - Voi. 1° pag. 66. ' 



CAPITOLO III. — 45 

Questa, in v i r t ù della (7), ci dice che 

Nello stesso modo si r ag ionerebbe negl i a l t r i due casi. 

Ciò posto, sia u. il più piccolo intero non inferiore a np-q. 

Allora gli indici 0, 1, 2 , . . . . , LI - 2, \x - 1, sono tu t t i minor i np-q, 

e p e r conseguenza 

Vo<Vi <Vz <•••• <W-i < W-'i 

m e n t r e i numer i p. + 1, u. + 2, , n, sono t u t t i maggior i di n p - q, 

per cui 
y \ i + \ > # u + 2 > . . . - > y n - 1 > ìin-

Brevemen te : i t e rmin i dello svi luppo di (p - j - q)n o rd ina t i 

secondo le po tenze ascendent i d i p, vanno crescendo da y 0 ad y ^ 

incluso) ; vanno invece decrescendo da yp+i ad y„ (y a + 1 in

cluso). P e r decidere quindi quale sia i l massimo dei t e rmin i y Q Ì ?/n 

ijo, .'/fi» ^ n + i ) 2 / M - 2 ] • • • • yni ci r imane da confrontare 

?/H con + Qui si p re sen tano due cas i : 

1° u. > n p - q. I n questo caso y^^yp + i e qu ind i y ^ è il 

massimo dei termini dello sviluppo. 

2° - q, ciò che si verifica quando np - q è in tero . Al

lora yp — yp + i, e la successione dei t e rmin i dello sv i luppo pre

sen ta due massimi fra di loro eguali. 

Se ora si osserva che per esserejp + g, = l , np~q + l = np+p, 

avremo nel p r i m o caso 

n p - q < U. < n p + p, 

e ne l secondo caso 

n p - q = u. < n p +p ; 

e quindi , se vogl iamo r iun i t i i due casi, 

(8) n p - q^è [x < n p +p, 

t enendo presente che nel caso dell ' eguaglianza, abbiamo due mas

s imi eguali 

y ji e Ì / , I + I , ove \i - F 1 - n p + P-

(1) Per m 0, si. ha 0 < n n - q, valida per ipotesi, e quindi y0 < y t 

corno si ti visto sopra. 
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Premesso ciò, p resen ta un part icolare in te resse il confronto 

del numero u. con n p. 

Suppongasi dappr ima n p intero : ta l i sono al lora n p - 1 e 

n p + e poiché ciascuno dei numer i p e q è m ino re de l l ' un i t à , 

possiamo scrivere 

n p - 1 < np-q <n p <np + p <n p •] • 1, 

la quale ci dice che l ' i n t e ro compreso t ra np-q e np -|-p è np, 

e quindi , per la (8), ohe ii n p. 

Se invece np, non è intero, esso sarà compreso fra due in te r i 

consecutivi li e h 1, così che li è il massimo intero contenuto in 

np, (li < np < li J

r 1). Da l confronto di np-q con li, r i sul terà ve

rificata una delle seguenti r e laz ion i : 

np - q <Ji; np-q h; np - q> li. 

Se «je - q < A, poiché A < «ji? < njt? j-jo, poss iamo scr ivere 

n JP - 2 < ^ < n i > 

la quale, confrontata con la (8), ci dice che u. == li, e, corrispon

dentemente , che si h a un solo massimo y %. 

Se np - q = h, poss iamo scrivere : 

np-q li < np -\- p, 

e affermare quindi , per la (8), che \i li np-q; noi qual caso 

abbiamo, come si è visto, due massimi e g u a l i : yh e yu-\ i-

I n fine, se np - q> h, da questa si deduce successivamente 

li -f- q <np, 7i + q -\-p <np + p, h -•)- 1 < n 2? hi?, men t r e 7« - |-1 > 

np> np - g. Abb iamo così 

il p - q<li : 1 < »/> p, 

la quale, confrontata con la (8), ci dice che u. li •{-1, in tero im

med ia t amen te super iore ad np; e sì h a in questo caso l ' un ico 

massimo yn+i-

I r i su l ta t i o t t enu t i si possono r iassumere come s e g u e : 

Designando con \x il valore di m cui corrisponde il massimo 

termine dello sviluppo: 

1° Se np è intero, si ha \i--^np; 
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2° Se np non è intero, ma è invece intero np-q (ed è quindi 

tale anche np + p), si hanno due valori di u-

ix = np - q, \i = np J

rp, 

ove np-q e np-\-p sono interi consecutivi^1'1 ; e, per conseguenza, 

la successione dei termini dello sviluppo presenta due massimi fra 

di loro eguali; 

3° Se np non è intero, e non è neppure intero np-q, allora 

per \.i abbiamo un unico valore (come nel 1° caso), valore definito 

dalle limitazioni 

np - q < u. < np +p. 

Si not i che «quando np non è intero, des ignando con h il 

mass imo in tero contenuto in np, il numero jx coincide con h o con 

ft-f-1, cioè con uno dei due in te r i p iù pross imi ad np*. 

Osservazione. Sempre ne l l ' i po tes i che np non sia in te ro , 

pongas i np -li — e, ossida h = np - e, essendo li i l mass imo in tero 

contenuto in np: il numero e è frazionario, minore de l l 'un i tà , e 

il numero p. (cui corr isponde il t e rmine massimo) è li oppure h + 1. 

Ora faremo vedere ohe se n è un numero abbastanza g rande , si 

può r i t e n e r e che i t e rmini yh e yu+i dello sviluppo sieno mol to 

appross imat ivamente eguali t r a loro, cosicché allora si p o t r à pren

dere pe r [X indifferentemente il valore h oppure il valore li - f - 1 , 

vale a dire uno dei due in t e r i fra i qual i <n p è compreso. 

Abbiamo infatt i dalla (6)' 

n-h p_ 

!/h ~h + 1 " 1 ' 

dalla quale, ponendo h = np-s,e t enendo presente che p + g — 1, si h a 

.'/ h +1 _ n q - f - 8 p 

od anche, agg iungendo e tog l iendo l ' u n i t à nel secondo membro , 

Vh+l ^ , E- g 

Vn ~ 1 inP + 1 - 6 ) " 

(1) C o m e r i s u l t a i m m e d i a t a m e n t e d a l l ' i p o t e s i p-\-q — \ . 
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D a questa r isul ta , che per n sufficientemente g r a n d e , il rappor to 

™ ~ differisce pochiss imo da l l ' un i tà , e p e r conseguenza che y u 

e yii-\-\ sono sens ib i lmente eguali . 

Dalle p recaden t i considerazioni poss iamo conc lude re : 

«jSe np è intero si ha n^=np; se np non è intero, u. coincide 

con h oppure con h ••-[- 1, essendo h e h + 1 i due interi consecutivi 

fra i quali è compreso np. Ma se in questo secondo caso n è ab

bastanza grande, dal punto di vista pratico si può assumere indif

ferentemente u. = h, oppure u. = h I - 1 ». 

§ 4 . P o t e n z a i n t e r a e p o s i t i v a d i u n p o l i n o m i o . 

Proponiamoci di de te rmina re lo sv i luppo di 

(tìtj -\-a2 + . . . . -I « „ , ) " . 

Abbiamo in tan to : 

(a l + ai + ... + a »,) " — (« l +a » + ,.. + um) ( « t + «ä + - • • -I «m) • • .(ftj 4- a » 4 •.,. 4- a ,„ ) 
n v o l t o . 

Possiamo r ipe tere u n rag ionamento pe r f e t t amen te analogo a 

quello seguito per de t e rmina re la po tenza nfMma di u n binomio. 

In ogni t e rmine dello sv i luppo compariscono n fattori, (dei quali 

alcuni o anche tu t t i possono coincidere), pres i fra i numer i a.,, 

«2, , a m . Abb iamo ev iden temente t a n t i t e rmin i dis t in t i quante 

sono le combinazioni con r ipe t iz ione della classe n di m e lementi , 

vale a d i re ( w + ^ - 1 ) t e rmin i dist int i , (II. 4). Consider iamo t r a 

questi un t e rmine generico, nel. quale suppon i amo che pl fa t tor i 

sieno egual i ad a1} p2 fat tori sieno egual i ad « a , , pm fat tori 

sieno egual i ad a,„; i n u m e r i pi} p2, , pm essendo intar i , po

sitivi, anche null i , ta l i però oke^1 +p2 + + Pm <**n- Ü t e rmine 

in parola, a^1 a^~'.... a^f, compari rà nello sv i luppo t an te vol te , 

quante sono le permutaz ion i eli n e lement i de i qual i pl coinci

dono con « j , p.2 con a z , . . . . , pm con a,„. Questo n u m e r o è, (II. 4), 

— i — r r' e s s o e il coefficiente del t e rmine sudde t to . Poss i amo 



pe r t an to conc ludere che il t e r m i n e generale dello sviluppo, col 

re la t ivo coefficiente, è 

a?1 apJ.... a p m 

m > 

PlI p«'....pm'- 1 2 m i. 

e qu ind i lo sviluppo r ichiesto è 

(«, + a 2 + .. .. + am)n =, jj——^, < ' a\ 
ove la sommator ia va estesa a t u t t i i t e rmin i corr ispondent i alle 

combinazioni con r ipet izione della classe n degli m e lement i a\, 

a2, ...., a m , e p,u p2, , p„, sono numer i inter i , posi t ivi o nulli , 

tali ohe r isul t i pi +p2 -]~ .... -\- pm ™ w-

L a formola precedente comprende come caso par t icolare quella 

del b inomio , e v iene ch iamata formola del polinomio od anche 

forinola di Leibniz. 

P e r o t tenere pra t icamente lo sviluppo, si costruiscono le com

binazioni con r ipet izione della classe n degli in termini a t ì a2, —, 

am del po l inomio: ad ogni combinazione corr isponde un te rmine 

dello sviluppo, il cui coefficiente si calcola nei modo sopra indi

cato. Un esempio chiarirà megl io la regola pratica. 

S i voglia lo sviluppo di (a + b - j - c ) 4 . Esso contiene t an t i t e rmin i 

qu an t e sono le combinazioni con r ipet iz ione della classe 4 dei t re 

n u m e r i a, b, c, vale a dire 

termini . L e 15 combinazioni in parola sono (IL 4) p rec i samente : 

a a a a, a a ab, a a a c, a abb, a ab c 

a a c c, a b b b, a~b b e, abac, acce 

b b b b, bòbe, b b c c, b c c c, ecce; 

e ognuna di esse fornisce un t e rmine dello sviluppo. P e r es. dalla 

combinazione b b e c proviene il t e r m i n e b2 c2, il cu i coefficiente è 

^ i^ f — 6 ; cosi che il t e rmine stesso col relat ivo coefficiente è 

6 b2 e 2 . P rocedendo analogamente pe r ogni al tra combinazione, si 

o t t i ene lo sv i luppo : • : 

(« + h + c ) 4 - a\+ 4 a3 b + 4 « 3 c + 6 a2 b2 + 12 a2 b c + 6 a2 c2 + 

+ 4 a fc3
 -I- 12 a b2 c + 12 a b c2 -\- 4 a c 3 + Z>4 + 4 bs c -\-

+ 6 6 2 c* + 4 6 c 3 + c 4 . ' 

Dell? Agitola - Matematiche Generali 4 
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CAPITOLO IV. 

Nozioni sui determinanti 

§ 1. D e t e r m i n a n t i d i s e c o n d o o r d i n e . 

Si consideri il s imbolo 

(1) 
b. 

"2 " 2 

ove ' « j , b t ì « 2 , fta sono n u m e r i reali , d i s t r ibu i t i in due righe e in 

due colonne. L a forma del simbolo giustifica la denominazione di 

matrice quadrata d i 2° ordine ad esso a t t r ibu i t a . L e r ighe della 

matr ice si contano da l l ' a l to in basso ; le colonne da s inis t ra a dè

stra. Gli e lement i at e b2 formano la prima diagonale della ma

t r i c e ; gli e lementi az e bi formano la seconda diagonale. L a p r ima 

diagonale si ch iama anche diagonale principale. 

I l s imbolo (1) non ha significato, i n quanto gli e lement i (nu

merici) che lo cost i tuiscono non sono lega t i da segni d i operazioni. 

«Noi conver remo d i a t t r ibu i re ad esso il significato s eguen t e : 

"2 ftÌ ; = «1 b 2 - a 2 

"2 "2 

vale a dire che esso sia la differenza d i due p r o d o t t i : il p r o d o t t o 

degli elementi della p r i m a diagonale , m e n o il p rodot to degl i ele

m e n t i della seconda d i agona le» . 

P e r es. a b b i a m o : 

3 x 4 - 2 x 1 = 1 2 - 2 = 1 0 ; 

= 5 x 3 - 4 x ( - l ) « 15 + 4 - 19 ; 

a 2 -h b 2 ; ecc. 
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I l simbolo (1), o il suo sviluppo a{ b2 - a2 blì si ch iama deter

minante di 2° ordine. 

L 'u t i l i t à p ra t i ca di queste forme simboliche si rende tos to mani

festa nel la risoluzione di un s is tema di due equazioni d i p r imo g r a d o 

(lineari) con due incognite , va le a d i re di un sistema della forma : 

(2) ^ a i x + b i y - c i 
{a2x + b2y = c 2 . 

Se si r isolve il sistema con uno dei soliti p roced imén t i d i 

el iminazione, si t rova la soluzione (unica): 

(3) 
&.) e, — b, e, 
aL b., — a2 hi ' ,J il, b.-, — 

ove si sappone ohe a d b 2 - a 2 b i sia diverso da zero, a l t r imen t i 

le espressioni d i x e d i y sa rebbero pr ive di significato. P e r rap

p re sen t a r e la soluzione (3) del s is tema (2) possiamo adoperare la 

forma simbolica (matrice quadra ta) in t rodo t t a sopra, in quanto che 

il n u m e r a t o r e e i l denominatore d i ciascuna frazione è la diffe

renza di due prodot t i , e prec isamente possiamo scrivere : 

x 

K 

ft2 

« 1 h 
a2 

y = 

ai C-i 

a2 
C 2 

a i 

a2 &2 

come si può verificare tosto in base al significato a t t r ibui to al 

simbolo (1). 

I l denomina tore comune di ques te espressioni è il de termi

n a n t e di 2° o rd ine formato coi coefficienti delle incogni te de l 

s is tema propos to , e si ch iama determinante del sistema. I l nume

r a t o r e della espressione di x si o t t iene dal denomina tore , sosti

t uendo agl i e lement i ai e a% della p r i m a colonna (coefficienti di ce) 

r i spe t t ivamente i te rmini n o t i cx e c 2 del sistema. I l numera to re 

del l 'espress ione y si o t t iene i n m o d o analogo dal denomina tore , 

sos t i tuendo agl i elementi b.y e b2 della seconda colonna (coefficienti 
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di y) r i spe t t ivamente i t e rmin i no t i ci e c a del sistema. Si perviene 

così alla seguente regola (di Cramer). 

«Dato il s is tema 

a.l x -\- bl y = e, 

a2 x - j - S 2 y = e 2 , 

ff» Ilo 
e supposto diverso da zero il de t e rminan te del s is tema 

il valore di ce del l ' unica soluzione del s is tema si o t t iene scrivono 

una frazione avente per denominatore il d e t e r m i n a n t e del s istema, 

e per numera to re il de te rminan te che si o t t iene dal denominatore , 

sost i tuendo agli e lement i della pr ima colonna i t e rmin i no t i del 

sistema. I l valore di y è una frazione aven te il medes imo deno

mina tore (de terminante de l sistema), e pe r n u m e r a t o r e il deter

minan te che si o t t iene dal denominatore , sos t i tuendo agl i e lementi 

della seconda colonna i t e rmin i noti, del s i s t ema» . 

Questa regola, quando il de t e rminan te del s is tema non è nullo, 

ci dà immedia tamente , sotto forma simbolica, V un ica soluzione del 

sistema. I l passaggio dal la forma s imbol ica alla" forma effettiva è 

immedia to , in v i r tù del significato a t t r ibu i to al s imbolo (1). 

Esempio 1° - Vogl ias i r isolvere il s i s t ema : 

2 x - y - == 1 

x V> y 11.. 

Appl icando la r ego l a -d i Cramer a b b i a m o : 

= 2 ; 

1 - 1 

11, 8 H -1- li 'H 

2 - 1 (ì + 1 7 

1 3 

2 1 

1 11 22 - 1 21 

2 - 1 (i -|- 1 ~ 7 

1 3 

L a soluzione r ich ies ta è x = 2, y -=3. 
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Esempio 2° - Sia da r isolvere il s i s tema: 

j (a + Ì) x — (a — h) y 4 a b 

( (a - b) x - J (a + b) y = 2 (a2 - ft2). 

I l de te rminan te del s is tema è 

D 
a + b - (a - b) 

a - b a-V-b 
(a + b)2 4- (a - 6) 2 - 2 ( « 2 + ö 2 ) . 

I l n u m e r a t o r e del l 'espressione di a; è 

4 ab - (a -

2 (a2 -bz) a + 6 
= 4 « & («. 4- b) 4- 2 (ti. - 6) ( > 2 - b2), 

ovvero 

' Z>, = 2 (a + b) [2 « & + (a - 6) 2]' =-- 2 (a2 + b2) (a + b) ; 

e quindi , per la regola precedente , 

Ana logamen te si o t t iene 

y = a — b, 

e la soluzione cercata è x = o. ] i , // = u — b. 

Osservazione. Quando il de te rminan te del s is tema è nul lo , 

si po t rebbe facilmente r iconoscerò clie : o le due equazioni si r idu

cono ad u n a sola (sistema indeterminato) oppure esse sono incom

pat ibi l i (sistema i m p o s s i b i l e ) L a regola di Cramer non è piti 

appl icabi le , pe rchè nel 1° caso le espressioni di x e y acquis tano 

(1) Supponiamo che il determinante del sistema, a J b2 - « . &j , sia nullo, 
ossia che aibi — a..,bL. Allora, moltiplicando la prima equazione per b« e la 
seconda per bit si ottiene il sistema equivalente 

J « t bs x -\-bib3y = bi ct 

( a* b, x -\- by b, i/ = bL eÄ; 
ovvero, posto aL ?;2 = a ä ö t = a, 6 4 bt — ß, b.2 c{ = 7, frj <% — y', 

j a x 4- ß y—y 
( a x 4- ß ? / = 7 ' . 

Se y=y't le due equazioni si riducono ad una sola, e ai hanno quindi infi
nite soluzioni. Se invece y^ty', le due equazioni sono incompatibili, e il 
sistema è privo di soluzioni. 
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(4) a2 

« 8 * 3 

nella quale i 9 n u m e r i che la compongono sono dis t r ibui t i in. tre 

r ighe ecl a l t r e t t an te colonne. Alle r ighe , cons idera te da l l ' a l to in 

basso, a t t r ibu i remo r i spe t t ivamen te gl i ind ic i 1, 2, 8 ; e analoga

men te per le colonne cons idera te da s in is t ra a des t ra . Gli e lement i 

a.L, b2, c,j formano la prima diagonale o diagonale principale della 

matr ice , e si ch iamano elementi principali. 

Ad ogni e lemento della mat r ice cor r i sponde un doppio i n d i c e : 

l ' ind ice della r iga e l ' i nd ice della colonua cui l ' e l emen to appar

t iene. Cosi agli e lementi a 1 ( bi,cl della p r ima r i g a corr ispondono 

r i spe t t ivamente le coppie di indici 11 , 12, 13. 

la forma , e nel 2° assumono la forma ^ - , e n t r a m b e pr ive di 

significato. Ta lora si suol dire che il s imbolo -jj- è indice di inde

terminazione, e che il simbolo è indice di. impossibi l i tà . Con 

ciò si vuol significare che quando la r isoluzione di u n problema 

a due incogni te d ipende da quella di un s is tema di p r imo g r a d o 

a de terminante nullo, il p roblema stesso o è inde te rmina to , op

pure è impossibile. 

L a regola di Cramer si es tende ad u n s is tema di 3 equazioni 

di pr imo grado con a l t r e t t an te incognite, va le a d i re ad un sistema 

della fórma: 

/ a ì x -\- b i y --|- c j z — d, 

< a a x -1- b 2 y -|- c 2 z — d 

( a., x + b., y + c., z = d., : 

ma per fare ciò, dovremo p reme t t e r e a lcune nozioni sui determi

nanti di 3° o rd ine . 

§ 2 . D e t e r m i n a n t i d i t e r z o o r d i n e . 

Si consideri la matrice quadrata: 



CAPITOLO IV. — § 2 

Ciò posto , si consideri u n e lemento qualunque del la mat r i ce , 

e immagin iamo di soppr imere la r i g a e la colonna che s ' incon

t r ano in questo elemento : si o t t iene così un de terminante di 2° or

dine. Questo de te rminante si ch iama minore complementare del

l ' e l e m e n t o considerato. Così ad esempio i minori complementar i 

degli elementi a±, a2, as della p r ima colonna, sono r i spe t t ivamente : 

&2 C 2 &1 &1 

» 8 C 3 c 8 I » 2 C2 

Abbiamo vis to che ad ogni elemento corr isponde una coppia 

di i n d i c i : se la somma di quest i indici è pari , diremo che Vele

mento è di classe pari; se è dispari , diremo invece che l 'elemento 

è di classe dispari. 

Se consideriamo gl i e lement i di una linea (riga o colonna) 

della matr ice , le classi di quest i e lement i si a l te rnano, e sono 

p u r e a l ternate le classi degl i e lement i che, a pa r t i r e da u n certo 

e lemento , s ' incont rano via v ia p rocedendo nella mat r ice da u n 

elemento al successivo or izzonta lmente o ver t ica lmente . Segue da 

ciò che, no ta la classe di u n elemento di una linea, si conoscono 

p u r e le classi de i r imanenti . 

Chiameremo complemento algebrico di un elemento, il minore 

complementare d i esso preso col segno -f- se la classe de l l ' e le 

men to è pari , col segno —, se ques ta classe è dispari . I n a l t r i 

t e r m i n i : il complemento algebrico di u n elemento di classe p a r i 

coincide col minore complementare dell ' elemento stesso ; il com

plemento algebrico di u n e lemento di classe dispari , è eguale al 

minore complementare cambiato di segno. E poiché le classi degl i 

e lement i di una l inea sono a l te rna te , possiamo dire che i comple

menti algebrici degli elementi di una linea, sono rispettivamente 

eguali ai minori complementari presi con segni alternati; e bas te rà 

qu ind i conoscere il segno del p r imo di questi minori , pe r cono

scere quello di t u t t i g l i a l t r i . 
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Premesso t u t t o ciò, è facile cons ta ta re che la somma dei pro

do t t i degli e lement i di una linea della ma t r i ce (4) per i r i spet t iv i 

complementi algebrici , non varia da una linea ad un'altra; essa 

è un polinomio di sei t e rmin i . E quindi na tu r a l e di considerare 

la matr ice come r app re sen t an t e del po l inomio in parola, che prende 

il nome di determinante di terzo ordine; e con la stessa denomi

nazione viene designata sovente anche la ma t r i ce quadra ta . 

Abbiamo così : 

« una matrice quadrata di 8° ordine sta a rappresentare un 

polinomio dì sei termini (determinante di 8° ordine), il quale si ot

tiene moltiplicando gli elementi di una linea, scelta arbitrariamente 

nella matrice, pei rispettivi complementi algebrici, e facendo la somma, 

dei prodotti ottenuti». 

Il polinomio in parola si chiama sviluppo della matrice o del 

determinante secondo gli elementi di codesta linea. 

Si ot t iene praticamente questo svi luppo «moltiplicando gli ele

menti di una linea della matrice per i rispettivi minori complemen

tari; assumendo ciascun prodotto col segno j - o col segno — , secondo 

die V elemento di codesta linea die comparisce come fattore nel pro

dotto, è di classe pari o di classe dispari; e sommando poi i pro

dotti ottenuti». 

E poiché, come si è osservato, i segni sono a l te rna t i , una 

volta fissato il segno del p r imo prodot to , r imangono de te rmina t i 

i segni degli a l t r i due. 

Possiamo svi luppare u n de te rminan te (matrice) secondo gli ele

ment i di una l inea in sei m o d i diversi, quanto sono lo l inee (righe 

e colonne). Svi luppiamo ad es. il d e t e r m i n a n t e (4) secondo gli 

e lementi della p r i m a r i g a ; si o t t i ene : 

b, 
lì., r.» 

b, a.ä 

a„ 

w i 

e , 

a., e, a., b,, 

= ai (68 c a - &., ca) - &.j (« 2 e., - o a c„) - f e, (aä - a.t bä) 

— aì bs c 3 - «j 6 8 c 2 - «2&j c 3 - f aa \ c 2 - V aä ba cx - a.t \ et. 
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Esempio 1° - Si vogl ia sv i luppare il detenu inante 

1 2 3 

D = 4 5 6 
Fi 

2 3 
- 1 • 

2 3 

5 4 5 6 

1 5 4 

secondo gli elementi della p r ima colonna; si h a : 

5 6 

5 4 

„ = 20 - 30 - 4 • (8 - 15) - (12 - 15) 

„ = . - 1 0 + 28 + 3 = 21 . 

Esempio 2° - Sviluppando il de te rminante 

x y 1 

I) 

CO 9 

.Vi 1 

secondo gii elementi della p r ima riga, si o t t iene: 

D — x 
Ili 1 xv 1 

-L 1 . 
3 5 1 hi 

2/2 1 _ y . x2 1 j -L * x2 ÌJi 

» = ® {ìli - ÌJ2) - y (••»! - xal H- « 1 '2/a - FFL2 2/i ' 

Se invece si sviluppa secondo gli elementi della seconda co

lonna , si ha 

,xi 1 X 1 X 1 
D = -y 

« 2 1 X, 1 - ,i/s 1 

„ = - y (xl - x2) + yv (x - x2) - yä (x - xj 

„ = y (x2 - as,) + yx (x - x2) + y2 (x.{ - x). 

Esempio 3° - Svi luppiamo il de terminante di Vandermonde : 

1 a a s 

D = 1 ft 6 s 

1 c c 2 

secondo gli e lementi della p r ima r iga ; o t teniamo: 

•6 6 2 1 Ö 2 

+ a 2 

1 b 
D = 

c c 2 
- a 

1 c 2 
+ a 2 

1 c 

„ = b c 2 - ft2 c - a (c 2 - Ö2) + a 2 (c - 6) 

„ = b c (c - &) - a (c - b) (e + 6) + a2 (e - ft) 
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D = (c-b) [bc-a (c + b) + a3] 

,, = (c - ft) (h c - a c - a b + «s) 

„ = (c - 6) (ft - a) (c - a). 

I l de t e rminan te I) è il p rodot to delle t r e differenze b - a, c - a, 

c - b, che si o t tengono dagl i e lementi a, b, c, so t t raendo da ciascuno 

di essi, a par t i re dal secondo, gli e lement i che lo precedono. 

L ' u t i l i t à dei simboli (matrici quadra te ) si r ende manifesta 

specialmente per il fat to ohe si può opera re sul simbolo anziché 

sullo sviluppo, come r i su l ta dalle seguent i p ropr ie tà . 

§ 3 . P r o p r i e t à d e i d e t e r m i n a n t i d i t e r z o o r d i n e * 

1) « II valore di un determinante non cambia se vengono scam

biate le righe con le colonne ». 

L e v e s i p r o v a r e che 

ai h c i a2 a 3 

= K h ft:i 

«a h c 2 C : Ì 

Basta a ta l uopo svi luppare il de te rminan te a s inis t ra secondo 

gli elementi del la p r ima r iga , e quello a des t ra secondo gli ele

m e n t i della p r ima co lonna : si ot t iene l ' i den t i co r i su l ta to , 

L ' i m p o r t a n z a di ques ta p ropr ie tà è manifesta , quando si con

sideri che una volta stabilita una certa proprietà per le righe, la 

proprietà stessa è valida anche per le colonne. 

2) «Se gli elementi di una linea sono nulli, il determinante è 

uguale a zero ». 

Sia il de t e rminan te 

0 0 0 

ax b{ c : l 

a3 ftg C 2 ! 

nel quale gl i e lament i della pr ima r iga sono nul l i . L o svi luppo 

del de t e rminan te secondo gli elementi della p r i m a r iga è la somma 

di t r e prodot t i , ciascuno dei quali è ugnale a zero. 
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3) «Se gli elementi dì una linea contengono un fattore comune, 

questo si può raccogliere». 

Sia il de te rminan te 

m a. 

a» 

m b. m c. 

e, 

nel quale gli e lement i della p r ima r iga contengono il fat tor co

m u n e m. Dico che 

m aì m bt 
a i c, 

a2 
C 2 = m a2 

6 s c 2 
a'ì h C 3 as &8 C 3 

Difat t i bas te rà svi luppare i de te rminan t i a s inis t ra e a destra, 

ciascuno secondo gli e lement i della pr ima riga, per consta tare to

sto l ' i d e n t i t à de i due membr i . 

A d es., nel de te rminante 

D = 

6 

2 

7 

gli e lement i del la pr ima r iga contengono il fattor comune 2, che 

possiamo raccogl ie re ; si o t t i ene : 

2 3 4 

D = 2 x 1 2 3 

5 7 9 

Così ancora, se nel de t e rminan te 

Z>2 

si raccogl ie a dal la pr ima r iga , b dal la seconda, e c dal la terza , 

si o t t i e n e : 

D = abc 
a 

b 

c 

a" 

Ö2 
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I l de te rminante a des t ra è, come si è visto sopra (Es. 3°) il pro

dot to delle t re differenze b - a, c - b, c - a, pe r cui si ha in definitiva 

D = abc {b - a) (c - a) (c - b). 

Se m — ~ 1, abbiamo come oaso par t ico lare del t eorema 3) : 

« 1 -b, - c 4 

« 2 K C 2 = — «ss Ò 2 C 2 

«a h a,, 

la quale ci dice c h e : cambiando segno agli elementi di una lima, 

il determinante cambia di segno. 

I n base a questa ed alla p rop r i e t à 1), si ha ad esempio : 

0 a 6 0 - a - 6 0 a b 

D = - a 0 c = — a 0 - c — — - a 0 c 

-b - c 0 b e 0 - b - c 0 

ossia D = -D; qu ind i 2 Z> = 0, I) = 0. 

4) « Se due linee parallele sono eguali, il determinante è zero ». 

Sia il de t e rminan te 

ai bL c{ 

a-i ^2 C 2 

^ 2 ^ 2 Co j 

ne l quale la seconda e la terza r iga sono fra di loro eguali . Si 

vede immedia tamente , che i minori complementa r i degli e lement i 

della p r ima r iga sono nul l i , e quindi che lo svi luppo del deter

m i n a n t e secondo gli e lement i d i questa r i g a è ugua le a zero. 

P e r esempio, l ' equaz ione nelle dna incogn i t e x e // : 

x il 1 

ìli 

03 2 Vi 

è soddisfatta quando si ponga x = x { ì ;y = ,'/ J, perchè allora la 

p r ima r iga del de t e rminan te diviene egua le alla seconda, e quindi , 

in v i r t ù della p rop r i e t à p recedente , il d e t e r m i n a n t e sì annulla. 

Ana logamente si v e d e che as = cc g, y = yä, è u n ' a l t r a soluzione 

dell ' equazione stessa. 
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Si consideri ancora l ' equaz ione di secondo grado 

x 

a 

x4 

= 0, 

nel la quale si suppone a^b.'Si vede tosto, col sussidio del teo

r ema precedente , che le due radici sono a e b senza che ci sia 

bisogno di svi luppare il de te rminante , ed applicare a l l ' equaz ione 

o t t e n u t a la nota formola di r isoluzione. 

5) «Se gli elementi di due linee parallele sono proporzionali, 

il determinante è zero-». 

Sia i l de te rminante 

D = m a. 

a., 

m bt 

o. 

nel quale gli elementi della p r ima e della seconda r iga sono pro

porz ional i ; dico che il de t e rminan te è zero. Difatt i raccogl iendo 

dal la seconda r i g a il fa t tore w, si ha : 

D = m 

a., '2 "2 C 2 

ove il de te rminan te a destra, avendo due r ighe eguali, è ugua le 

a zero , e per conseguenza D = 0. 

P e r esempio, si h a 

1 2 3 

3 6 • 9 

- 1 5 4 

= 0, 

perchè la seconda r iga si o t t iene molt ipl icando la p r ima pe r 3 . 

6) «Se gli elementi di una linea sono nulli eccettuato l'elemento 

principale, il determinante è uguale a questo elemento moltiplicato 

per il suo minore complementare ». . 
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Sia ad esempio il de te rminan te 

D = 0 0 

in cui g l i e lement i della seconda r iga sono nul l i ecce t tua to l 'e le

men to pr incipale b%. Sv i luppando il d e t e r m i n a n t e secondo gli ele

m e n t i della seconda r iga , ed osservando che il solo e lemento non 

nullo è 7>2, e che .questo e lemento è di Glasse par i , abb i amo : 

a. cH i 
a3 

7) «Se gli elementi che si trovano da una stessa parte della 

diagonale principale sono nulli, il determinante è uguale al pro

dotto degli elementi principali », 

Si abbia il de t e rminan te 

D = 

0 

b. 

nel quale gli e lement i a des t ra della d iagonale pr inc ipa le sono 

nul l i . Se si svi luppa il de te rminante secondo g l i e lement i della 

p r ima r iga, si h a pe r la p ropr ie tà p r e c e d e n t e : 

D — a. 
|7;2 0 

8) «Se in un determinante si scambiano due linee parallele, 

il determinante cambia di segno». 

Si deve p rovare ad esempio ohe : 

cv a2 h C 2 

«s &2 C 2 — _ 
« i 

Cl 
« 8 » 8 h 

ove il de te rminan te a des t ra si ot t iene da quello di s inistra scam

biando la p r ima con la seconda r iga. P e r verificare l ' eguag l ianza 

precedente , b a s t a sv i luppare ciascuno dei de te rminan t i secondo 

gli elementi del la te rza r iga . 
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Eserc iz i . - 1) Senza svi luppare i l de te rminante , verificare la 

seguente eguagl ianza: 

a 1 d " 

b d d»-!" 1 = 0 . 

2) Usufruendo di p ropr ie tà precedent i sviluppare i de te rminan t i : 

1 « 2 fl4 a as rt5 a 2 l a « i 8 « A 
i b2 6 b3 

& 2 1 b « 2 Ò 2 

1 c 2 c 4 

! c e3 c 5 c 2 1 c ì « 3

3 a 3 ò 3 

3) Riso lvere le seguent i equazioni : 

3 5 as a 0 a? 

2 7 - 1 - 0 ; & 

6 10 4 C C C 

= 0, 

senzia svi luppare i de te rminant i . 

Nel la p ra t i ca del calcolo quando si vuole svi luppare u n de

t e rminan t e secondo gli e lement i di una linea, si fa uso, come si 

e v is to , de i m i n o r i ' c o m p l e m e n t a r i d i codesti elementi . Dal punto 

di v i s t a teorico, pe r comodi tà di notazione, g iova far compar i re 

nel lo svi luppo i complement i a lgebr ic i degli e lementi , che vengono 

ind ica t i con una notazione abbreviata. 

Sia il de te rminante 

at &j Cj 

a2 b2 c 2 : 

a 3 ò 3 c 3 

converremo di indicare con Ai i l complemento algebrico di ai ; 

con Bi i l complemento a lgebr ico di ; e con Ci i l complemento 

algebrico di e*, (i — 1, 2, 3). ' 

Con questa notazione possiamo rappresen ta re lo svi luppo del 

de t e rminan te D in sei modi differenti, quante sono le l inee di 

esso, e precisamente : 

a , Ai+bì B1 + cl Cj 

D = \aaAz + b2 B2 + c 2 Gz (Svi luppi secondo le r ighe) 

. o 3 i 3 + &8 J 3 s + e 8 0 8 



( a\ A{ ~'ra2 A2 +aa A.A 

£>— b{ Bl-\-b2 B2+b;iBa (Sviluppi secondo le colonne). 

(e. C G2\-c,c", 

Se noi consider iamo i due de te rminan t i 

« 1 a |ì Y 

1) = a2 b2 es 
a , b3 c , 

« 8 b.{ c.. fi., bn e., 

i quali non differiscono che per gli e lement i del la p r i m a riga, è 

chiaro ohe i complement i algebrici degli e lement i « 4 ) blt cl nel 

de te rminante D , coincidono r i spe t t i vamen te con i complementi al

gebr ic i degli e lement i a, ß, y in /,.; ta lohè des ignando con A{ì 

BL, Gt i complement i a lgebr ic i degli e lement i a n b i t cl in I), 

lo sviluppo di può scriversi come s e g u e : 

/:, = aAt J {IB^-y G r 

Ciò inteso, d imos t re remo che : 

9) «La nomina dei prodotti degli elementi dì una linea per i 

complementi algebrici degli elementi corrispondenti di una parallela, 

è uguale a zero ». 

Sia il de t e rminan te 

D. 

dico che ad esempio : 

«„ A ; 

a., ft. 

ft, B, ,-<!.. (7, = 0 , 

vale a dire che è zero la somma dei p r o d o t t i degl i e lement i della 

seconda r i g a per i complement i algebrici dei cor r i sponden t i ele

ment i della p r ima . Si consider i a ta l uopo il de t e rminan te I)', che 

si ot t iene dal de t e rminan te D sos t i tuendo al posto della p r i m a 

r iga , una r iga iden t i ca alla seconda* il d e t e r m i n a n t e così o t t enu to 

è zero, perchè h a due r i ghe eguali . Si h a p r e c i s a m e n t e : 
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Z>' = C 2 

Cu 

= 0. 

D ' a l t r a p a r t e il de te rminan te D' non differisce da D che pe r 

gli e l emen t i , de l l a p r ima r i g a ; così che se noi svi luppiamo D' se

condo gli e lement i di ques ta r iga, tenendo presente un 'osse rva 

zione fa t ta poc ' anzi, si ha 

• a, At + bs Bì-\-et 6^ = 0. 

§ 4 . S o m m a di d e t e r m i n a n t i . 

Consider iamo i t re d e t e r m i n a n t i : 

bl + b\ c i + c \ c i 
D = « 2 h - C2 ; z r = « 2 h H « 2 &2 

a3 h C 3 « 3 h C 3 6 8 H 

Ess i non differiscono che per gl i e lement i della p r i m a r iga, 

ed anz i la pr ima riga del d e t e r m i n a n t e D è la s o m m a delle r i ghe 

omonime in D' e D". I nd i ch i amo con A i t Bt, 0{ r i spe t t i vamen te 

i complement i algebrici degli e lement i della p r ima r i g a in ciascuno 

dei t r e de t e rminan t i : se si svi luppa il de te rminan te D, si o t t iene 

successivamente : 

D = (ai + a\)A1 + (b1 + b'i)Bi + (ci + c'i)Gl 

„ = (a, Ai + b\ B, + c.x Gì) + « A{ + b\ Bt + c'\ Ct) 

„=D' + D". 

Poss iamo per tan to conc ludere : 

Quando in un determinante gli elementi di una linea sono bi

nomi, il determinante stesso è la somma di due determinanti, che si 

ottengono dal dato rispettivamente conservando i primi termini ed i 

secondi termini dei binomi. 

D a questa propr ie tà si deduce u n a ' n o t e v o l e conseguenza : 

Il valore di un determinante non cambia, se ad una linea si 

aggiunge una linea parallela moltiplicata per un fattore arbitrano. 

Dell' Agnolo, - Matematiche Generali 5 
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In forinole si lia ad esempio : 

aì 
c i ß t -f- m a2 - m ö 2 c d -|- m c 2 

h C2 — a2 

« 8 h aa 

ove il de te rminan te del secondo membro si o t t i ene d a quello a 

sinistra, agg iungendo alla p r i m a r iga la seconda mol t ip l ica ta per 

m, essendo m un n u m e r o arb i t ra r io . Difat t i , i nd icando con D i l 

de te rminan te pr imo m e m b r o e con D' i l de t e rminan te secondo 

membro , si h a pe r l a p receden te p r o p r i e t à : 

«1 m a s m &„ m c 2 

D' = a a cs + a2 h 
aa h "a ct;ì 

I l p r imo de te rminan te a des t ra è D, ed il secondo è zero per 

avere la p r i m a r i g a e la seconda p roporz iona l i ; abbiamo dunque 

D' = D. 

I n par t icolare , se si p r e n d e m = 1, s i ha : 

II valore di un determinatile non cambia se ad una linea si 

aggiunge una parallela. 

Se invece si assume m = - 1, abb iamo : 

. Il valore di un determinante non cambia se da una linea si 

toglie una parallela. 

I l lus t re remo queste p rop r i e t à con qualche esempio che ne m e t t a 

meglio, in luce l ' u t i l i t à pra t ica . 

Esempio 1." - Senza r icor rere al la r ego la pe r sv i luppare u n 

de te rminan te secondo g l i e lement i d i u n a linea, poss iamo o t tenere 

lo svi luppo del de t e rminan te d i Vandemonde , 

a 

6 

c 

a' 
b2 

col sussidio della p receden te propr ie tà . 
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Alla seconda colonna agg iung iamo la p r ima mol t ip l ica ta p e r 

- a, e alla terza aggiungiamo la seconda pure mol t ip l ica ta p e r - a ; 

si o t t i e n e : 

1 0 0 

1 b-a bz - ab D 

ac 

I n questo de te rminante gli e lement i della pr ima r iga sono 

egual i a zero eccet tuato l ' e l emen to principale, che è ugua le al

l ' u n i t à ; il de te rminan te è ugua le a questo elemento molt ipl icato 

per il suo minore complementa re : 

D 
\b - a b2 - ab b-a b (b.- a) 

I c - a c\1 - ab c - a c (e - a) . 

Neil ' u l t imo de te rminante si può raccogliere b-a dalla p r i m a 

riga e c - a dalla seconda ; si o t t i ene : 

1 b 
Dr=(b-a) ( c - a ) 

o, i n fine, 

D = (6 - a) (c - a) (c - b). 

Esempio 2.° - Si consideri il de te rminante (circolante) 

D = 

b 

c 

a 

senza r icorrere a l solito svi luppo, si può met te re in ev idenza i l 

fa t tore a + b + c. E a s t a all ' uopo agg iunge re alla p r ima , la seconda 

e la te rza colonna, e raccogl iere dalla p r ima colonna del nuovo 

de t e rminan te il fa t tore comune a + b + c; si ot t iene success ivamente : 

b 

, D = (a + b + c) ' D = 

a+b+c b c 

b+c+a c a 

c + a+b a b 

e i n fine, 

D = (a + b + c) (a b + ac + bc-

c 

a 
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Esempio 3.° - Dimost rare , senza fare svi luppi , clie 

a 2 a ß ß 2 

ö = 2 a a + ß 2 ß = ( a - ß ) 3 . 

I l l 

So t t raendo dalla p r i m a colonna la seconda, e dalla seconda 

colonna la terza, si h a 

a 2 - a ß a ß - ß 2 ß 2 

D= a - ß a - ß 2 ß 

0 0 1 

a 2 - a ß a ß - ß 2 | 

a - ß a - ß 

a ( a - ß ) ß ( a - ß ) 

a - ß a - ß 

a ß 
= ( a - ß ) 2 1 

1 1 
= ( a - ß ) 3 . 

Esempio 4.° - Ta lora è oppor tuno t ras formare u n de t e rminan te 

di secondo ordine in un de t e rminan te di te rzo ordine, come DEL

L'esempio s e g u e n t e : 

I l de te rminan te 

« a - * » y%-y 
D = 

si può scr ivere, [§ 3, 6)], 

D 

d o 
voi-vo y'i-y 

«»-«> y^-y 

Se alla seconda colonna si agg iunge la p r i m a mol t ip l i ca ta pe r m, 

e alla terza colonna si a g g i u n g e la p r i m a mol t ip l ica ta p e r y, s i ha : 

1 x y 

1 ttt yt 

1 x% y2 

od anche, scambiando la p r i m a colonna con la seconda, poi la 

p r ima colonna, d ivenu ta seconda, con la te rza , 

x y 1 

m i Vi 1 

D = 

D 
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§ 5 . R e g o l a d i C r a m e r p e r l a r i s o l u z i o n e d i u n s i s t e m a 
d i t r e e q u a z i o n i l i n e a r i n o n o m o g e n e e e o n a l t r e t t a n t e 
i n c o g n i t e . 

Ora siamo in grado di es tendere la regola di Cramer ad TIN 

s is tema della fo rma: 

)aisc + bzy + c23 = d2 

[a.ìx + b.Ay-\-c.Az = d,ì) 

le quan te volte il de te rminante 

e . 

formato coi coefficienti delle incogni te (determinante del sistema) 

sia diverso da zero. 

P o n g a s i 

CU J h CD *i c i « I dt 

d2 &2 C 2 ; A , - « 2 d2 
C 2 ; A = d2 

d3 & 3 

C 3 as d3 
C 3 a3 ds 

cioè ind ich iamo con Dn D2Ì DSìi de te rminan t i che si o t tengono 

dal de t e rminan te D sost i tuendo r i spe t t ivamente agl i e lement i della 

pr ima, seconda, terza colonna, i t e rmin i no t i del s is tema. 

Des ignando sempre con Ai} A%, A3 i complementi algebrici 

degl i e lement i ne l de te rminan te D, se noi mol t ip l ichiamo 

la p r i m a equazione del s is tema per Atì la seconda pe r A21 la te rza 

per A3, e sommiamo, si o t t i e n e : 

(a± Ai + «a A2 + as A3) x + (b± At + b2A2 + b3A3) y + (cd Ai + 

+ c2 A2 + c3A3) z = a. A., 4- d2 A2 + ds A3. 

Ora noi sappiamo che, (§ 3), 

aiAi+a2A2 + a3A3 = D 

biAì + b2A„ + baA3 = 0 

c,Ai+ c , ^ a + c 3 4 a = 0 

diA1 + d2A2 + d3A.A = Di; 
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per cui la p receden te d iv i ene : 

Dx = Dl, 

e da questa, essendo si deduce 

Ana logamente si h a : 

d2 h C 2 

A 
cln & » CS 

I) _ 

ai 
C i 

a2 &2 C 2 

a., c 3 

ha 

«i C I 

a 2 
d a C 2 

a. 
< * 8 

C 3 

D ai 
C l 

"'i C 2 

a3 . C » 

a\ »i 
« 2 &2 d2 

D, «., di 
I) ~~~ 

«i <-'i 
rt3 

C 2 

e la regola di Cramer r imane così es tesa al p ropos to sistema. 

Ad esempio, appl ichiamo la regola p r eceden t e al s is tema: 

( 2 co + 8 y + 4 s = 53 

ì 3 x • I • 5 y - 4 2 = 2 

[Ax + 7 y - - 2 a = 3 1 . 

Abbiamo in questo caso : 

2 8 4 2 3 2 5 8 0 

D = 3 5 - 4 = 2 . 3 5 - 2 = 2- 3 5 - 2 

4 7 - 2 4 7 - 1 4 7 - 1 

5 - 2 
Q 

8 - 2 

7 - 1 
- O 

4 - 1 
=10. 
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Ana logamente si calcolano Dlt Dz, Ds; e si t r o v a : 

53 3 4 2 53 4 2 3 53 

2 5 - 4 = 3 0 ; D 2 = 3 2 - 4 = 5 0 ; Z ) 3 = 3 5 2 

31 7 - 2 4 31 - 2 4 7 31 

L a soluzione cercata è q u i n d i : 

ou O du E au o * = ü r = 3 ; y = i ò - = 5 ; 2 = ^ = 8 . 

§ 6 . C e n n o s u i d e t e r m i n a n t i d i q u a r t o o r d i n e . 

I l simbolo 

C 2 

a j C S d 3 

a 4 &4 C 4 di 

formato con 4 2 = 16 numer i dispost i in quat t ro r ighe e a l t re t t an te 

colonne, si chiama matrice quadrata del quarto ordine. 

Si stabilisce, come pe r le mat r ic i quadra te di 3° ordine, il 

concet to di minore complementare di un elemento della mat r ice , 

po i il concetto di classe e di complemento algebrico di u n elemento. 

E si po t rebbe verificare che la somma dei prodotti degli elementi 

di una linea per i rispettivi complementi algebrici, non varia da 

linea a linea (riga o colonna). Questa somma è, in generale , u n 

u n polinomio d i 24 termini , e si chiama determinante di 4° ordine. 

L a mat r ice quadra t a di 4° ord ine è dunque un simbolo col quale 

si rappresenta molto concisamente u n de terminante di 4° ordine. 

Il passaggio dalla matrice (forma simbolica) al determinante (forma 

effettiva) si' ottiene sviluppando, nel modo indicato, la matrice 

stessa secondo gli elementi di una linea. I l più delle volte si de

s igna col nome di de te rminante t an to lo sviluppo quanto il sim

bolo (matrice). 

Tutte le proprietà stabilite precedentemente per ì determinanti 

di 3" ordine, valgono, come è facile riconoscere, anche per i deter

minanti del 4P ordine. In particolare: 
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« La somma dei prodotti degli elementi di una linea per i com

plementi algebrici degli elementi corrispondenti di una linea paral

lela, è uguale a zero ». 

Dopo di che si comprende come a n c h e la regola dì Cramer 

sia suscett ibile d i u n ' u l t e r i o r e estensione, e p rec i samente come 

essa sia val ida pe r u n sistema della fo rma : 

at a; +• b1 y -f- c± z + d^u — et 

a2x + b2y + c2z -f- d2u — eä 

a,, x + ò a y • [ - c ; j z -|- dz u = e., 

a4a5 + 6 4 y + c 4 2 + di u = e.j, 

le quante volte il de t e rminan te del s i s t ema : 

« I 

d2 

« a di 

« 4 ' S 4 c 4 d.t 

r isul t i diverso da zero. 

Esempio. - L o svi luppo di un d e t e r m i n a n t e di 4° ord ine è, 

in generale , p iu t tos to lungo e laborioso. Così ad es. se si svi luppa 

il de te rminante . 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15 16 

secondo gli e lement i della p r ima r iga , si t r o v a : 

6 7 8 5 7 8 6 6 8 5 6 7 

D = l • 10 11 12 - 2 • 9 11. 12 + 3 . 9 10 12 - 4 . 9 10 11 

14 15 16 13 15 16 18 14 16 13 14 15 

e, p roseguendo i calcoli, si h a in definitiva D = 0. Ma possiamo evi

tare tu t t i ques t i calcoli, prof i t tando di no te propr ie tà . S i so t t r agga 

dalla seconda r iga la pr ima, e dalla t e rza r i g a la seconda; si o t t i ene : 
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D = 

1 

4 

4 

13 

2 

4 

4 

14 

3 

4 

4 

15 

4 
4 
4 
16 

e ques to de te rminan te è zero pe r avere due r ighe eguali . 

Abbiamo fermato la nos t ra a t tenz ione sui de te rminan t i di 2° 

3° e 4° ord ine , perchè sono quelli p iù f requentemente in uso nel la 

pra t ica del calcolo. 

Esercizio 1.° - Dimos t ra re che 

— x [x- a.t) (a; - Z )̂ (as. - c j . 

Esercizio 2.° - Riconoscere, svi luppando secondo gl i e lement i 

della p r ima orizzontale, che 

0 a b 

X a i az a3 

X X h h 
X X X 

X X X X 

a 

~a 0 

-b -d 

- c - e 

d 

0. 
; [ag -be-\- ed)2. 

Esercizio 
del 4° o r d i n e : 

Svi luppare il de te rminan te d i V a n d e r m o n d e 

1 a 
1 b 

1 c 

a" 

bs 

c 2 

d d 2 

b3 

d3 

§ 7 . B r e v e c e n n o s u i d e t e r m i n a n t i d i o r d i n e n. 

E ovvia o rma i la possibili tà di es tendere u l te r iormente il con

ce t to d i de terminante , e par la re quindi di de te rminant i d i ordine 

ra, qua lunque sia l ' i n t e ro n. 

Accenn iamo b revemente a ques ta estensione. 
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Matrice quadrata di ordine n è un quadro con tenen te nz nu

mer i reali , d i s t r ibu i t i in n r i ghe e a l t r e t t an t e colonne. L e r ighe si 

contano da l l ' a l t o al basso e le colonne d a s in is t ra a des t ra ; le 

une e le a l t re essendo cont rassegnate dai n u m e r i 1, 2, 3 , , 1 1 - 1 , 

n. L a matr ice è da ta completamente , quando di ogn i suo elemento 

si conosca non solo il valore, m a eziandio il posto che esso occupa 

nella matr ice, vale a d i re l ' ind ice della r i g a e l ' i n d i c e della co

lonna cui l ' e l emen to stesso appar t iene . È qu ind i na tu ra le di rap

presentare gli e lement i della mat r ice con u n a stessa le t te ra muni ta 

di u n doppio indice, e precisamente di des ignare con a r s l ' e l emen to 

appar tenente alla r iga resi"m e alla co lonna s e s i m a . Con questa nota

zione, una mat r i ce q u a d r a t a di ordine n v iene r a p p r e s e n t a t a nel 

modo più semplice da l s imbolo : 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 • • • . . « 1 « 

« a i • • « 2 » 

« 3 1 « 3 8 « 3 3 • • • • • flati 

a» ì a » 2 ««ti- • . «n» 

Fissa to nel solito modo il concetto d i classe, di minore com

plementare e d i complemento algebrico di un e lemento della 

matr ice , si d imost ra in genera le c h e : 

La somma dei prodotti degli elementi di una lìnea della matrice 
ut 

per i rispettivi complementi algebrici, è indipendente dalla lìnea che 

si considera. 

I n a l t r i t e r m i n i : 

Da qualunque linea si pa r ta , facendo «la somma dei p rodo t t i 

dei suoi e lement i pe r i r i spe t t iv i complemen t i a lgebrici , si per

viene sempre allo stesso pol inomio ' 1 »». 

(1) Basterebbe, partendo dall'ipotesi elio la proposizione è valida pel
uria matrice d'ordine n, dimostrare «he la proposizione stornii è valida per 
una matrice d'ordine n -|-.l, e applicavo in line il principio A' indir/ione com
pleta. Vedasi: fi. Pubini - «Lezioni di Analisi matematica». Terza edizione 
8.T.E.N. Torino 1019 - pag. 03 e seguenti. 
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Questo polinomio si ch iama determinante di ordine n, od anche 

sviluppo della matrice secondo gli elementi della linea considerata. 

Si può quindi concludere c h e : 

Una matrice quadrata di ordine n è un simbolo col quale viene 

rappresentato un determinante di ordine n. 

Spesso però la paro la de t e rminan te viene usata p e r des ignare 

t an to la ma t r i ce quanto il cor r i spondente svi luppo. 

Comunemen te si indica con Ars il complemento a lgebr ico del

l' e lemento ars della mat r ice quadra ta . Con ques ta notazione, p o s t o 

a-,, 

ain 

« 2 » 

« n i « n 2 a W 8 . ' n n J 

si h a pe r lo sviluppo del de t e rminan te secondo gli e lement i 

aT X, ar 2 , , a r n 

della r iga r e , i m a , la notazione abbreviata: 
n 

D ^= ar\ Arl + ar2 Ar2+ + a r n Arn = £ft arjt ArJl; 
ì 

m e n t r e invece 
n 

D = a i r Air + a<ir A%r -f- -f- a n t Anr = aur Ajirì 

ì 

r app resen ta lo svi luppo del de te rminan te secondo gli e lement i 

della colonna r e s i m a . 

Dopo di che possiamo senz ' a l t r o affermare che tutte le pro

prietà stabilite precedentemente per i determinanti di 3° ordine, sus

sìstono anche per i determinanti di ordine n, qualunque sia l'intero n. 

I n par t i co la re si h a c h e : 

La somma dei prodotti degli elementi di una linea per i com

plementi algebrici degli elementi corrispondenti dì una linea paral

lela, è uguale a zero. 
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osi 4* a»2 »2 + • • • 4- a»n va» —ani 

le quante volte il determinante del sistema 

«i i « I » « ì « 
aÌL a»2 « 2 « 

Un 1 an 2 . . (Inn 

sia diverso da z e r o ( 1 ) . 

§ 8. A p p l i c a z i o n i d e l l a r e g o l a d i C r a m e r . 

Questa regola si può ut i l izzare anche nella r isoluzione di si

s temi, nei quali il n u m e r o delle equazioni non è ugua le a quello 

delle incogni te , come ne i seguent i e s e m p i : 

(1) l a questo determinante gli elementi di una stessa riga aouo i coef
ficienti delle successive incognite in una stessa equazione; gli Giumenti' di 
una stessa colonna sono i coefficienti di una stessa incognita nelle succes
sive equazioni del sistema. 

Con la notaz ione s tabi l i ta sopra, ques t ' u l t i m a proposiz ione si 

può espr imere cos ì : 

«?• 1 As i + ar 2 As2 4- + a r n A,,„ = 0, r <> s, 

ove il p r imo m e m b r o è la somma dei p rodo t t i degli e lement i della 

r iga r e s i m a per i complement i a lgebrici dei cor r i spondent i e lementi 

della r iga sesim(l. 

Da t u t t o ciò r i su l ta ancora che la regola di Cramer, s tabi l i ta 

p receden temente in casi part icolari , è va l ida in genera le per un 

sistema di n equazioni l inear i non omogenee con a l t r e t t an te inco

gni te xiy x2, ...., xn; cioè pe r ogni s is tema della forma. 

/ « K xL-\-aLi x.,+ . . . + « I „ , < ; „ = = « , 

l a n wi 4- <t s g ai 3 4- • • • + «2» « « = « 2 
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1) S ia i l s is tema 

* H - y + z + u + v = 1 

x + 2y + 4:Z — tt + v = 0 

x + 3 y + 9 z + u — v = 0 

di 3 equazioni con 5 incogni te . Quando, come nel caso a t tua le , 

il n u m e r o delle equazioni è inferiore a quello delle incogni te , i l 

s i s tema è indeterminato, ammet t e cioè infinite soluzioni. 

T ra t t ando u e v come quan t i t à note , scriviamo il s is tema nel 

seguente m o d o : 

lx + y + z = l - w — v 

lx-\-2y - f - 4 g = u — v 

[ x + 3y + 92== -u + v, 

e r isolviamolo con la regola di Cramer . L 'app l icaz ione di essa è 

possibile, perchè il de te rminan te del s is tema 

1 1 1 

1 2 4 

1 3 9 
D = 2. 

Si t rova così 

x •• •• 3 - 7 u 4- v ; y _ -54-I6M-61 
2 

È ques ta la soluzione p iù genera le del sistema p r o p o s t o : i n essa 

u e v possono assumere valor i a rb i t ra r i . At t r ibuendo a t i e i ) valor i 

par t icolar i , si hanno cor r i sponden temente delle soluzioni par t ico lar i 

del s istema proposto. I l numero di queste soluzioni è dunque in

finito, come avevamo affermato. 

2) S i consideri il s is tema 

x ~ by + 2 = 4 

\2x + y — 2 = 1 

x + Gy - 2 2 = - 3 

ix — 9y 4 - 2 = 9 
di 4 equazioni con 3 incognite . Questa volta il numero delle equa

zioni supera quello delle incogni te , e quando si presenta questa 
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circostanza, le equazioni possono essere compat ib i l i , od anche non 

essere tali . E , dato che siano compatibil i , le soluzioni possono ri

dursi ad una sola o essere in numero infinito. 

Nel nost ro caso par t ico lare si sarebbe t en t a t i a r isolvere il 

sistema formato con 3 delle equazioni, p e r es. con le p r ime t r e , 

p e r po i esaminare se la soluzione o t t e n u t a soddisfa anche alla 

quar t a equazione; senonchè il de te rminan te del s i s tema delle p r ime 

t r e equazioni è ugua le a zero, e non è lec i ta qu ind i l ' appl icaz ione 

della regola di Cramer a ta le sistema. Cons ide re remo per tan to il 

s istema formato con le due p r i m e equazioni sol tanto , e lo risol

veremo con la regola di Cramer , t r a t t a n d o v i z come quan t i t à nota . 

Si ot t iene così 

_ ') + 4 s _ - 7 + 3 a 
0 0 - i l » y - E », 

e questi va lor i di so e y, qualunque sia 2, soddisfano effett ivamente 

alla terza e alla quar t a equazione. Abbiamo così infinite soluzioni. 
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CAPITOLO V. 

Sistemi di equazioni lineari ed omogenee 

§ 1. G e n e r a l i t à . 

S i consideri u n ' equazione della forma 

(1) a 1 x i + a2x2 + + «„ te» = 0, 

o r e flj, « 2 , sono numer i no t i (coefficienti), e cc1, x2,.,.., x„ 

le incognite. 

T u t t i i t e rmin i dell ' equazione sono di pr imo g rado nel le inco

gn i t e , e perciò 1' equazione si dice di primo grado e omogenea. 

U n ' equazione di pr imo grado nelle incognite , si dice ta lora 

equazione lineare.(1) 

S i no t i che 1' equazione (1) è soddisfat ta per 

x i — ° )
 xz — °> • • • • • Ì = 0 i 

ma che pe rò ques ta soluzione non è caratteristica della equazione, 

in quan to essa soddisfa a qua lunque al tra equazione l ineare ed 

omogenea nel le n incognite x^, x 2 ì . . . . , x». Perc iò , quando si 

dice che 

xA = a n x2 — a 2 , x„ = a , t , 

è u n a soluzione de l l ' equaz ione (1), si dovrà so t t in tendere sempre 

ohe a 1 , a 2 , , a „ , non sono tutti nulli. 

P i ù equazioni della forma (1), cons idera te insieme, cost i tuiscono 

un s is tema di equazioni l inear i ed omogenee. 

(1) Un' equazione lineare può essere non omogenea. Il tipo generale di un' e-
quazione lineare non oniogonea nelle n incognite x 1 5 x S ! . . . . , x » , è il seguente: 

ai Xi + a 2 tc 2 + - j - an Xn — a, essendo a ^ O . 
Sistemi formati da equazioni di questo tipo furono considerati nel ca

pitolo precedente. 



80 CAPITOLO V. — § 1 

Sono soluzioni del sistema, le soluzioni comuni a t u t t e le equa

zioni che lo compongono. 

È chiaro senz ' al tro, che se un s is tema d i equazioni l ineari 

ed omogenee nel le n incogni te n a m m e t t e la soluzione 

X ^ =^ Ct| , X% — Otg, . . . • , Xn ~ Ctjj, 

esso ammet t e p u r e la soluzione 

xy = À ccj, a;3 = A. a 2 , , xn — ^ ani 

con A des ignando u n mimerò arb i t ra r io d iverso da zero. 

E se 

x i = a i , £c2 = a a ) . . . . , xn= an 

x i ~ßn x% ~ &n> — i x n — ß» 

sono due soluzioni del s is tema, anche 

X i — -I- ß 1 ( x2 = a ä + ß 2 , . . . . . . xn — a» + ß» 

è una soluzione de l s i s tema stesso. 

Combinando poi questo r i su l ta to col p recedente , si vede su

b i to , che se 

X.v — 0C.J, a?g == Ctg, . . . . , Xn — a n 

x i = ß j , a?g== ß 2 , . . . . , 32„ ß„ 

sono due soluzioni del s istema, anche 

xx •= Ä,a4 -h [J. ß t , a; ä — k j + V- ß 8 , À.ot„ -|- |xß„ 

è una soluzione del sistema, con X e u. des ignando due n u m e r i 

arbi t rar i . 

Queste osservazioni ci saranno u t i l i a suo t empo , 

L a r isoluzione di u n s is tema di equazioni l i nea r i ed omogenee 

è, come la regola d i Cramer , un ' app l i caz ione notevole dei deter

minant i . 

L imi te remo, a ques to propos i to , le nos t re considerazioni a 

s is temi ne i q u a l i : 

a) il numero del le .equazioni è inferiore d i tra' un i t à rispetto 

a quello delle incogni te ; 
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b) il numero delle equazioni è ugua le a quello delle incogni te . 

Suppo r r emo inol t re , per semplic i tà d i notazione, che le inco

g n i t e sieno t re so l tanto . L ' e s t e n s i o n e dei r i sul ta t i al caso genera le 

non p re sen ta a lcuna difficoltà. 

§ 2 . S i s t e m i , d i d u e e q u a z i o n i l i n e a r i e d o m o g e n e e 
c o n t r e i n c o g n i t e . 

D a t o i l s i s t ema: 

' a . ( « i a + + c 4 « = 0 
( a2 x + b2 y + c 2 z = 0, 

si consider i la matrice rettangolare 

(3) 

formata con i coefficienti delle incogni te (matrice del sistema). 

Essa non rappresenta , come la mat r ice quadra ta , u n pol inomio 

formato con i suoi elementi secondo una de te rmina ta legge ; ma 

g iova a raccogl iere in u n simbolo comune i de te rminan t i che si 

o t t engono soppr imendo r i spe t t i vamen te la pr ima, la -seconda, la 

t e rza colonna, i qual i si ch iamano determinanti minori della ma t r i ce . 

P remesso ciò, d imost r iamo che : 

1) Se i determinanti minori della matrice (3) non sono tutti 

nulli, una soluzione del sistema (2) si ottiene eguagliando le succes

sive incognite ai minori che si ottengono dalla matrice stessa, sop

primendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza colonna, 

presi con segni alternati. 

Consider iamo a tal fine i due de te rminan t i 

l h c i ai b± 
c i 

a2 &2 c a a2 h C 2 

a± \ c i i a2 h C 2 

il p r imo dei quali si ot t iene dal la ma t r i ce (3) aggiungendo ad essa 

u n a r i g a ident ica alla p r ima ; il secondo si ot t iene in modo ana

logo, agg iungendo alla ma t r i ce (3) u n a r iga eguale alla seconda. 

Dall' Agnolo, - Matematiche Generali 
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I due de te rminan t i sono nul l i (IV, § 3). D ' a l t r a p a r t e i complement i 

algebrici degli e lement i della t e rza r i g a ne i due de t e rminan t i sono 

g l i stessi : indichiamoli con A, B, 0. Ess i sono p rec i samen te i 

minor i della matr ice (3) presi con segni a l t e r n a t i ; e, pe r ipotesi , 

non sono t u t t i nul l i . Sv i luppando i due d e t e r m i n a n t i secondo gli 

e lementi del la t e rza r iga, abbiamo le i d e n t i t à : 

è una soluzione del proposto sistema. 

Osservazione- - S e si indica con X un fa t to re di propor

zionalità, 

è alla sua vol ta u n a soluzione del s is tema (2), qualunque sia X^tO. 

Essa si chiama soluzione generale del s i s tema p ropos to ; e si chia

mano invece soluzioni particolari, quelle che si o t tengono dal la 

soluzione 'genera le a t t r ibuendo a X pa r t i co la r i valor i . Così .per À — 1, 

si ha la soluzione cons idera ta nel p r eceden t e t eorema. 

§ 3 . S i s t e m i d i t r e e q u a z i o n i l i n e a r i e d o m o g e n e e c o n 

t r e I n c o g n i t e . 

Sia i l s i s tema 

di t r e equazioni l inear i ed omogonee con a l t r e t t an t e incogni te . 

I l de t e rminan te 

at A + ii B + Ct 0 = 0, 

a2A + b2 B + c2C = 0, 

le quali, confrontate con le equazioni (2), ci dicono che 

x = A, y = B, z = O, 

x — XA, y — XB, z = XG, 

D = a 2 b2 c 2 

Z>8 0 8 
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formato coi coefficienti delle incogni te , si chiama determinante del 

sistema. 

S i r iconosce facilmente che : 

2) Se il determinante D è diverso da zero, il sistema (4) non 

ammette alcuna soluzione. 

Difat t i , applicando la regola di Cramer , si t rova : 

x = -

0 K Ci 
0 C 2 

0 c 3 

at ài C l 
a 8 * 2 C 2 

« 3 is C 3 

e analogamente si deduce che y = 0, z — 0; cosicché il s i s tema (4) 

non può essere soddisfatto da valori non tu t t i nu l l i delle inco

gni te , e non ammet t e qu ind i a l cuna soluzione. 

I l t eo rema preceden te si enuncia spesso come segue : 

Affinchè un sistema di tre equazioni lineari ed omogenee con 

altrettante incognite ammetta soluzioni, è necessario che il determi

nante del sistema sia eguale a zero. 

L ' annullarsi del de te rminan te in parola è anche condizione 

sufficiente pe r l ' e s i s tenza di soluzioni del sistema, Ma noi , a 

questo proposi to , ci l imi teremo a d imos t ra re il seguente t eo rema: 

3) Dato un sistema 

(a1x~\zbiy + ciz = 0 

(5) < a2 x-\~ &2 y + c 2 2 = 0 , 

( a 8 x + b3 y + c3z = Q 

di tre equazioni lineari ed omogenee con altrettante incognite, il cui 

determinante 

a{ &.j ci 

az òg c 2 

« 3 h3 C 3 
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sia eguale a zero, senza che sieno eguali a zero tutti ì minori della 

matrice 

(6) 
h b2 Co 

formata con le prime due righe una soluzione del sistema si 

ottiene eguagliando x, y, z, rispettivamente ai minori che si ottengono 

dalla matrice (6) sopprimendo la prima, la seconda e la terza 

colonna, presi con segni alternati. 

I n v i r tù de l l ' i po tes i fa t ta si ha 

„ &, c 

ossia, designando con A, B, G i complement i a lgebr ic i degli e lement i 

del la terza r iga (i qual i pe r ipotesi n o n sono t u t t i nulli), 

fl3 A + & 3 i J + c 3 C - 0 ; 

la quale ci dice in tan to che per x = A, y = B, z= G, è soddisfa t ta 

la terza delle equazioni (5). D ' a l t r a pa r t e A, B, G sono i minor i 

della matr ice (6) pres i con segni a l te rnat i , e i l t eo rema del paragrafo 

p receden te ci dice che p e r x — A, y = B, z— G, sono pu re soddi

sfat te le p r ime due equazioni del sistema (5). Si conclude pe r t an to 

che x~A, y — B, z—G è una soluzione deh sis tema propos to . 

L a soluzione generale è da ta da 

x = X A, y == X B, z = X G, 

essendo X u n coefficiente di p roporz iona l i t à diverso da zero, m a 

de l res to a rb i t ra r io . 

(1) A questo caso possiamo sempre ricondurci tutte la volte che i minori 
di 2° ordine del determinante del sistema non sono tutti nulli, scambiando 
all' occorrenza le equazioni fra di loro, in modo che i minori della matrico 
formata coi coefficienti delle prime due equazioni non siano tutti nulli. 
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§ 4 . E s t e n s i o n e d e i t e o r e m i p r e c e d e n t i . 

Con lo stesso procedimento segu i to nei casi particolari consi

d e r a t i sopra, si d imost rano i t eoremi precedent i , [1), 2), 3 ) ] , in 

t u t t a la loro general i tà . 

Ci l imi te remo quindi ai soli enuncia t i . 

I .° Dato un sistema 

+ « 1 n ~ 0 

+ «2)1 33» = 0 

« n - 1 1 OSI + r t » - 1 2 » 2 + + «»-lw*» ~ 0 

di 71-1 equazioni lineari ed omogenee nelle n incognite x4, x2l • • • •, x n , 

se i minori della matrice 

(7) 

ain 

0 2 » 

« n - 1 1 « n - 1 2 • « « - I n 

del sistema, ottenuti opprimendo successivamente la l a , la 2a, — , 

V nesim? colonna, non sono tutti nulli, una soluzione del sistema si 

ottiene eguagliando ordinatamente le successive incognite ai minori 

stessi, presi con segni alternati. 

Se ind ich iamo brevemente con ì m i n o r i della 

mat r ice (7) p res i con segni a l t e rna t i , i l s is tema proposto a m m e t t e 

la soluzione generale 

xx = X-4 l f x% — "kA2,...., xn — \ A n , 

con X des ignando un numero a rb i t ra r io differente da zero. P e r X = l y 

si h a la soluzione particolare di cu i all ' enunciato del t eo rema . 
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I I , 0 Affinchè un sistema di n equazioni lineari ed omogenee con 

altrettante incognite: 

*i -ir «i8 »2 + • 
cc2 + . 

. -f- ain X„ ' 

• + «2 ) i Xn •• 

0 

: 0 

, « » - 1 1 Xi + « „ - 1 2 « 2 4- • • • + an.\n X,i = 0 

ammetta soluzioni, è necessario che il determinante del sistema 

a VI «29 
ai„ 

« 2 » 

« « 1 « « 2 . 

sia eguale a zero. 

L ' a n n u l l a r s i del de t e rminan te è p u r e condizione sufficiente 

per 1' esistenza d i soluzioni del s is tema ; ma , come nel caso part i 

colare (3) considera to dianzi, ci l imi teremo in propos i to al t eorema 

seguente : 

I I I . 0 Dato il sistema 

« a 

« a i SG i 4* ^ 32 
. x% 4 , 

a?ä 4-

« n - 1 1 X\ 4- « » - 1 2 CC2 4" 
« n l X\ 4- « „ 2 Xi -y 

~\~ at n *tt : 

4 -012 71 X„: 

0 

0 

4- a n-1 ti Xn ~-= 0 

+ rt»n Xn 0 

di n equazioni lineari ed omogenee con altrettante incognite, il cui 

determinante sìa eguale a zero senza che sieno eguali a zero tutti i 

minori della matrice 

(8) 

«22 

« n - 1 1 « « - 1 2 

« I n 

« 2 n 

a-n-U 
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ottenuti ^opprimendo successivamente la l a , la 2 l'neeima 

colonna, una soluzione del sistema si ottiene eguagliando Ip incognite 

x i ì xz,...., x„ ordiriatamente ai minori stessi, presi con segni 

alternati. 

i m ino r i della mat r ice (8) formata coi coefficienti delle p r ime n - 1 

equazioni del sistema. A questo caso possiamo sempre r i condurc i 

t u t t e le volte che i minor i di o rd ine n - 1 del de te rminan te de l 

s is tema n o n sono tu t t i nul l i ; ba s t ando al l 'uopo, ove sia necessar io, 

coi coefficienti delle pr ime n - 1 equazioni soddisfi alla condiz ione 

del l ' enuncia to . 

I t eo remi p receden t i sono fondamental i , in quan to ad essi s i 

può sempre r i condur re la r i so luzione di un s is tema qualunque ài 

equazioni l inear i ed omogenee compat ib i l i fra di loro. P e r m a g g i o r i 

par t ico la r i su questo a rgomento , r imand iamo senz ' a l t ro i l l e t tq re 

ai t r a t t a t i d' Algebra, (1> l imi tandoc i qu i a t r a t t a r e d u e esempi in 

p ropos i to . 

1) S ia i l s i s t e m a : 

di due equazioni l ineari ed omogenee con 4 incogni te . Esso è 

inde te rmina to , e la sua r isoluzione si può r icondurre a quella de i 

due s is temi seguent i 

o t t e n u t i r i spe t t ivamente dal s is tema (9) ponendovi u = 0, 2 = 0 . 

(1) Vedasi ad es. : 
Gr. Bicci - « Lezioni di Algebra complementare » - Fratelli Drucker Editori 

- Padova, 1900. 
A. Capelli - « Istituzioni eli Analisi Algebrica » - Pellerano Editore - Na

poli, 1909, Cap. VI pag. 237 - N. 6, 

I n questo enuncia to si è suppos to che non sieno t u t t i nu l l i 

o rd ina re le equazioni del s is tema in guisa, che la ma t r i ce fo rmata 

x + y+ 2 — u — 0 

Qx — y — 3 2 -f- 2 w = 0 
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Risolvendo q u e s t i due 'sistemi con la n o t a regola , (§ 2), ab

biamo subito 

33 = - 2 Ä 1 ? y — BÀj, z — - 3 A. t , p e r il s i s tema '(10) ; 

x = X,, y — - 4X z , u — - 3 X2, p e r il s is tema (11); 

nel le quali X± e X2 sono delle i nde t e rmina t e . Poss i amo allora evi

dèn temente affermare elio 

x'^----2Xl,y= òX1, -3Xi7 u= 0 ; 

se = X2, y = - 4 X 2 , s — 0 , tt = - 3 X g , 

sono, soluzioni del s is tema (9).. Combinando ques te : due soluzioni, 

p e r via di addizione, si o t t iene , la s e g u e n t e soluzione generale del 

sistema proposto : 

x=f -, + . ^ 2 ) ' ? / — ~ 4À 2 , 2 — ; - 3Xit w = - 3À 2 ) . 

nelle quali a Xx e a X 2 possiamo a t t r ibu i r e va lor i a rb i t ra r i . 

L a r isoluzione del s is tema (9) si può consegui re anche con la 

regola di Cramer . B a s t e r à a tal fine t r a t t a r e z e u come quan t i t à 

note , e scrivere i l s is tema sot to la forma 

on + y = - z -\- u 

2x — y = 3z — 2u. : 

Si t rova così 
_ 2 z - n - 5 & -| - 4 M 

X — —-jj , •?/. — — ^ , 

nel le quali formolo z e u possono assumere valor i qua lunque . 

Pongas i 

2 — - 3Xj , w — - 3À, 2, 

con A,,; e,X2 des ignando due inde te rmina te . D a l l ' a r b i t r a r i e t à eli z e u 

scende quella di Xd e À, 2 , e v iceversa . Sos t i t uendo &. z e ad M-nelle 

p receden t i espressioni di a; e d i y r i s p e t t i v a m e n t e - 3X{ o - 3 X 8 , 

si ott iene 

x — - 2 + X 2 , ?/ = òXt - 4 A 2 , 

e si r i t rova in t a l gu isa la soluzione gene ra l e del p ropos to sistema, 

x = -2X1 + Xz, y 5 Xy - 4 X 2 , g == - 3Xlt u - 3 X 8 , 

o t t e n u t a con 1' a l t ro procedimento» 
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2) Risolvere il s istema 

/ 3x + 2y — z=~0 

2x — y +. z — 0 

éx + 5y - 3 s = Ö 

x - - 3 y - 2 <; 0 

di 4 equazioni con 3 incogni te . 

Consider iamo il s is tema formato con le pr ime t r e equazioni. 

I l de te rminan te d i questo s i s tema è zero, men t re i minor i della 

ma t r i ce re t tangolare formata coi coefficienti della p r ima e seconda 

equazione 

3 - 1 - - 1 

2 - 1 1 

non sono tu t t i nul l i . Bas te rà quindi {§ 3) r isolvere il s i s tema for

ma to con le p r i m e due equazioni med ian te la regola del § 2, e la 

soluzione o t t enu ta soddisfa ce r t amente (§ 3) alla terza equazione. 

R i m a r r à po i da verificare che la soluzione stessa soddisfa anche 

all ' u l t ima equazione del sistema. 

L a soluzione generale del s is tema 

(3x + 2y-z = 0 

(2x — y + z = 0 

è, (§-2), 

a3== À, y — ~òX, Z — -11. 

Essa soddisfa effettivamente alla quar ta equazione, come si 

verifica subito, ed è quindi la soluzione generale del sistema proposto . 

E s e r c i z i : 1.° - Risolvere il s i s t ema : 

40J + 37/ + 2 2 + i = = 2 0 

\ex + 2y + 3z + 4t= 33 

x + y-\- z+ t= 10 

a; + 2y + 2 + 2 ^ = 1 6 

(Si t rova , appl icando la rego la di Cramer , x = 1, y — 2, z = 3-, t = 4). 
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2.° - E ì so lve re i l s is tema omogeneo : 

as + 2y + 8 + t = 0 

a? + y+z+t=0 

2x-\- y + ? + t<=0 

3so+ y + z + t = 0 

3.° - Risolvere il s istema : 

oa-\-y -\-z-\-u-\-v~l 

x — y —• s — u — v — 0 

x — y + z — u + v = 0 . 

1 1 

(Si t r ova à; = - g - , 2 / = = y - t f , s =• ~ v). 

4.° - Jl s istema 

o » - 3 y + 2 « = 0 

3 as — 2 ^ + 6 ^ = 0 

2 a - 2/ + 4 s = 0 

cc + by + 2 = 2 
ammet te l ' u n i c a soluzione 

file://-/-z-/-u-/-v~l
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CAPITOLO VI, 

Rappresentazione dei numeri reali 

mediante punti di una retta 

§ 1 . A s c i s s a di u n p u n t o d e l l a r e t t a o r i e n t a t a . 

Sopra una r e t t a r scegliamo u n pun to 0 di 

~ ! o~" P ' ? 

r i fer imento (origine), e u n verso positivo, ad es, quello p roceden te 

da s in is t ra a des t ra ; ed assumiamo una un i t à di misura u. P r e s o u n 

pun to qualunque P della re t ta , r imane determinato il segmento OP: 

ques to segmento potrà essere commensurabi le o incommensurabi le 

con u. Nel p r i m o caso la m i su ra di O P è u n numero razionale , 

nel secondo caso è i r razionale. I n ogni caso essa è u n numero 

reale. Assumeremo questo n u m e r o pos i t ivamente se il p u n t o P è 

alla des t r a dell ' or igine, vale a d i re ne l verso posi t ivo a pa r t i r e 

d a l l ' o r i g i n e ; nega t ivamente nel caso contrar io . Ind ich iamo questo 

numero , preso col debito segno, con x : esso sta a r app resen ta re 

la d i s tanza del pun to P da l l ' or igine 0, e si chiama V ascissa, od 

anche la, coordinata cartesiana del pun to P. Se il p u n t o P coin

cide con l ' o r ig ine , il segmento 0 P ha gli es t remi coincident i , 

va le a d i re è u n segmento nullo: è quindi na tu ra le di assumere 

eguale a zero l ' asc issa de l l 'o r ig ine . 

Viceversa , assegnato u n numero reale qua lunque (positivo, 

nul lo o negat ivo) si po t r ebbe far vedere che esso è 1' ascissa di 

u n unico e de terminato pun to della r e t t a ; e questo p u n t o è al la 
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dest ra oppure alla s inis t ra dell ' origine, a seconda che il numero 

considerato è posi t ivo o nega t ivo ; coincide con 1' or igine se il 

numero è ugua le a zero. D a t u t t o ciò si può concludere : 

Fissata V origine, il verso positivo e l'unità di misura, ad ogni 

punto della retta corrisponde un numero reale (ascissa) ; e reci

procamente. 

I n al t r i t e rmin i : la corrispondenza fra numeri reali e punti 

della retta è biunivoca. 

L a biunivoci tà della cor r i spondenza t r a n u m e r i rea l i e p u n t i 

della retta, è il fondamento delle applicazioni del l ' a lgebra alla 

geometr ia . D ' ora innanzi faremo un largo uso di questa rappre

sentazione dei numer i real i sulla re t ta . 

P e r le convenzioni s tabi l i te notiamo subi to che quando u n 

p u n t o percor re la r e t t a ne l verso pos i t ivo , l ' a sc i s sa del p u n t o 

cresce; se il p u n t o si muove nel verso nega t ivo , l 'ascissa decresce. 

Poiché un pun to della r e t t a è p i enamen te ind iv idua to 1 dalla 

sua ascissa, po t r emo t a lo r a identificare il p u n t o con la corrispon

dente ascissa scr ivendo ad es. P s s (a) per significare c h e ' P è il 

pun to della r e t t a di ascissa a. Spesso però, per comod i t à di nota

zione, si indicherà con la stessa le t te ra un n u m e r ò reale e il suo 

r appresen tan te sulla re t ta . Così la locuzione « p u n t o a » ove a è 

u n numero reale, significa « p u n t o la cui ascissa è a ». 

Sieno a e b due n u m e r i real i d is t in t i e sia, pe r fissare le idee, 

« < & : allora i l p u n t o a è alla s inis t ra elei p u n t o b. L a porzione 

della r e t t a compresa f ra i due pun t i a è b si ch iama intervallo. 

I pun t i a e b sono gli estremi dell ' in terva l lo ; e prec isamente : 

a è l ' e s t r emo inferiore o sinistro; b è V estremo superiore o destro. 

L ' in t e rva l lo si indica o rd ina r i amen te con (a, b). L a differenza b-a 

(numero essenzialmente posit ivo) si chiama ampiezza del l ' in terval lo . 

Se x è u n numero reale , la scr i t tura 

a ^ x .-s; b 

significa : il p u n t o x ò compreso t ra a e &, es t remi inclusi . Ciò 

si espr ime anche dicendo ohe « è u n pun to del l ' in terval lo (a, b) ». 



CAPITOLO VI . — § § 1-2 93 

Se c è un p u n t o 

a ß 
m •» » 

C 

della re t ta , ogni interval lo (a, ß) contenente c nel suo in terno, si 

ch iamerà intorno del pun to c. D i quest i in torn i ve ne sono infiniti. 

L ' i n t e r v a l l o (a, c), con l ' e s t r emo super iore nel pun to c, si chiamerà 

intorno alla sinistra; l ' i n te rva l lo (c, ß) avente c per es t remo infe

r iore , si ch iamerà intorno alla destra del pun to e. I n par t icolare , se 

e è u n numero posit ivo qua lunque , l ' in te rva l lo (c - s, c + e) è u n 

9 E A » 

c e a; c e* e 

in torno del pun to c di ampiezza 2 e ; e per conseguenza e è la 

semiampiezza dell ' in torno, vale a d i re l ' ampiezza comune dei due 

in to rn i sinistro e destro del p u n t o c. 

Se ce è un pun to compreso t ra C - E e c + e, e p rec i samente 

(3) c - 8 < a s < c + 8 , 

la differenza x - c, presa in va lore assoluto, è manifes tamente infe

r io re al la semiampiezza dell ' in torno, ossia W 

(4) I x - c I < 8. 

D ' a l t r a p a r t e dalla (3) si t r ae c < a s + e, e c > x - e, ovvero 

(5) x - e < c < ce+-E. 

L e (3), (4), (5) sono sc r i t tu ra equivalenti , vàie a d i re da una 

qua lunque di esse discendono le al t re due. I l loro significato comune 

è : «x è in terno a l l ' i n te rva l lo ( C - E , c + e)». 

§ 2 . I d e n t i t à s e g m e n t a r l e . 

I l segmento della re t t a (orientata) avente pe r es t remi i due 

p u n t i A e -S, può essere percorso in due sensi da un p u n t ò mobi le : 

pa r t endo da A, oppure par tendo da B. Nel pr imo caso i l segmento 

(1) La scrittura \a,| ove a è numero reale, si legge: valore assoluto di a. 
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s ' i n d i c h e r à con AB & ne l secondo con B A. L a sc r i t tu ra A B 

indica dunque non solamente il segmento ind iv idua to dai due 

p u n t i A e B, ma eziandio il verso secondo il quale il segmento 

dev ' e s se re cons idera to . L e due scr i t ture AB e BA s tanno ad in

dicare il segmento de t e rmina to dai due p u n t i A e B, m a percorso 

r i spe t t ivamente in due vers i oppost i . 

Nel segmento A B il punto A si ch iama origine del segmento; 

il pun to B termine, o, semplicemente, estremo. 

Ciò inteso, sia A B u n segmento della r e t t a : per valore alge

brico di A B in tenderemo la sua misura (r ispetto all ' un i t à pre

scelta u) p resa pos i t ivamente se il verso del segmento concorda 

col verso posi t ivo della r e t t a ; nega t ivamente , se il verso del 

segmento e il verso posi t ivo della r e t t a sono discordi . P e r sem

plici tà di sc r i t tu ra converremo di indicare ancora con A B il va lore 

algebrico del segmento con l ' o r i g i n e in A e l ' e s t r emo in B. Oon 

ques ta convenzione la sc r i t tu ra AB r a p p r e s e n t a u n numero reale, 

posi t ivo o nega t ivo : nul lo , al lora e allora so l tan to che B coin

cide con A.(1) 

I n par t icolare , indicando sempre con 0 l ' o r i g i n e sulla r e t t a 

orientata , il valore algebrico di 0 P non è altro che V ascissa del 

punto P. 

E chiaro che i valor i algebrici dei due segment i A B e B A 

sono numer i opposti . P o t r e m o quindi scr ivere * 

(6) . . . A B + BA = 0, 

ocl anche 

(7) . . . AB = -BA. 

(1) Il valore algebrico di un segmento dipondo, por definizione, dalla 
sua lunghezza e dal suo verso. Seguo da ciò, che facondo scorrere un seg
mento sulla retta (noli' uno o uell' altro dei. due sensi), il suo valore algebrico 
rimane inalterato. Quindi, dato il valore algebrico di un segmento Ali, ri
mane fissata soltanto la posizione relativa dei due punti A e lì. Ma so col 
valore algebrico viene assegnata la posizione di .4 (oppure di ,/}), il segmento 
rimane pienamente individuato sulla retta. , 
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L a (6), oppu re la (7), è un p r imo passo verso il così det to 

princìpio dei segni in geometr ia . Per s tabi l i re questo pr incip io , 

p r e m e t t e r e m o la nozione di segment i consecutivi . 

D u e segment i si dicono consecutivi quando 1' es t remo di u n 

segmento è 1' or igine del l ' a l t ro . P e r es. i segment i AB e B C, 

sono consecut ivi . I segment i AB e BA, sopra considera t i , sono 

pu re consecutivi , ed anzi in questo caso essi sono, pe r così dire , 

doppiamente consecutivi, in quan to l ' e s t r emo del p r imo è or igine 

del secondo e viceversa. 

Ciò posto , sieno A, B, C, t r e p u n t i qua lunque della r e t t a : essi 

de te rminano i segment i AB, B G, GA, dei quali il secondo è 

consecut ivo al pr imo, il terzo è consecut ivo al secondo, e il p r imo 

è consecutivo al terzo ; così che essi formano, se così è lecito 

esprimersi , u n ciclo chiuso. S i r iconosce facilmente che : 

Qualunque sìa la disposizione dei punti sulla retta, ha luogo 
fra i valori algebrici la relazione 

. (8) AB + BC+ CA^O. 

Se si percorre la r e t t a ne l verso posit ivo, possono presen ta rs i 

i sei casi seguent i r ispet to alla d is t r ibuzione dei t re p u n t i : 

A B C, A GB, BAG, B CA, GAB, OB A. 

ß A C 

Consider iamo uno qualunque di quest i sei casi, per es. il t e rzo : 

il r ag ionamento che si fa rà ' in questo caso, si po t rà r ipe te re , salvo 

ovvie modificazioni, negl i a l t r i casi. Po iché A è compreso t r a B e C, 

possiamo scr ivere : 

BC = BA + AV, 

la quale espr ime semplicemente ohe il segmento B C è l a somma 

delle sue par t i . Questa eguaglianza, quando si considerino i va lor i 

a lgebrici dei segmenti , vale anche nei segni, perchè i s egment i 

B C, B A e A C sono t u t t i del medes imo verso, pe r cui essa può 
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essere cons idera ta come una vera e p rop r i a re lazione t ra i valor i 

algebrici stessi . D a essa si deduce : 

• B C - B A - A C = 0, 

od anche per la (7), 

A B + B G + GA = 0. c. d. d. 

L a relazione (8) si e s tende tosto a q u a t t r o , a cinque,, . . , a quant i 

si vogliano pun t i della r e t t a ; e in ciò apprinto consis te il pr incipio 

dei segni sopra accennato . 

A noi in teressa in modo par t icolare la re lazione segmentar la 

(8) relat iva a t r e p u n t i qua lunque della r e t t a . Es sa si può scr ivere 

in modi diversi . Per es. si h a : 

AB = - BG~ CA, 

od anche per la (7), 

AB= GB-CA, 

valevole qualunque sia la posizione del p u n t o G (r ispetto ai due 

p u n t i A e B). 

I n par t ico la re , se C è 1' origine 0 del le ascisse, abbiamo : 

AB = OB-OA, 

la quale ci dice che : 

II valore algebrico di un segmento è uguale all' ascissa dell' e-

stremo meno V ascissa dell' origine del segmento. 

§ 3 . A l c u n i p r o b l e m i . 

Ora siamo in g rado di r isolvere i v a r i p rob lemi concernen t i 

la geometria analitica della retta, fra i quali ci l imi te remo ai .seguenti . 

1) - Date le ascisse degli estremi di un segmento A B : 

A^iocJ, B^-(xJ, 

determinare V ascissa del punto medio del segmento. 

A. M £ 

X, X X, 

(1) La relazione A1Ì= — BQ — CA si può anche scrivere cosi: 
A lì — A G -\- G lì 

valevole qualunque sia il punto 0. Sotto questa forma si fa spesso uso del 
principio dei segni nello applicazioni. 
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Sia x 1' ascissa incognita del p u n t o medio M de l segmento A B. 

Abbiamo in tan to 

AM = MB, 

dalla quale, sost i tuendo ai va lor i a lgebrici di A M e di MB le 

loro espressioni median te le ascisse dei r i spet t iv i es t remi , 

OS —— 3) ̂  •—• & g ~~" £6) 

equazione di pr imo grado in x. D a questa si t rae subi to 

2 ce = CB4 + x% 

e qu indi 

_ 1̂ + ^2 
x - 2 . 

Abbiamo così : 

U ascissa del punto medio di un segmento è la media aritmetica 

delle ascisse degli estremi del segmento. 

P i ù genera lmente possiamo r i so lvere il problema : 

2) - Date le ascisse di due punti della retta (orientata) 

P 1 ~ ( K 1 ) , Pz = (xz), 

determinare V ascissa di un terzo punto P della retta, tale che risulti 

1> P, ' 

essendo r un numero dato. 

Rela t ivamente al r appo r to r g iova osservare, che esso è posi

t ivo se P è interno, nega t ivo se P è es terno al segmento PiPz. 

È „ p o i evidente che il segno del rappor to non dipende dal verso 

posi t ivo scelto sulla re t ta . 

Pos to P = = (a;), cioè designando con x l ' ascissa incognita, : si 

ha P D P = x - xz, PP„ = x a - x , per oui la condizione pos ta da l 

p rob lema si t r aduce ne l l ' equaz ione (di pr imo grado) 

03ì - te 

dalla quale si deduce faci lmente 

(9) 

che è 1' espressione cerca ta d i x. 

Dell' Agnolo - Matematiche Generali 
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Se P è il p u n t o medio del segmento Pt P2 si ha r = 1, e si 

r i trova, come caso part icolarissimo, la soluzione del problema 

precedente . 

I l problema dipende da un ' equazione di p r imo grado, e am

met te quindi un 'unica soluzione. Soltanto nel caso ?•==- 1 l 'espres

sione di x si presenta sot to la forma ~ (simbolo d ' impossibi l i tà) , 

e il problema non ammet te soluzione. 
o • m„ ' , ( r > . i x - m i <*> i + m 2 "'s 
Se si pone »• = —, la (9) assume la t o r m a x = : =. 

1 m t '
 v ' ml-\-ms 

3) - Data l'ascissa x di un punto P della retta, si vuol cono

scere V ascissa x' del punto P rispetto ad una nuova origine 0' 

scelta comunque sulla retta. 

O o- P «-^—* 

È questo il problema della trasformazione delle coordinate 

(ascisse). 

Supporremo che r imangano invariat i i l versò posi t ivo e l 'uni tà 

di misura. Na tura lmente dovrà essere nota la posizione della nuova 

origine 0', vale a dire l ' asc issa di 0' r i spe t to a l l ' a n t i c a origine : 

0 0' = a. Si ha immedia tamente :, 

0' P = OP- 00', . 

ossia 

(10) x' = x- a, 

che è appunto la formola cercata. Essa ci dice che la nuova ascissa 

è uguale all' antica diminuita dell' ascissa di 0' (nuova origine). 

Dalla relazione (10) abbiamo immedia tamente : 

(11) x — x' -+- a, 

la quale serve a de te rminare x quando sia no ta x'. 

L e (10) e (11) sono le formale di trasformazione pe r i l pa s sag -

gio dal sistema delle ascisse con 1' or igine in 0, a quello delle 

ascisse con 1* origine in 0', e viceversa. 
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Con i problemi precedent i v iene t racc ia ta la v ia da seguire 

per la r isoluzione di u n p rob lema re la t ivo a pun t i di u n a re t ta , 

p roblema che, i n generale, si p o t r à enunciare nel modo seguente : 

« D a t e le ascisse di a lcuni p u n t i A, B, C,... della r e t t a , deter

minare le ascisse di uno o p i ù p u n t i X, Y,..., sapendo che i p u n t i 

dati A, B, 0,... sono lega t i a i p u n t i incogniti X, ¥,... da re lazioni 

geomet r iche a s segna te» . 

L e relazioni geometr iche si t raducono in a l t re t t an te re laz ioni 

anal i t iche fra le ascisse date e le ascisse incognite , e in t a l gu isa 

il p rob lema viene , come si dice, messo in equazione. I n d i si p rocede 

alla risoluzione delle equazioni r i spe t to alle incognite da de te rminare . 

In fine si passerà alla discussione delle soluzioni o t t enu te , pe r accer

tars i se esse convengano, o meno, al problema propos to , e, ne l 

caso affermativo, a l l ' e v e n t u a l e costruzione dei pun t i i n c o g n i t i . ( 1 ) 

Supponiamo, in par t icolare , che si t r a t t i di u n problema ad 

un' incognita x. Esso si d i rà di ennesimo grado, se la sua r isoluzione 

dipende da quella di u n ' equazione algebrica di g rado n. E a p ro

posi to dei problemi di p r imo e d i secondo grado, g ioverà osser

vare che esiste sulla r e t t a u n unico punto che soddisfa, con l a 

sua ascissa, ad u n a equazione di p r imo grado 

ax + b — 0 ; 

esiste una coppia di p u n t i della re t ta , i quali soddisfano con le 

loro ascisse ad u n a equazione di secondo grado a coefficienti e a 

r ad ic i real i 

ax* + bx + c = 0. 

I due p u n t i sono d is t in t i o coincidenti , a seconda che i l 

d i sc r iminante del l ' equazione, bz - 4 a c, è posi t ivo o nul lo. I n t a le 

senso si può di re che un ' equazione di pr imo grado , r i spe t to 

(1) Vedasi a, questo proposito : G. Castelnuovo - « Lezioni di Geometria 
analitica» '-Seconda Edizione - Società editrice Dante Alighieri di Albri-
ghi, Segati e C, - Soma 1909, pagg. 7-8. . 
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all ' ascissa x, rappresenta un punto della re t t a ; un ' equazione di 

secondo grado in x, a radici reali, r app resen ta una coppia di 

pun t i della re t ta , d is t in t i o coincidenti . 

Quando le radici dell 'equazione di 2° grado ax2 + bx + c = 0 

sono immaginar ie ( ö 2 - 4 ac<0), si dice, pe r genera l i t à di lin

guaggio, che 1'equazione rappresenta due punti immaginari (non 

reali) della re t t a . 

Così adunque, in base a questa convenzione, si può dire che 

un' equazione di 2° grado a coefficienti reali rappresenta due punti 

della retta, reali o immaginari. 

Chiuderemo questo capitolo con la seguente osservazione. 

I l fatto che il valore algebrico di un segmento è esprimibile 

mediante le ascisse dei suoi estremi, si può uti l izzare anche nella 

dimostrazione di p ropr ie tà svariatissime, fra cui ci l imit iamo alla 

seguente : 

Se A, B, 0, D, sono quattro punti di una retta, fra i valori 

algebrici dei segmenti da essi determinati vale la relazione (di Eulero) : 

(12) AB. GD + AG-DB + AD-BG = 0. 

Poiché la scelta dell 'origine sulla re t t a è arbi t rar ia , assumiamo 

il punto A come origine delle ascisse. Abbiamo in questa ipotesi 

quindi 

AB — x±, GD = x 3 - x s , 

AG — xz, DB = x i - x 3 , 

AD = x3, BC=x2-xì. 

Sosti tuendo quest i valor i ne l p r imo m e m b r o della (12), si 

o t t i ene : 

xt (a?., — x.2) + a3s (Xi - x3) -f x3 (x2 — xf). 

Eseguendo i p rodo t t i e le r iduzioni , si vede immedia tamente 

che questa espressione è ident icamente nul la . 
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E s e r c i z i : 1.° - Se M ed N sono i p u n t i med i dei segment i 

AB e CD, si ha 

2.° - Essendo M il pun to medio d i A B e P u n pun to qual

siasi del la ret ta , si ha 

3.° - Da te le ascisse degl i es t remi di un segmento, calcolare le 

ascisse de i pun t i che dividono il segmento in n part i egual i . Sì con

sider i poi qualche caso par t ico lare , come ad esempio, n = 3, 4, 5 ,10 . 

•4." - Da te le ascisse degl i es t remi di u n segmento , de te rmi

na re l 'ascissa del punto che d iv ide il segmento in med ia ed es t rema 

rag ione . 

5.° - D a t i due pun t i A e B d i una re t ta , de te rminare il va

lore algebrico del segmento MN della re t ta , conoscendo i r appo r t i 

2MN=AC + BD = AD + BC. 

PA-PB = (PM)Z-(MA)Z. 

AM 

MB 

AN 

'' NB 

(1) Per altri esercizi concernenti la Geometria analitica della retta, si 
può vedere : Gr. Castelnuovo - « Lezioni di Geometria analitica » loco citato -
pag. 8 e seguenti. . 
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Rappresentazione delie coppie di numeri reali 

mediante punti del piano 

§ 1 . S i s t e m a c a r t e s i a n o . 

Sieno I I ' , YY' due r e t t e del piano che s ' incont rano in u n 

punto 0, Assumiamo 0 come origine comune su I I ' , F I " ; fis

siamo un verso posit ivo su ciascuna delle due re t t e , verso che è 

indicato nella, figura 

y dalle r ispet t ive frec

c i / ce ; e scegliamo u n 

4/ segmento uni tar io u 

j a misura dei seg

me n t i . Noi supponia-

„ mo per semplicità che 
A. 

l ' u n i t à di misura u 

sia la stessa per XX', 

Y Y' ; ma pe rò le con

siderazioni e conclu

sioni che seguono con

t inuerebbero a sussi

s tere anche nel caso in cui venissero scel te due d is t in te un i t à : 

una per ciascuna delle due r e t t e in parola . 

L e due r e t t e or ien ta te XX', YY' sono gl i assi di u n sistema 

cartesiano ; il pun to 0 è V origine del s is tema. 

S ia P u n pun to qua lunque del piano : dal p u n t o P t i r iamo 

la parallela a l l ' a s s e YY', e sia A il suo p u n t o d ' i n c o n t r o con 
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l ' a s s e I I ' ; analogamente , sia B il pun to d ' i n c o n t r o con l ' a s s e 

YY' della para l le la a l l ' a s s e XX' condot ta pe r il p u n t o P. Al 

p u n t o A sul l ' asse XX' corr i sponde, (VI, § 1), u n n u m e r o rea le x 

(ascissa di A s u l l ' ) ; al pun to B cor r i sponde ana logamente un 

n u m e r o reale y (ascissa di B su YY'). I numer i x e y si chia

m a n o coordinate cartesiane del p u n t o P, e, volendo specificare, si 

d ice che x è l'ascissa, y V ordinata del pun to stesso. R i a s sumendo 

poss iamo dire che ogni punto del piano ha due coordinate : V ascissa 

e V ordinata. 

Reciprocamente : sieno x e y due numeri reali qualunque ; 

essi sono rispettivamente V ascissa e V ordinata di Un unico e deter

minato punto P del piano. E d invero, dato x, r imane ind iv idua to 

u n pun to A su l l ' asse XX') e analogamente , da to y, r imane deter

mina to sul l 'asse J Y' u n p u n t o B: se ora per A t i r i a m o la paral 

l e la a l l ' a s se YY' e pe r B la parallela a l l ' a sse XX', queste due 

r e t t e s ' i n c o n t r a n o in un un ico e de te rmina to p u n t o P aven te x 

per ascissa e y per ordinata . P o s s i a m o pe r t an to affermare : 

Fissato il sistema cartesiano di riferimento, esiste una corri

spondenza biunivoca tra i punti del piano e le coppie di numeri 

reali (coordinate); per cui si suole identificare impunto Pcon la coppia 

di numeri corrispondenti (ascissa e ordinata) scrivendo P= (x, y). 

L ' asse XX' si ch iama ta lo ra asse delle x od anche asse delle 

ascisse ; V asse Y Y' asse delle y o asse delle ordinate. Dal la defi

n iz ione r i su l ta poi che le 

coord ina te di un punto 

P sono le misure , prese / 

coi debi t i segni , dei la t i ßh -JP 

del la spezzata OAP,(po- I 

ligonale delle coordinate / ,'y 

di P), d i cui u n es t remo / / ' 

è l 'o r ig ine e l 'a l t ro estre- q/^.^Q.-^I ^» 

m o è i l pun to P. A 
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0 Ä 

r v ° 

D ' ora innanz i supporremo, conformemente all ' ipotesi costan

temente seguita nella prat ica, che gli assi coordinat i sieno per

pendicolar i , o, come 

si dice, che i l s istema 

cartesiano di riferi

men to sia ortogonale. 

I l 0 ß \ -*P l" \ Con tale ipotesi , le 

formolo acquis tano la 

m a g g i o r e possibile 

semplicità, e valgono 

del res to anche per 

assi obliqui, le quante 

vol te in esse non in

tervenga, d i re t t amente 

yi o ind i re t t amente , Van-

golo degli assi. 

Gli assi coordinat i d ividono i l p iano in qua t t ro regioni o 

quadranti, che chiameremo 1°, I P , I I P , e IV°, considerat i nel senso 

della freccia dell ' un i ta figura. 

L ' ord ina ta è posi t iva nel 1° e 11° quadran te , nega t iva nel 

I I I " e IV°. L 'asc i ssa è posi t iva nel 1° e nel I V 0 q u a d r a n t e ; nega

t iva nel 11° e I I P . Segue da ciò che : 

nel 1° quadran te le coordinate sono en t r ambe posi t ive ; 

» I I I 0 » » » » » nega t ive ; 

» I I 0 » è pos i t iva 1' o rd ina ta e nega t iva 1' ascissa ; 

» I V 0 » » » l ' asc issa » » l ' o r d i n a t a . 

Se. un pun to è' s i tua to sull ' asse delle ascisse, 1' o rd ina ta è 

ugua le a zero ; se è s i tuato sull 'asse delle o rd ina te , è zero l 'ascissa. 

Po iché l 'or igine appar t i ene ai due assi, le coordina te del l 'or igine 

sono ent rambe egual i a zero. 

I punt i d i una r e t t a paral le la al l 'asse delle y hanno la mede

s ima ascissa; i pun t i di una r e t t a parallela al l 'asse delle "ce hanno 

la stessa ord ina ta . 
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Chiameremo prima bisettrice la r e t t a ohe biseca i l 1° e il 111° 

q u a d r a n t e ; seconda bisettrice quella che biseca gli a l t r i due qua

d r a n t i oppost i ( I I 0 e IV 0 ) . Si scorge immedia tamente che : 

L e coordinate di u n p u n t o del la p r ima bisettr ice sono eguali 

t ra lo ro (x = y); le coordinate di u n p u n t o della seconda b ise t t r ice 

sono n u m e r i oppost i (x = - y). 
Alcune al t re osservazioni ci sa ranno ut i l i in segui to . 

D u e p u n t i s immetr ic i r i spet to al l 'asse delle x hanno la mede

sima ascissa, men t r e 

P 

O 

le o rd ina te sono nu
mer i oppost i . In al tr i 
t e rmin i , p e r passare 
da u n pun to al suo 
s immetr ico r i s p e t t o 
a l l 'asse delle ascisse, 
basta cambiar segno 
all ' o rd ina ta . 

Ana logamente : per passare da u n pun to al suo s immetr ico 
r i spe t to all ' asse delle ordinate , bas ta cambiar segno all ' ascissa. 

•i/ 
Y 

o 

A" Je 

y 

I n fine, se si vuol 
ot tenere il s immetr ico 
di un p u n t o r i spe t to 
a l l 'o r ig ine , b a s t e r à 
cambiar segno t an to 
all ' o rd ina ta quanto 
all ' ascissa. 

§ 2 . A l e n i t i p r o b l e m i . 

Ora siamo in grado di r i so lvere a lcuni semplici problemi, 

a) - Distanza di due punti. Date le coordinate di due punti 

P i & P z 

Pi = K i Vi\ p* 

determinare la loro distanza. 
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y i 
Ti r iamo da Pl l a 

para l le la all 'asse delle 

x e sia R il pun to in 

cui ques ta paral lela 

incon t ra l ' o rd ina ta d i 

P g . Dal la figura, te

nendo presente che 

— — J f Qi 6 Pi hanno la me-

Q Q.£ desima ascissa e così 

pu re Q 3 e P 2 , r i sul ta immedia tamente che 

P i R = Qi Q t = z x ì ~ x l ; B P i = Q^P»-QiB = y i . ~ y i ) 

e dal t r iangolo re t tangolo P i E P Z ) che 

Pi P 2 = Pi fi + I J P » . 

Designando con c£ la dis tanza dei due p u n t i P 1 e P s si ha dunque 

la formola : 
dz^(xz-x1)

z + (ya~yiY'ì

ì 

ovvero 

d**={x1 -xz)
s + (y.y ~yzf, 

' che è 1' espressione de l quadra to della d is tanza cercata . I n parole : 

II quadrato della distanza di due punti è uguale alla differenza 

delle ascisse al quadrato, più la differenza delle ordinate al quadrato. 

Applicando ques ta regola si o t t iene immed ia t amen te la d is tanza 

del punto P s s (as, y) da l l ' o r ig ine 0 = (0, 0), e p r e c i s a m e n t e : 

dz — xz-\-y%i 

la quale ci dice ohe : il quadrato della distanza di un punto dal

l' orìgine è uguale alla somma dei quadrati delle coordinate del punto, 

b) - Punto che divide un segmento in un dato rap

porto. Sopra u n a r e t t a a del piano sì fìssi u n verso posi t ivo, e sieno 

Pi^{xi, J / J , P a = (xz, yz), due p u n t i qua lunque di essa. U n terzo 

pun to P della re t t a a de termina coi due p u n t i Pt e Pz i segment i 

PtP e P P g , i qual i hanno lo stesso verso se P è in terno, verso 

opposto se. P è es terno al segmento PtPz. È quindi natura le di 
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as sumere il r appor to 

positivamente nel 
p 

p r i m o caso, negativa

mente nel secondo. 

n * r f si chiama spesso 

i l rapporto (semplice) 

secondo il cui punto P 

divide il segmento PL 

P 2 . E chiaro che il segno di questo rapporto è indipendente dal 

verso posi t ivo scelto su a.(1) Ciò pos to , ci proponiamo di r i so lvere 

i l seguente problema: 

Conoscendo le coordinate (as 1 , y,), (cc ä, y2) di due punti P± e P 3 

di una retta a, calcolare le coordinate (x, y) di un terzo punto P 

di a, dato il rapporto r secondo cui il punto P divide il segmento Pt P 2 . 

, Tir iamo da P d , P e P 2 , (v. figura), le parallele all 'asse delle y, 

e sieno Qlf Q e Q 2 i r i spet t iv i p u n t i d ' incont ro con l 'asse delle a;. 

D a l teorema d i Talete r i su l ta in valore e segno : 

Qi Q _ I\P 

e poiché Q = x - xt 

sos t i tuendo abbiamo : 

Q Q2 P Po ' 

X 
pp, 

= r, 

da l la quale si deduce tos to 

1+r ' 

Questa formola ci dà l ' a sc i s sa del punto P. L ' o rd ina ta si 

ca lcola nello stesso modo, e si t rova precisamente 

Vi + ryi 
l + r 

(1) Esso è anche indipeudente dalla scelta dell' unità di misura e dalla 
posizione dell' origine sulla retta a. 

(2) Non si dimentichi che i punti QL, Q e Q 2 hanno rispettivamente le 
medesime ascisse dei punti P A , P e*P g, 
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L e espressioni 

(1) * = ^ J ^ > 

delle coordinate di P sono val ide le quan te vol te 1 + r § 0, ossia 

r § - l , P e r r = - 1, ciascuna di esse assume la forma ^ , e qu indi 

il problema non ammet te soluzioni. I n ogni al tro caso il problema 

ammet te un ' unica soluzione. 

L e formolo (1) si pongono talora sot to al t ra forma, ponendo 

r = — : si o t t iene immedia tamente 
m ' 

P e r r = 1, le (1) ci danno le coordinate del punto medio del 

segmento P^P%Ì e prec isamente : 

X • 
Vi + Vs 

y - g 

Ciascuna di esse è la media ar i tmet ica delle coordinate omonime 

dei punt i P t e P 2 . 

c) - Traslazione degli assi. L e coordinate (x, y) di u n p u n t o 

del piano d ipendono evidentemente dalla scel ta del s is tema carte

siano di r iferimento, e var iano con questo. 

Un problema fondamentale in geometr ia anali t ica è quello 

della trasformazione delle coordinate. Ecco in che cosa consiste 

in generale. 

S i consideri u n nuovo 

s is tema di assi X' 0' Y', del 

quale sia no ta la posizione 

r i spe t to all'antico s is tema 

di r i fer imento XOY; e sie

no (ce', y') le nuove , (x, y) 

le an t iche coordinate di P. 

Si t r a t t a d i espr imere x e y 

median te x', y' e viceversa. 
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P e r ora dobbiamo l imi ta rc i al caso più semplice in cui Vasse 

delle x è parallelo all' asse delle x', e l'asse delle y è parallelo a 

quello delle y'. Suppor remo ino l t re che gli assi omonimi abbiamo 

versi concordi, cosicché il passaggio dalla posizione del l ' ant ico a 

quel la de l nuovo sistema, o viceversa, si può conseguire median te 

una semplice traslazione. 

L a posizione re la t iva del 

nuovo sis tema X' 0' Y' è 

nota , non appena si cono

scano le ant iche coordinate 

(a, b) della nuova origine 

0'. T i r ando da P la paral

lela all 'asse y e designando 

Y 

o 
a-

11 

i l ' 

A B X 

con B> e B' i punti- d ' i n c o n t r o con gli assi x e as', abb iamo : 

. x==OB= OA + AB=OA+-0'B' = a + x', 

e analogamente si deduce y = b + y'; cosicché, r iunendo le due 

formole per la traslazione degli assi, si h a : 

x = x' + a, y = y'+b. 

D a queste si deducono immedia tamen te le formole inverse di tra

sformazione : 

x' = x — a, y' = y — b. 

§ 3 . A l c u n i l u o g h i g e o m e t r i c i . 

Supponiamo che una figura F soddisfi alle seguent i condiz ioni : 

a) Ogni punto di F gode di una certa proprietà ; 

b) Un punto qualunque preso fuori di F non gode di codesta 

proprietà. 

Ciò si esprime b revemente dicendo che la figura F è il luogo 

geometrico dei punti che godono della proprietà indicata. 

Questa definizione vale indifferentemente per figure piane e 

p e r figure dello spazio. 
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Ciò posto, proponiamoci di passare in rassegna alcuni luoghi 

geometr ic i semplici del piano, pe r ciascuno dei quali la p ropr ie tà , 

di cui si fa cenno nel la definizione, è espressa d a un ' equazione 

fra le coordinate. Avremo così occasione di fissare fin d ' o r a un 

concetto fondamentale della geometr ia anal i t ica : quello di equazione 

di una linea. 

1) - Qual 'è il luogo geometr ico dei p u n t i pei quali si ha y = 0? 

L a risposta è immedia ta : il luogo r ichiesto è 1' asse delle x. 

Infa t t i ogni pun to deli ' asse delle ce ha 1' o rd ina ta eguale a zero, 

ment re è diversa da zero 1' ord ina ta di u n p u n t o qualunque p reso 

fuori deli ' asse medesimo. Noi diremo b revemen te che y = 0 è 

V equazione dell' asse delle x, pe r significare che quest ' asse è il 

luogo geometrico dei p u n t i del piano pei qual i è nul la 1' ordinata . 

Nello stesso modo si vedrebbe che : 

2) - y = a, ove a è una costante, è V equazione dì una retta 

parallela all' asse delle x, che in te rce t ta sufi ' asse delle y, a par

t ire dall ' origine, un segmento eguale ad a. 

3) - ce == 0 è l'equazione dell' asse delle y ; 

4) - x = a, ove a è una costante, è V equazione di una retta 

parallela all' asse delle y, che in terce t ta sul l ' asse delle x un seg

mento eguale ad a, a pa r t i r e dall ' or igine ; 

5) - y = x è V equazione della prima bisettrice degli assi. 

6) - y = - x è V equazione della seconda bisettrice degli assi. 

7) - Equazione della retta in generale. Qual 'è il luogo geometr ico 

dei punt i (x, y) che con le loro coordinate soddisfano l ' equazione 

x y 1 

(2) xx y, ì 

ove (x1,yi), (xz,y2) sono le coordinate d i due pun t i d a t i ? ' 1 ' 

(1) Si indicano comunemente con x e y le coordinate variàbili o cor
renti ; mentre le coordinate di punti determinati (da considerarsi invariabili 
o fissi) sì indicano con le stesse lettere munite di indici o di apici. 

: 0 , 
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I n t a n t o si vede immedia tamente che i punt i P 1 = ( a ü 1 , y 1 ) , 

P 2 = = ( a 3 2 , y 2 ) appar tengono al luogo. L e coordinate di u n pun to 

qua lunque della r e t t a P t P 2 sono date , [§ 2, b)], dalle formolo : 

r^ + rx„ yi + rys 
X : 

l + r 

e se noi poniamo al posto di a; e di y queste espressioni nel la (2), 

si o t t iene successivamente : 

x{ + rcoì 

l + r 

OB, 

X„ 

V i + r Vi 
1 + r 

Vi 

y* 

ì 
l + r 

x^ + rx% 

X, 

CO o 

Vi 

l + r 

1 

1 

l + > 

l + r 

X. Vi 

2 y» 

x O = O, 

- r 

A3 o ìlz 

i de t e rminan t i en t ro la parentes i essendo ent rambi egual i a zero. 

S i p u ò dunque concludere che t u t t i i p u n t i della r e t t a P± P 2 sod

disfano con le loro coordinate 1' equazione (2) ; e sarebbe facile 

d ' a l t r o n d e riconoscere che i pun t i p r e s i fuori di ques ta r e t t a non 

soddisfano 1' equazione stessa. I l luogo r ichiesto è dunque la r e t t a 

P i P 2 , e possiamo per tan to affermare che la (2) è l'equazione della 

retta che unisce i due punti P 1 ^ ( x i ì y i \ Ps = (x2ìyz). 

D a quest ' u l t imo esempio r i su l ta che data una r e t t a qua lunque 

del p iano , e scelti su di essa due p u n t i P 4 sa ( 'x , , yf), P% = (x2, y2), 

V equazione della re t t a è 

ys 

0. 

E poiché sv i luppando il de te rminan te secondo g l i e lement i 

della p r ima r iga si ott iene u n ' equazione di primo grado nelle 
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coordinate, cioè un ' equazione della forma A x + By + C = 0, pos

siamo concludere che : 

Ogni retta, riferita ad un sistema cartesiano, sì può rappresen

tare mediante un' equazione di primo grado nelle coordinate. 

Reciprocamente : 

Il luogo geometrico dei punti del piano ì quali soddisfano, con 

le loro coordinate, ad una equazione di primo grado, è una retta. 

Sia 1' equazione 

(3) Ax + By+ C = 0 

di primo grado nelle coordinate. Suppon iamo dappr ima ( 7 ^ 0 . 

È chiaro in tan to che i coefficienti A e B non possono essere 

s imultaneamente null i . Se A=0, l ' equaz ione (3) diviene y — -^-, 

e questa, come sappiamo, è l ' equaz ione di u n a r e t t a paral lela 

all ' asse delle x. Analogamente , se 5 = 0, 1' equazione (3) assume 

la forma x = - -j-, e rappresenta u n a r e t t a paral le la all 'asse delle y. 

Rimane da cons iderare il caso in cui A ^ 0 e B ^ 0. I l luogo 

rappresenta to dal l ' equazione (3) i ncon t r a la re t t a y — 0, (asse 
C 

delle x), nel p u n t o di ascissa --r-; incont ra la r e t t a x = 0, (asse 

delle y), nel pun to la cui ordinata è - . Quindi , 0, I ) . 
sono due p u n t i del luogo. Ciò posto, si consider i la r e t t a che passa 

per quest i due pun t i . L a sua equazione, sot to forma simbolica, è 

x 

' A 

•o 

y 

0 

c_ 

B 

= 0. 

Moltiplichiamo l 'equazione per AB: a t a l fine bas te rà molt ipl icare 

per A la seconda r iga e pe r B la te rza ; r iga del de te rminante . 

Si ha cosi ; 

x y 1 

0 

0 

0. 

-G 

A 

B 

= 0. 
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X y ì 
-B A ì = o, 

0 0 ì 
ossia, svi luppando il de terminante , 

Aa + By = 0, 

e il t eorema r imane completamente dimostrato . 

Risu l ta così stabil i ta la seguente proposizione fondamentale 

della geometria analitica del piano. 

Scelto un sistema cartesiano di riferimento, ogni retta si può 

rappresentare mediante un'equazione di primo grado nelle coordi

nate ; e reciprocamente : ogni equazione di primo grado nelle coor

dinate rappresenta una retta. 

D.éW Agnoln - Matematiche Generali 8 

Se ora .si svi luppa il de t e rminan te secondo gli e lement i della 

p r ima riga, si o t t iene 

ACx + B Cy + C* = 0, 

od anche, d iv idendo per C, 

Ax + By + G-0, 

e ques ta equazione coincide con la ( 3 ) da cui siamo par t i t i . R i a s 

sumendo : i l luogo geometrico rappresen ta to dall ' equazione ( 3 ) è 

la r e t t a che unisce i due p u n t i ^ - - p OJJ - - ^ - j . 

Supponiamo in secondo luogo C ~ 0 . L 'equazione ( 3 ; si r iduce 

alla seguente 
Acc + By^O. 

Per ^ 4 = 0 , si ot t iene y — 0, che è l ' equaz ione de l l ' asse delle x\ 

per B — 0 , si ha x = 0, equazione dell ' asse delle y ; e in quest i 

casi par t icolar i il teorema è d imos t ra to . R imane da fare l ' i po tes i 

A'S:0, B5:0. È senz ' a l t ro ev idente che 1' origine 0 == ( 0 , 0 ) e il 

pun to P == (- B, A) appar tengono al luogo rappresen ta to dal l 'equa

zione Ax+ By — 0. D ' a l t r a par te , l ' equaz ione della r e t t a 0P è 



IM CAPITOLO VII. — §§ 3-4 

8) - Equazione del circolo. Si domanda qual 'è il luogo geome

trico dei punt i del p iano, che soddisfano con le loro coordinate 

1' equazione 

(4) (x - a)3 + (y- b)2 = r2, 

con a, b ed designando delle costant i . 

La risposta' è immediata. I l p r imo m e m b r o di questa equazione 

rappresenta il quadra to della distanza del plinto (x, y) dal punto 

G'==(a, ö), ment re il secondo membro è costante . I pun t i del luogo 

hanno dunque dal p u n t o G una d is tanza costante eguale ad r, e 

per conseguenza il luogo stesso è il circolo di centro G e d i 

raggio j \ I n a l t r i t e rmin i : la (4) è V equazione del circolo col centro 

nel punto G s= (a, b) e di raggio r. I n par t ico lare , se il centro coin

cide con l ' o r i g ine , si h a a = b = 0, e l ' equaz ione (4) diviene 
°°z + y% —,,2> 

Se poi in questa si pone r — 1, si ha 

x2+y2 = l, 

che rappresen ta V equazione del circolo col centro nell' origine e di 

raggio eguale alV unità (circolo unitario col centro nel l ' origine). 

§ 4 . C o m e v a r i a n o l e c o o r d i n a t e di u n p u n t o m o b i l e 
s u l c i r c o l o u n i t a r i o a:2 + y a = l . 

É in teressante esami

na re il modo di var iare 

del l ' o rd ina ta e dell ' a-

scissa di u n punto P = 

(x, y), a l lorquando questo 

pun to percorre la circon-

ferenza x2 + y2 = 1. 

I due assi coord ina t i 

dividono la circonferenza 

in qua t t ro pa r t i u g u a l i 

o quadranti che chiame

remo 1°, I I 0 , I I I 0 e I V 0 , 

considera t i ne l l ' o rd ine 
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indicato dalla freccia. Si supponga che il punto P , pa r t endo da A, 
percor ra l ' in te ra circonferenza nel senso della freccia. Si vede 

immedia tamente , osservando la figura, che 1' ord ina ta y 

nel 1° quadran te var ia crescendo da 0 a -f 1 : 
» I I 0 » » decrescendo » - f i » 0 ; 

» I I I 0 » » » » u » - 1 : 
» I V 0 » » crescendo » - 1 •» 0. 

Poss iamo raccogliere quest i r i su l ta t i nei seguente specchiet to : 

Quadranti Ordinata .// 

1° varia crescendo da 0 a-j- 1 

I P „ decrescendo „ + 1 „ o 
111° n li ii 0 
ivo „ crescendo „ — 1 „ 0. 

Analogamente si vede dalla figura, che 1' ascissa x del punto 

mobile var ia nel modo indicato dal seguente prospe t to : 

Quadranti Ascissa x 

1° varia decrescendo da + 1 a 0 
11° » 11 ,, o „ - l 

111° „ crescendo „ - 1 „ o 
I V ° ii ii „ o 

E inut i le avver t i re ohe le var iazioni vanno intese sempre 

nel senso algebrico. 
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CAPITOLO Vili. 

Rappresentazione delle terne di numeri reali 

mediante punti dello spazio 

§ 1 . S i s t e m a c a r t e s i a n o o r t o g o n a l e . 

Consideriamo tre r e t t e non complanar i uscenti da un punto 0, 
le quali sieno a due a due perpendicolar i . F iss iamo su ciascuna di 

esse u n verso positi
vo; assumiamo come 
origine comunei l pun
to 0 in citi le t re r e t t e 
s ' i ncon t r ano ; e sce
gl iamo un ' unità di mi
sura u comune alle 
t r e r e t t e ( 1 ) . L e t re 
r e t t e formano u n si
stema cartesiano orto
gonale, e si chiamano 
gli ansi del s istema : 
asse x, asse y, asse z 

r ispet t ivamente . I p iani de te rmina t i dal le t r e r e t t e considerate a 
due a due, vale a dire i p iani x y, y z, zx, si chiamano piani coor
dinati, e il pun to 0 si chiama origine de l s istema cartesiano. 

Sia P un punto qualunque dello spazio : pe r P t i r iamo i piani 
PP'" P',PP' P",PP" P'", paral le l i ai p i a n i coordinat i , o, se si 
vuole, perpendicolar i agli assi coordinat i . Quest i p ian i incontrano 

(1) V unità di misura potrebbe assumersi diversa da una retta all' altra ; 
ma noi per semplicità supponiamo che sia la medesima per tutte tre. 
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gli assi 0 X, 0 r , 0 Z, nei pun t i A, B e 0 r i spe t t ivamente . Al 

pun to A corrisponde un numero reale x (ascissa del pun to A sul-

T asse 0 X) ; al punto B corr isponde un numero reale y (ascissa 

di B su OY); al punto C corr isponde un numero reale z (ascissa 

di C su 0 Z). I numeri real i (relativi) x, y, z, si chiamano coordi

nate cartesiane del punto P, e, volendo specificare, prima, seconda 

e terza coordinata del punto P. Vediamo così c h e : ad ogni punto P 

dello spazio corrisponde una terna di numeri reali (le coordinate di P). 

Reciprocamente : dati tre numeri reali (relativi) qualunque 

x, y, z, essi sono le coordinate (prima, seconda e tersa rispettivamente) 

di un unico e determinato punto dello spazio. 

Infat t i , al numero x corr isponde un punto A sull ' asse 0 X ; 

al numero y, un punto B su OY; al numero z, un p u n t o C su 

0Z: e se per A t i r iamo il p iano perpendicolare a 0 X, pe r B i l 

piano perpendicolare a 0 Y, per 0 il piano perpendicolare a. 0Z, 

quest i t r e piani s ' i ncon t rano in un unico e de terminato p u n t o P 

dello spazio avente per coordinate (prima, seconda e terza) x, y, z. 

Poss iamo per tan to concludere : 

Fissato il sistema cartesiano di rìfi-rimento, esìste una corri

spondenza biunivoca fra i punti dello spazio e le terne di numeri 

reali (terne di coordinate cartesiane). 

In v i r t ù di questa corr ispondenza, possiamo par lare indifferen

t emen te di p u n t i dello spazio e di t e rne d i numeri real i (coordi

nate), identificando, pe r così dire , un punto alla r i spe t t iva t e rna ; 

e scr ivere 
P=s(.T5, y, z), 

per significare che P è il pun to dello spazio di coordinate (prima, 

seconda e terza) x, y, z. 

I piatii coordinat i dividono lo spazio in otto regioni (tr iedri 

t r i re t tangol i ) . I n una stessa regione ciascuna delle coordinate con

serva sempre il medesimo segno. Nel passaggio di una regione ad 

un ' a l t ra limitrofa, cambia il segno di una, e soltanto di una , delle 

t re coordinate. 
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Ri to rnando alla definizione, noi vediamo dalla figura che le 

.coordinate di u n pun to P , prese in valore assoluto, sono le lun

ghezze degli spigoli di u n parallelepipedo re t tangolo con un vert ice 

in P e col ver t ice opposto a P ne l l ' o r ig ine . Si può osservare 

inol t re che il pun to P e l ' origine sono gl i es t remi della spezzata 

0 A P ' P , i cui la t i 0 A, A P', P' P , hanno r i spe t t ivamente pe r 

misure (prese coi debi t i segni stabil i t i dalle convenzioni precedenti) 

le coordinate pr ima, seconda e terza di P . L a spezzata in parola 

si chiama poligonale delle coordinate di P. 

Dalla definizione di coordinate segue pu re immedia tamente che: 

per tu t t i i p u n t i del piano x y si h a z — 0 ; 

» » » » » » y z » » x = 0 ; 

» » » » » » z x » » y = 0 . 

Poiché . l 'origine è comune ai t re p ian i coordinat i , le coordinate 

dell ' origine sono t u t t e t r e eguali a zero : 0 = (0, 0, 0). 

Se un pun to si muove in un piano parallelo al piano xy, la 

coordinata z del pun to r imane costante. Ana loghe conclusioni si 

hanno re la t ivamente ai piani paralleli a l l ' uno o all ' a l t ro dei due 

piani coordinat i y z e• z x. 

Se si osserva ohe 1' asse z è comune ai due piani y z e zx, 

si può senz' altro affermare che : 

per t u t t i i p u n t i dell 'asse z si h a x — 0, y = 0;-

e analogamente : 

per t u t t i i pun t i de l l ' a sse x s i "ha y = 0, z = 0 ; 

» » » » » y » » z = 0, x = 0 . 

P i ù g e n e r a l m e n t e : se u n punto si m u o v e lungo una r e t t a 

parallela all' asse delle z, le coordinate x e y del punto si manten

gono costanti . E conclusioni analoghe si hanno manifes tamente 

per le re t te parallele all ' uno o all ' a l t ro degli a l t r i due assi. 

E poi evidente che nel passaggio da u n p u n t o al suo simme

trico r ispet to al piano x y, le coordinate x e y r imangono inalte

ra te , ment re la z cambia semplicemente di segno. Analoghe ed 
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ovvie osservazioni valgono nei r igua rd i delle s immetr ie r ispet to 

agli a l t r i due piani coordinat i . Oltre a ciò, nel passaggio da un 

p u n t o al suo simmetrico r ispet to all ' or igine, cambiano di segno 

t u t t e t r e le coordinate. 

§ 2 . A l c u n i p r o b l e m i . 

a) Distanza di due punti. Date le coordinate 

P1~(x1,yi,zi), P2 = (x2, y2, z2) 

di due punti P 4 e P 2 dello spazio, determinare la loro distanza. 

Sia d la distanza cercata . Con procedimento analogo a quello 

segui to pe r r isolvere lo stesso p rob lema nel piano, (VII , § 2), pro

cedimento che consiste nella r i pe tu t a applicazione del teorema di 

P i t agora , si ha : 

d'z^{xi~x2)
z + ( t / 1 - y 2 Y z + (zi-z2)

2. 

Abbiamo così la regola : 

Il quadrato della distanza di due punti è uguale alla somma 

dei quadrati delle differenze delle coordinate omonime dei punti stessi. 

I n par t icolare : 

d2 = x2 + y2 -\-z2 

è il quadrato della distanza del punto P = ( a s , y, z) dall'origine, eguale 

alla somma dei quadrati delle coordinate del punto. 

b) Punto die divide tin segmento in un dato rap

porto. Si t r a t t a di r isolvere il p rob lema : 

Conoscendo le coordinate (x^ y}, zj, (x2, y2, z2) di due punti 

P t e P 2 di una retta a, calcolare le coordinate (x, y, z) dì un terzo 

punto P di a, dato il rapporto r secondo cui il punto P divide il 

segmento Pt P 2 . ( 1 ) 

P P 

(1) 'Si assume il rapporto r = -~-p~ positivamente se P è interno, ne

gativamente, se P è esterno al segmento P i - P a i come nell'analogo problema 

del piano (VII, § 2). 
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Si risolve con lo stesso procedimento segui to nella risoluzione 

dell ' analogo problema del piano, (VII, § 2). Daremo pe r t an to solo 

i r isultat i . L e coordinate del punto P sono da te dalle formolo: 

(1) .%- l + r , / / - 1 + r , * \ + r ' 

Queste si possono scrivere anche c o s ì : 

= r, 

cosicché 

od anche 

Ih-!/ - 2 - -

V - Vi 3 - 3 , 

>h - y 
! 

(2) x ' = y ~ÌJi — z ~ ~ " i > . 

Qui si t r a t t a di due equazioni indipendenti {com\àev&uào ce, y, z 

come variabili) perchè delle t r e equazioni (2) u n a qualunque di esse 

è conseguenza delle r imanent i . L e (2) r appresen tano le condizioni 

necessarie e sufficienti affinchè il punto (ce, y, z) risulti allineato con 

gli altri due. 

Se nelle (1) si pone r = l , si o t t i e n e : 

Kj + at _ Vi + ih s i + a » 

^ — 9 ) y — 9 i ü — 9 ) 

dalle quali r isul ta che ciascuna delle coordinate del putito medio 

del segmento Pt P2 è la media aritmetica delle coordinate omonime 

dei punti Pi e P2. 

Si osservi in fine che ponendo r — ~ , le (1) assumono la 

forma seguente : 

' (3) x = W t f l ; i + m ì X i

 y _ " l i y i + mìVì „ __ "' i~i + •»>»~2 

c) Espressioni delle coordinate di un punto qua

lunque del piano passante per tre punti dati. 

(1) Basta rammentare clie dalla serie di rapporti eguali a ° 

si deduce quest' altra a b a 
a x bL ci 

a + aL b + ftj. u -f- c A 
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Dat i t re pun t i non allineati 

>'•> •(*•>, Vt, z-J, 

sia Q==(x,y,z) un punto del piano da 

essi de te rmina to . Si congiunga Q con 

P.j e sia P '== (oc', y', z') il punto d ' in

contro delle r e t t e Q P 3 e P , P 2 . Pos to 

in v i r t ù delle (3) le coordinate di P ' sono date dalle forinole 

x ' =

 x i + M i "** ? / ' =

 y* + g ' _ "'• ~' + *a 

TOt « ' 2 ' W ' i + > " * ' » ! 1 4" ' " ' 2 

Poiché Q è il punto della r e t t a P ' P 3 che divide il segmento P ' P ; i 

nel rappor to m 3 : (/»( + » ì a ) , abbiamo, sempre in base, alle (3), le 

seguent i espressioni delle coord ina te di Q: 

x

 m i + ì»ì)<B'-r»h<"3 y ^ ( " ' I + " ' 2 ) 2 / ' + " ' 3 2/3 z ^ jmL + -m2)z'+-vh^,) 

MIJ -f-111-2 + Ut-i ' W'-I + » » 2 4" >ìl3 ' v l l 4" »>'2 4" W i 3 ' 

ossia, sos t i tuendo ad x y' z' i va lor i forniti dalle formolo precedent i , 

, . » t 1 A; 1 + '»IGA>A+ ' « 3 ^ 3 ' » 1 + » ' 2 J / 2 + >''i - 1 + ' " 2 - 2 + m s ~A 

Col procedimento indicato possiamo sempre dare ques ta forma 

alle coordinate di un pun to qualunque del piano P, P2 Ps. 

d) Traslazione degli a s s i . Anche nello spazio si presenta 

il problema della trasformazione delle coordinate, e il caso più sem

pl ice è quello in cui gl i assi omonimi dei due sistemi di r i fer imento 

sono paral lel i e di versi concordi . Sieno (a, b, c) le coordinate della 

nuova or igine r ispet to all ' ant ico sistema ; si ha : 

se = x' + a, y — y' + b, z=z + c, 

I'' Q 

(1) Se il rapporto = s, basterà assumere mä = s 4- ni,). 
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designando con x , y', z' le nuove, e con x, y, z le ant iche coor

dinate di un punto generico P dello spazio. ( 1> 

§ 3 . A l c u n i l u o g h i g e o m e t r i c i . 

Dopo quanto venne esposto sullo stesso a rgomento nella geo

metr ia del piano, (VII, § 3), possiamo l imitarci agl i enunciat i con

cernenti a lcuni dei più semplici luoghi geometr ic i nello spazio. 

1) ;,.' = 0 è l'equazione del piano yz;(2) 

2) x — a, ove a è una costante, è V equazione di un piano 

parallelo al piano yz, che in tercet ta sul l 'asse»; , a par t i re dall 'ori

gine, u n segmento eguale ad a. 

Analoghi r isul ta t i si hanno ponendo y al posto di x, e, al 

tempo stesso, z al posto di y e x al posto di z. 

3) Equazione del piano in generale. L ' equazione 

Ax + By + C-O, 

contenente le sole var iab i l i x e y, ne l piano 2 = 0 rappresen ta una 

r e t t a t : la stessa equazione nello spazio r appresen ta un piano 

paral lelo all ' asse z. 

Bas ta riflettere che se 

P' s= (x, y) è un pun to 

di t (nel piano z — 0), 

e se per P' si conduce 

la parallela all 'asse z, 

ogni pun to P di qixe-

sta paral le la ha la 

stessa x e la stessa y 

di P', e soddisfa quin

di con le sue coordi

na t e (prima e seconda) 

(1) Cfr. con l'analogo problema del. piano [VII, § 2 , o)]. 

(2) invece di dire ' che «il piano ys è il luogo geometrico dei punti 
dello spazio aventi la prima coordinata eguale a zero ». 
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l ' equaz ione A x + By + 0 = 0 . ( l 1 Ma le parallele a l l ' a s s e z con

do t t e per i pun t i P' di t, formano un p iano paral lelo a l l ' a s se z; 

e d ' a l t r a par te un pun to preso fuori d i questo piano, non può 

manifes tamente soddisfare l ' equaz ione in parola. 

Risu l ta t i analoghi si o t t engono evidentemente sos t i tuendo 

y ad x, e, contemporaneamente , z ad y e x a z. Essi si possono 

r iassumere brevemente così : 

Data un' equazione di primo grado nelle coordinate 

Ax + By + (,'z ..• I) Ü, 

se è A —0, essa rappresenta un piano parallelo all' asse delle x ; 

» » B = 0 , » » » » » » » y • 

» » 0 = 0 , » » » » il » » z. 

G-li esempi precedenti ci fanno in tu i re un fatto genera le del la 

mass ima importanza nella geometr ia analitica dello spazio, e pre

c isamente che : 

« Ogni equazione di p r imo grado nelle coordinate r appresen ta 

un piano ». 

Dimost re remo dappr ima il t eorema inverso, cioè che ogni piano 

si può rappresentare mediante un' equazione di primo grado nelle 

coordinate. 

Si consideri 1' equazione in ce, y, z : 

x y z 1 

(5) Vi 

z. 

®3 V:i s s 

-0, 

nel la quale supponiamo che i punti 

P l ^ [ X l , ÌJi, *i\ »21*2)1 ^ - ( « » i 2/3> *s) 
non sieno allineati. Ess i de te rminano quindi tm unico piano. Qual 

è il luogo geometr ico dei pun t i dello spazio i quali , con le loro 

coordinate , soddisfano all ' equazione (5) ? 

(1) Si noti ohe l'equazione Ax + By + ( 7 = 0 non vincola la terza 
coordinata. 
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In tan to ved iamo subito che i pun t i P 4 , P 3 , P 3 appar tengono 

al luogo rappresen ta to da questa equazione. Si consideri poi un 

punto qualunque P== (te, ?/, 2) del piano ind iv idua to dai t r e pun t i 

P n P 2 , P 3 . L e coordinate di P , come si è vis to sopra, (formolo [4]§2), 

si possono sempre mettere- sotto la forma 

ni^ .a'j ~|- iiLy ,t.> ~f 

ml-\-Mi + ì)i:l ' 

+ 'n-i!/->+ "i-iH-.i 
in, +ni., 4- ni.. ' 

misl + mii 

IH, + 1)1, -

Sost i tuiamo nel pr imo membro della (5) ad ce, y e z queste 

espressioni ; si o t t iene : 

% X i -1- m-, X i + ma ce:t »wt y{ + i»o .'/a + "HVs "' i ~i + '"3 ~a + " '3 «3 

Wfj + « » , + »1, 

05,, 
03 » 

•«? A -+- / « 2 + i>';1 

Vi 

ÌJz 

ovvero, raccogliendo dalla p r ima r iga 

*»i + +n':i 

1 

1 - - } - in „ + 

1 

W t i - I - H ì j , + flì3 

® 1 

£1? n 

#1 

Ì /3 ^8 i/S Z3 

Questo de te rminan te si scinde nella somma di t r e determi

nanti , ciascuno dei quali è nullo per avere due r ighe proporzio

nali (IV, § 6). Poss iamo pe r t an to affermare che ogni punto del 

piano Pi P 3 P g soddisfa con le sue coordinate all ' equazione (5). 

D ' a l t r a parte sarebbe facile riconoscere che la (5) non è soddisfat ta 

dalle coordinate di un pun to qualunque preso fuori del p iano . 

Da tu t to ciò si conclude che il luogo r ichiesto è il p i ano I\ P 2 

P 3 , ossia che la (5) è l'equazione del piano passante per i tre punti 

- f u -̂ 21 P'i-

Ne segue che ogni piano si può rappresentare mediante un'e

quazione della forma (5), che è appunto, u n ' e q u a z i o n e di p r imo 

grado nelle coordinati 
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Reciprocamente : ogni equazione della forma 

(6) Ax+ lì.q Gz I) • <>, 

di primo grado nelle coordinate, rappresenta un piano. 

G-ià sappiamo che l 'equazione (6) rappresenta un piano quando 

uno dei pr imi t r e coefficienti è uguale a zero, come pure nel caso 

in cui due di ta l i coefficienti sono insieme nulli. R imane p e r t a n t o 

da fare l ' ipotesi che i coefficienti A, B, C sieno tu t t i diversi da zero. 

Supponiamo dapprima Z > ^ 0 , e si consideri l ' equazione 

1 

1 

1 

1 

(7) 

x 
Jj 

' A 

0 

0 

y 

o 
a 

" B 

0 

~ 0 

1) 

1: 

= 0. 

o. 

Moltiplichiamo la 2* r i g a del de terminante per A, la 3 a r iga 

pe r B e la qua r t a r iga per G : ciò equivale evidentemente a mol

t ipl icare i due membr i della (7) per il p rodot to ABC, che è diverso 

da zero pe r ipotesi. S i perviene così all ' equazione equivalente 

x y z 1 

-D 0 0 A 

. 0 -D 0 B 

0 0 -D G 

Se ora si svi luppa il de te rminante pr imo membro secondo g l i 

e lement i della p r ima riga, si h a 

AD*x + BD*y + CD*z + D3 = 0, 

ossia, dividendo per Dz, 

Acc.+ By+Gs + D = 0, 

che coincide con l 'equazione (6) da cui siamo par t i t i . L 'equazione (6) 

è dunque equivalente alla (7), e ques ta rappresenta , come si sa, 

il p iano dei t r e punt i 

(8) ( - | , 0 , 0 ) , (0, 0) , ( 0 , 0 , - 4 ) ; 

qu ind i possiamo affermare che la (6) rappresenta u n p iano . 
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Osserviamo di passaggio d i e i pun t i (8) sono quelli in cui il 

p iano (6) sega gl i assi coordinat i delle x, delle y e delle z r ispet

t ivamente . 

Sia in secondo luogo D = 0. I n ques ta ipotesi la (6) diviene 

(9) Ax <rBy + Gz = 0. 

Si consideri questa volta 1' equazione 

X z 1 

- B A 0 1 

- G 0 A 1 

0 0 0 1 

( IO) 

Essa si r iduce subito alla seguente 

= 0. 

X il z 

-B A 0 

-G 0 A 

0. 

Svi luppando il determinante , si o t t iene 

. A2x + ABy + ACz^0; 

ovvero, dividendo per A, 

Ax + By+ Oz = 0, 

equazione ident ica alla (9). Si vede così che la (9) è equivalente 

alla (10) : e poiché questa rappresenta il p i ano de i t r e pun t i 

(-B,A,0), (-Cr0,A), ( 0 , 0 , 0 ) , 

il teorema r imane completamente d imos t ra to . 

I r isul ta t i p receden t i si r iassumono nel la proposizione fonda

mentale della geometria analitica dello spazio : 

Scelto un sistema cartesiano di riferimento, ogni piano dello 

spazio si può rappresentare mediante un' equazione di primo grada 

nelle coordinate, e reciprocamente. 



§ 4 . E q u a z i o n i d e l l a r e t t a . 

Il luogo geometrico dei punt i , che con le loro coordinate sod

disfano s imul taneamente a due equazioni di primo g rado 

(A3x~\-Bil/ + C\ z + D, ~ 0, 

è una re t t a : V intersezione dei due piani da esse rappresen ta t i . 

Così adunque : due equazioni di primo grado nelle coordinate 

rappresentano, considerate insieme, una linea retta.111 

In par t icolare , le equazioni 

x - «•j _ il ~ Vi - - - i 

'rt-'->h Ih-Vi 

considera te sopra [§ 2 &)], rappresentano la retta congiungente i 

due punti 

P 1 = s ( a ; 1 , y /j , P 2 = s ( a 3 o . / / 2 , 2 2 ) . 

Dalle (3) si deduce 

Aix + Bljj—-Ciz-Di 

Azx-\- B2y = - G2z-D2, 

e da queste, median te la regola di Cramer, si o t tengono pe r x e y 

espressioni del t ipo : 

(4) x = mz + a, y = nz + b. 

Sot to ques ta forma si p resen tano spesso le equazioni di una 

r e t t a dello spazio, e diconsi le equazioni ridotte della re t ta . I l 

s istema (4) è equivalente al s istema (3), e le equazioni (4) rappre

sentano i piani , paralleli r i spe t t ivamente agli assi delle y e delle oi, 

pro ie t t an t i la r e t t a (3) sui due p ian i coordinat i y = 0, x = 0. 

Se nelle (4) si pone 2 = 0, si o t t iene x = a, y = b. N e r i su l ta 

che a e b sono le coordinate della traccia della retta (4) sul piano x y. 

(1) Qui si suppone, ben inteso, che i due piani non sieno paralleli, cioè 
che le due equazioni sieno compatibili. 
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Si not ino infine i casi part icolarissimi : 

x = 0, y = 0, sono le equazioni dell ' asse z ; 

y = 0, z = 0, » » » » x ; 

3 = 0, « = 0, » » » » y. 

È chiaro, dopo quanto si è detto, che ogni retta si può rap

presentare (in infiniti modi) mediante due equazioni di primo grado 

nelle coordinate. 

§ 5 . E q u a z i o n e d e l l a s f e r a . 

Designando con a, b, c, r delle costant i qualunque, l'equazione 

(x ~a)2 + Uj - ó ) s + (z-c)2 = r2 

rappresenta la sfera col cèntro nel punto G = (a, b, c) e di raggio r. 

Basta riflettere che il pr imo membro dell ' equazione non è altro 

ohe il quadra to della dis tanza del punto (x, ?/, z) dal pun to (a, b, c). 

I n par t icolare , se il centro è l ' o r i g i n e (a = ft = c = 0), si ha 

x2 + y2 + s s
 = i '»; 

e se r — 1, 

xl + y2 + z2 = 1. 

Quest ' u l t ima è V equazione drlia xfera unitaria col centro 

nell'origine delle coordinate. 
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Concetto di funzione e rappresentazione 

cartesiana 

§ 1 . C o n c e t t o e c l a s s i f i c a z i o n e d e l l e f u n z i o n i . 

F r a le quant i tà (numeri) che possono comparire in una deter

mina ta questione, alcune si suppone che conservino sempre il 

medes imo va lore ; altre sono invece suscett ibil i d i assumere più 

valor i od anche infiniti valori . L e p r ime si dicono costanti; le 

seconde variabili. 

I valori che può assumere u n a quan t i t à variabile possono 

essere a t t r ibu i t i a rb i t rar iamente , almeno entro certi l imiti , e al lora 

essa prende il nome di variabile indipendente. Se invece i valori 

assunt i da ima quant i tà variabile d ipendono da quelli a t t r ibu i t i 

ad u n ' a l t r a variabi le , qua lunque sia la l egge che stabilisce ta le 

dipendenza, diremo che la pr ima variabi le è funzione della seconda. 

I n modo preciso : 

« Si dice che y è funzione di x nell'intervallo (a, ò), quando 

ad ogn i valore di x di questo interval lo, corrisponde un unico e 

de te rmina to valore per y, qualunque sia il legame che in te rcede 

t r a y e xt>. 

L a definizione non esclude quindi che questo legame possa 

essere anche di na tu ra sper imentale . 

Noi ci occuperemo in part icular modo delle funzioni che sono 

legate alla var iabi le indipendente da un ' equazione,, così che il 

passaggio dalla variabile ind ipendente alla funzione si consegue 

median te le operazioni de l l ' ana l i s i . P e r indicare che y è funzione 

- Dell'Agnoìa - Matematiche Generali 9 
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della variabile indipendendente ;c, si scrive y — f(x), oppure y — y (as), 

e simili. E volendo indicare il valore che assume una funzione 

f(x) per x = a, si scrive /'(ti). 

Tra le infinite funzioni d i una variabi le , le più semplici sono 

le funzioni razionali intere. P r endono ques to nome le funzioni 

della forma : 

f(x) = a0x
11 + x n ' 1 -\- a,2 xn•2 + + an.\X + an, 

o v e a 0 , ( i u s 2 r . . . , « « sono c o s t a n t i ; a? è la var iabi le indipen

dente, ed n è u n numero in tero e posi t ivo. U n a funzione razio

nale in tera è dunque un polinomio in tero r i spe t to alla variabi le x; 

polinomio che si può sempre supporre ordinato secondo le potenze 

decrescenti o crescenti d i x. I l massimo esponente al quale è ele

vata la x nel polinomio è il grado del pol inomio. 

Oltre alle funzioni razional i in tere , abb iamo le funzioni razio

nali fratte o frazionarie. Una funzione raz ionale f rat ta è i l quo

ziente di due funzioni raz ional i in tere , ed è quindi della forma 

fi \ — a"a'" ~ t ~ x t l " 1 "T - • • • • + a n - 1 x + "n 

J) ' ~~ Ö0a!OT-L.&TO!«-l + . . . . + I>m-1 •« -\-bm' 

L e funzioni razional i (intere e fratte) sono casi part icolaris

simi di funzioni p iù generali che si dicono algebriche. 

Si consideri un ' equazione del t ipo : 

A0 //'» + AL + A2 + .... + Am.t y + Am = 0, 

ove il pr imo membro è un pol inomio in te ro r i spe t to ad y, i cu i 

coefficienti A0, Ai, A2, , Am sono funzioni razional i in tere della 

variabile ind ipenden te x. Ogni funzione y della x ohe soddisfi 

ident icamente (cioè qua lunque sia ce) <1! a d un ' equazione del t ipo 

precedente , si chiama funzione algebrica. 

Se l ' equaz ione è d i pr imo grado in y, cioè della forma 

Ày + JB = 0, 

(1) almeno entro eerti lìmiti, quando si pone la condizione, da noi im
plicitamente ammessa, elio i valori di y debbano essere reali. ,. ' 



ove A e B sono polinomi inter i della variabile iudipendente x, 

si lia 
li 

e in questo caso part icolarissimo la funzione y che soddisfa l 'equa

zione è una funzione razionale. 

Se l ' equaz ione è di secondo grado in y, cioè della forma 

Ay* + By + O^0, 

essendo A, B, G funzioni razionali in tere di x, da ques ta si t r a e : 

- B Jr 1 7 F - ~ ' l .1 I'

ll — = ~ Y A ' 

e ciascuna delle due determinazioni (rami) della y soddisfa l 'equa

zione proposta, ed è quindi u n a funzione algebrica di t ipo irra

zionale, in quanto la variabile ind ipendente x comparisce sot to il 

segno di radice q u a d r a t a . ( 1 ) 

P i ù prec isamente si chiamano funzioni irrazionali t u t t e quelle 

che si ot tengono combinando median te le ordinarie operazioni 

(addizione, moltiplicazione, divisione, estrazione di radice), fun-
m 

zioni del t ipo f P(x) essendo P(x) una funzione razionale in t e ra 

di x; come ad esempio la s e g u e n t e ; 

— t —l'a; 
1 1 ~ 1 + IV- * 

L e funzioni irrazionali r i en t rano esse pu re nella classe delle 

algebriche. . 

L e funzioni non algebriche si dicono trascendenti. Si conclude 

p e r t a n t o che le funzioni si dividono in due grandi classi : alge

briche e trascendenti. 

Ci siamo occupati sin qui delle funzioni di una sola varia

bile. I l va lore di una funzione può d ipendere da quell i a t t r ibu i t i 

(1) Qui si suppone, ben inteso, che U J — 4 J . 0 non. sia un. quadrato 
perfetto, perchè allora la funzione y sarebbe di tipo razionale. 



a due o più var iabi l i i n d i p e n d e n t i ; nel qual caso essa si dirà 

funzione di queste variabil i . Possiamo pe r t an to avere funzioni di 

due o più variabili indipendent i . Consideriamo, pe r fissare le idee, 

una funzione u delle due variabi l i ind ipenden t i x e y: essa si 

indica in generale con la scr i t tura f(x, y), oppure con u(x, y), e 

simili. Se u è razionale r i spe t to a c iascuna delle variabili, essa si 

chiama funzione razionale di x e y. E si dirà analogamente fun

zione algebrica delle due variabi l i x, y, se è tale r ispet to a ciascuna 

di queste variabil i , presc indendo dall ' a l t ra . In ogni a l t ro caso la 

funzione u si dirà t i 'ascendente. 

§ 2 . R e g o l a d ì R u f f i n i . 

In molte questioni interessa saper calcolare rap idamente il 

valoz'e di una funzione razionale in tera (polinomio) 

f(x) = a0 xn + a1x
n-1+ — -|~ an.ix + an, 

corr ispondentemente ad un valore par t icolare a della variabile 

indipendente . A questo scopo si r icorre al la regola di Ruffini. P e r 

semplicità stabil iremo questa regola per u n polinomio (completo) 

di 3° grado . 

Sia 

f(x) = ax3 + bxz + ex + d, 

e pongasi x = a ; si ottiene-

f(a) = a a3 + b a 2 + c a + d. 

Con successivi r accog l iment i a fattor comune abbiamo l ' identità: 

a a 3 -f- b a 2 -f- c a - j - d = a j p: (a a -|- b) + c } -|- d. 

I l p rocedimento di calcolo indicato da l secondo membro , co

stituisce appunto la regola di Euffini : 

« Si molt ipl ichi a p e r a e si a g g i u n g a b ; 

,, ,, il r isul ta to o t t enu to per a e si agg iunga c ; 

,, ,, il nuovo r isul ta to per a e si agg iunga d». 



Tut to ciò si può raccogliere nel seguente prospet to 

a b c d 

a aa + b a u2-'r b a ~\-c a u : 1 -{- b a2 -j- cu + d — /'(«), 

ove nel la pr ima r iga sono scr i t t i i coefficienti del pol inomio, e in 

corr i spondenza nella seconda riga, si t rova r ipetuto il pr imo coef

ficiente a e di seguito a questo si t rovano i r isultat i delle singole 

moltiplicazioni e addizioni : l ' u l t i m o numero di questa seconda 

r iga è il valore f(a) cercato. 

S i comprende subito come il procedimento di Ruffini sua 

generale, s ia valevole cioè per un qualunque polinomio in tero . 

E bene osservare come il p roced imento stesso rappresen t i un 

modo abbreviato pe r fare la divisione del polinomio f{x) per x - u] 

e precisamente si ot t iene il quoziente 

Q(x) = ax2 ]- (a a -f b) x + (a u s -f b u + c), 

i cui coefficienti sono i numer i della seconda riga del prospet to 

precedente , salvo 1' ul t imo, 

R = a a3 + b u2 -\-ca + d - / » , 

che è il resto della divisione. In a l t r i termini ha luogo l ' i den t i t à : 

aXs + bx2 + cx -\- d — (x-u) j ax2 + [a u -f- b)x-\-(aa2 -\~ b a -\- c) \ + 

+ (a a 3 - f 6 a 2 + c a + d), 

o, p iù brevemente , la 

f(x) = (x-a).Q(x)]-f(a). 

D a questa iden t i t à r isulta poi che /'(cc) = 0 è condizione neces

saria e sufficiente affinchè f(x) sia divisibile per x - ci. 

Cit iamo qualche esempio numer ico . Sia da calcolare il valore 

del pol inomio 

fix) = 3 a 4 - 5 x 3 4- 2 x2 - x 4- 2 

per x — 2. Abbiamo il p rospet to : 

3 - 5 2 - 1 2 
1 4 7 16 

dal quale r isulta che f(2) = lQ. 



Analogamente si ha per x = - 2 : 

3 - 5 2 - 1 2 

- 2 3 - i l 24 - 4 9 100 

e quindi /"(- 2) = 100. 

Dai prospet t i precedent i si desumono le iden t i t à : 

f(x) = (x - 2) (3 a s 3 + a; 2 4- 4 03 + 7) + .16 ; 

f(x\ = (JC + 2) (3 a: 3 - 11 a; 2 + 24a: - 49) + 100, 

I l procedimento di .Raffini torna u t i le anche nella risoluzione 

effettiva di equazioni a lgebr iche .par t ico la r i , come r i su l ta dal se

guente esempio. 

Si consideri l ' equaz ione di terzo g r a d o : 

xs-Gx2 + I l a ; - 6 = 0. 

Si vede subi to che f equazione non può ammet te re radici 

negative, perchè a t t r ibuendo ad x un valore nega t ivo , ih pr imo 

membro assume esso pure un valore negat ivo . Si vede pure im

media tamente che per x = 1 1' equazione è soddisfatta ; così che 

il primo membro 

f(x) = x3 - 6x2 4 - 1 1 x - 6 

è divisibile per x - 1. I l quoziente della divisione si calcola con 

la regola di Ruffini: 

1 - 6 11 - 6 

1 1 - 5 6 0 

Da questo prospet to r i su l ta che il res to della divisione è zero, 

e che il quoziente è 

Q(x)^=x2-òx + 6) 

si ha quindi, l ' i d en t i t à : 

a; 3 - 6 a ; 2 + 11 x - 6 = {x - 1) (a) 2 - òx + 6). 

In conseguenza l ' equaz ione proposta si può s c r i v e r e : 

(ai - 1) (x2 - 5 x 4- 6) = 0, 

e si scinde pe r t an to nel le due 

a ; - l = 0 , x2 - 5 x + 6 = 0; 



CAI'ITOLQ IX. — § § 2 - 3 135 

dalle quali si deduce tosto ohe, oltre alla radice 1, l ' equazione 

ammet t e le r ad ic i 2 e 3. 

Osservazione - La regola di Ruffiui venne s tabi l i ta nel-

V ipotesi che il polinomio sia completo. Noi caso contrar io , si dovrà 

nel l ' applicazione della regola a t t r ibu i re il valore zero ai coeffi

c ient i dei te rmini mancant i . S i vogl ia ad es. il valore del polino

mio f(x) = X'* - 3 x 2 - f - 1 , per x — 2. Qui manca il termine di p r imo 

g rado , e il prospet to di Ruffini in questo caso è il s eguen te ; 

| J _ _ - 3 0 1 

Y j 1 - 1 - 2 * - 3 ' 

dal quale r i sul ta che f(2) — - 3 . 

§ 3 . R a p p r e s e n t a z i o n e c a r t e s i a n a d e l l e f u n z i o n i d i 

u n a v a r i a b i l e . 

S i a 

(ì) ,v = A * ) 

una funzione della variabile indipendente x. L ' equaz ione (1), come 

ogni equazione fra due o p iù variabil i , ammette infinite soluzioni . 

Con riferimento al solito sistema cartesiano, se si considera x 

come ascissa e y come ord ina ta di u n punto del piano, ad ogni 

soluzione della (1) corrisponde un p u n t o del piauo che la rappresenta . 

I l luogo geometrico, (VII, § 3), dei pun t i del piano che con le 

loro coordinate soddisfano l ' equazione (1), è, in generale, u n a linea 

(o curoa) C. Ciò si esprime brevemente dicendo òhe y = f(x) è 

V equazione della lìnea C. 

Quando si dice che y = f(x) è l ' equazione di una l inea C, s i 

vuol dunque significare semplicemente che questa l inea è l ' immagine 

geometr ica delle influite soluzioni dell ' equazione ; o, in al t r i ter

mini , che un punto appartiene alla linea C l l ) allora e allora soltanto 

che con le sue coordinate soddisfi 1' equazione y = f(x). (Condizione 

analìtica dì appartenenza di punto a linea). 

(1) o, ciò che torna lo stesso, la linea C passa per il punto. 



Si dice talora che 

la l inea 0 è la rappre

sentazione geometrica 

della funzione y — f(x). 

In ques ta rappresen

tazione le ordinate dei 

punti della linea sono 

i valori assunti dalla 

funzione corrispon

dentemente ai valori 

att i ' ibuit i alla varia

bile indipendente x. 

L'equazione (1) è r isoluta r ispet to alla funzione : ciò si esprime 

ta lora dicendo che y è funzione esplicita d i x. Nel caso opposto, 

quando cioè 1' equazione ohe lega la y alla w non è r isoluta r ispet to 

ad y, si dice che y è funzione implicita di x. Se f{x, y) è funzione 

delle due Am.riabili x e y, V equazione 

(2) n*,y) = o 

definisce, sot to certe condizioni che nei casi ord inar i sono sempre 

verificate, y come funzione (implicita) di x. Poss iamo r ipetere per 

la (2) le stesse considerazioni fatte per la (1), e concludere che, in 

generale, f(x, y) — 0 è V equazione di una lìnea del piano. 

Viceversa, data una linea qualunque de l p iano , non è sempre 

possibile stabil ire 1' equazione della linea. Ciò si può fare solo nel 

caso in cui la legge con la quale la curva viene generata , sia tra

ducibile in uua relazione anali t ica fra le coordinate di un suo 

pun to qualunque . Codesta relazione è al lora l 'equazione della linea. 

Una l inea rappresentabi le anal i t icamente med ian te un ' equa

zione fra le coordinate , si chiamerà linea analitica. L a re t ta e il 

cerchio, ad es., sono linee analitiche (VII, § 3). 

P e r una linea che non si possa r app resen ta re anal i t icamente 

(come ad es. una curva empirica fornita da osservazioni statistiche), 
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si p resen ta il problema di de te rminare una linea anal i t ica clie vi 

si accosti con l ' appross imazione che meglio si desidera : è com

pito questo de l l ' in terpolaz ione . M a a tale proposito dobbiamo 

l imitarc i per ora ad enunciare il problema con l inguaggio neces

sar iamente impreciso. 

R i to rnando alle l inee anal i t iche, supponiamo che il l egame 

t ra x e y sia rappresenta to da una equazione algebrica f(x, y) = 0. 

Con ciò si vuol significare che f(x, y) è u n polinomio intero in x e y, 

ossia che y è funzione algebrica di a: I n tale caso la curva rap-

presenta t r ioe si dice algebrica. L e curve analitiche non algebriche 

si dicono invece trascendenti. Insomma, cor r i spondentemente alle 

due classi di funzioni, a lgebriche e t rascendent i , si hanno due 

classi di curve anali t iche con le medesime denominazioni . 

Se fix, y) = 0 è 1' equazione di una curva algebrica, il grado 

del polinomio fix, y) si chiama ordine od anche grado della curva. 

Si d imos t ra che : 

Una curva algebrica di grado n non può essere incontrata da 

una retta del piano in più di n punti ; a meno che la retta non 

faccia parte del luogo, nel qual caso il luogo stesso si decompone 

nella retta e in una curva residua dì grado n - 1. 

L a p iù semplice linea algebrica è la re t t a (di primo gru-

do), (VII, § 3). 

F r a le curve algebriche di secondo grado (coniche), la p iù 

semplice è il circolo, (VII, § 3 ) . ( 1 ) 

Daremo ora un esempio di costruzione grafica di una curva. 

Si voglia costruire la curva di equazione 

y — x% + x T 1. 

Calcoliamo le coordinate di alcuni pun t i della cu rva rap-

presenta t r ice , e costruiamo i pun t i corr ispondenti r i spet to ad un 

sistema cartesiano di r i fer imento. Al l 'uopo giova far uso di carta 

millimetrata, assumendo u n unico segmento uni ta r io sui due 

(1) Quando venga escluso il caso degenera in cui la curva si scinde in 
una coppia, di rette. 
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[ a s s i 1 1 1 . Quando i punt i così costruit i , subord ina tamente ai l imiti del 

foglio, sono abbas tanza numeros i e vicini t r a loro, possiamo congiun

gerli , guidat i dal l ' in tuiz ione, mediante u n a linea cont inua, la quale 

ci indicherà abbas tanza fedelmente il modo di var iare della funzione, 

o, come si dice brevemente , 1' andamento della funzione stessai 

X 

V 
/ 

8 f 
7 \b 
G 

5 

4 

A 5 

«) / 

Ix 
B c 

- 4 -3 - 3 -i 0 ì 4 

r 

At t r ibuendo ad x a lcuni valori in ter i , dal l 'equazione proposta 

si deducono i corr ispondent i valori di y. Si ha ad es. : 

P e r ce = - 2, y = 8} e quindi il punto ,della cu rva J . s a ( - 2 , 3); 

,, x = - 1 , y = l, ., ., , , . - B ^ = ( - l , 1); 

a x ^ °> y ^ l i } , » n . » „ ' O s ( 0, 1); 

,, ce = 1, ? /= 3, „ ,, ,, • ,, . ,, ,, Z)==( 1 ,3 ) ; 

» 2> ?/ = 7> „ „ „ „ „ „ 2, 7). 

Oongiungendo i p u n t i A, B, G, D, E con u n a linea continua, 

si ha un t r a t t o della curva rappresenta tri ce, che è una l inea ape r t a 

e si chiama parabola. 

(1) In molti casi giova assumer© sui due assi due differenti unità di 
misura. 
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L a curva rappresenta t r ice di una funzione, anche se questa 

non è da ta anal i t icamente, si chiama diagramma. 

P u ò accadere che non si conosca l 'espress ione anal i t ica della 

funzione, ma che i suoi valori , in corrispondenza a de te rmina t i 

valor i della variabile, si debbano desumere dal l 'esperienza o dalla 

d i re t ta osservazione del fenomeno che si vuol s tudiare . In ta l caso 

si raccolgono in una tabella numerica le coordinate di a lcuni pun t i 

del d iagramma da costruire. Ta lora basta considerare la linea spez

zata che ha per vert ici codesti punt i , per formarsi u n ' idea, sia 

p u r e grossolana, circa 1' andamento del fenomeno in parola . Se i 

p u n t i segnat i sul foglio sono abbas tanza numerosi e pross imi l 'uno 

all ' altro, si po t rà congiungerli con una linea cont inua come si è 

fatto nell ' esempio p r e c e d e n t e . ( 1 ) 

Quando si voglia costruire effettivamente una curva d i da ta 

equazione, o conoscerne comunque l ' andamen to , è ut i le sapere se 

la curva è s immetrica r ispet to a l l ' u n o o a l l 'a l t ro degli assi coor

dinat i , oppure r ispet to all' or igine. 

Supponiamo che cambiando y in - y ne l l ' equazione f(x, y) — Q 

della curva, l ' equaz ione r imanga ina l t e r a t a ; allora possiamo affer

m a r e senz ' altro che la curva è simmetrica, rispetto all' asse delle 

ascisse. Infat t i se P^ (x, y) è u n punto della curva, cioè un punto 

che soddisfa con le sue coordina te l ' equazione f[x,y) = 0, anche ' 

il suo simmetrico r ispet to all ' asse delle , T , P'SS (x, - y), soddisfa 

con le sue coordinate l ' equaz ione , e appart iene quindi alla curva . 

Ciò si verifica le quante volte r isul t i f{x, - g) — f{x, y), oppure 

f(x,-y) = -f{x,y). 

(li Come si è accennato dianzi, lo scopo precipuo dei diagrammi è 
quello di tornire a colpo d 'occhio u n ' i d e a sufficientemente chiava circa l 'an
damento del fenomeno che si vuol studiare. Per notizie più ampie, in argo
mento, vedasi : 

GK Gini - « Appunt i di Stat ist ica » - Terza edizione r iveduta con agg iun te 
• ed applicazioni dal Prof. De P ie t r i Tonelli 1920-21, La Litot ipo, Editr ice 

universi tar ia , Padova. 
3?. Vinci - «Statist ica metodologica» - Padova 1924, La Litot ipo, Editr ice 

universi taria. 
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Analogamente , una curva è simmetrica rispetto alVasse delle IJ, 

quando il cambiamento di x in - x nel l 'equazione lascia inal tera ta 

l ' equaz ione stessa. 

In fine si pot rà affermare cbe una curva è simmetrica rispetto 

all' origine, se, cambiando segno ad en t r ambe le coordinate , l'equa

zione della curva r imane ina l tera ta . È chiaro che una curva sim

metr ica rispetto a ciascuno degli assi, è anche s immetr ica r i spet to 

all ' origine (ma non reciprocamente) . 

Se si t ra t ta poi d i una curva algebrica, possiamo senz ' al tro 

affermare che : 

1. - L a s immetr ia r ispet to a l l ' a s se delle x si presenta tu t t e 

le volte che 1' o rd ina ta y figura nei singoli t e rmin i dell ' equazione 

con esponenti pari; 

2. - L a s immetr ia r ispet to al l 'asse delle y ha luogo le quante 

volte l ' asc issa x figura nei vari te rmini de l l ' equaz ione con espo

nent i pari ; 

3. - L a s immetr ia r i spe t to all ' or igine si verifica quando tu t t i 

i t e rmin i dell' equazione sono di grado par i , oppure quando essi 

sono tu t t i di g rado d ispar i ; purché, in ques t 'u l t imo caso, sia nullo 

il te rmine noto de l l ' equaz ione (cioè la cu rva passi per l 'origine). 

Una linea del piano si rappresen ta t a lo ra med ian te due equa

zioni del tipo 

(3) x = f\(t), y = fo(t), 

le quali forniscono i va lor i delle coordinate di un pun to della l inea 

in funzione di una terza var iabi le (o parametro] t. Al var ia re di t 

entro i limiti consent i t i dalla na tu ra delle funzioni f^t) e fä(t), 

si ot tengono tu t t i i punt i della linea. P e r convincers i che le (3), 

considerate s imul taneamente , rappresentano una linea, bas ta elimi

nare t dalle due equazioni : si ott iene u n a relazione t r a x e y, 

[y = f(x) oppure f(x, y) — 0] che è appunto 1' equazione di una 

l inea C. L e (3) sono le equazioni della l inea G sotto forma parametrica. 

P e r es. le 

x = mt+- rt, y =znt-\-b, 
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di 1° grado r i spet to a t, fono le equazioni parametr iohe di u n a 

r e t t a del piano, e precisamente della re t t a di equazione car tes iana 

A* - " ,'/ - li 

I n questa ipotesi le (4) sono le equazioni pa ramet r iche del 

circolo col centro nell' or igine e di raggio r, come r i su l ta tosto 

quad rando le (4) e poi sommandole membro a membro , tenendo 

conto della condizione (5). 

§ 4 . C e n n o s u l l a r a p p r e s e n t a z i o n e c a r t e s i a n a d e l l e 
f u n z i o n i d i d u e v a r i a b i l i . 

ima funzione di due variabili ind ipendent i x e y. L ' e q u a z i o n e (6) 

Consideriamo ancora le due equazioni 

(4) x = r- cp,(i), y=r-<pz{t), 

ove rpj (if) e <pa {t) sono legate dalla re lazione identica 

(5) cp,2 + opa

2 = 1. 

S i a 

(6) z = f(xìy) 

Z% 

0 



ammet te infinite soluzioni, e se noi consideriamo x, y, z come coor

dinate (prima, seconda e terza) di un punto dello spazio, riferito 

ad una terna di assi cartesiani ortogonali , ad ogni soluzione della (6) 

corrisponde un pun to M dello spazio che la rappresenta . 

I l luogo geometrico dei pun t i dello spazio che con le loro 

coordinate soddisfano l ' equaz ione (6), è, sot to cer te condizioni che 

nei casi ordinari sono sempre verificate, una superficie S. Ciò si 

esprime brevemente dicendo che z = f(x, y) è V equazione della 

superficie S. 

L a superficie S non è al t ro che l ' i m m a g i n e geometr ica delle 

infinite soluzioni dell 'equazione (6) ; cosicché un punto M==(x, y, z) 

appartiene alla superficie S allora e allora soltanto che con le sue 

coordinate soddisfa V equazione (6). {Condizione analìtica di appar

tenenza di punto a superficie). 

Talora si dice che la superficie S è la rappresentazione geome

trica della funzione f[xt y). I n questa rappresen taz ione le terze 

coordinate z dei p u n t i della superficie sono i valor i della funzione 

f(x, y) corr ispondent i ai valori a t t r ibu i t i al le var iabi l i indipen

dent i x e y. 

L ' i p o t e s i che x e y sono variabil i ind ipendent i , equivale a 

supporre che il pun to P = (x, y) del piano 2 = 0 possa muovers i 

l iberamente, almeno entro certe aree del p iano s tesso. 

Il legame t ra x, y, z può essere r appresen ta to da un 'equazione 

della forma 
f(x, y, z) = 0, 

la quale definisce z come funzione di x e y, a lmeno ent ro certe 

aree del piano 2 = 0. I n ta l caso z è funzione implicita delle due 

variabi l i x e y ; m a l e considerazioni p recedent i va lgono ancora, 

e si arr iva alla conclusione seguente : 

Un' equazione f (x, y, z) = 0 tra le coordinate di un punto rap

presenta, in generale, una superficie. 

L e superficie anali t iche, cioè rappresentabi l i median te un 'equa

zione f(x,y,z)=0, si dividono, come le l inee anal i t iche, in due 



grand i classi : algebriche e trascendenti (o non algebriche). S i ha 

una superficie algebrica tu t t e le vol te che la funzione /'(»?, y, g) ì-

u n polinomio intero r ispet to a c iascuna delle variabil i . I n ta l caso 

il g rado del polinomio si chiama ordine o anche grado della super

ficie algebrica. 

L a più semplice fra le superficie algebriche è il piano (di 

primo grado) [ V i l i , § 8, 3)]. 

L e superficie algebriche di secondo grado si chiamano anche 

quadriche. F r a le quadr iche le p iù semplici sono la sfera, (VI I I , § 5), 

e la superfìcie conica di r o t a z i o n e . ( 1 ) 

S e 1' equazione di una superficie vincola due sole coordinate, 

ad es. x e y, vale a dire è della forma 

fix, y) = o, 

la superficie stessa è un cilindro con le genera t r ic i paral lele all 'asse z, 

avente per d i re t t r ice la curva f(x, y) = 0 nel piano 2 = 0 (traccia 

del ci l indro sul piano z = 0). Ciò r i su l t a subito dal l 'osservare che 

se M ss= [x) y, z) è un pun to della superficie, e questo p u n t o si 

muove paral le lamente all 'asse z, le sue coordinate ce e y r imangono 

inal tera te , e che d ' a l t r a pa r t e l ' equaz ione f(x, y) = 0 n o n vincola 

in a lcun modo la terza coord ina ta z.(2) 

Analogo significato geometr ico si h a per ciascuna delle equazioni 

f(yiz) = 0, f(x,z) = 0, 

in te rp re ta te nello spazio, con r i fer imento al solito sistema car tes iano. 

T r e equazioni della forma 

(7) x = fi («, v), y = f% (w, v), z = ft (a, »), 

le qual i forniscono le coordinate di u n pun to P = ( a ; , y, z) dello 

spazio in funzione di due var iab i l i (o parametri) u e ©, considera te 

s imul taneamente , vincolano, in generale, il pun to P a r imanere 

(1) quando si escluda il caso degenere in cui la quadrica si scinde in 
una coppia di piani. 

(2) Cfr. col caso particolare considerato precedentemente [Vili, § 3, 8)]. 
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sopra una superficie. Infat t i , l 'e l iminazione di u e v dalle t re equa

zioni, conduce ad una relazione del t ipo 

/>, y, z) = 0, 

la quale rappresenta , come sappiamo, una superficie S. L e (7) sono 

le equazioni para-metriche della superfìcie 8. 

In par t icolare , se le funzioni ft(u, v), f2(u, v), f3(u, v) sono 

di pr imo grado r ispet to ad « e a v, le (7) r appresen tano in forma 

parametr ica un piano dello spazio, come è facile verificare. 

Se cpj (u, v), cp 2 («, u), cp3 (u, v) sono funzioni tali da soddisfare 

identicamente alla condizione 

(8) <P,8 4- tp a

B_+ q) a

a = 1, 
posto 

(9) x = rcp1,.y*=rcp2) z = r c p 3 , 

queste equazioni, considerate s imul taneamente , r appresen tano la 

sfera di raggio r col centro nel l 'or ig ine . P e r convincersene, basta 

quadrare le (9) e poi sommarle membro a membro , t enendo conto 

del la condizione (8): si ot t iene l ' equaz ione x% + yz 4- 2 2 = rz. 

E d . ora si consideri un sistema di due equazioni nelle coor

d ina te x, y, z : 

f(x,y,z)=0 

cp (x, y, z) = 0. 

Ciascuna di esse, presa separa tamente , rappresenta una super

fìcie. Un punto dello spazio le cui coordinate soddisfano ad en

t rambe le equazioni (10) è comune alle superficie da esse rappre

sentate . Così adunque : 

Il luogo geometrico dei punti dello spazio che soddisfano con le 

loro coordinate il sistema (IO), è, in generale, una linea, intersezione 

delle due superfìcie corrispondenti alle equazioni del sistema. 

Ciò si espr ime brevemente dicendo che le equazioni (10), con

siderate simultaneamente, rappresentano una linea dello spazio. 

L a più semplice delle linee è la r e t t a ; e a suo t empo , (VIII , § 4), 

abbiamo visto come la r e t t a nello spazio sia r appresen ta t a da due 

equazioni l ineari nelle coordinate . 



Invece u n circolo nello spazio si può sempre considerare come 

in tersezione di u n piano con una sfera, e rappresentare quindi 

anal i t icamente mediante un sistema di due equazioni: una di primo 

e 1' a l t ra d i secondo grado [V i l i , § 3 , 3), § 5]. 

Osserveremo da ul t imo come t r e equazioni del tipo 

(11) <c = />(*), y = f2(t), z = f3(t) 

rappresen t ino , in generale, u n a l inea dello spazio. E d invero, se si 

e l imina t dalle t r e equazioni, r icavando ad es. t dalla terza e 

sost i tuendo l ' espress ione o t t enu ta nelle al tre due equazioni, si 

o t t engono due equazioni della forma 

33 = ^ ( 2 ) , y = Ft(z)t 

le quali , considera te s imul taneamente , rappresentano appunto una 

l inea C dello spazio (in generale sghemba). L e (11) sono le equazioni 

della linea C sotto forma parametrica, in quanto forniscono i valor i 

d i un punto qualunque della l inea in funzione di un parametro t. 

Ad es. le 

x=mt + a, y = nt-{-b, z =pt-f cy 

di p r imo g rado in t, sono le equazioni parametr iche di una r e t t a 

dello spazio, perchè con 1' e l iminazione di t si perviene tosto alle 

equazioni seguent i 

x-a y-b s-c 

m n p 

Dell' Agitola - Matematiche Generali 10 



14« 

CAPITOLO X. 

Funzioni trascendenti elementari 

§ 1 . A s c i s s e c u r v i l i n e e d e i p u n i i d i u n a c i r c o n f e r e n z a . 

Sopra una, circonferenza si assuma un pun to A come origine 

degli archi, e come verso positivo quello indicato dalla freccia. S ia 

P un punto qualunque della circonferenza. U n p u n t o par tendo da 

• A, si m u o v a sulla circonferenza 

nel verso posit ivo : esso a r r iverà 

in P dopo di aver percorso un 

certo arco la cui lunghezza indi

cheremo con m. Se il punto mo

bile, a r r iva to in P , cont inua il 

suo cammino compiendo un nu

mero in te ro qua lunque di g i r i 

complet i in u n senso o nel l ' opposto, esso r i t o r n e r à sempre in P . 

Abbiamo così infiniti a rch i con 1' origine in A e 1' estremo in P . 

Designando con x la lunghezza di uno qua lunque di quest i archi , 

abbiamo : , 

x = m -f- k • 2 zi 

essendo r i l r agg io della circonferenza. I n par t icolare , se il r agg io 

della circonferenza è l ' u n i t à di misura, si h a 

x — m + li • 2 jt, 

ove m è la misura in rad ian t i del p i ù piccolo arco posi t ivo con 

l ' o r i g ine m i e i es t remo in P; x Y analoga misura di uno 

qualunque degl i infiniti a rchi suddet t i . 

I l numero x, qua lunque sia l ' i n t e r o Te, si chiama ascissa cur

vilinea del pun to P . Poss iamo pe r t an to a f fe rmare : 



Fissata l' origine e il verso posiiko, ad ogni punto P della 

circonferenza corrispondono infinite ascisse curvilinee, due qualun

que delle quali differiscono fra di loro per un multiplo positivo o 

negativo della circonferenza. 

Ma se invece è dato un numero reale positivo, nullo o nega

tivo x, esiste un unico punto P sulla circonferenza avente il numero 

x per ascissa curvilinea. 

L a . corr ispondenza fra i pun t i della circonferenza e i numer i 

rea l i non è dunque biunivoca, come avviene sulla re t ta . P e r t a n t o , 

volendo evi tare confusioni, faremo corr ispondere ad mi punto-

qua lunque P della circonferenza la minima ascissa posi t iva, a me

no cbe non si dichiari espl ic i tamente il contrar io . 

S e poi consideriamo gli angoli al centro, e conveniamo di 

assumere il raggio a corr ispondente a l pun to A come raggio ori

gine, e come verso posit ivo degli angoli, contati a par t i re da a, 

quello stesso fissato per gli a rch i della circonferenza, possiamo 

dire che : 

Un arco della circonferenza e l'angolo al centro corrispondente 

hanno la stessa misura in valore e segno. 

§ 2 . C e n n o s u l l e c o n g r u e n z e a r c u a l i e a n g o l a r i . 

Sopra una circonferenza di ragg io uno si fissi un verso posi

t ivo, ad es. l ' oppos to a quello delle lance t te dell' orologio. Sieno 

A e B due pun t i qualunque della 

circonferenza: v i sono infiniti a rchi 

con l ' o r ig ine in A e l ' es t remo in B, 

due qualunque dei quali differiscono 

per u n mul t ip lo de l l ' in te ra circonfe

renza, cioè per un mul t ip lo di 2 ir. In

dichiamo con A B la lunghezza col 

debi to segno o valore algebrico di un 

generico arco con l 'o r ig ine in A e 1' es t remo in B. Se si ind ica 
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con m la misura del più piccolo arco positivo con l ' o r ig ine in A 

e l ' e s t remo in B, si ha 

(1) AB = m + Iti • 2 st, 

essendo Jc1 un numero intero qualunque, posi t ivo, nul lo o nega

t ivo. Analogamente 

(2) BA = n + Jc2-2n, 

con n designando questa vol ta la misura del p iù piccolo arco 

posit ivo con 1' or igine in Bel' estremo in A; e con k2 un nu

mero intero relat ivo arb i t rar io , anche nullo. 

Dalle (1) e (2), sommando membro a membro , e osservando 

che m -\~ n = 2 ir, si h a 

(8) AB + BA = Jc-2jt, 

ove Jc indica ancora u n numero in tero qualunque, posit ivo, nullo 

o negat ivo. D a q u e s t ' u l t i m a segue che 

(4) AB = -BA + k-2n. 

Ora per espr imere che due archi u e ß differiscono ' per u n 

multiplo di 2 jt, si suole scr ivere 

a = ß, (mod. 2 ji), 

e si legge : a è congruo a ß rispetto al modulo 2 n, 

L a congruenza precedente si può scr ivere anche nel modo 

seguente : 

a - ß = 0, (mod. 2 ji), 

Possiamo pe r t an to sos t i tu i re alle eguagl ianze (3) e (4) le con

gruenze : 

(3)' AB + BA— 0, (mod. 2 « ) , 

(4) ' AB = -BAì(m.od.2n), 

le qual i ev identemente hanno ident ico significato. Ciascuna di esse 

rappresenta un p r imo passo verso il principio dei segni sulla 
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circonferenza. I l quale principio, nel caso di t re punt i A, lì e G 

della circonferenza, viene espresso dalla seguente c o n g r u e n z a : 

(5) A B • r,G-T GA == 0, (mod. 2 «), 

essendo AB, B C e CA i valori algebrici di t re archi a due a 

due consecutivi determinat i dai pun t i xi, B, e C. E infatti , u n 

p u n t o mobile che par tendo da A percorra successivamente gli a rchi 

indica t i nel p r imo membro della (5), r i torna in A e descrive quindi 

un numero in tero (positivo, nul lo o negativo) di circonferenze. 

Come si vede la congruenza (5), estensione della (3)', è ana

loga alla nota ident i tà segmentar ia re la t iva a tre p u n t i qualun

que di una r e t t a orientata. I no l t r e la (5 ) si estende ad un numero 

qua lunque di p u n t i della circonferenza. 

Tenendo conto della ( 4 ) ' , possiamo por re la ( 5 ) sot to l ' u n a o 

1' a l t ra delle forme seguenti : 

AB=AG+CB\ 

AB—CB-CA i (mod. 2 si). 

AB^AG-BG) 

In fine è evidente, che per gli angoli del fascio di r agg i 

concentr ico alla- circonferenza, valgono le identiche considerazioni 

e conclusioni ; e le congruenze arcuali precedenti si mu tano i n 

a l t re t t an te congruenze angolari. Des ignando quindi con a, b, c t r e 

r a g g i qualunque di det to fascio, si hanno le congruenze : 

(6) ab + ba = 0, (mod. 2 n), 

(7) ab + be + ca~0, (mod. 2JC), 

i' a b = a c + c b \ 

(8) lab~cb~ cai, (mod. 2 it), 

[ ab = ac — bc) 

ove le (8) non sono altro che forme diverse della (7). 

Come si v e d r à fra breve , due a rch i (o due angoli) congruen t i 

nel senso dianzi stabilito, si compor tano come se fossero egual i 

ne i r iguard i delle funzioni circolari . 



§ 3 . Le f u n z i o n i c i r c o l a r i . 

Si cons ider i la circonferenza di raggio uno col centro nel l 'or igi

ne, la cui equazione è, come si è visto, 

(9) a : a + , y 3 = l . 

Assumiamo il punto A in cui la 

circonferenza incont ra l ' a s se dello 

ascisse nel verso posi t ivo, come origine 

degli archi ; il senso posi t ivo di questi 

essendo l ' oppos to a quello delle lan-

B ' cet te dell ' orologio. 

Sia « la misura di un arco A P, ossia 1' ascissa curvil inea del

l' es tremo P di quest ' arco. F issa to comunque u, r imane indivi

duato sulla circonferenza 1' estremo P dell ' arco, e p e r conseguenza 

r imangono de te rmina te in modo unico 1' o rd ina ta y e 1' ascissa a-

del punto P. Ciascuna di queste coordinate è dunque una fun

zione ben de terminata dell' arco a (o dell ' angolo al centro cor

rispondente) : 1' ord ina ta y si chiama il seno ; V ascissa x si chiama 

i l coseno dell' arco a. .Esse si indicano b revemen te con le scr i t ture 

? /= sen a, x = cos a. 

I I . seno è posi t ivo nel 1° e nel I I 0 q u a d r a n t e ; è negat ivo nel 

I I I 0 e nel I V 0 . I l coseno è positivo nel 1° e nel I V 0 quad ran t e ; 

negat ivo nel I I 0 e I I I 0 . 

P e r vedere come varia sen a al va r ia re dell 'arco, cioè quando 

l ' e s t r emo P di questo percorre una volta la circonferenza nel 

senso posit ivo, bas ta r icordare come var ia corr ispondentemente 

l 'ordinata y, (VII, § 4). Possiamo senz 'a l t ro raccogl iere nel seguente 

specchiet to le var iazioni d i s e n a . 

Quadranti sena 

1° varia crescendo da 0 a + 1 
11° „ decrescendo „ + 1 „ o 

III 0 , » » » 0 „ - 1 
IV 0 •„ crescendo „ - 1 „ 0. 



l a par t icolare si Ira : 

s e n 0 = 0, s e n ^ - = 1 , sen jt = 0, s e n ~ = - 1, sen 2ir = Ü. 

L e var iazioni di cosa (ascissa di P) sono, analogamente, le 

seguen t i : 

Quadranti cos a 

1° varia decrescendo da -f- 1 a 0 
11° 

n ii ti 0 
III 0 „ crescendo „ — 1 » o 
IV 0 

i< i) il 0 ,, + 1. 

Si not i in par t icolare : 

oos 0 = + 1, C O S y = 0, cos at = - 1, cos- -^ = 0, cos 2 JC = - f -1 . 

Come si vede da questi prospet t i , ciascuna delle funzioni 

sen a e cos a oscilla t r a - l e + 1 (estremi inclusi), ciò che espri

miamo brevemente scrivendo : 

I sen a | 1 ; | cos et | --g 1. 

Se all ' arco a si agg iunge u n mult iplo positivo o nega t ivo 

del la circonferenza, si ot t iene ancora un arco con 1' estremo in P : 

quest ' arco ha quindi i l medesimo seno e i l medesimo coseno del

l' arco a. Ciò si può espr imere con le scr i t ture : 

sen (u + le • 2 x) = sen a; cos (a +. li • 2 it) = cos a, 

essendo le un numero intero qualunque posit ivo o negat ivo . Queste 

eguagl ianze esprimono la periodicità delle funzioni sen a e cos a ; 

e p rec i samente : 

Le funzioni s e n a e c o s a sono periodiche con periodo 2jt. 

D a not iss imi teoremi sull ' eguagl ianza dei t r iangoli , e dalle 

convenzioni sui segni delle coordinate di un punto del piano, si 

r iconosce facilmente che : se due p u n t i P e P' sono s immetr ic i 

r i spe t to alla p r i m a biset tr ice degli assi, l 'ascissa di P è uguale 

all ' o rd ina ta di P ' ; 1' o rd ina ta di P è ugua le all ' ascissa di P ' . I n 

(1) In generale, si dice elio una funzione f(x) è periodica col periodo T, 
quando f (x + T) =/(«). 
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altri te rmini : si passa da un punto P al suo simmetrico P' ri

spetto alla prima bisettrice, col semplice scambio delle due coordi

nate. Ciò posto, sieno a e ~ r - a due archi complementar i , i cui 

es t remi indicheremo rispettivamente con P e con P'. I punt i P 

e P' sono simmetrici r ispet to alla p r ima biset t r ice, e d' a l t ra parte 

si ha, per definizione, che 

P ~ ( c o s « , sena) ; P'~ cos I + - a), sen (~ - a 

Da ciò, e dal l 'osservazione precedente , r isrdta che 

cos (ir - = sen a
 >

 S 6 n ("f" ~ u) = c o s 

In parole : 

Se due archi sono complementari, il seno dell'uno è uguale al 

coseno dell' altro. 

Osserviamo di passaggio : 

1° che gli es t remi dei due archi oppost i a e - a sono simme

trici r ispet to all ' asse delle x e hanno qu ind i la medes ima ascissa, 

ment re le ord ina te sono numer i oppost i . D a ciò, e dalle definizioni 

di s e n a e cosa , r i sul ta che 

sen (- a) = - sen a ; cos (- a) = cos a. 

I n parole : cambiando segno all' arco il seno cambia soltanto 

di segno; il coseno rimane invariato. 

2° Ohe gli estremi- d i due archi che differiscono di TC, sono 

s immetr ic i r i spe t to all ' or igine, per cui le coordinate omonime 

sono numeri opposti , vale a dire : 

sen (a -|- JC) = - sen a ; cos (a + ir) — - cos a. 

Queste ci dicono che aggiungendo all'arco mezza circonferenza, 

il seno e il coseno cambiano di segno. 

D a questa propr ie tà comune al seno e al coseno, e dalla pe

r iodic i tà di queste funzioni, si h a quindi c h e : 

sen (a + 7c • Jt) = + sen a ; cos (a + h • n) = + cos a, 

(le in te ro qualunque posit ivo o negat ivo) , ne l le quali dobbiamo pren

dere i segni superiori se h è par i , i segni inferiori se 7c è dispari . 
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3° Che gli estremi di due archi supplementari sono simme

tr ic i r i spe t to all' asse delle y, ed hanno in conseguenza la mede

sima ordinata , 'mentre le ascisse sono numer i opposti. Si ha q u i n d i : 

sen (jt - a) — sen a ; cos (te - a) = - cos a, 

ossia : nel passaggio da un arco al suo supplementare, il seno ri

mane invariato, mentre il coseno cambia soltanto di segno. 

S e poi si osserva che gli archi ~ + a e ~ -a sono supplemen

tar i , si ha immedia tamente 

sen {— + a) = sen ^ ~ - a) = cos a, 

cos ( y + a) == - cos ( ~ - a) = - sen a, 

relazioni spesso u t i l i nella pi*atica del calcolo. 

Poiché , qualunque sia l ' a r c o a, s e n a e cosa sono per defini

zione le coordina te di u n punto della circonferenza (9), possiamo 

s e n z ' a l t r o affermare che t r a s e n a e c o s a intercede la relazione 

(identica) 
s e n 2 a --(- c o s 2 a = 1, 

ove i n luogo di ( s e n a ) a e di ( c o s a ) 3 si è scrit to, secondo l ' u s o , 

s e n 3 a e c o s 2 a r ispet t ivamente . 

P e r r endere ancora pili ev idente i l modo di var iare della 

funzione s e n x al variare de l l ' a r co , si costruisce la curva di 

equazione 
(10) y = sen as, 

cons iderando 1' arco x come ascissa e il seno di questo arco come 

ord ina ta di u n punto del piano, r i spet to ad un sistema eartesiano 

o r togona le . 

S i descriva a tal fine una circonferenza di raggio eguale 

sili'unità, col cent ro nel pun to (-1,0) de l l ' a sse x: circonferenza 

che è t angen te al l ' asse y ne l l ' origine 0. Si divida questa circon

ferenza in u n cer to numero di pa r t i eguali , pe r es. in 16, a pa r t i r e 
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da l l ' o r i g ine e nel senso della freccia, S ieno P n P 2 , Pa,..., Pih 

i pun t i di divisione ; le ord ina te di quest i pun t i sono evidente

m e n te i seni degli archi con 1' or igine comune in 0 , e con gli 

es t remi nei p u n t i stessi. SulP asse x, nel senso posi t ivo, si consi

der i l ' in te rva l lo (0, 2jt) di ampiezza eguale alla lunghezza della 

circonferenza in parola , e si divida questo in terval lo in 16 par t i 

eguali, mediante i pun t i Qit Qa, Q 3 , , Q 1 5 . È chiaro che il 

t r a t t o OQi non è a l t ro che l 'arco OPi ret t if icato, (i = .1, 2, , 15). 

Ora se per il pun to P( t i r iamo la paral le la all ' asse x, e per Q{ 

Y 

—iff 

la parallella all ' asse y, il pun to in cui queste due r e t t e s ' incon

t rano appar t iene alla cu rva (10). P e r ogni coppia di pun t i corri

spondenti Pi e Qi abbiamo così un pun to della curva, alla quale 

appar tengono ev iden temente 1' origine e il pun to (2 me, 0) dell 'asse x. 

Se ora congiungiamo quest i pun t i con u n a l inea cont inua, otte

niamo il d iagramma che p rende il nome di sinusoide o curva dei seni. 

Noi abbiamo l imi ta to le nos t re considerazioni a l l ' in te rva l lo (0, 2 it), 

sapendo che sena; è per iodica con per iodo 2 ir. È evidente, in 

v i r tù di questa periodici tà , che la curva r i su l t a formata di infiniti 

t r a t t i ident ici a quello testé considerato, e si p ro lunga quindi 

indefinitamente nei due sensi. 

Se si t r a spor t a 1' origine del s istema sull ' asse x nel pun to 

di ascissa a rb i t ra r ia e, V ordinata di un p u n t o gener ico P^=(x,y) 

r imane ev iden temente inal tera ta , ment re 1' ascissa d iventa x' + c, 

essendo x' 1' ascissa del pun to stesso r i spe t to al nuovo sistema. 



•L ' equaz ione (10) della curva d iviene per tan to y — sen (x' cì, 

ossia, chiamando ancora x la nuova ascissa, 

(11) y = sen (sc -f- c). 

P e r c = = y , si ha ?y-==sen (,'» + - 7 ) ) od anche y — cosa;, che 

r app resen ta la curva dei coseni. Ques ta non differisce dunque dalla 

curva dei seni che per la posizione dell ' origine. 

S e infine nella (11) si pone y = ^-y't x=bx', essendo aeb 

n u m e r i posi t ivi , va le a dire se si a l terano le ordinate della curva 

in u n rappor to costante, e contemporaneamente le ascisse in un 

al tro r appor to costante, si h a 1' equazione y' = a sen (b x + c), 

ossia, chiamando ancora x e y le coordinate correnti , 

(12) y = a sen (b x + c), 

che è 1' equazione di una curva sinusoidale, di forma analoga alla 

sinusoide. P e r i valori x tali che sen (6 x -f- c) = 1, 1' o rd ina ta y 

assume il massimo valore «, che si chiama ampiezza. E poi ma

nifesto che la curva sinusoidale (12) è periodica, col periodo 

T=-jj-. Difatti , se nella (12) si cambia x in x -|- ! F — c c - f y , e 

qu ind i b x in b x -|- 2 it," si ha 

y — a sen (bx + 2jtJ

rc) = a sen (b x + c), 

e il va lore di y r imane inal terato. 

I n v i r tù della periodici tà della curva possiamo supporre 

- c » 0, e. inol t re - c < 2 or, cosicché 0 ==; - ^ < 1. Pon iamo 

essendo - y 1' ascissa del pr imo pun to d ' i ncon t ro della curva con 

l ' a s se delle x, nella direzione posit iva di ques t ' asse . L 'espressione 

p=-j-:T si chiama fase. L ' equazione (12) si può scr ivere anche 

nel modo seguente , ponendo in evidenza il periodo e la fase: 

y = a s e n | 2 i t ^ 
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Si ha infatti success ivamente : 

L ' i m p o r t a n z a della curva sinusoidale r i sul ta dal fatto, che 

essa in terviene nella teor ia dei moti v ibra tor i (elastici, . acustici, 

luminosi), Anche nella Sta t is t ica si r icorre ta lora a curve sinusoidali 

pe r rappresentare fenomeni che si t r aducono in serie periodiche. 

U n ' altra funzione impor tan te dell ' arco a viene definita nel 

modo seguente . Si unisca 1' estremo P del l ' arco col centro del 

circolo, e sia T il punto 

d ' incon t ro di ques ta r e t t a 

con la t angen te al circolo 

nel l ' or igine A degl i archi. 

L ' o r d i n a t a AT del pun to T 

è funzione del l ' a rco a: essa 

p rende il nome di tangente 

delV arco a, e si indica con 

la sc r i t tu ra t g a . Essa è po

s i t iva per t u t t i gl i archi 

avent i l ' e s t r e m o nel 1° o 

nel 111° quadrante : è nega t iva per quelli il cui es t remo è nel I I 0 

o nel I V 0 quadran te . Quando 1' arco ha 1' es t remo in B oppure 

in B', la t angente è p r iva di significato : i n ogni a l t ro caso essa 

h a u n unico e de te rmina to valore. Se il p u n t o P si avvicina inde

finitamente al punto B (o al punto B'), t g a cresce indefinitamente 

in valore assoluto. 

Se 1' arco h a 1' es t remo in A oppure in A', la t angen te del

l ' arco è nul la : in par t icolare si ha 

• . t g O = 0, tgjr = 0. 

Giova osservare ancora che tg — == 1, come r isul ta subito dal

la figura. 



L e var iazioni di t g a , a l lorquando il punto P descrive la 

circonferenza a pa r t i r e da A nel senso positivo, si desumono dal la 

figura, e si possono r iassumere nel seguente prospet to : 

Quadranti 

1° varia crescendo dì 1 0 a -1 - .-se 
11° >> Il 11 - co » 0 

III 0 

11 11 11 0 „ 4 
IV° 11 11 1' - ce n 0. 

D a questo prospet to r i sul ta che la funzione tg a può assumere 

qualunque valore reale positivo, nullo o negativo. 

Dai t r iangol i simili OAT, OQP si t r ae sub i t o : 

AT : OA — QP : 0 Q, 

e sos t i tuendo ai segment i le loro misure , 

t g a : 1 = y.cc, 

con OÌ e y designando le coordinate del pun to P. Abbiamo quindi 

t g a = —, ossia 

S i riconosce tosto che questa relazione, valida sempre per 

quan to concerne i valori assoluti de i due membri , è pu re val ida 

anche nei segni. Poss iamo per tan to affermare che la tangente del

l'' arco a è il rapporto tra il seno e il coseno dello stesso arco. 

Si osservi in fine che due a rch i i cui estremi sono simme

tr ic i r i spe t to all' origine, hanno manifestamente la medes ima tan

gen te . D 'a l t ra par te , aggiungendo all 'arco a un mult iplo qualunque 

posit ivo o nega t ivo di mezza circonferenza, si ot t iene u n arco con 

V es t remo in P o in P', essendo P e P' due punt i s immetr ic i r i 

spe t to all' origine, cosicché il nuovo arco ha la stessa t angen te 

del l ' arco a. I n simboli : 

t g (a + hn) = t g a , 
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qualunque .sia l ' i n t e r o k, pos i t ivo o nega t ivo . Ciò si esprime di

cendo che t g a è funzione periodica dell' arco con periodo jt. 

Una funzione perfe t tamente analoga a t g a è la cotangente 

dell ' arco a. Si consideri la t angen te alla c i rconferenza di raggio 

uno nel punto B (estremo del 

£> ^Z.— primo quadrante) , e sia T il 

pun to in cui essa è incon

t r a t a da l d iametro passante 

pe r 1' e s t remo P del l 'arco a. 

L ' ascissa del pun to T è essa 

p u r e funzione di a, e si chia

ma cotangente dell'arco a. Essa 

si indica b revemente con la 

s c r i t t u r a c o t g a . 

L a c o t g a è posi t iva per t u t t i gli a rchi il cui es t remo appar

t iene al 1° o al I I I 0 quadran te ; è nega t iva per gl i archi avent i 

l ' e s t remo nel 11° o nel I V 0 quadrante . Non ha significato solo 

quando l ' e s t r emo dell ' arco coincide con A oppu re con A'. Se 

l ' e s t r emo de l l ' a rco tende ad A (oppure ad A'), il valore assoluto 

di c o t g u cresce indefini tamente. 

P e r gli archi il cu i es t remo è B oppure B', la c o t g a è nul la . 

I n par t icolare si h a 

cotg T 0, C O t g 8 y = 0 . 

La funzione c t g a jjwò assumere, come tga, qualunque valore 

reale. Poss iamo raccogliere le sue variazioni ne l seguente specchio, 

come si è fatto per t g a : 

Quadranti cotga 

1° varia decrescendo da + oo a 0 
11° n ii ii 0 „ - oo 

III 0 

ii ii a + oo „ 0 
IV 0 

ii ii ii o „ - oo 



L a funzione o t g a può espr imersi mediante sen « e c o s a , ana

logamente a quanto si è visto pe r t g « ; si t r o v a : 

, cosa 
co te a — , 

° son a 

valida in valore e segno, qualunque sia a. Dal confronto di questa 

con 1' espressione analoga di t g a, si conclude tosto che : 

t g u • cotg u = 1, 

vale a d i re che la tangente e la cotangente di tino stesso arco sono 

numeri reciproci. 

Come per t g a , si vedrebbe subito che c o t g « è-periodica con 

periodo n. 

x -, „ n . . , sena , coso . . 
I n base alle relazioni t g a = , cotqa= , si r iconosce 

° c o s a ' ' 7 son fx' 

facilmente, che se due archi sono complementari, la tangente del

l' uno è eguale alla cotangente dell' altro. 

Dalla relazione 

sen 2 a + cos 2 a = 1, 

d ividendo per" c o s 2 « , si ot t iene : 

1 6 c o s a 

la quale permet te di determinare , t g a quando sia da to cosa, e 

viceversa. Analogamente si ha : 

l + c o t s a a = — ~ , 

che lega cotg a a sena. 

Osservazione. Se in luogo dell ' arco a sul circolo di r agg io 

uno si considera" 1' angolo corr i spondente al centro, che h a la 

stessa misura dell ' arco (in rad ian t i o in gradi), si comprende come 

si possa par lare d i seno, coseno, t angen te e cotangente di u n 

angolo, anziché di u n arco. 

I n v i r t ù della periodicità delle funzioni circolari, t u t t e le 

vol te che si passa dalle misu re di a rch i (o di angoli) alle loro 

funzioni circolari, le congruenze r ispet to al modulo 2 n (§ 2) si 
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cambiano in a l t r e t t an t e eguaglianze. E d anzi , se si t r a t t a di t g a 

o di cot* a, possiamo affermare la stessa cosa per le congruenze 

r i spet to al modulo jc. 

Ora siamo in grado di stabilire le fot-mole fondamentali della 

teoria delle funzioni circolari. 

Sieno a e ß duo archi qua lunque con 1' origine in A. Sia 

N l ' e s t remo dell ' arco a, M 1' estremo dell ' arco ß, pe r modo che 

t ra g l i archi MN, A N, A M, 

in te rcede la congruenza 

MN=A N-AM, (mod. 2 x), 

ossia 

MN~u- ß, (mod. 2jt). 

Consider iamo l 'arco A P, 

con l ' o r i g i n e in A e l 'estre

mo in P, congruo al l 'arco 

a - ß : gli a rchi A P ed MN 

sono allora congrui fra di 

loro. Ne segue che le corde A P ed MN che so t tendono quest i archi 

sono eguali, ossia che la dis tanza del pun to A dal p u n t o P è uguale 

alla distanza del pun to M dal punto N. Abbiamo così l ' eguagl ianza 

(13) AP — MN 

fra i quadra t i di queste dis tanze. 

Se ora si osserva che le coordinate da i p u n t i A, P, M ed A' 

sono r i spe t t ivamente : 

A s s (1, 0); P = [cos (a - ß), sen (a - ß)]; 

i lf==(cosß, senß) ; iV"==(cosa, sena) , 

si ha subito che 

AP = [1 - oos (a - ß)] 3 + s e n 2 (a - ß), 
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dalla quale si deduce success ivamente 

A~P = 1 + c o s 2 (a - ß) - 2 cos (« - ß) + s e n 2 (u - ß), 

A~f - 2 - 2 cos (a - ß). 

_ 2 
I n modo analogo si ha per MN 1' espressione 

i 
MN ~2-2 (cos u cos ß -f- sen a sen ß). 

2 

Poiché , in v i r tù della (13), le due espressioni di A P e d i 

MN devono essere eguali, si ha 

2 - 2 cos (a - ß) = 2 - 2 (cos a cos ß + sen a sen ß), 

e da questa segue subito la 

(14) cos (a - ß) = cos a cos ß + sen a sen ß. 

Questa f'ormola è valida qua lunque sieno gli a rchi (positivi 

o negat ivi) a e ß. 

Se nella (14) si cambia ß in - ß, e si r a m m e n t a che cos (- ß) = cos ß, 

sen (- ß) = - sen ß, si t rova 

(15) cos (a + ß) = cos a cos ß - sen a sen ß. 

Se invece nella (14) si cambia a i n y - a , si ot t iene 

cos (^y- - a - ßj = cos - aj cos ß + sen ^ j - - aj sen ß ; 

e poiché 

cos (y - a - ßj = cos J ~ - (a -f- ß) j = sen (a + ß), 

cos - aj = sen a, sen ^ ~ - <*j = cos a, 

abb iamo 

(16) sen (a H- ß) = sen a cos ß + sen ß cos a. 

I n fine, se in quest ' u l t ima si cambia ß in - ß, si o t t iene 

(17) sen (a - ß) = sen a Cos ß - sen ß cos a. 
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Raccogliamo le foratole (14), (15), (16) e (17) nell ' ordine 

seguente : 

(I) sen (a + ß) = sen a cos ß + sen ß cos a 

(II) sen (a — ß) = sen a cos ß — sen ß cos a 

(III) cos (a -f- ß) = cos a cos ß — sen a sen ß 

(IV). cos (a — ß) — cos a cos ß + sen a sen ß. 

Sono queste appun to le formolo fondamenta l i che volevamo 

stabil ire. D a esse si possono dedur re t u t t e le formole concernent i 

la teoria delle funzioni circolari , e quindi la Tr igonometr ia . Ne 

ci teremo qualcuna fra le p iù impor tan t i . 

Dalle (I) e (III), ponendovi ß = a, abbiamo subi to le seguent i : 

sen 2 a — 2 sen a cos a, 

cos 2 a = c o s 2 a - s e n 2 a , 

dette, per una rag ione ovvia, formole di duplicazione degli archi. 

Dalla seconda delle (18), cambiando a in y , si deduce la 

(19) c o s a = c o s 2 y - s e n 2 y . 

D ' a l t ra pa r t e si h a 

(20) l = c o s 2 y + s e n 2 y . 

L e (19) e (20), combinate p r ima per v ia di addizione e poi 

per via di sot t razione, forniscono le formolo 

1 + c o s a == 2 c o s 2 Y; 1 - c o s a = 2 s e n s - | - , 

e da queste seguono tosto le 

c o s y = ± ] / l ± i 2 ! « 

s e n f = ± l / I E p ä , . 

che si chiamano formole di bisezione degli archi. 
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U n ' a l t ra formola di bisezione si ot t iene dividendo membro a 

membro la seconda delle (21) pe r la pr ima, e precisamente : 

° - — I 1 - c o s a 

Dalle (I) e (II), sommando membro a membro, o t teniamo 

sen (a + (3) -f- sen (a - ß) — 2 sen a cos ß. 

P o n e n d o in questa a + ß = j » , a-ß = q, da cui a ; p +1 

si ot t iene 

(22) sen j ; + s en^ = 2 s e n ^ - Ì - ^ c o s ^ - g - 2 . 

Analogamente , dalle formolo fondamental i si deducono le 

seguent i : 

s e n p — sen q — 2 sen ^-g-^ cos ; 

n p-\- g p —• n 
cosj) + cos q~ 2 cos ^ cos f 

ci P + ? , P — (l cos (2 — c o s = 2 sen — — s e n ^ ^ J , 

le quali , con la (22), sono uti l i specialmente per i l calcolo loga

r i tmico . 

S i può esprimere, sempre col sussidio delle formole fonda

menta l i , t g ( a + ß) mediante t g a e t g ß con le formolo 

to- la 4- Ri - t g " ± t g ß 

ove ne i due membr i dobbiamo prendere contemporaneamente i 

segni superior i e i segni inferiori. 

Ma su questo argomento r imandiamo senz' altro i l l e t tore ai 

T r a t t a t i di Tr igonometr ia , bas tando a noi qui il r ichiamo delle 

formole s t re t t amente indispensabil i , 
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§ 4 . C o o r d i n a t e p o l a r i . 

Si consideri un ratjgio r uscente dal l 'or igine 0, e sia a l ' an

golo compreso fra 0 e 2 n, (0 « a < 2 ai), che il raggio stesso forma 

con 1' asse delle ascisse ; 

angolo che supponiamo 

conta to a pa r t i r e dall 'ori

g ine A, nel verso positi

vo indicato dalla freccia. 

S ia P j = (xi} yA il punto 

nel quale il raggio i- in

cont ra la circonferenza 

unitaria col centro del

l 'or igine, cosicché, per de

finizione (§ 3) si ha : 

(13) xi — cos et, r/j = sen a. 

Su l raggio r si p renda un punto qua lunque P = (x, y), e sia 

q la distanza assoluta del pun to P dell ' or igine 0. Po iché i punt i 

P e Pi appar tengono allo stesso quadrante , le coordinate omonime 

di P e Pl hanno sempre il medesimo segno, e p e r conseguenza 

i r a p p o r t i — , ^~ sono en t rambi .pos i t iv i . 

Ciò posto, per il t eorema di Talete si ha : 

2JL — 9JL Q p — o p 

oql~o;y QLi\~oiy 
ovvero 

J = o , £ = 0 , ( 0 ^ - 1 ) , 

le quali, per 1' osservazione fatta testé, sono valide anche nei segni, 

sono valide cioè qua lunque sia il q u a d r a n t e cui appar t iene il 

raggio r. Da esse si t rae 

x^Qx^y^-oy,, 

ossia per le (13), 

(14) X = Q c o s a ; y — Q s e n a , 
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ove et, r ipet iamolo, è 1' angolo compreso fra 0 e 2 Jt, conta to a 

p a r t i r e dal l ' asse delle x, nel verso posi t ivo delle rotazioni . 

I numer i p e a sono le coordinate polari del punto P: p è il 

raggio vettore; a è 1' angolo polare (o anomalìa) del pun to P. 

Con r ifer imento alle coordinate polari , s i dice che 0 è il polo 

e che il raggio positivo dell'asse x è 1' asse polare. Il polo e l'asse 

polare costi tuiscono ciò che si ch iama un sistema polare (di coor

dinate , o di riferimento). 

L e formole (14) sono state dedot te nel l ' ipotesi che il polo 

coincida con 1' origine del sistema cartesiano, e che 1' asse polare 

coincida col raggio positivo de l l ' a s se delle ascisse. Esse servono 

a passare dal s istema polare al s i s tema cartesiano, e si chiamano 

appun to per ciò formole di trasformazione. L e forinole che servono 

per il passaggio inverso, cioè per de te rminare p e a quando sieno 

note le coordinate cartesiane x e y, si o t tengono facilmente come 

segue. 

Quadrando le (14) e sommando poi membro a membro , si 

t rae x2 + y2 = q2, da cui 

(15) Q=Ìx~2~hyT, 

il radicale essendo preso in senso ar i tmetico, perchè p è un nu

mero essenzialmente posit ivo. 

Se invece dividiamo membro a membro , la seconda per la 

pr ima, abbiamo dalle (14) stesse : 

(16) t g a = | - , 

la quale fornisce 1' angolo polare ex. Ma se noi indichiamo con 

a 0 il valore di a compreso t r a O e d dedot to dalla (16), anche 

UQ + JI soddisfa la (16). Dimodoché due sono i valori compresi tra 

0 e 2 it forniti dalla (16). P e r togl iere questa ambiguità , si sceglierà 

a in modo che il suo estremo appar tenga al quadran te nel quale 

è s i tuato il pun to (e, y). 
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L e (15) e (16) sono le formale inverse di trasformazione, vàie 

a dire le formole che servono al passaggio inverso r ispet to a quello 

rappresenta to dalle (14). 

Nel sistema car tes iano un punto è ind iv idua to dall ' interse

zione di una paral lela all ' asse x con u n a parallela all ' asse y. 

Invece nel sistema polare un pun to è de te rmina to come interse

zione di una circonferenza col centro ne l polo e di ragg io p 

(raggio ve t tore del punto), con u n raggio u s c e n t e . d a l polo e che 

forma con V- asse polare l ' ango lo a (angolo polare) . 

Nei sistema cartesiano le linee coordinate sono re t t e parallele 

agli assi ; noi s is tema polare sono circonferenze col centro nel 

polo e r agg i uscent i dal polo. 

§ 5 . R e l a z i o n i f r a g l i e l e m e n t i d i u n t r i a n g o l o r e t * 

t a n g o l o . 

Nelle appl icazioni hanno molta impor tanza a lcune relazioni 

che intercedono fra gli e lement i (lati ed angoli) di mi t r iangolo 

re t tangolo . 

Sia AB0 iva t r iangolo re t tangolo in A. Ind ich iamo breve

men t e con a, b, c le misure dei lat i oppost i r i spe t t ivamente agli 

angoli A, B, 0. 

C 

Esiste una relazione not iss ima fra i soli angoli, 

£ 4 - 0 = 90° , 

o s s i a : «gli angol i acut i d i un t r iangolo re t t ango lo sono comple

m e n t a r i » ; e una relazione tra i soli lati (Teorema di Pitagora): 

b2 + cz = az. 
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Oltre a queste, abbiamo pure delle relazioni impor tan t i fra 

lati ed angoli . 

S i descriva col centro in B una circonferenza d i ragg io eguale 

all ' un i tà , e sia Q P 1' arco di ques ta circonferenza compreso fra i 

la t i de l l ' ango lo B. Dai t r iangol i equiangol i BAO, BRP, si t rae 

la p roporz ione : 

AC:BC=EP.-BP, 

dalla quale, sost i tuendo ai segment i le loro misure, si t r ae : 

b: a = s e n B : 1 , 

e quindi 

6 = a sen B. 

I n pa ro l e : 

Un cateto è tignale all' ipotenusa moltiplicata per il seno del

l' angolo acuto opposto al cateto. 

Analogamente , dagli stessi t r iangol i si deduce : 

b = ctgB, • 

ossia : 

Un cateto è uguale all' altro cateto moltiplicato per la tangente 

dell' angolo acuto opposto al primo cateto. 

Poiché B e C sono complementar i , abbiamo: s e n i ? — cos C; 

tg B = cotg (7, e le relazioni precedent i si possono anche scr ivere 

nel modo seguente : 

b — a cos C 

b — c co tg G. 

I n parole : 

Un cateto è eguale all' ipotenusa nel coseno dell' angolo acuto 

adiacente (al cateto). 

Un cateto è uguale all' altro cateto nella cotangente dell'angolo 

acuto adiacente al primo cateto. 
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§ 6 . T e o r e m a d e l l e p r o l e z i o n i . 

Dato un segmento A B di una re t t a s, se noi p ro ie t t i amo 

or togonalmente gli es t remi di esso sopra una r e t t a r (asse di 

proiezione), o t teniamo u n segmento A' B' che si chiama la proie

zione di AB sulla retta r. 

Se da A si t i r a la para l le la ad r e si i nd ica con G il p u n t o 

d ' i ncon t ro di essa con la perpendico la re BB' calata da B su r, 

si h a subito dalla figura: A'B' = AG, e dal t r iangolo re t tangolo 

ABG, A C = AB cosa , essendo a l ' ango lo acuto formato dalle due 

re t te r ed s. Abbiamo così in definitiva 

(17) A'B' = AB • cosa . 

I n parole : 

La proiezione (ortogonale) di un segmento sopra una retta, è 

uguale al segmento obiettivo moltiplicato per il coseno dell' angolo 

acuto formato dalle due rette. 

U n ' e s t e n s i o n e notevole di questo t eo rema si h a supponendo 

che le due re t t e r ed s sieno orientate. Al lora vien fatto di con

s iderare i valori algebrici di AB e A'B', va lor i che indicheremo 

ancora con AB e AB'. Si d imost ra fac i lmente che la relazione 

(17) cont inua a sussistere anche per i valor i a lgebrici del segmento 

obiet t ivo e della sua proiezione su r, pu r ché 1' angolo a che in 

essa figura sia quello compreso t r a 0 e % formato dalle direzioni 

posi t ive delle due r e t t e ; e prec isamente che:. 
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II valore algebrico del segmento proiezione è uguale al valore 

algebrico del segmento che si proietta moltiplicato per il coseno del

l' angolo a, compreso fra 0 e JC, che formano le direzioni positive 

dell'asse di proiezione e della retta contenente il segmento obiettivo. 

Difat t i , si supponga che 1' angolo formato dai versi posi t ivi 

delle r e t t e }• ed s sia 1' angolo acuto a segnato sulla figura. I n 

questa ipotes i vale la (17) come si è v is to dianzi. Se ora si m u t a 

il verso posi t ivo su s, e al tempo stesso si sosti tuisce a l l ' angolo 

acuto a il supplementare n - a formato dalla direzione posi t iva 

di r con la nuova direzione posi t iva di s, AB e cosce cambiano 

contemporaneamente di segno, men t re A' B' r imane inal tera to . 

N e segue che la (17) continua ad essere val ida nella nuova ipotesi . 

E si r iconosce analogamente che la (17) sussiste negli a l t r i casi 

che si possono presentare . 

I l teorema vale anche per dire re t t e orientate sghembe (non 

complanari) . Quando le due r e t t e sono complanari , all' angolo a, 

di cui a l l ' enunc ia to del teorema, possiamo sosti tuire l 'angolo t r a 

0 e 2 ar compreso fra le direzioni posi t ive delle due re t te e misti-

surato nel verso positivo delle rotazioni. ir> 

Di solito il teorema precedente si espr ime con l ' eguag l ianza : 

A'B'^AB-ooars, 

con rs designando 1' angolo di r con * inteso nel senso dianzi 

s tabi l i to. 

Ciò posto, sia AB CD una l inea spezzata (piana o gobba). 

Ind ich iamo con pt, p2,ps, p, le r e t t e A B, B C, CD, A D r i spet t i 

vamen te ; e supponiamo che ciascuna di esse sia comunque orien

tata . Allora vien fatto di considerare i valori algebrici dei lati 

della spezzata, va lor i che indicheremo con AB, BC, CD r ispet t i 

vamen te , m e n t r e indicheremo con AD il valore algebrico del 

(1) Se indichiamo con cp quest'angolo, si ha infatti 

efi = a ovvero cp = 2 n - a, 

e quindi in ogni caso co.s-rp = cosa. 
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segmento che unisce il pr imo estremo A con l ' u l t i m o D della 

spezzata in parola, segmento che p rende il nome di risultante 

della spezzata stessa. 

7" 

A' ß' e D' 

Premesso ciò, sia r u n a r e t t a orientata qua lunque dello spazio, 

e si proiet t ino i ver t ic i della spezzata A, B, C, D su r: designando 

con A', B', C, D' le proiezioni r ispet t ive, abbiamo per il principio 

dei segni : 

A'B' + B'C'+C'D'+D'A' = 0, 

od anche 
(17)' ÄB' + B'C'+C'D' = ÄD', 

ove A' B', B' C', G' D', A' D' indicano i va lor i algebrici delle 

proiezioni dei lat i e della r i su l tante della spezzata . I n v i r tù del 

teorema preceden te abbiamo : 

A'B'=* ABcosp^r; B' G' = B Ccosp^r; 

G'D' = CD oosp^r; A'D'^AD cos fr; 

quindi, sost i tuendo nella (17)', si ha la re laz ione : 

AB cos pxr -\~ BCaospzr + CDoosp^r — AD cospr, 

che costituisce il teorema delle proiezioni, t eorema che ha manife

s tamente carat tere genera le . 

I l teorema delle proiezioni è di fondamenta le importanza, 

perchè con oppo r tuna applicazione di esso si possono ot tenere 

quasi tutte le relazioni me t r i che della geomet r ia anali t ica. 
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Poss iamo ad esempio s tabi l i re le formole di trasformazione 

fra due sistemi cartesiani ortogonali aventi la medesima origine. 

Si suppone nota , ben inteso, la posizione del nuovo sistema 

X'OY' r i spet to al l 'ant ico XOY, e a l l ' uopo basta conoscere l ' an

golo XX' = a. Pongas i 

0A = x, AP = y, OA' = x', A'P=y', 

cioè indichiamo con (x, y) le ant iche, e con (x\y') le nuova coor

dinate di P. Si consideri la spezzata 0 A' P, e applichiamo ad 

essa il teorema delle proiezioni , assumendo 1' asse delle x come 

asse d i proiezione, e come verso posi t ivo su 0 P quello che va 

da 0 a P. Se si osserva che la proiezione di 0 P sull ' asse delle 

x è l ' asc issa x del punto P, si ha 

OA'cosxx -f A'Pcosxy' = x, 

ossia 

x — x'cosu + y'cos + a j , 

od anche (§ 3) 

x = x' cos a - y' sen a. 

Ana logamente si ha 

> In • \ , / 
y = x cos l y - aj + # -cosa, 

ovvero 

y = x' s e n a + y' cosa . 
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Riunendo i due r i su l ta t i si hanno le formole : 

( x = x' cosa — ?/' sen a 
(-18) , , 

(y = a; sen a + y cos a, 

nelle quali, t r a t t andos i di figura piana, possiamo in tendere per a 

l ' ango lo fra 0 e 2 it compreso fra le direzioni posi t ive degli 

assi x e x', e misura to nel verso positivo delle rotazioni del piano, 

verso indicato dalla freccia della figura. 

L e formole inverse di t rasformazione si possono o t tenere nello 

stesso modo, oppure r isolvendo le (18) r i spet to ad x' e a y' me

diante la regola di Cramer. 

Sarebbe facile ora passare da un s is tema car tes iano ad un 

al t ro qualunque (caso generale). I l passaggio si consegue in due 

t e m p i : mediante una traslazione [VII, § 2, c)] segui ta da un& rota

zione degli assi ; si r iconduce cioè ai due passaggi e lementa r i dianzi 

considerat i . Si perv iene così a formole del t ipo : 

x = a + at x + «2 y 

y =b + bix+b8y. 

Ma ciò che p iù impor ta osservare a ques to proposito, si è 

che le formolo di t rasformazione sono in ogni caso di primo grado 

nelle coordinate . I n base a questo fatto si d imos t ra facilmente che 

la trasformata di un' equazione algebrica f(x, y) = 0 di grado n, 

è ancora mi' equazione algebrica di grado n. 

Data una curva algebrica f(x,y) = 0 r i fer i ta ad un certo si

s tema cartesiano or togonale XO Y, passando da questo ad u n nuovo 

sistema X" 0' Y' scelto opportunemente, si r iesce ta lora a far sì che 

la t rasformata F(x',y') = 0 (cioè l ' equaz ione della curva r ispet to 

al nuovo sistema) sia più semplice in confronto della f(x,y) = 0, 

o, comunque, meglio si p res t i ad indagare le p ropr i e t à della curva 

col metodo delle coordinate. E d è questo appunto lo scopo precipuo 

della t rasformazione delle coordinate. 

L a stessa osservazione si es tende alle curve t rascendent i . 
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§ 7 . F u n z i o n i c i r c o l a r i i n v e r s e . 

S ia y un arco ; x = sen y il seno di quest ' arco. Men t re ad 

ogni valore reale di y corrisponde un unico e determinato valore 

di x appa r t enen te a l l ' in terval lo 

( - 1 , +• 1), viceversa, assegnato u n 

valore di x d i questo interval lo, 

ad esso corrispondono infiniti 

valor i per y, perchè se y è un arco 

avente pe r seno x, y + Je • 2 it, 

qua lunque sia l ' in te ro le posit ivo 

0 negat ivo , è ancora u n arco 

che h a per seno il numero x , avendosi, in v i r tù della periodici tà , 

sen (y + & • 2 jt) = sen y — x. 

Brevemen te : y è bensì funzione di x , ma è una funzione 

infiniti for me, cioè ad infiniti valori . Osserviamo ora, che quando 

si fa var ia re y da - y a -}- y , x assume corr ispondentemente tu t t i 

1 va lor i da - 1 a + 1 , (estremi inclusi), e ciascuno una vol ta sol

t an to . Ciò posto, stabiliremo la seguente convenzione : ad ogni 

valore di x dell'intervallo (- 1, + 1), si farà corrispondere quell'unico 

valore di y che è compreso tra - - f - y . 

Con questa convenzione, y r isul ta funzione uniforme (Univa

lente) d i x ne l l ' in terva l lo (- 1, -f 1) ; e si indica con la scr i t tura 

y = arc sen x, 

che si legge arco il cai seno è x. 

I n par t icolare si ha 

a rc sen 0 = 0 ; a r c s e n l = y , ecc. 

I n modo analogo vengono definite le a l t re funzioni circolari 

inverse : 

y — a re cosce; y = arotgo3; y — arc cotgec. 
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L a pr ima è definita nel l ' intervallo (- 1, + 1), con la conven

zione di assumere per ogni x di questo in terva l lo , quel l ' unico 

valore che è compreso fra 0 e at. 

L a seconda e la terza sono definite ne l l ' i n t e rva l lo (- oc, + oc), 

con la convenzione di assumere, per ogni valore reale di x, quel-

1' unico valore di y compreso t r a - ^ e - f —. 

Sarebbe facile poi r iconoscere che sussistono le relazioni 

ir 

arc cosa; = a r o sena?, 

are cotga; = are tga;, 

che da qualche Au to re vengono assunte r i spe t t ivamente come defi

nizioni delle funzioni arc cos x e aro cotg x. 

§ 3 . F u n z i o n e e s p o n e n z i a l e . 

Sia a u n numero reale posi t ivo. Abbiamo stabi l i to il significato 

di a " , quando x è u n numero razionale qua lunque (I, § 6). Ora ci 

proponiamo brevemente di fissare il significato di ax quando x è 

u n numero irrazionale, cioè quando x è u n numero definito da 

una sezione di seconda spec ie : x ==(H, lf). S ia h u n numero qua

lunque della classe in fe r io re ; an ha significato, ed è u n numero 

positivo ; di quest i numer i ve ne sono infiniti , q u a n t i sono quelli 

della classe H. Ana logamente , se le è u n numero del la . classe K, 

afc h a significato ; è u n numero posit ivo ; e d i ques t i numer i ve 

ne sono infiniti. F r a i numer i della forma ah e quelli della forma 

ak, v i è un unico e de te rmina to numero y di separazione, neces

sar iamente posi t ivo. E prec isamente questo numero che noi assu

meremo come valore di a®, ponendo ax = y.(1) Dopo di che pos

siamo senz' al tro affermare : la potenza ad esponente reale di un 

numero reale positivo, è sempre un numero positivo. 

(1) Nelle considerazioni precedenti si è tacitamente supposto a § 1 . 
Se a = l, si assume, com' è naturale, a» = 1«> =± 1. 
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L e propr ie tà della potenza ad esponente razionale d i un numero 

posi t ivo, delle quali si è fatto cenno a suo tempo, (I, § 6), conti

nuano a sussistere quando g l i esponent i sono numer i reali qua lunque . 

L a funzione y = ax r imane così definita nell ' interval lo 

(- oc, -|- so), ed assùme valori essenzialmente positivi : è la fun-

zione esponenziale. 

Il caso che a noi interessa in par t icular modo, è quello in cui 

a> 1. S i d imostra a proposito : 

1° d i e ax cresce al crescere di x; 

2° Che ax può assumere qualunque valore reale positivo. 

Ne segue immediatamente che ciascun valore reale positivo 

viene assunto dalla funzione ax una ed una volta soltanto. 

§ 9 . F u n z i o n e l o g a r i t m i c a . 

D a t o u n numero reale e posit ivo a, supponiamo a > 1, essendo 

questo, come si disse, il caso che h a per noi u n par t icolare inte

resse. S ia 6 un al t ro numero rea le posit ivo, e si consideri l'equa

zione esponenziale 

ax = 5. 

Dalle propr ie tà della funzione esponenziale risulta, che que

s ta equazione ammet te un' unica radice reale (positiva, nul la o ne

gativa) ; designando ancora con x ques ta radice , essa si chiama 

logaritmo di b nella base a e si indica con la scr i t tura a; = log„&. 

Segue d a ciò, che 1' equazione 

av—x, 

ove x è un numero posit ivo, definisce y come i l logar i tmo di x 

nella base a: 
y = logax. 

E questa la funzione logaritmica, definita per t u t t i i valori 

real i d i x dell ' intervallo (0, + <x>) (lo 0 escluso). 
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Dalle propr ie tà della funzione esponenziale scendono quelle 

della finizione logari tmica, delle quali si fa uso costantemente 

nel calcolo logari tmico, e 'precisamente : 

1) Il logaritmo di un prodotto è uguale alla somma dei loga

ritmi dei singoli fattori ; 

2) Il logaritmo di un quoziente è uguale al logaritmo del divi

dendo meno il logaritmo del divisore ; 

3) Il logaritmo di una potenza è uguale all'esponente moltipli

cato per il logaritmo della base ; 

4) Il logaritmo di un radicale aritmetico è uguale al logaritmo 

del radicando diviso per V ìndice del radicale. 

Ben s ' i n t e n d e che queste proprietà valgono qualunque sia la 

base a del sistema di logaritmi. 

rJella pra t ica si usano i logari tmi a base 10, de t t i anche loga

r i tmi volgari o decimali. 

§ 1 0 . C u r v e l o g a r i t m i c h e e d e s p o n e n z i a l i . . 

La. curva nella quale 1' ascissa x di u n pun to generico è un 

numero posit ivo, e 1' ordinata y è il logar i tmo di x r ispet to acl 

una base arb i t rar ia «, che per il nostro scopo suppor remo maggiore 

dell ' uni tà , si chiama curva logaritmica od anche curva esponenziale, 

a seconda che l 'equazione della curva si scr ive ne l l 'uno o nell 'a l t ro 

de i due m o d i seguent i : 

y = \ogax, x — afi. 

P e r a = 10 si h a la curva dei logaritmi volgari di equazione 

(19) 'y = log 1 0 a>. 

Gol sussidio di una tavola di logar i tmi a base 10, si può 

costruire questa curva per pun t i pon sufficiente esattezza. Po iché 

1' ascissa x è pos i t iva per ogn i pun to del la curva , ques ta è s i tuata 

t u t t a alla des t ra d e l l ' a s s e y. P e r . ce = 1, si h a y = 0, e quindi 

J . s s ( l , 0) è il p u n t o d ' i n c o n t r o della c u r v a con l ' a s s e delle a;. 



P e r x < 1, 1' ordinata y è negat iva , e per x > 1 l ' o rd ina t a è posi

t i v a ; cosicché il punto A divide la curva in d u e ' t r a t t i , dei quali 

uno è situato al di sotto, l ' a l t r o al di sopra de l l ' a s se ce. Appar

t iene a quest ' u l t imo t ra t to il pun to (10, 1). P e r 1' effettiva costru

zione della curva, giova far uso di car ta millimetrica, assumendo 

il cent imet ro come unità di misura comune ai due assi. 

y 

o A X 

Dal l ' equazione 

x — a?", 

p rendendo i logari tmi a base 10 dei due membri , si t r ae 

^slO0 = yllogiQa1 

da cui 

y l'

iti (19), 

l o g i o - ' ; 

l o g i o " ' 

ìh = 
log 10»' 

Questa ci dice che : la curva dei logaritmi a base a sì ottiene 

da quella dei logaritmi volgari, alterando tutte le ordinate in un 

rapporto costante, ossia molt ipl icando ciascuna ordinata pe r il mi 

mero M •• 
1 

l o g ) 0 a ' 
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CAPITOLO XI. 

Varie forme dell' equazione della retta 

§ 1 . E q u a z i o n e d e l l a r e t t a c h e p a s s a p e r d u e p u n t 

d a t i - Cas i p a r t i c o l a r i . 

Nel capitolo V I I [§ 3 , 7)] si è s tabi l i to il seguente teorema 

fondamentale della geometria analitica del piano : 

Ogni retta si può rappresentare mediante un'equazione di primo 

grado nelle coordinate, e reciprocamente: ogni equazione di primo 

grado nelle coordinate rappresenta una linea retta. 

In par t icolare si è vis to che 

y 

Vi 

y% 

nella quale x e y sono le coordinate variabili o correnti, è l 'equazione 

della re t t a congiungente i due pun t i P 1 = (o31 ) y±), Pä^(x2, y2). 

Se il pun to P 2 s = (x2, y2) coincide con l ' o r i g ine , si ha 

: 0, y2 = Q, e 1' equazione precedente "diviene : 

y 

Vi 

o 
ossia 

yia-miy — 0) 

che rappresenta la congiungente del punto Pi con V origine 0 delle 

coordinate. 
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U n altro caso part icolare degno di nota è il seguente. Suppon

gasi clie i due pun t i dat i sieno quelli in cui la re t t a incont ra gli 

assi. Des ignando con « e o i segment i che la ret ta in terce t ta sugli 

assi a pa r t i r e dall 'origine, le coordinate dei due punt i in parola sono: 

i f ==(«, o); xV= 

e 1' equazione della ret ta è : 

x y 1 

a o 1 

o b i 

(0, b), 

= 0. 

Svi luppando il de terminante secondo gli elementi della p r ima 

riga, si ha 

-bx-ay .üb 0, 

ovvero 

b x +• a y — a b, 

da cui, dividendo per a b, 

= 1. 

Questa forma dell' equazione del la re t ta è val ida solo ne l caso 

in cui a e b sieno diversi da zero, ossia le quante volte la retta-

noti passi per V origine. Neil ' equazione stessa, r ipetiamolo, a e b 

sono i segmenti che la retta intercetta sugli assi coordinati a partire 

dall' origine. 

% 2. C o e f f i c i e n t e a n g o l a r e d e l l a r e t t a . 

S i consideri dappr ima l ' equaz ione 

-y z= m x. 

Essa rappresen ta una r e t t a passante per l 'origine. Se P = (x, y) 

è un pun to qualunque della r e t t a dist into dall 'origine, esso soddisfa 

con le sue coordinate 1' equazione, e quindi si h a . 

(1) JL = m , 
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D'a l t r a pa r t e , se indichiamo con a l 'angolo compreso fra 0 e ir, 

che la re t ta forma con l 'asse delle ascisse, da l t r iangolo re t tangolo 

OP'P della figura si ha 

(2) | - = t g a , 

e questa è val ida anche nei segni, perchè se la re t t a a t t raversa 

la p r ima regione, l ' a n g o l o a è acuto, e t g u è posi t ivo come il 

Y> 

X 
0 

n " 
11 
1 

- ->/>' 

pr imo membro —; se la re t t a a t t raversa la seconda regione, l ' an

golo a è ot tuso, e i due m e m b r i della (2) sono en t r ambi negat ivi . 

Da l confronto delle (1) e (2) r i sul ta che 

m = tga . 

A d u n q u e : nell' equazione 

y = mx 

il coefficiente m di x è la tangente trigonometrica dell'angolo a, 

compreso tra 0 e st, che la retta forma con V asse delle ascisse, e 

p rende perciò il n o m e di costante di direzione o anche di coeffi

ciente angolare della retta. 

Si osservi che i l coefficiente angolare non m u t a se si cam

bia a in a -f JT, pez-chè in v i r tù della per iodic i tà di t g a si ha 

t g (a 4- JT) = t g a. Ciò vuol dire che se' si fissa sul la r e t t a un verso 

posit ivo, si può in t ende re per a 1' angolo compreso t r a 0 è 2 JT, 
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(0 a < 2 st), clie il verso positivo della re t t a forma eon la dire

zione posi t iva dell ' asse .<•, angolo che si suppone contato, a pa r t i r e 

da ques t ' a s se , nel solito senso indicato dalla freccia della figura. 

Consideriamo in secondo luogo 1' equazione 

(3) a = m x - ! - b. 

P o n e n d o in essa x — 0, si ha //==/>, e quindi X :(n, b) è il 

pun to d ' incon t ro della re t ta con l ' a s s e delle //. In al t r i t e r m i n i : 

Y' 

A' / A r t . 

b 

nell' equazione (3) della ret ta , b è il segmento che la retta intercetta 

suW asse delle y a partire dall' origine. 

Ciò posto, si t raspor t i l 'or igine delle coordinate in N, facendo, 

come si suol dire, una traslazione degli assi. L e formole di tra

sformazione sono [VII, 2, c'|], 

x~x', V = </' + &, 

designando con x' e //' le coordinate del punto generico (x, y) 

r i spe t to al nuovo sistema. Sos t i tuendo nell ' equazione (3) ad x e y 

i va lor i precedent i mediante le nuove coordinate, si ot t iene 

y' -\- b = mx' + b ossia 
y'^mx', 

che è la t rasformata della (3) r i spe t to al nnovo sistema con ,1' ori

gine in N. P o i c h é rispetto a ques t ' u l t imo sistema la r e t t a passa 



per 1' origine, siamo r icondott i al caso precedente , e qu indi si ha 

ancora 
m — t g a, 

designando sempre con a l ' ango lo compreso fra 0 e it, che la re t ta 

forma con 1' asse delle x. Concludendo : 

Neil' equazione della retta 

y = nix - f l>, 

il termine noto b è il segmento che la retta intercetta sull'asse delle y 

a partire dall' origine ; il coefficiente ni di x è la costante di dire

zione (o coefficiente angolare) della retta. 

Si osservi che V equazione (3) e risoluta rispetto ad y. Se l'e

quazione della r e t t a non è posta sotto ques ta forma, si risolve 

r ispet to ad y e si avranno immedia tamente l a cos tante di direzione 

della re t ta , e il segmento che essa in t e rce t t a stili' asse delle y a 

pa r t i r e dall ' or igine. 

Così ad es., data la r e t t a di equazione 

2 a s - a y - f 6 = 0, 

da questa si t r a e successivamente 

3 ? / = 2x + 5 

2 , 5 
.?/ = y a H - ¥ , 

la quale, confrontata con la 

y = m x 4- b, 

ci dice che 

m = y (costante di direzione), 

b — y (segmento che la r e t t a stacca dall 'asse y a pa r t i r e dall 'origine). 

I n generale si ha che la costante di direzione della retta 

Ax + By + C=0 

è •- -4i come r isul ta tosto r isolvendo l 'equazione r i spet to al l 'ordinata . 



E poi evidente che : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè due rette del piano 

sieno parallele, è che le costanti di direzione delle due rette sieno 

fra di loro eguali. 

Siamo quindi in grado di r isolvere il seguente p rob lema: 

/Scrivere l'equazione della retta passante per il punto P , s s (ne y ) 

e parallela alla retta 

(4) Ax + By~\C^0. 

L ' equazione richiesta è 

(51 A(x-xi) + B(y-yi) = 0. 

In fa t t i quest ' equazione rappresen ta u n a ret ta perchè di p r imo 

g r a d o nelle coordinate corrent i x e y. Questa ret ta passa per il 

pun to P 1 5 perchè la sua equazione è soddisfatta ponendovi x — x^ 

il — V i • I n fine le ret te (4) e (5) sono paral lele per avere la stessa 

costante di direzione (eguale a -

È poi evidente che due rette le cui equazioni non differiscono 

che per il termine noto, sono parallele. I n particolare, 

Ax + By=0 

è l ' equaz ione della re t ta passante per l'Origine, e parallela alla r e t t a 

Ax':- By -;- C - 0 . 

Alla condizione di parallel ismo enunciata dianzi, si può giun

gere per a l t ra v i a risolvendo il seguente problema: 

Determinare le coordinate del punto comune alle due rette 

A ^ + B^ + C^O; A2x + B2y + C,2 = Q. 

' Bas t e rà all' uopo r isolvere il sistema delle due equazioni col 

sussidio della regola di Gramer. P e r applicare questa regola, si 

scr iveranno le equazioni come segue 

[A1x + Biy=-Cl 

l A2x + B2y = - G2, 

perchè essa venne stabili ta supponendo che i te rmini not i figurino 

come secondi membr i . 
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Si lia così : 

-G2 B2 

At B» 

^ 2 K 

Ih C t - B t (\, 

AlJJ,-A,lìl

ì V = 

A, - 0, 

A., - C, 

A., B, 

'ALB3- A,B{' 

L a regola è applicabile le quante vol te il de te rminan te del 

sistema è diverso da zero. Se il de te rminan te è zero, le due equa

zioni si r iducono ad una sola oppure sono incompat ib i l i . Ne l pr imo 

caso le due re t t e coincidono ; nel secondo sono dis t inte , ma paral

lele fra di loro, perchè esse non hanno alcun p u n t o in comune. 

Se poi si considera la coincidenza delle due re t t e come un caso 

part icolare del paral lel ismo, possiamo senz ' al tro affermare che : 

V annullarsi del determinante del sistema delle due equazioni esprìme 

la condizione necessaria e sufficiente affinchè le due rette sieno 

parallele. De t t a condizione è dunque : 

Ai B, 

A, B, 

da cui deduciamo successivamente 

0, 

A ì B a — A ä lì.[, ~ 
A 2 _ A t A, 

' B, 
11 

cioè l ' eguagl ianza delle costant i di direzione delle due re t te . 

§ 3 . A n g o l o d i d u e r e t t e e c o n d i z i o n e d i p e r p e n d i » 
c o l a r i t à . 

Sieno . 

(G) y =m±x + l'i, 

(7) y = mtx + b2 

due re t t e del piano, e proponiamoci di de te rminare l 'angolo cp da 

esse fo rma to . ( 1 > Bas t e rà all ' uopo calcolare la t g cp. 

(1) Per angolo di due retto (non perpendicolari) s'intendo comunemente 
il minore dei due angoli adiacenti da esse formati, Se poi le due rette sono 
orientate, l'angolo cp delle due rette è quello formato dalle loro direzioni 
positive (angolo compreso tra Ö e i t \ 
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Designando con at e u2 gl i angoli che le ret te (6) e (7) 

formano con l'asse as r ispet t ivamente , si ha dal t r iangolo P A B 

dell ' un i t a figura 

da cui 

tg«p = tg(a 1-a 2)= T^g^| s-. 

D ' al tra par te si ha 

tga1=miì t g a 2 - = w z 2 , 

pe r cui, sost i tuendo, abbiamo la formola : 

(8) t g < p = . 

Ta lora interessa conoscere il cosrp, il cui valore si calcola in 

base al la no ta relazione 

1 -f tg acp = — r - > 

dalla quale si deduce 
., i 
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Sost i tuendo in questa a tgcp il valore fornito dalla (8), si 

ot t iene successivamente : 
1 

cos*- rp = • 
1 

1 -|- ÌH j ìli, 

e in fine 

(9) c o s 2 r p : 

(1 + •;»! i»aì
8 

•ìiLm2f-\- (-, 

(1 ~|- ) « i i H s )
J 

COS~ CD = - — rr-f—-== 5 , 
(1 +-mimì,)-

J

rtì>il-'»h)Z 

l l + m , » ) (1 

Da quest ' u l t ima formola si deduce immedia tamente : 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè le due rette 

y = m± x -f- bt, y = m s £ B - f - & g S t e n o perpendicolari, è che si abbia 

1 -f- W.[ = 0. 

Difatti, se le due r e t t e sono perpendicolar i , cp = 9 0 ° , coscp = 

cos 90° = 0, e quindi dalla (9) segue che (1 +• mv m2)
s = 0, e final

men te che l - f - T O 1 m 2 = 0. Reciprocamente da l - f - m 1 m 2 = 0, si 

deduce per la (9) che c o s 2 q p = 0, donde coscp = 0, e op = 9 0 ° . 

L a condizione di or togonal i tà si pone spesso sotto l ' u n a o 

1' a l t ra delle due forme seguent i : 
« 1 

I n parole : 

Affinchè due rette sieno perpendicolari è necessario e sufficiente 

che il prodotto delle loro costanti di direzione sia eguale a - 1, o, 

ciò che torna lo stesso, che la costante di direzione di una retta sia 

eguale all' inversa, presa con segno negativo, della costante dì dire

zione dell'altra. 

Siamo così in g rado di r isolvere il problema : 

Determinare V equazione della retta passante per un dato punto, 

e perpendicolare ad una retta data. 

Sia 

(10) Ax + By + C=0 

l ' equaz ione della r e t t a data , e P i ^ ( x i , y^) le coordinate di un 

p u n t o dato P A . L ' equazione r ichiesta è 

(11) A{x-yi)-B(x-xi). 



E d invero, questa rappresenta ima re t t a perchè è di p r imo 

g rado nelle coordinate correnti x e ,y, ed ò poi evidente che questa 

r e t t a passa per il punto Pr Ohe le due re t te (10) e (11) sieno 

perpendicolar i , r isul ta dalla condizione di ortogonalità, perchè la 

cos tante di direzione della (10) è - ^ , e quella della (11) è ~ , 

vale a dire l ' inversa , presa con segno cambiato, della precedente . 

§ 4 . E q u a z i o n e n o r m a l e d e l l a r e t t a . 

Si consideri una ret ta qualunque r non passante pe r l 'origine O. 

D a ques ta si t i r i la perpendicolare alla re t t a e sia Q il p iede . 

Des ignando con p l a distanza assoluta del pun to Q dall ' or igine 

e con a l 'angolo, fra 0 e 2 JC, che il raggio 0 Q forma con l 'asse 

delle ascisse, contato nel verso posi t ivo indicato dalla freccia, noi 

sappiamo (X, § 4) che le coordinate di Q sono : 

(12) a>l=pcosa, y1=psena. 

D ' a l t r a pa r t e l ' equaz ione della retta 0 Q, che congiunge il 

pun to Q con 1' origine, è 

ytx - xi 2/ = 0, 

ovvero per le (12) 

jpsena • x - j ?cosa • y = 0, 

o ancora, d ividendo per p, 
(13) s e n a • x - cosa • y — 0. 
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L 'equaz ione della re t t a r passante per - il p u n t o Q~=(wlì y^, 

e perpendicolare alla re t ta (13) è (§ 3), 

sente • (// - 2/j) = - cosa • (x - xt), 

che si può scrivere, t enu to conto delle (12), come segue : 

s ena • (y -psenu) = - cosa • (x - p eosa ) , 

s ena • y - j ) s e n 2 a — - cosa • x J

rpcos2u, 

cosa • x + s e n a • y -p ( s e n 2 a -)- c o s 2 a ) = 0, 

(14) x cosa + ;// s e n a - p = 0. 

E questa appunto V equazione normale della re t ta . I n essa p è 

la distanza assoluta dell' origine dalla retta, e a è. V angolo, fra 0 

e 2 JT, formato con V asse delle x dal raggio uscente dall' origine e 

perpendicolare alla retta. 

Se la r e t t a r passa pe r l ' o r ig ine 0, si h a p = 0, e l 'equazione 

normale diviene 

x c o s a -f- y s ena = 0. 

Osserviamo che in questo caso è indifferente assumere per a 

1' uno o F altro degl i angoli , che i due raggi uscent i da 0 e nor

mal i ad r, formano con 1' asse delle x ; angol i che differiscono 

di JT e che vengono misura t i nel verso posi t ivo indicato dalla 

freccia della figura. 

L ' equazione della r e t t a sotto la forma generale, 

Àx+By+C^O, 

si può r idu r re alla forma normale molt ipl icandola per u n numero 

conveniente 7.;. L ' e q u a z i o n e molt ipl icata pe r le d i v i e n e : 

JeAx + leBy +7eC = 0, 

e tu t to si r iduce a de te rminare k in modo che le A si possa con

s iderare come il coseno di un certo angolo a (compreso t r a 0 e 2 JT), 

le B come il seno dello stesso angolo, e ino l t re in guisa che le G 

r i sul t i un numero negat ivo -p. Dobbiamo d u n q u e a v e r e : 

le A = cosa , .7<:.Z?='sena, leG = -p. 
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Dal le p r ime due, quadrando e sommando membro a membro, 

si o t t iene : 

Ä 2 (A* -f 7i 2 ) = c o s 2 « -f s e n 2 a , 

o s s i a 

da cui 

fc2 (As + B2) = l, 

I a - -i- /; ' ' 

Abbiamo così i seguenti coefficienti dell ' equazione r ido t t a : 

cos a == + - , sen a = ± 7======, - p = x 

ove si devono prendere contemporaneamente i segni superiori o i 

segni inferiori. Po i ché possiamo sempre siqyporre C < 0, perchè 

nel caso contrar io è lecito cambiare il segno a tu t t i i termini 

dell 'equazione, nell 'espressione di -p si dovrà prendere il seguo + , 

se si vuole che il segno d i essa sia negat ivo, e quindi nelle for

mole p receden t i assumeremo i segni superior i . Si conclude per tan to 

che 1' equazione r ido t ta è 

•1 II <• 

0, più semplicemente, 

ÀOC+ By -f C ^ Q 

VÄT+B* ~ ' 

Si ha cosi la regola : 

Per ridurre V equazione generale 

Ax + By + C 7 - 0 , 

in cui G <0, alla forma normale, basta dividere V equazione per la 

radice quadrata, presa in senso aritmetico, della somma dei quadrati 

dei coefficienti di x e di y. 

L ' i m p o r t a n z a della forma normale consiste pr incipalmente in 

ciò, che essa pe rme t t e di de terminare , nel modo più semplice, la 

distanza di un punto da una retta. 
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Sia 
x cos u -|- y sen a - p = 0 

l 'equazione normale di una re t t a r, e sia P1~(xl, un pun to 

qualunque del p iano : si vuol de terminare la d is tanza d del punto Pi 

dalla re t ta r. Supponiamo dappr ima, come nella figura, 

che il punto Pi e 1' or igine sieno da bande opposte della re t ta r. 

Ti ra t a per Pi la r e t t a s paral lela r, osserviamo che il faggio 0 Q 

[ uscente dall' or igine e perpendicolare ad r, è anche perpendicolare 

ad s, e che la distanza 0 N dell ' origine 0 dalla r e t t a s è p + d. 

L ' equazione normale della r e t t a s è dunque 

x cosa + y s e n a - (p + d) = 0. 

E poiché questa r e t t a passa per il punto Pi == (x.^, si deve avere 

xi cosa + y.L s e n a - (p -|- d) — 0, 

da cui si deduce tosto 

d = -X-.J cos a -|- yì s e n a - p. 

Nello stesso m o d o si vedrebbe che 

d = - (xi cos a -f- yi sen a - p ) , 

quando il pun to Pi e 1' or igine sono dalla medes ima banda della 

r e t t a r. 
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Burnendo i due casi in uno solo, abbiamo ehe 

d x (xt cosa + y { s ena -p), 

valendo i l segno + o il segno - , secondo che il punto Pt e l 'ori

gine sono da bande opposte o dalla stessa banda della re t t a r. 

Abbiamo per tan to la regola : 

Data V equazione sotto forma normale di una retta 

x cos a - j - y sen a - p = 0, 

e date le coordinate di un punto Pi~(xl, y f), per avere la distanza d 

del punto P± dalla retta, basta sostituire nel primo membro dell'e

quazione della retta alle coordinate correnti le coordinate del punto Pt, 

e prendere V espressione ottenuta col segno + se il punto PL e l'ori

gine sono situati da bande opposte della retta, col segno - , nel caso 

contrario. 

Se 1' equazione della re t t a è data sotto torma generale 

Ax + By + G = 0, 

pr ima d i applicare la regola precedente , si r idur rà 1' equazione 

alla forma normale. L a distanza del punto P±^(xi} yt) dalla r e t t a 

Àx + By + C^O, ( C < 0), 

è data quindi dall ' espressione 

; 4 - A x i J r B y i . + c 

. = : t U»+B* ' 

valendo per la scelta del segno l ' avver tenza contenuta nella regola 

precedente . 

Gol sussidio di questa regola possiamo risolvere i l seguente 

problema : 

Date le coordinate di tre punti non allineati 

Pi^{ait yA, Pz = {xz,yz), P 3 = ( a ; 3 , y3), 

determinare V area del triangolo da essi determinato. 
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Si. calcolerà ad es. I' equazione della r e t t a P2 Ps, poi la di

stanza h del pun to P t da questa re t t a (altezza del t r iangolo rela

t iva al vert ice PJ, e iti fine si farà il semiprodot to di h pe r la 

dis tanza dei due punt i P2 e Pa (base del t r i angolo corr ispondente 

a l l ' a l tezza h). Si t rova così per l ' a r e a S l ' e s p r e s s i o n e : 

x 

x 2 

« 3 

Vi 

'I/a 

il de te rminante a des t ra essendo preso in valore assoluto. 
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Se poi sosti tuiamo nella (2) ad x i valori t rova t i xi e x.2, 

abbiamo corr i spondentemente per y i due valor i : 

imxi+n-=yiì 

V — 
( nix2 + n -= y2, 

Dell' Agnola - Matematiche Generali 13 

CAPITOLO XII. 

Nozioni sulle curve di secondo ordine 

§ 1 . G e n e r a l i t à . 

U n ' equazione completa di 2° grado nelle coordinate è della 

forma : 

(1) aXs»I- b;/8 4- Sexy + 2 dx + 2 ey + /'== 0. 

E s s a r appresen ta una curva algebrica di secondo ordine, la 

quale g o d e della seguente p ropr i e t à : 

Una retta qualunque del piano taglia la curva in due punti, 

reali o 'immaginari. 

Sia la r e t t a di equazione 

(2) y— nix+ n. 

L e coordinate de i pun t i comuni alla cu rva (1) e alla r e t t a (2), 

si o t tengono risolvendo il s is tema formato dalle due equazioni. 

Bas te rà all ' uopo sost i tuire nella (1) ad y V espressione, median te 

x, da ta dalla (2). Si ott iene così un ' equaz ione di 2° g rado in x, 

cioè un ' equazione della forma 

(3) Ax* + Bx+C=0. 

Risolvendo questa equazione, o t t en i amo : 

-B+ÌB--AAC 



Si conelude pe r t an to , che i pun t i d ' i n c o n t r o della r e t t a (2) 

con la curva (1) sono 

J\ •-=(.<•,, ilo, Pa^&ä, !Jä)-

Ora, re la t ivamente alla (8), si possono p resen ta re i t r e casi 

seguent i : 

B2-éA(7>0: B*-4:AC=0; B2-iAC<0. 

Nel primo caso i valori xx e x2 fradici della (3)] sono reali 

e distinti , e sono quindi ta l i anche i valori cor r i spondent i yi e y2 

di ?/. Segue da ciò che i punti Pt e P2 sono reali e distinti, ossia 

che la re t ta (2) è una segante della curva (1). 

Nel secondo caso se1 e x2 sono real i ed egual i (xt — x2), e 

pe r conseguenza sono tali anche i valori cor r i spondent i di y 

= y2). Da ciò r i su l ta che la retta (2) taglia la curva (1) in due 

punti coincidenti, o, come si dice, è tangente alla curva . 

Nel terzo caso le radici xi e x2 delia (3) sono immaginar ie 

(non reali), quindi sono immagina r i anche i valor i yi e y2 di y. 

Ciò. significa, dal p u n t o di v is ta geometr ico, che la retta (2) non 

taglia effettivamente la curva (1). Ma per genera l i t à di l inguaggio , 

esprimeremo questo fat to dicendo che la retta (2) taglia la curva 

(1) in due punti immaginari. . 

Si dimostra l ' i den t i t à delle curve di 2° ord ine con le sezioni 

coniche, vale a d i re con le curve che si o t t engono segando u n 

cono di rotazione (cono rotondo) con u n piano. Ora le sezioni 

coniche sono di t r e specie : ellisse, iperbole e parabola. 

L ' ellisse è una curva chiùsa, di cui il cerchio non è che u n 

caso par t icolare . 



L ' i p e r b o l e consta di duo rami, ciascuno dei quali si «sterni.-

all ' infinito. 

L a parabola invece consta di un unico ramo, es tendentes i 

esso p u r e al l ' inf ini to. Essa ò quindi , come l ' iperbole , una cu rva 

aperta. 

Quando il p iano segante passa per il ver t ice del cono, la 

conica degenera in una coppia di r e t t e (reali o immaginarie) , e in 

t a l caso si dice appunto che la sezione è una conica degenere. E 

si ha prec isamente un ' iperbole, una parabola oppure u n ' el l isse 

degenere , a seconda che le due re t t e sono reali e d is t in te (piano 

segante), real i e coincidenti (piano tangente) o immaginar ie (piano 

esterno alla superficie). 
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L ' accennata ident i tà fra le coniche e le cu rve di 2° ordine 

(rappresentate anal i t icamente da una equazione di 2° g rado nelle 

coordinate), giust i f icala denominazione di coniche a t t r i bu i t a sovente 

a queste u l t ime. 

Data 1' equazione di una conica 

ax2 + by2 + 2 cxy + 2 dx + 2ey + f= 0, 

si presenta na tu ra lmente la quest ione : stabilire un criterio per 

decidere se V equazione rappresenta un' ellisse, un iperbole oppure 

una parabola. 

Si consideri a l l ' u o p o l ' espress ione e 2 - ab (quadrato della 

metà del coefficiente di x y, d iminui to del p r o d o t t o dei coefficienti 

di x2 e di y2). Si d imost ra ohe : 

Se c 2 - a b > 0, V equazione rappresenta un' iperbole ; 

» c 2 - a b = 0, » » ima parabola ; 

» c a - a b < 0, » un' ellisse. 

Il de te rminante (simmetrico) 

a c d 

c b e 

d e f 

si chiama discriminante dell ' equazione del la conica. Quando il 

discriminante è nullo si d imost ra che la conica è degenere (iperbole, 

parabola o ellisse degenere , a seconda che c 3 - ab è posit ivo, nul lo 

o n e g a t i v o ) . ( 1 ) 

Passeremo ora ad u n breve s tudio par t ico lareggia to delle 

coniche, cominciando dal la più semplice : i l cerchio. Ma è oppor

tuno osservare fin ci' ora che le equazioni delle coniche (ellisse, 

(1) Poiché una coppia di rette parallele è rappresentata da un' equazione 
della forma 

(A x + B y -I- 0) [A x + R y -f C) = 0, 
di 2° grado nelle coordinate, possiamo affermare senz' altro che essa è una 
conica degenere, e precisamente una parabola degenere, inquantochè, cornee 
facile verificare, il discriminante dell' equazione è uguale a zero. 
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iperbole e parabola), con una scelta conveniente degli assi di rife

r imento , si possono r idur re alle seguent i forme : 

| Ì + ft- = 1, (ellisse), 

-^T - - p - = !» (iperbole), 

2/ 2 = 2j)cc, (parabola). 

Esse si chiamano forme ridotte delle equazioni delle coniche. 

L o s tudio di queste riesce no tevo lmen te semplificato, quando, in 

luogo dell ' equazione generale, si consideri la forma r ido t ta corri

spondente . 

§ 2 . C e r c h i o . 

Del cerchio ci siamo già occupat i a suo tempo, [VII, § 3, 8)], e 

abbiamo visto che la sua equazione, riferita a due assi or togonal i 

passant i per il centro, è 

con r des ignando il raggio. 

Se il cerchio è riferito a due assi coordinat i or togonal i qua

lunque, e indichiamo con a e ß le coordinate del eentro e con r 

il raggio , le sua equazione è 

(x - a ) 2 4 - {// - ß ) 2 = r 2 . 

Svi luppando i quadrat i e ord inando, 1' equazione si può scri

vere anche così : 

x* + y*-2ax-2 ß,y + « a + ß 2 - r 2 = 0, 

ovvero 
a: a _|_ ? / 2 _ 2 « 3 3 - 2 f>y + y 0, 

avendo posto per brev i tà u 2 -4 ß 3 - r 2 = y. 

Se si confronta quest ' u l t ima equazione con l ' equaz ione gene

rale di una conica, si vede che nell' equazione del cerchio i coeffi

cienti di x2 e y2 sono eguali all'unità, mentre il eoe [fidente di x'y 

è uguale a zero (cioè manca i l t e rmine in x y). 



Reoiprooamente : ogni equazione della forma 

r« a - | - / / a -2ux - ßy -I-Y = 0 

rappresenta un cerchio. 

Difatt i , agg iungendo ai due membr i a 2 -|- ß a , e t raspor tando 

a destra il t e rmine noto y, si può scrivere success ivamente : 

»>8 -|- y a - 2 ax - 2 ß,y + a 2 + ß a = « a + ß 2 - y, 

( a ! - « ) 2 + (.V - ß)3 = -a* + ß* - Y > 

ovvero, posto a 2 -(- ß 2 - y = r 2 , 

(4) ( a J - a ) 2 + ( t f - ß ) 3 = 9 -
2

> 

che rappresen ta il cerchio col centro nel pun to (u, ß) e di raggio r, 

essendo 

r = ) / a 2 + ß 2 - y , 

prosa la radice quadra ta in senso ar i tmet ico . 

Se a 2 - ] - ß 2 - y > 0, r è reale, e si ha qu ind i u n cerchio vero 

e propr io , o, come si dice, u n cerchio reale. 

Se invece a 2 -|- ß 2 - y = 0, r — 0, e 1' equazione preceden te 

diviene : 

( c C - a ) 2 + ( / / - ß ) 2 = 0, 

che si può in terpre tare ancora come u n cerchio reale di raggio 

nullo, vale a dire u n cerchio che si r iduce a d u n pun to : il cen

tro (a, ß)! 

I n fine, se a 2 -(- ß 3 - y < 0, r'z è nega t ivo , e qu indi }• è imma

ginar io . P e r genera l i tà d i l inguaggio diremo che 1' equazione (4) 

rappresenta anche in questo caso un cerchio, q u a n t u n q u e non 

esista alcun pun to reale che soddisfi 1' equazione ; m a si preciserà 

dicendo che il cerchio è immaginario. 

Riassumendo : U equazione 

x 2 + y2 - 2 a s - 2 ßy -f- Y = 0 

rappresenta un cerchio reale o immaginario ; e le metà dei coeffi

cienti di x e di y, cambiate di segno, sono le coordinate del centro. 
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§ 3 . E l l i s s e . 

L ' esitazione 

r app resen ta un ' ellisse, come r i su l ta dalla regola generale s tabi l i ta 

dianzi (§ 1). 

De te rmin iamo i punt i d ' i n c o n t r o della curva con gli assi 

coordinat i . P e r avere i pun t i d ' i n c o n t r o con 1' asse w, bas ta ri

cordare che y — 0 è 1' equazione di quest ' asse, e r isolvere quindi 

il s i s tema 

.T 2 ß 1 n 

*r + t r = l> y-°- . 

P o n e n d o y = 0 nell ' equazione della curva, si h a successiva

men te : 

= 1, x2 = a2, a; = ± a, 
a- ' 1 ' 

che sono le ascisse dei pun t i cercati . Si conclude pe r t an to che le 

coordinate dei pun t i d ' i n c o n t r o dell ' ellisse con l ' a s s e delle x 

sono ( + a, 0), (- a, 0). 

I n modo perfe t tamente analogo si t r ova che (0, + b), (0, - b), 

sono le coordinate dei p u n t i d ' i ncon t ro della curva con 1' asse 

delle y. 

L a curva è s immetr ica r i spet to all' asse delle x, pe rchè cam

biando y in - y l 'equazione r imane ina l te ra ta (IX, § 3). P e r analoga 

rag ione la curva è simmetrica r i spe t to all ' asse delle y. Segue da 

ciò che la curva è s immetr ica anche r i spe t to all' or igine ; e qu indi 

che ogni corda passante pe r 1' origine r imane divisa per metà 

dall ' or ig ine stessa. In al tr i t e rmini : V origine è il centro della 

curva. 
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Da tu t to ciò risulta, che nell ' equazione r ido t t a (5) gli assi 

coordinat i di r i ferimento passano per il cent ro , e coincidono con 

gli assi di s immetr ia della curva. 

4-

Se ora r isolviamo l ' equaz ione (5) r i spe t to ad y, si t r ova suc

cessivamente : 

(6) Ì/==±±UF1F1. 
Prendendo in quest ' espressione di y il segno + , si o t tengono 

le ordinate dei p u n t i della curva si tuat i al di sopra dell ' asse 

delle x ; prendendo il segno - , si hanno le o rd ina te dei punt i 

s i tuat i al di sotto di quest ' asse. 

Affinchè y sia reale, nel secondo m e m b r o della (6) deve essere 

a 2 > 0 3 a ; quindi , l ' a sc i ssa x d ev ' e s se r e compresa ne l l ' i n te rva l lo 

(- a, + a) : 

- a ^ x < + a. 

I n al tr i te rmini , la curva è s i tuata i n t e r amen te nella striscia 

compresa fra le paral lele all ' asse y di equazioni : 

x — - a, x — + a. 
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L ' equazione (5) risoluta r i spe t to ad x, diviene : 

x = + \'b2 - y \ 

ove il doppio segno corrisponde alle due par t i della curva s i tua te 

r i spe t t i vamen te a destra e a s inis t ra dell ' asse delle ordinate . I l 

valore d i 'x è reale allora e allora so l tan to che 

cosicché la curva è situata in t e ramen te nella striscia compresa 

fra le parallele all' asse x d i equazioni. 

Combinando questo r isul ta to col precedente , possiamo affermare 

che la curva è s i tuata nel re t tangolo l imita to dalle qua t t ro r e t t e 

x = - a, -x = -j- a, y — - b, y — + b, 

e si conclude di nuovo che la curva è chiusa, e per conseguenza 

che essa è u n ' ellisse. 

Gl i assi coordinat i dividono la curva in quat t ro par t i eguali 

o quadranti. L ' eguaglianza di ques t i r isul ta dalle s immetr ie ac

cennate dianzi . Bas terà quindi s tudiare 1' andamento della curva 

nel p r imo quadran te (compreso fra le direzioni positive degli assi), 

ove le coordinate di un punto sono en t rambe posit ive. 

D a 
b j — ? 

r isulta, che 

per x — a, si ha y = 0, 

» x = 0, » » ?/ — fr-

Quando x var ia decrescendo da a a 0, y corr ispondentemente 

var ia crescendo da 0 a b. Ciò è sufficiente per avere u n ' idea 

chiara dell ' andamento della curva nel pr imo quadrante , e qu ind i 

dell ' i n t e r a curva. 

È quasi superfluo aggiungere che quando a = b, V equazione 

(5) r app re sen t a un cerchio. 
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Supposto poi a > b, si riconosce faci lmente che il diametro 

massimo della curva è 2 a, e che il diametro minimo è 2 7>. <*> Ess i 

si chiamano ta lora gli assi della curva, e prec isamente : 2 a è 

1' asse, maggiore e 2 A 1' asse minore dell ' ellisse. Quindi, nell 'equa

zione (5) della curva, a e è sono i semiassi (maggiore e minore) 

dell ' ellisse. 

Si consideri il cerchio eli equazione 

x2 + i/2 ~ a2 

col centro nell ' or igine e di raggio eguale al semiasse maggiore . 

L ' o r d i n a t a yi di un punto del semicerchio si tuato al di sopra 

dell ' asse delle x, è 

i/i = F« 2 - a.'2. 

Se si confronta questa con 1' o rd ina ta , cor r i spondente alla 

medesima ascissa, 

y = ^~ Ìa2 - x2 

della semiellisse a l di sopra dell ' asse x, si ha ohe 

b 

Si conclude pe r t an to , che per passare dal cerchio all' ellisse, 

a 
basta alterare tutte le ordinate del cerchio nel rapporto costante-

(1) Designando con g la distanza di un punto generico (x, y) dell' el

lisse dal centro, si ha successivamente : 

Q* = X* + y*, 

Q 2 = CC2 + O ä - - r , W s , 

0 » = a 5 * (i + & V 

Q* — X* 

a 

a 2 _ fr 2 

Poiché •—-j— è positivo, il massimo valore di Q. 2 si ha ponendo x = a, 

e si ottiene Q^ — a", da cui Q = a. Il minimo valore di Q 2 si ha .ponendo 

nell'espressione precedente cc = o, od è quindi Q~ = hzj da cui Q —ò. 



i due p u n t i dell ' asse maggiore 

si- chiamano fuochi dell ' ellisse. Ess i sono interni alla cu rva (per

chè c < fl), e si dimostra che : 

Z a somma delle distanze di un punto qualunque della curva 

dai due fuochi è costante, ed, eguale a 2 a, asse maggiore dell'ellisse. 

B' 

Si d imost ra pure che questa è una proprietà carat ter is t ica 

dell ' ellisse. Se ne può profi t tare per costruire 1' ellisse per pun t i 

o pe r moto continuo. 

§ 4 . I p e r b o l e . 

Dall 'equazione r ido t ta dell 'ellisse si ot t iene quella de l l ' iperbole 

( , } h* x' 

semplicemente cambiando b2 in - b2. D a ciò si comprende come 

vi sieno propr ie tà comuni all' ellisse e all' iperbole, e come si 

pass i , dalle une alle a l t re col solo cambiamento di b2 in - b2. 

L ' a s s e delle x incont ra l ' ipe rbo le in due pun t i reali : ( - a , 0); 

(+ a, 0). 
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Invece 1' asse delle y non incont ra la curva, o, come si dice, 

incontra l ' i pe rbo le in due pun t i immaginar i , perchè ponendo nel la 

(7) x = 0, si ot t iene successivamente 

_ | 1 = 1, y2 = , _ &2, y = + )CIT 

L a curva è s immetr ica t an to r i spet to all ' asse delle x quanto 

r ispet to all ' asse delle y, ed è quindi s immetr ica anche r i spet to 

all ' origine. L ' ipe rbo le , come 1' ellisse, è qu ind i dota ta di centro. 

Ugni corda per il. cent ro è un diametro del l ' iperbole . Adunque : 

nel l ' equazione r ido t t a (7) gli assi coordinati passano per il centro, 

e coincidono coi due assi di simmetrìa della curva. 

I 

t—i mir 
X 

^ ^ ^ ^ 

Dalla (7) segue che 

y = ± - j ]'x2 - a2, 

ove il doppio segno corr isponde alle pa r t i della cu rva s i tuate al 

di sopra e al d i sotto del l 'asse x. Affinchè y sia reale, dev 'essere 

x2 ^ a 3 , 'ossia 1' ascissa x può assumere t u t t i i va lor i reali , esclusi 

quell i compresi t r a - a e -|- a. Segue da ciò, che ent ro la striscia 

l imitata dalle r e t t e x — -a, x = + a, non v i sono p u n t i della curva . 

Questi sono s i tua t i nel semipiano alla des t ra del la r e t t a x = a, e 

in quello alla s inis t ra della r e t t a x = - a. 

P e r le s immetr ie sopra aocennate, possiamo, l imi ta rc i ad esa

minare 1' andamento di quella pa r t e della curva che è s i tuata nel 
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pr imo quadran te , i punt i della quale hanno le coordinate en t rambe 

pos i t ive . D a 

r i su l ta , che quando la x varia crescendo da a a 4- x , 1' o rd ina ta 

y v a r i a essa p u r e crescendo da Ü a 4- oc. Per la s immetr ia del

l' iperbole r i spe t to agli assi, si vede che essa consta di due rami 

egua l i es tendent is i all ' infinito. 

F r a gli infiniti d iametr i , il minimo è quello avente per estre

mi i p u n t i d ' i ncon t ro della curva con 1' asse delle ascisse, e si 

ch iama asse traverso dell ' iperbole. Non esiste un diametro massimo. 

Si consider i ora, in generale , una curva C avente rami che 

si es tendono all ' infinito. U n a r e t t a r dicesi assintoto della curva 0, 

se la distanza d i un punto M della curva dalla re t ta r tende a 

zero, quando il punto M, mantenendos i sempre sulla curva, si al

l on tana indefini tamente lungo uno di codesti rami. (1> Nel caso 

del l ' iperbole si dimostra che ciascuna delle re t te 

.... /' b 
(8) y - ^ - x , y=--te, 

è ass intoto della curva, e sono ques t i i soli assintoti dell ' iperbole. 

Pos to 

e = )la* + b*, 

ove il radicale v a inteso in senso ar i tmet ico , i pun t i dell 'asse delle x 

F=(+c,0), u " s = ( - c , 0 ) , 

sono interni alla curva (perchè c > a), e si chiamano fuochi del

l' iperbole . Rispe t to ai fuochi l ' ipe rbo le gode della seguente pro

p r i e t à : 

La differenza delle distanze di un punto qualunque dell' iper

bole dai due fuochi è costante, ed eguale all'asse traverso 2 a . 

(1) Con la locuzione «tende a zero» si vuol significare che, scelto un 
numero positivo e piccolo a piacere, da una certa posizione in poi, la distanza 
di M da r risulta sempre minore di e. 



E questa una p ropr ie tà cara t ter is t ica dell ' iperbole . 

Se nella (7) si pone a == b. si ot t iene 

y y „ ti 

che rappresenta un' iperbole speciale de t t a equilatera. Gli assintoti 

sono in questo caso le biset t r ic i degli assi, come risulta tosto 

dalle (8) ponendovi b = a. 

E notevole, e non p r iva di significato, la somiglianza dell 'e

quazione precedente dell ' iperbole equi la tera con quella del cerchio 

x~ 4- yA = a". 

Talora 1'equazione de l l ' i pe rbo le si p resen ta sotto la forma 

(9) xy-k, 

ove le è una cos tan te che supporremo posi t iva. In quest ' ipotesi, 

le coordinate di un pun to qualunque del la cu rva hanno sempre 

il medesimo segno. D ' u l t r a par te , la cu rva stessa e simmetrica 

r ispet to all ' or igine (centro), cosicché i due r a m i appar tengono 

r ispet t ivamente al p r imo e al terzo quadran te , e si passa dall 'uno 

all ' altro per s immetr ia . 

, Sarebbe poi facile r iconoscere che g l i assi coordinati sono gli 

assintoti dell' iperbole (9). 

Dal l ' equazione (9) r i su l ta che 

h 

ossia che x e y sono inversamente proporzionali. I n al t r i termini , 

la (9) esprime la legge della proporzionalità inversa, e possiamo 

per tanto affermare, che 1' andamento di u n fenomeno in cui sono 

in giuoco due n u m e r i var iabi l i inversamente proporzionali , viene 

rappresenta to graficamente da un ' iperbole. 

Osserviamo di passaggio, che la legge della proporzionalità 

diretta è espressa invece da un ' equaz ione del t ipo 

y = k x, 

essendo 7c una costante, e pe r conseguenza essa v iene rappre-



senta la graficamente da mm re t t a per F origine, qualora si consi

der ino lo variabi l i >v e ?/ come, coordinato cartesiano di un pun to 

del p iano. 

§ £»• P a r a b o l a . 

L ' equazione 

(10) y* 2 px 

rappresen ta una parabola. Ciò r i su l ta di re t tamente dalla no ta re

gola (§ 1), o anche dalle considerazioni, seguenti . 

Not iamo subito in tanto che la curva passa per 1' origine. 

P e r avere i punt i d ' i n c o n t r o della curva con l 'asse delle y 

(di equazione x = 0), basta por re x = 0 nella (10), e si ot t iene >/'i = 0. 

Questa ha due radici eguali a zero, il che significa che l ' asse y 

incont ra la curva in due punt i coincidenti con l 'o r ig ine , vale a 

dire che l 'asse y è t angente nel l ' or igine alla curva. 

Se nella (10) si cambia y in ~y, l 'equazione r imane inal tera ta , 

per cui possiamo affermare ohe la curva è s immetr ica r i spe t to 

all ' asse delle ascisse, il quale è 1' unico asse di s immetr ia della 

curva. Esso si chiama comunemente asse della parabola, e i l pun to 

in cui questo incont ra la curva (nel caso nostro l 'origine), si chiama 

vertice della parabola. 

Dal fin qui det to r i su l ta pe r t an to , che nell'equazione ridotta 

(10) gli assi di riferimento sono: l'asse della parabola (asse x), eia 

tangente al vertice (asse y). 
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Dall ' equazione (10) si deduce 

y = ± fìplr, 

Il segno + corr isponde alla par te della curva si tuata ài di 

sopra, il segno - , a quella s i tuata al di sotto dell 'asso delle x. 

Se p > 0, corno noi supporremo, pe r la rea l tà di y dev' essere 

x » 0. Adunque : « se p > 0, la curva giace in t e r amen te alla destra 

dell ' asse y, avendo in comune con quest ' asse sol tanto 1' origine 

delle coordinate ». 

In v i r tù della s immetr ia r ispet to al l ' asse x, basterà s tudiare 

1' andamento della pa r t e di curva che è s i tuata nel primo qua

drante, cioè di quella par te che è definita dall ' equazione 

y ~ + }l¥plr~. 

Da questa equazione si vede, che al crescere di x cresce anche 

y ; e prec isamente : quando x varia crescendo da 0 a + co, anche y 

varia crescendo da 0 a - f c o . L a curva si es tende qu indi all ' infi

nito, vale a d i re è una curva aperta formata da u n ' u n i c o ramo, 

cioè, come si d iceva fin da principio, u n a parabola. 

I l pun to 

*-(f-, o), 

situato sul l ' asse della parabola i n t e rnamen te ad essa, e avente 

dal vertice (l 'origine) la distanza si ch iama fuoco della parabola. 

L a re t ta 
_ v 

x - - Y , 

paral lela all ' asse yt e si tuata, r ispet to a quest ' asse, da par te op

posta del fuoco, si chiama direttrice. Si d imost ra a proposito le 

seguente propr ie tà : 

Ogni punto della parabola è equidistante dal fuoco e dalli 

direttrice. 

È questa u n a p ropr ie tà carat ter is t ica della parabola, e pud 

servire a cost ruir la t u t t e le volte che viene dato i l fuoco e la 

diret tr ice. 
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Dopo quanto si è det to , si comprende come l ' equazione 

= %IL'/, (p > 0 ) , 

rappresent i 1 una parabola ident ica alla precedente , ma disposta 

d ive r samente r ispet to agli assi coordinat i . Questa volta l 'asse della 

parabola coincide con 1' asse delle y. 

A n c h e 1' equazione 

// = a x2 -f bx J~ c 

rappresen ta una parabola ; ma la curva non passa pe r 1' or igine 

se c-"2;0, e l ' a s se della curva non coincide con l ' a s se delle y, a 

meno che non sia b — 0, perchè solo in questo caso, cambiando 

x i n - x V equazione r imane inal tera ta . Se h 3c 0, 1' asse della 

parabola è paral lelo all ' asse delle ?/, e con una semplice trasla

zione degl i assi sarebbe facile por re 1' equazione sot to la forma 

r ido t ta considerata dianzi. 

Osservazione. P i ù genera lmente , si chiama parabola dì or

dine n la curva rappresenta ta d a un ' equazione del t ipo 

y = ao xn + ai x71'1 + + a„.ix + an, 

nella quale il secondo membro è u n polimonio di g rado n in x . 

Ma per uno s tudio par t ico lareggia to di ques te curve quando nyl2, 

occorre possedere cognizioni più ampie di quelle acquis i te s ino ra . 

Dell'Agitola - Matematiche Genexali l'I-
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Dei limiti e della continuità delle funzioni 

§ 1 . C o n c e t t o d i l i m i t e . 

P e r valore assoluto di u u numero reale in tendesi il numero 

stesso, se posit ivo, il suo opposto, se negat ivo . 

Pe r indicare il valore assoluto di u n numero a, scriveremo, 

secondo 1' uso, \a\. 

In ciò che segue giova spesso r i fer i rs i alla rappresentazione 

dei numeri real i sulla r e t t a : cer te considerazioni acquistano con 

ciò maggiore perspicui tà . 

È senz' a l t ro evidente , che ogni numero a il cui valore asso

luto è minore di u n numero posit ivo e, è compreso nel l ' in terval lo 

( - e , - | - 6 ) ; e r ec ip rocamente : che ogni numero compreso in questo 

intervallo è, in valore assoluto, minore d i E. 

-e " o +e 

Ciò è quanto dire , che le due condizioni 

| a | < s ; - s < ß < 4 - e 

sono equivalent i , e qu indi sosti tuibil i 1 ' u n a a l l ' a l t i a. 

Così ancora, da t i due numer i reali a e &, la scr i t tura | a - & | 

esprime la d is tanza assoluta dei due p u n t i a e b della re t ta . E i a 

relazione 

a-e 
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\a - ftj < e, ove E è un numero positivo, s ta ad espr ìmere che il 

pun to h è compreso t r a a - e e « 4 - 8 ; od anche che il pun to a h 

compreso t ra b - e e b -f E . ( l i Insomma le tre relazioni : 

I « - b I < E ; a - e < & < « -f- e ; ft- e < a < ft -| - e, 

sono equivalent i , in quanto ciascuna di esse viene ad esprimere 

che la dis tanza assoluta dei due pun t i a e b della r e t t a è inferiore 

al numero positivo e. A ciascuna di esse si pot rà quindi sost i tuire 

1' una o 1' a l t ra delle r imanent i . 

Premesso ciò, sia y = f (x) una funzione della var iabi le indi

penden te ce. Conveniamo per ora di a t t r ibui re ad x sol tanto valori 

interi e positivi. Designando con n un intero posi t ivo gener ico, 

scr iveremo brevemente 

.'/»• / ' ("): 

cioè indicheremo con ?/„il valore della funzione per x = n. P e r 

n = 1, 2, 3, , M, n + 1 , . . . avremo così una successione numeratale 

,'/i> ?/a> ?/;!>•••> ?/"> ?/«-!- l i 

di numer i reali. 

Stabi l i remo il concetto di l imite nel caso par t ico lare di uria 

funzione dei numer i inter i , ossia di una successione numerab i le , 

I concet t i e le propr ie tà dei l imi t i si es tenderanno tosto, senza 

difficoltà, al caso generale in cui la var iabi l i tà di x sia qualunque . 

Diremo brevemente « successione yn » in luogo di successione 

Vii 2/2) y»> — > Vn, y n + i,..., 

cioè indicheremo la successione con un suo elemento generico yn. 

Definizione 1, - Dire che una successione yn dì numeri reali, 

al crescere indefinitamente di n, tende al limite zero, significa : asse

gnato un numero positivo z arbitrariamente piccolo, al crescere inde

finitamente dì n il \yn\ finirci per diventare minore di s e conser

varsi poi sempre minore di e. 

(1) La relazione | a - & | < s equivale infatti a ciascuna delle seguenti: 
- E < a - b < 4" e i ( a a c l " " _ s < a + e ) i 

- e < & - a < - j - E , (» » ft-e < a < ö-fe). 



I n al t r i t e rmin i : 

Fissato il numero positivo e arbitrariamente piccolo, esiste un 

intero m tale, die per n > m risulti 

\.'JH\< e, 

o, ciò che torna lo stesso, 

- 8 < / / „ < 6 . 

L a tendenza a zero di yn si espr ime sovente con la scr i t tura 

l im y„=0, 

71= (X) 

o, quando non ci sia pericolo di equivoco, con 1' a l t r a più breve 

l im?/„ 0. 

U n a successione avente per l imite zero, si dice infinitesima (1>. 

Definizione l i . - Dire die una successione yn, al crescere 

indefinitamente dì n tende al limite l, essendo l un numero reale 

determinato diverso da zero, significa che la successione y n - l ha 

per limite zero. 

In altri t e rmin i , r ammentando la definizione I a , pot remo dire : 

La successione yn al crescere indefinitamente din tende al limite l, 

quando, assegnato mi numero positivo e arbitrariamente piccolo, al 

crescere di n all'infinito il \yn-l\ finirà per diventare minore dì s 

e conservarsi poi sempre minore di e. 

Possiamo anche d i r e : 

La successione yn al crescere indefinitamente di n tende al 

limite l, quando fissato il numero positivo e piccolo a piacere, esiste 

un intero m tale, che per n > m risulti 

\yn-l\<e,, 

o, ciò che toma lo stesso, 

l-B<lJn<l + e. 

(1) Per riconoscere che una successione yn è infinitesima, basta far 
vedere che è tale la successione | yn | formata coi valori assoluti dei suoi 
elementi. 
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Una successione cke t ende ad un l imite, in conformità alle 

p recedent i definizioni, si dice che è convergente. In part icolare, 

una successione convergente che abbia per limite zero, è, come si 

disse, una successione infinitesima. 

Definizione III. - Dire che una successione yu, al crescere, 

indefinitamente di n tende all'infinito, significa: fissato un numero 

positivo 8 arbitrariamente grande, il \yn\, al crescere indefinitamente 

di n, finirà per diventare maggiore di e e conservarsi poi sempre 

maggiore di e. 

I n a l t r i termini : 

Scelto un mimerò e positivo e grande quanto si vuole, esiste un 

intero ni tale, che per n > m risulti 

\'Jn\> f-

P e r espr imere questo fat to si scrive : 

l ini !/„=x, 

il — ce 

o, p iù brevemente , 
l im y „ = oc. 

U n a successione avente per l imite l'infinito si dice divergente. 

Se una successione ?/„ è d ivergente , e se i suoi e lementi , a lmeno 

a pa r t i r e da uno di essi, sono tu t t i posit ivi , si dice, con l inguaggio 

pu ramen te convenzionale, che la successione ha per limite l'infinito 

positivo ; e si scrive 
l im !/„ = ' + oc. 

Se la successione è d ivergente , e se i suoi e lement i sono tu t t i 

nega t iv i , almeno a p a r t i r e da u n certo elemento, si dirà che la 

successione ha per limite V infinito negativo ; e si scr iverà 

lim yn = — c e 

U n a successione yn che non abbia l imite determinato, nè finito, 

nò infinito, si d i rà indeterminata. I n a l t re parole, una successione yn 

si dice indeterminata, quando non è nè convergente, nè divergente. 
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Ad i l lus t rare le precedent i definizioni daremo i seguenti 

Esempi : 1.° - L a successione 

1 
VP 

al crescere di n all' infinito, ha per l imite zero (è infinitesima) ; 

perchè fissato E > 0 e piccolo ad arbitr io, per ogni va lore di n 
1 1 

tale che n>—, si ha — < E, cosicché yn < E, da u n certo valore 

dell ' indice n in poi . 
iì.°-' - L a successione 

ha pure per l imi te zero, perchè \yn\ = ~ t e n d e a zero (Esempio 1°). 

•ì.° - L o stesso elicasi della successione 

:</» = ( - D ' 4 , 

inquantochè [?/»| = — ha pe r l imite zero. 

Si osservi che : la successione yn = — tende a zero decre

scendo , la successione y n = - — t ende a zero crescendo sempre 

(in senso algebrico) ; e la successione yn = (- 1 ) M —, tende a zero 

oscillando cont inuamente . 

4.° - L a successione 

al crescere indef ini tamente di n, ha pe r l imi te 1, pe rchè la suc

cessione yn - 1 = tende a zero. (Def. n o I I ) . 

5." - L a successione 

yn = (- 1)" n 

è d ivergente , perchè fissato E posit ivo comunque grande , per t u t t i 

i valor i di n magg io r i di E, si h a 

I yn\ = w> e. 



Anche le successioni 

Un — - n, 

sono d ive rgen t i ; ma la p r i m a t ende a -{- ^c, e la seconda a - x.. 

(5.° - La successione 

//„ = sen (2« + 

è inde te rmina ta , perchè i suoi elementi sono a l t e rna t ivamente 

eguali a - 1 e a - j - 1 , come è facile ver i f icare; e per conseguenza 

non può essere nè convergente nè d ivergente . 

Osservazione l . n - >$e per n > «T ysoddisfa ad una eerta 

condizione, e per n > m" yn soddisfa ad una cert"altra condizione, 

allora, designando con m il maggiore dei numeri m' ed ni", è evi

dente che per n > m, y„ soddisfa contemporaneamente alle due 

condizioni in parola. I n a l t r i te rmini , gli elementi della successione 

soddisfano alle due condizioni da un certo valore dell'indice n in poi. 

Così ancora, date due successioni yn e z», se per n > ni gl i 

e lementi yn godono di una propr ie tà a, e per n > m" g l i ele

m e n t i 2n godono di una p rop r i e t à ß (che può anche essere la 

stessa a), designando con m il maggiore dei n u m e r i ni' ed m", 

per n > m, yn e zn godono contemporaneamente il p r imo della 

p ropr ie tà «, e il secondo della propr ie tà ß. 

T ra r r emo profitto da queste semplici osservazioni, per abbre

viare ta lora il discorso. 

Osservazione II.a - L e successioni che presentano il magg io r 

in teresse pe r noi sono le successioni convergenti . Se u n a succes

sione tende ad u n limite l, la definizione dice in sos tanza questo': 

scel to a rb i t ra r iamente u n numero c < Z (per quanto vicino ad Z), 

al crescere di n al l ' infinito, yn finirà, per diventare maggiore di e, 

e conservarsi poi sempre maggiore di c. E pot remo ana logamente 

affermare, in v i r t ù della definizione stessa, che fissato arbi t rar ia

me n te un numero c > l, da un aerto valore dell' indice n in poi sì 

dovrà avere y , ( < c . 
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§ 2 . A l e u n e p r o p o s i z i o n i s u i l i m i t i . 

1) - Una successione yn non può tendere a due limiti distinti. 

Supponiamo per un momento che yn t enda a due limiti 

d is t in t i l ed V, e sia 1 < V. 

4 c r 

Scelto a rb i t ra r i amente u n numero c compreso t r a l e V ma 

del resto qualunque, da u n cer to valore m dell ' indice n in poi, 

per le osservazioni fat te sopra, dovrebbero aver luogo le due 

relazioni : 

Vn < c ; Un > c, 

ciò che è manifestamente assurdo. Si conclude pe r t an to , che se la 

successione t ende ad u n l imite , questo l imite è unico. 

2) - Se una successione yn tende ad un limite l, e questo limite 

è positivo, da un certo valore dell'indice n in poi, gli elementi della 

successione sono tutti positivi. 

Q c l 

Scelto a rb i t r a r i amen te u n numero positivo c < Z, da un certo 

valore m de l l ' i nd ice n i n poi , si deve avere yn~>c, (Osserva

zione 2 a ) , e quindi gii e lement i della successione, a p a r t i r e da ;/.„,, 

sono tu t t i posi t ivi . 

In modo comple tamente analogo si d imos t r a che : 

3) - Se una successione yn tende ad un limite l, e questo lìmite 

(>• negativo, da un certo valore dell' indice n in poi, gli elementi della 

successione sono tutti negativi. 

Dagli esempi 1 ° , 2 ° e 3 ° del n u m e r o precedente r isul ta , che 

se i l l imite di yn è uguale a zero, nulla si può dire, in generale, 

c irca i segui deg l i e lement i della successione. 

Sieno ?/„, u n ) zn t r e successioni tal i , che per ogn i valore 

de l l ' indice n r i su l t i : 

Un ^ U N ^ ZÌI ; 
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di remo allora che la successione un è compresa tra le due succes

sioni yn e z„. Dimostreremo a proposito c h e : 

4) - Se una successione u„ è compresa tra due altre y„ e z„, 

le quali tendono ad un medesimo limite l, anche la successione in

termedia un tende al limite l. 

Fissato arbi t rar iamente il numero positivo E, da un cer to valore 

m dell ' indice n in poi, valgono contemporaneamente , pe r defi

nizione, le 

l-s<yn<l + e; 7 - e < g „ < 7 + e. 

E poiché u n è, per ipotesi, compresa t r a y„ e z„, anche ti,,, 

per n > m, dovrà soddisfare alla condizione 

l - e < u„ < Z + 8, 

la quale ci dice appunto che lim u„ = l. 

È evidente che il teorema continua a sussistere anche se la 

condizione y „ .«s u „ -<? z „ ha luogo da un certo valore m del l ' in

dice n in avanti . 

Sempre in base al concetto di l imite, si dimostra il seguente 

teorema fondamentale delle successioni: 

5) - Perchè una successione yn sia convergente, è necessario e 

basta che per ogni numero reale e > 0 e piccolo a piacere, esista un 

intero e positivo m, tale che per n > m si abbia 

I Vn + q - Un I < e) 

essendo q un intero arbitrario, 

§ 3 . S u c c e s s i o n i m o n o t o n e . 

L a locuzione yn non è mai decrescente significa che 

Vn *é Un H-l 

qualunque sia w, vale a dire 

2/j « 2/2 « Z73 < « Un -«//,«+! « 
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L a locuzione yn non è mai crescente significa che 

Ungila + 2 
qualunque sia n, cioè 

//( » y2 » .'/;) » 3> ì/n » Z/« +• ì » 
Le successioni che non sono mai decrescent i o che non sono 

mai crescenti , si dicono monotone. 

In particolare, una successione mono tona può essere crescente, 

e ciò avviene quando per qualunque valore di n r i su l t i yn < y „ + \) 

oppure può essere decrescente, e ciò si verifica quando si abbia, 

qualunque sia n, « / , » > * / « - h • 

Riguardo alle successioni monotone si hanno i seguent i teoremi. 

6) - Se una successione non è mai decrescente, e i suoi elementi 

si mantengono inferiori ad un numero fisso k, la successione è con

vergente, e il suo limite l non può superare k. 

Se a pa r t i r e da un certo elemento ym della successione, gli 

e lementi fossero t u t t i eguali , vale ' a dire se 

Via = Um +1 = ÌJm + 2 = , 

designando con 1 il valore comune, è ovvio che l è il l imite della 

successione. 

Escluso questo caso, al d i là d i un qua lunque elemento della 

successione v i sono sempre elementi ad esso super ior i ; cosicché se 

u n numero razionale u fosse eguale ad fin elemento della succes

sione, vi sarebbero cer tamente degli e lement i d i questa maggior i 

di a. Segue da ciò, che dato u n numero razionale a, o esiste un 

elemento della successione superiore ad a, oppure il numero a è 

maggiore di t u t t i g l i e lementi della successione. ( 1 ) Nel primo caso 

a t t r ibuiremo a ad una classe Li, nel secondo caso ad una classe L2; 

e la r ipar t iz ione così o t t enu ta è una sezione (Lt Lz) del campo 

razionale. Ad essa corr isponde un n u m e r o reale 1, il quale, pe r il 

:(1) Se non esiste un elemento della successione superiore ad a, non 
potrà esistere neppure un elemento della successione eguale ad a, e quindi 
gli elementi della successione saranno tutti minori di a, 



CAI-ITOLO XIIF. — § :ì 21!) 

modo stesso con cui la sezione è s ta ta definita, gode delle seguent i 

p ropr ie tà : 

1.° - È maggiore di un qualunque elemento della successione; 

2." - P e r ogni numero razionale a minore di l, esiste un 

e lemento della successione che supera 

Scel to al lora un numero posi t ivo e arbi t rar iamente piccolo, 

sia u un numero razionale 

<V (i 4fr k 

compreso t ra Z - s ed Z. Po iché a è minore di Z, esiste un ele

mento ym della successione maggiore di a, e t u t t i gli e lementi 

che seguono ym sono essi pu re maggior i di a, perchè la succes

sione non è mai decrescente pe r ipotesi . D 'a l t ra par te , tu t t i questi 

e lementi sono minori di Z, pe r cui si conclude che per n . , m 

l - e < Un < Z, 

ossia che lini y„ — l. E poi ev idente che 1 k, se si riflette che 

tu t t i gli e lementi della successione sono inferiori a k per ipotesi . 

7) - Se una successione yn non è mai decrescente, e non esiste 

alcun numero k maggiore di tutti gli elementi di essa, la successione 

lui per limite V infinito positivo. 

Sia E u n numero positivo arbi t rar iamente g rande . Es i s t e per 

ipotes i un elemento della successione maggiore di E ; sia y m questo 

elemento : si ha allora 

S < IJm+l ^ • ? / » » + 2 -=S i 

vale a dire yu > E pe r n 2& m. Si conclude per tan to che l im yn = - j - ^ . 

I n modo completamente analogo si d imostrano i teoremi : 

8) - Se una successione non è mai crescente, e i suoi elementi 

sono tutti superiori ad un numero fisso 7;, la successione è conver

gente, e il suo limite l non JOIÉÒ essere inferiore a le. 

(1) Sono queste le due proprietà che caratterizzano il limite imperiare di 
un gruppo di numeri; gruppo, che nel caso attuale, è formato con gli elementi 
della successione. 
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9) - Se una successione non è mai crescente, e non esiste alcun 

numero il quale sia inferiore a tutti gli elementi della successione, 

questa è divergente e tende all' infinito negativo. 

Osservazione. - I teoremi p receden t i cont inuano, come è 

chiaro, a sussistere anche nel caso in cui la successione è mono

tona solo a pa r t i r e da un certo elemento del la successione in avanti . 

Applicazione. - Un interesse par t ico lare presenta la suc

cessione 

Considerazioni mol to semplici condur rebbe ro a dimostrare ; 

1.° - Che la successione è monotona , e prec isamente che 

// » < ] ) ' » -f-1 j qua lunque sia n ; 

2.° - Che i suoi e lementi sono t u t t i minor i del numero 3. 

Da ciò e dal teorema 6) si può concludere che la successione 

è convergente , e che il suo l imite non può supera re il numero 3. 

Questo l imite è un numero i r razionale compreso fra 2 a 3, e si 

indica con la l e t t e ra e. Esso h a g rande impor tanza , perchè è la 

base dei logaritmi naturali (o nepezioni, o iperbolici), che sono appunto 

i logari tmi dei quali si fa continuo uso nell ' analisi matematica . 

Con un p roced imento di calcolo che qui non è li caso di esporre, 

si t r o v a : e = 2, 71828182 . . . . 

Indichiamo con « L o g » , premesso ad u n numero , il logar i tmo 

decimale del numero , e con « log » il l oga r i tmo na tu ra l e . P e r defini

zione di logar i tmo si ha 

da cui, p rendendo i logar i tmi dei due m e m b r i in base- 10, 

Logas = l o g x • L o g e , 

Questa ci dice, ohe per passare dal logaritmo naturale al loga

ritmo decimale, basta moltiplicare il logaritmo naturale per Loge 

(logaritmo decimale del numero e o modulo del sistema di loga

ritmi decimali). 
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Si osservi eia ul t imo che da 

10 L°fe'e = e, 

p r endendo i logar i tmi na tu ra l i dei due membri , si ot t iene 

L o g e • log 1 0 = 1, (loge — 1), 

da cui 

L o g e ^ g ^ j . 

Quindi, indicando con M il modu lo dei logari tmi decimali , si h a 

I l numero M è i rrazionale, e il suo valore, calcolato con 8 cifre 

decimali , è il seguente : 

l f = 0,43429448 

§ 4 . T e o r e m i d i u s o f r e q u e n t e p e r l ' e f f e t t i v o c a l c o l o 

d e i l i m i t i . 

Sieno i/n e z„ due successioni. Combinando gli e lement i cor

r i spondent i in vario modo, o t teniamo da esse al tre successioni, 

fra le quali citeremo le seguent i : 

ìln \~2ni ìln~Zn, Ungili ~ i 
a n 

che si possono chiamare r i spe t t ivamente successione somma, diffe

renza, prodotto e quoziente delle successioni date . 

Dimost reremo pr ima d i t u t to che : 

10) - Se due successioni yn e zn sono infinitesime, la somma, 

la differenza, il prodotto delle due successioni sono pure successioni 

infinitesime, 

Sia lim lim 2 „ = 0. Assegnato e > 0 e piccolo ad arbi

t r io , esiste u n intero m ta le , che per n > m sussistono contem

poraneamente le 

\VH\ < y , | *» | <-§-, 

file:///~2ni
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e per conseguenza la 

Un 

ossia 
Unì + Zn | < e . 

D ' altra pa r t e si ha ( 1 ) 

Vn ZL. %n I ^ I Un \ r \&n \, 

cosicché, in v i r t ù della precedente , avremo 

val ida per n>m. Abbiamo dunque l im (y n +z„) = 0. L a propo

sizione è così d imost ra ta pe r la somma e pe r la differenza delle 

due successioni. 

Rimane da d imos t ra re che se lim y „ = l im z n •-= 0, si ha pure 

l im (y„ z„) = 0. 

Infat t i , fissato il solito numero s > 0 a rb i t r a r i amente piccolo, 

pe r definizione e per un ' osservazione fatta sopra, esiste un intero 

m tale, che per n > m valgono con temporaneamente le 

la quale dimostra appunto che l im (yn z„)—0. 

Abbiamo ancora : 

I I ) - Se yn è una successione infinitesima, la successione ay„, 

ove a è, una costante qualunque diversa da zero, è pure una succes

sione infinitesima. 

(1) Dui concetto di somma e di prodotto di due numeri reali risulta 
immediatamente, che il valore assoluto della somma (in senso algebrico) di 
dite numeri non può superare la somma dei valori assoluti dei numeri 

»tessi; fi che il valore assoluto del prodotto di due numeri è uguale ed pro

dotto dei loro valori assoluti. • 

\Un\ < Ì«, I 2 » | < 1^, 

dalle quali r i sul ta pe r via di molt ipl icazione, 

\Vn \ • \Zn \ < ( l / s ) 2 , 
ovvero 

Vn Zn \ <^ 



Sia è il solito numero posi t ivo arbi t rar iamente piccolo. P o i c h é 

lini ji„ = 0, esiste un intero m tale, che per n > m r i sul t i 

o s s i a 

\«!ln \ < 

la quale dimostra appunto quan to si voleva. 

Dalle due precedent i proprietà si ha subito come corol lar io 

la seguente : 

12) - Se i/n e z„ sono due successioni infinitesime, la successione 

d'Un + l>Zn 

è pure infinitesima, qualunque sieno i numeri a e b. 

Osservazione. - I l caso della somma e del prodot to di due 

successioni, si estende tosto alla somma (in senso algebrico) ed al 

prodot to di quante si vogliano successioni (in numero finito). 

Ora si può facilmente d imos t ra re il teorema di fondamentale 

importanza pratica per 1' effettivo calcolo dei limiti : 

13) - Se lim ijn — l, lim z„ = l', si ha: 

1° l im (;/„ + «») = 1+1'; 

2° )im(ìjn - zn) = Z - V; 

3° lim (?/„ zn) — II' ; 

4° h m ~ 

quest' ultima proprietà essendo valida soltanto quando V ^ 0 . 

Sono quat t ro proposizioni, r iun i t e pe r brevità in u n unico 

enunc ia to . 

1.° - P e r i po te s i : l im yn —l, l im z„ — V. 

P o s t o 

(1) yn - l — un; zn - V = »„, 

le successioni un e vn sono infinitesime (Def. 1 1 0 I a e I I a ) . 
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Dalle (1) si trae, sommando membro a membro, 

(yn + zn) ~(l + I') = u,i + vn; 

e poiché le successioni un e v„ sono infinitesime, a l t re t tan to si 

pot rà dire della successione u„ + vn, ossia della successione 

(yn+Zn)-(l + V), 

e quindi, per definizione di l imite, 

l im (yn +z„) = l + V. 

2." - In modo perfe t tamente analogo, dalle (1) si ha 

(Un-Za) - (l-l')=Un-Vll, 

e da questa poi si deduce ohe 

l im (yn - z„) = 1-1'. 

3.° - Dal le (1) si hanno le 

yn—l + un)zn=-=l' + v,i, 

dalle quali, molt ipl icando membro a membro , si o t t iene 

tjn Zn = 11' + l Vn + V U n + Un V,i, 

ossia 

Un Zn - II' — lv„ + l'un -|- Un V„. 

I l secondo m e m b r o , è la somma di t r e successioni infinitesime ; 

esso è dunque u n a successione infinitesima : a l t r e t t an to po t remo 

affermare qu indi del p r imo membro yn2n.-ll'- Si conclude per

tan to che l im (y„ zn) — ll'. 

4." - Questo caso si r iconduce tos to a quello del prodotto, 
J 
l 

1 1 
qualora si d imost r i che da l im zn = 1' ^ 0 , segue che l im — — - r r -

Si ha in tan to 

l' Sii 

purché si supponga n abbastanza g r ande in guisa che zn abbia il 

segno di V. Nella frazione a destra, al crescere di n a l l ' inf ini to , 

il denominatore tende a Z ' a , men t re il numera to re t ende a zero. 



Possiamo dunque affermare che la frazione ha pe r l imite z e ro ' 1 ' , 

e qu ind i che lim~ = ~ r . 
x 3 lì l 

Premesso ciò, si può scrivere, r icordando il teorema re la t ivo 

al p rodot to , 
lim — = lim [yn >; — ) = l im •«„ x l im -— = I -,< -i- = . 

Zu Y Zn ! ' ZÌI l l 

I l teorema (13) si può enunciare brevemente così : 

77 limite della somma (algebrica) è uguale alla somma dei limiti ; 

Il limite del prodotto è uguale al prodotto dei limiti ; 

Il limite del quoziente è uguale al quoziente dei limiti. 

Nel caso della somma e del prodot to , il teorema è val ido per 

quan te si vogliano successioni (in numero finito). 

§ 5 . E s t e n s i o n e d e l c o n c e t t o d i l i m i t e . 

Da ta xxna funzione y == /' (x), abbiamo stabilito il concetto di 

l imite nell ' ipotesi che la variabil i tà di .* sia l imitata ai soli numer i 

in te r i positivi. Questo concet to si estende facilmente al caso gene

rale in cui la variabil i tà di x sia qualunque. 

Consideriamo dappr ima i l caso in cui la variabile x va cre

scendo indefinitamente, o, come si dice talora, tende all' infinito 

positivo. Con ciò si vuol significare che la variabile x assume in 

ordine crescente i valori dell ' in terval lo (a, + x), essendo a u n nu

mero posit ivo qualunque. Analogo ed ovvio significato si a t t r i 

buisce a ciascuna delle locuzioni : la variabile x decresce indefini

tamente ; la variabile x tende all' infinito negativo. Ciò posto, sta

bil iremo la definizione : 

Dire che la funzione f(x), al crescere indefinitamente di x, 

tende ad un limite finito l, sigili fica : scelto un numero positivo e 

arbitrariamente piccolo, il valore assoluto di f(x) — l, al crescere 

indefinitamente di x, finirà per diventare e rimanere inferiore ad e. 

(1) A tutto rigore bisognerebbe prima trattare il caso particolare se- _ 

guante : «se lim i/ n — 0, lim « n = l':g;0, si lia lim — = 0 » , il quale non 

presenta alcuna difficoltà. 

Dell' Agnolo. - Matematiche Generali 15 



226 Cii'iror/) XIII. — § 5 

In al t r i t e rmin i : 

Fissato il numero positivo z piccolo a piacere, esiste un mimerò 

positivo x , tale che per as > x' risulti 

\f(x)-l\<e. 

Ciò si espr ime con la sc r i t tu ra 

lini f(x] = l. 
a-, = -[- co 

Supponiamo in secondo luogo clie la variabile indipendente a; 

tenda ad un numero finito a per valori decrescenti, o, come si dice, 

tenda ad a dalla destra : diremo che la funzione f(x) tende 

a 4—-M* -T 

al limite l, quando, assegnato s > 0 e arbitrariamente piccolo, il va

lore assoluto di f(x) — l, al tendere di x ad a nel modo indicato, 

finisce per diventare minore dì s e conservarsi poi sempre minore 

di ?.. Ciò si espr ime con la scr i t tura 

l im f(x) — l. 

In termini più espliciti , si dice che f(x), al tendere di x ad 

a dalla destra, ha per lìmite l, quando, ad ogni numero positivo e 

arbitrariamente piccolo, corrisponde un numero positivo 8,' tale che, 

per ogni valore di x appartenente all'intervallo (a, a-(-8), escluso 

V estremo inferiore, sia 

I f(x) - 11 < e. 

Una definizione per fe t tamente analoga v ige nel caso in cui 

la variabile x tenda ad a per valori crescenti, o, come si dice, 

, r > r t „ a> 

dalla sinistra: si dirà allora che la funzione f{x) ha per lìmite l, 

quando, ad ogni numero e > 0 e piccolo a piacere, corrisponde un 



numero positivo 8, tale che, per ogni valore di a: appartenenti' all''in

tervallo (a-b, a), escluso V estremo superiore, risulti 

e si scrive 
lini /'(..•) /. 

. -- i l 

Quando poi si scrivo, come avviene comunemente, 

l im f(x) — 1, 
ii' — a 

si vuol significare che il numero l è il limite di /'(.(') al tendere 

di x ad a tanto dalla destra quanto dalla sinistra. 

Si not i che in queste definizioni, solo per brev i tà si dice e ' 

si scrive che f(x) tende ad l per ce—a; ma è sot t inteso ohe x 

deve assumere t u t t i i valori inf ini tamente prossimi ad a, escluso 

precisamente il valore a. Cosicché, ment re la scr i t tura *™ /'(•*')? 

(e le analoghe relative ai l imiti des t ro e sinistro) rappresen ta mi 

ninnerò ohe dipende solamente dai valori di f(x) prossimi ad a, 

da questi valori non d ipende invece il numero / («) (valore della 

funzione nel pun to a). 

Se nelle definizioni 'precedent i si suppone l — 0, le s c r i t t u r e 

corr ispondent i 

lini f(x) = 0; lim f(x) = 0; lira f(x) = 0; l im f(x) = 0, 
= -j - x « = « 4 - 0 m = a - 0 = <i 

s tanno a significare: la pr ima, che la funzione. f(x) è infinitesima 

al crescere indefinitamente di x ; e le al tre , che f(x) è infinitesima 

al tendere di x ad a nell ' uno o nell ' al tro dei modi indicat i dallo 

scr i t ture stesse. 

U n po ' di riflessione ci persuade tosto, come le var ie defini

zioni concernent i i l imiti s ieno informate acl un pr inc ip io unico. 

Dopo quanto si è detto si comprende quindi facilmente il signi

ficato delle sc r i t tu re : 

l im f(x) — x; lim f(x)=»~; l im f(x) = x. ; l im f(x) — x-, 
,i; = a 4- 0 = a - 0 x — a a: — x 



ove col .simbolo co indichiamo l ' inf in i to p o s i t i v o ; e quello delle 

scr i t ture ana loghe concernent i la t endenza all ' infinito negat ivo. 

Quando 
lim f(x) — co, 

si dice talora che la funzione f(x) è infinita nel punto a, e quando 

l im f(x) — 1 , 

si dice che la funzione per x infinito assume il valore l. Si badi 

però, che si t r a t t a d i locuzioni p u r a m e n t e convenzional i , in t rodot te 

per brevi tà e comodi tà di l inguaggio . 

Con dimostrazioni quasi ident iche a quelle adoperate nel 

caso di una var iabi le in te ra (successioni numerabi l i ) , si possono 

stabil ire le seguent i p rop r i e t à : 

a) - Una funzione non può tendere contemporaneamente a due 

limiti distinti, 

h) - Se ^ a f(x) — 1^,0, la funzione f(x), al tendere di x 

ad rt, finirà per assumere e conservare il segno di l. 

c) - Se due funzioni, per x = a, tendono ad un limite comune 

l, allo stesso limite dovrà tendere qualunque funzione intermedia. 

d) - Se l im f(x) = Z; l im cp (x) — Z', 
& = ti (v — a 

si ha : 

1° l im \f(x) ±_ r p ( c e ) ] = l im f(x) + l im qp (.13) = I ± V; 
Ci' rzr fi il) =2 a X — Cl 

2° l im [f(x) ••< (p{x)j = l im f(x) x l im cp(x) = I V; 
x = il x = a x = a 

l i m / » 

. 3.« l im 

quest'ultima' essendo valida nell'ipotesi che l'^O. 

Come per le successioni numerabi l i , ques to t eorema si enun

cia b revemente così : 

Il limite della somma (in senso algebrico) è tignale alla somma 

dei limiti; 
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.7/ limite del prodotto è uguale al prodotto dei limiti; 

Il limite del quoziente è uguale al quoziente dei limiti. 

Si noti , re la t ivamente alla somma ed al prodot to , d i e il teo

rema è valido anelie nel caso di t r e o p iù funzioni ( s ' in tende in 

numero finito). 

Si osservi in fine, che una costante può r iguardars i come caso 

par t icolar iss imo di una funzione, e che il lim He di una costante 

è la costante stessa. Da ciò e dalla proposizione d), (2°), r isulta, che 

il limite del prodotto di una costante per una funzione, <• uguale 

alla costante nel limite della funzione.(1) 

§ 6 . B u e l i m i l i f o n d a m e n t a l i . 

A v r e m o occasione, t r a t t ando delle der ivate , di appl icare que

st i p r inc ip i sui l imiti . Ci l imi teremo qui a r ichiamare l 'a t tenzione 

sopra due l imiti fondamental i . 

1,° Si è vis to che esiste il l imi te di \l + ~ )", quando si fac

cia t ende re x all ' infinito per valor i in ter i positivi, e che questo 

l imi te è la base de i logar i tmi na tura l i , e viene indicato con la 

l e t t e ra è. Allo stesso r isul ta to si g iungerebbe facendo crescere 

indef ini tamente x comunque, per va lor i positivi o p e r valori ne

ga t iv i , vale a d i re si ha 

U n ' applicazione immedia ta di questo r isul ta to è la seguente . 

Si vogl ia calcolare il 

essendo x u n numero reale qualunque , ed n u n n u m e r o in te ro 

pos i t ivo . 

(1) In tutti questi teoremi abbiamo supposto, per fissare le idee, che la 
variabile x tenda ad a,'essendo a un numero finito. Ben s'intende che gli 
stessi teoremi sussistono quaiora la variabile 03 si supponga crescente, oppure 
decrescente indefinitamente. 

l im 11 ( l + — ; lim (l + i j = e-
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A t a l fine ai p o n g a — = = — , d a c u i n = mxt e s i a v r à : 

n - v ) " - ( » - i 4 r ' - i ( i + i ) T -

S e o r a p a s s i a m o a l l i m i t e , ed o s s e r v i a m o , c h e q u a n d o « c r e s c e 

i n d e f i n i t a m e n t e a l t r e t t a n d o a v v i e n e p e r m, e v i c e v e r s a , s i p u ò 

s c r i v e r e : 

l i m i l ; - 1 • l i m 1 
( . OC' ' ^ 

\ U m ( i l ' ; ) " ! ' " ' 

if ' I 

c h e è a p p u n t o il l i m i t e c e r c a t o . C o m o s i vede i l l i m i t o ò l a f u n 

z i o n e e s p o n e n z i a l e a b u s e e. 

P o s s i a m o tirar profitto d a q u e s t o r i s u l t a t o p e r l a r i c e r c a d e l 

montante, di un capitale 0 ìmpietjato a interexse composto continuo. 

Se . i ò i l t a s s o a n n u o c i ' i n t o r c s . s e , i l c a p i t a l o C ' i m p i e g a t o d u 

r a n t e u n a n n o a d i n t e r e s s e s e m p l i c e , d à l u o g o alla fine dell' anno 

al m o n t a n t e ( c a p i t a l e p i ù i n t e r e s s o ) (7(1 \ ì). 

S i d i v i d a I' a n n o i n « p e r i o d i e g u a l i , ci .si c o n v e n g a o h e il 

t a s s o c o r r i s p o n d e n t e a c i a s c u n p e r i o d o s i a ' ; a l l o r a , s o a l l a IÌUH 

d i o g n i p e r i o d o 1' i n t e r e s s e v i e n e c a p i t a l i z z a t o , a l l a l i n e d e l l ' a n n o 

( o s s i a d e l l ' n""'"'" periodo) il m o n t a n t e d i v i e n e 

S e o r a l i i e e i i n t i o c r e s c e r e ti i i i d e f h i i t a u i e i i l e , ni a v r à ul l i m i l e : 

l i m \o(l -1 ^ f j : riimfl f ; f , W , 

e s p r e s s i o n e d e l m o n t a t i l o n e l l ' i p o t e s i c h e P i n t e r e s s e sia continuo, 

v a l e a d i r o n e l l ' i p o t e s i d e l l a c a p i t a l i z z a z i o n e a d o g n i i s t a n t e , 

il) lii< 'lue ojim'a/.ioui : e inviuuci i lu a pottMi/.a « JUVHHÌV^ÌO ul limito mmn 

invnvi i l i i l i . 

(2| Iliinlii l'illotteroclui itlln liius ilei ,1" perielio il montanti'»W^l | 

allattino del Ue periodo il mouttuilu è ( . ' p y j ; o così, di seguito, 

http://intorcs.se
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2° Sia ai un a rco di circolo di r agg io uno, e si cons ide r i il 

r a p p o r t o - " ' ' : . Quando x t e n d e a zero, ques to r a p p o r t o t e n d e ad 

u n l imi te , e p r e c i s a men te si h a : 

, . son m 1 
l im • = 1. 

,• ,o m 

Supponiamo x posi t ivo. Po i ché x deve t e n d e r e a zero, pos

s iamo suppor lo minore di —, e in questa ipotes i poss i amo scr ivere 

sente < x < tga:, 

da cui . d iv idendo per sente e r a m m e n t a n d o che t g a j = ^ - ^ , 

' r ° COS X ' 

1 < _ £ _ < _ J _ 
son co cos ,v ' 

od anche 
, . sen ai ^ 
1 > —^— > c o s a , 

cosicché il r appor to — è compreso t r a due funzioni (1 e cos x), 

le quali , al t ende re di x a zero, t endono e n t r a m b e a l l ' u n i t à . a i 

L a stessa cosa si può d u n q u e affermare del la funzione interroe-
-,. Siili ir 

Il caso in cui x t e n d e a zero p e r valori negat iv i , s i r i conduce 

tos to a quello ora cons idera to . 

§ 7 . C o n t i n u i t à d e l l e f u n z i o n i . 

Abbiamo visto ohe i n u m e r i r appresen ta t i da l le s c r i t t u r e 

lim / » ; / '(«), 
ir a 

non sono necessar iamente e g u a l i ; perchè il p r imo d ipende .sola

me n te dai valor i assun t i dalla funzione in un i n t o r n o al p u n t o 

a, a exr.lumo) men t r e il secondo è prec isamente i l v a l o r e ohe assu

mo la funziono nel p u n t o a. 

(1) Cito sia. lini r.on;»': ò in tu i t ivo . Ciò r isul ta de l resto dalla oontì-
0 ' 0 

uni tà ili cos.e, di cui si purlorfi, tra brovo. 
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Ciò pos to , si dice che /'(as) -è continua per x = a, {nei punto a), 

quando 

(1) lim f(x) =--. f(a). 
V ' »! = II 

Qui s' i n t ende che quando x si avvic ina indef in i tamente ad a, 

tanto dalla de s t r a quan to dalla s in i s t ra , la funzione f(x) ha pe r 

l imite il va lore pa r t i co la re che assume la funzione nel p u n t o a. 

Cosicché la p receden te s ta in luogo del le due seguen t i : 

lim /'(x) — /'(«) ; lini f(x) = l\a) ; 

la p r ima delle qual i espr ime la continuità alla destra, e la seconda 

la continuità alla sinistra del la funzione f(x) nel p u n t o a. 

P u ò accadere che u n a sola di ques to u l t i m e condizioni abb ia 

luogo, vale a d i re che la funzione sia con t inua sol tanto al la de

stra, o sol tanto alla s in is t ra del p u n t o a. Ma quando noi d i remo 

che /'(,»;) è con t inua nel p u n t o a sena ' a l t r a indicazione , in tende

remo ohe essa è t a le , t an to a des t r a q u a n t o a s in is t ra di tu 

Alla definizione della con t inu i t à in u n p u n t o possiamo da re 

var ie forme, le qual i espr imono, ben in teso , l ' i d e n t i c o conce t to . 

Così poss iamo sc r ive re in luogo del la (1) : 

lim [ / » - / ' ( « ) ] = 0, 

oppure 

l i m / ' (« -)•• fi) »- /'(«)) 
li = 0 

o ancora 

lim |/ '(« I • Ji) - /'(«)] ~™ 0, 
h = 0 

in tendendo ohe h possa t ende re a zero pe r valori posi t ivi o nega* 

t ìv i indifferentemente . 

Si può a n c h e di re , r i co r rendo alla definizione di l imi te : la 

funzione f(x) è continua nel punto a, quando, scelto un numero po

sitivo e pìccolo a volontà, al tendere di x ad a, il Dolore assoluto 

della differenza f(x) - f{a) finisce per diventare e rimanere infe

riore ad e, 
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N o t i a m o ancora, d i e la definizione della continuità in un pinta 

è tutta contenidu nell' eguaglianza : 

l im /'(a?) = / ' ( l ima) , 

la quale esprime, in fondo, l'invertibilità delle due operazioni indi

cate rispettivamente col simbolo « lini » e col sìmbolo /'. 

D a u n a no t a p rop r i e t à dei l imit i , [§ 5, bj\, r i su l t a subi to che : 

Se una funzione f(x) è contìnua nel punto a, ed è f(a) Ss 0, in 

un intorno abbastanza piccolo del punto a, f(x) ha il segno di f(a). 

L a funzione f(x) è continua in un intervallo, quando è conti

n u a in tutti i p u n t i de l l ' i n t e rva l l o . S ' i n t e n d o n o qu ind i inclusi 

anche l ' e s t r emo inferiore, in cui la funzione è c o n t i n u a alla destra, 

e l ' e s t r e m a superiore, in cui la funzione è con t inua al la s in i s t ra . 

Combinando il t eo rema concernente il l imi t e della somma, 

del p r o d o t t o , e del quoz ien te con la definizione della cont inui tà , 

si pe rv iene tosto alle seguen t i p ropr ie tà , le qual i va lgono t a n t o 

nel caso ohe si t r a t t i della con t inu i t à in un pun to , quan to in quello 

in cui si t r a t t i del la con t inu i t à i n un in terval lo . 

La somma {in senso algebrico) e il prodotto di due o più fun

zioni continue, in un numero finito, è una funzione continua.. 

Il quoziente di. due funzioni continue è una funzione contìnua, 

salvo nei punti in cui si annulla la funzione divisore. 

Si d imost ra poi che : 

Le funzioni razionali intere sono continue per qualunque valore 

della variabile, e quindi in qualunque intervallo. 

Le funzioni razionali fratte sono continue in ogni punto, esclusi 

soltanto quei punti nei quali si annulla il denominatore^. 

Le funzioni circolari 
. " I s o n i»\ , •! c o s CP\ 

aenx, c o s x , tga> [=—), o o t g x ^ - ^ , 

sono continue ovunque, Fanno eccezione per tgx quei valori di x nei 

quali sì annulla e o s * ; e per cotg*', i valori di x nei quali sena: 

assume il valore zero. 

( I ) A s c a n s o ili e q u i v o c i giova avvertire, «ho l e f u n z i o n i r a z i o n a l i fratte 

s ' i n t e n d o n o ' q u i ridotte alla più «empiici) e s p r e s s i o n e . 
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La funzione esponenziale 

?/ = «'', ( o > 0 ) , 

è continua per ogni valore di v, e quindi in qualunque intervallo. 

La funzione logaritmica 

»/ = log„<tf, (a > 0), 

è continua, per tutti i valori positivi di x. 

Poss iamo dare u n ' interpretazione geometrica della continuità. 

Sìa g fix) una ftin-

"""" zioue con t inua nel l ' inter

vallo (a, b) : In cu rva che 

la r a p p r e s e n t a noli ' in ter 

vallo ò essa pure continua. 

Vediamo di p rec i sa re in 

Y ohe cosa consis te questa 

~h con t inu i t à della cu rva . Sia 

c u n pun to di (a, b): a t t r ibui to a c u n i n c r e m e n t o / ; , e des ignando 

con le il co r r i sponden te incremento del la funzione, sì ha dalla figura: 

J ' Q h , Qì" ^ - / ' ( ö - l - A ) - / ' ( e ) . 

Se ora cons ide r iamo la co rda W , dal tr iaiigolu P(IP' ri

sulta / ' / ' ' < PQ •}• Q P', ossia / ' / > ' < A \ h: Quando A tende a 

zero, per la con t inu i t à dì f(x) ne l pun to e, davo t ende re a «ero 

anche le, e qu ind i PP'. Giù è q u a n t o d i re c h e : mentir sull'asse 

x il punto c 4- h tende a a, il punto P' della curva di ascissa c { A 

tende al punto P dì ascissa c. 

Cit iamo da ultimo i seguenti teoremi generali sulle funzioni 

contìnue,. 

Se f(x) è continua in un intervalla (a, b), esìste almeno un 

punto di (a, b) in cui la funzione assume il massima valore.,' ed 

esiste almeno un punto in cui essa assume il valore mìnimo aK 

(1) S'intende il massimo ad il minimo dei valori astanti dulia funzione 
nell' intervallo. 
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Se una funzione è 

continua in un inter

vallo (a, b), essa as

sume nell' intervallo 

ogni valore compreso 

tra il minimo ed il 

massimo. 

Se una funzione, 

continua in un inter

vallo (a, b), negli estremi dell' intervallo assume valore di segni 

contrari, esiste almeno un punto dell' intervallo in cui essa assume 

il valore zero. 

Ques t ' u l t ima p r o p r i e t à h a u n a notevole i m p o r t a n z a ne l la teor ia 

delle equaz ion i in g e n e r a l e , e i n quella delle equazioni a lgebr iche 

in pa r t i co la re . D a t a infat t i 

l ' e q u a z i o n e f(aì) = 0, ove 

f(te) è u n a funzione con

t inua, da l fat to che f(a) 

e f(b), (a < ?;), h a n n o segni 

cont ra r i , si può conc ludere 

che t ra a e b esisto a lmeno 

una rad ice de l l ' equazione . 

D i queste u l t ime proposiz ioni possiamo r ende rc i rag ione intui

tivamente incorrendo al la r appresen taz ione geome t r i ca del la funzione 

, , , - - -=/» ( P i g . r e l e 2). 

U n a funzione f(x) n o n con t inua si d i r à discontìnua. L a fun

zione è d iscont inua n e l p u n t o a quando, col t ende re d i x ad a, 

f(x) non tendo verso a l cun l imi te ; oppure q u a n d o t e n d e verso 

un l imi te divergo da /'(<«). Cosi, ad esempio, una funzione razio

nale fratta è d i s c o n t i n u a nei p u n t i in citi s i annul la il denomina

to re , e sol tanto in ques t i p u n t i . 

0 iL 



CAPITOLO XIV. 

Derivate 

§ 1 . T a n g e n t e a d u n a c u r v a . 

Sia M un p u n t o di u n a curva 0 ; M' u n a l t ro punto del la 

curva nelle v ic inanze di il:/; e si consider i la segan te MM' : se 

col tendere 

di M' ad M lungo la curva, la s egan t e t e n d e ad u n a r e t t a 

l imite MT, ques ta è, pe r definizione, la tangente alla curva nel 

punto M (Fig. 1). 

Ind ich iamo con cp 1' angolo de l la segan te (mobile) MM' con 

una re t t a fissa, pe r esempio con 1' asse delle x di u n s is tema car

tesiano di r i fe r imento . Un p u n t o mob i l e può p e r c o r r e r e la ourva 

in due versi oppos t i , in uno dei qua l i 1' ascissa del p u n t o è cre

scente. Assumeremo ques to oome verno positivo lungo la curva, © 

fisseremo sul la s egan te MM' il verso pos i t ivo concorde eon quello 
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dal la cu rva . L ' angolo cp è p rec i samen te quel lo formato dal la dire

z ione pos i t iva dell ' asse x con la direzione pos i t iva della segante , 

con ta to a p a r t i r e da l l ' asse x, ne l verso oppos to a quello dello 

l ance t t e de l l 'o ro logio . D i r e che MM' t ende ad una r e t t a l imite , 

equ iva le ad affermare che 1' angolo cp tende ad u n angolo l imi te 

ex, (limcp = ct), al t e n d e r e d i M' ad M. E d è a p p u n t o a l ' angolo 

formato dalla t a n g e n t e in M a l la cu rva con 1' asse delle ascisse. 

S 1 i n t e n d e che il p u n t o M. ' put) considerars i da una p a r t e oppure 

dal l ' a l t r a del p u n t o M, e che i n ogui caso, al t e n d e r e di M' ad Mt 

ò l im cp = a. Con le convenz ion i stabil i te , r imane altresì, fissato il 

verso positivo sulla tangente: è quel lo co r r i sponden te al verso posi

t ivo scelto sulla segante , o, se si vuole, sulla curva . 

§ 2 . R a p p o r t o I n c r e m e n t a l e . 

U n a funzione y ~ f(oß), r i fe r i ta al solito s i s tema car tes iano, 

v iene r appresen ta t a da u n a cer ta curva, L ' o r d i n a t a PM di u n 

•A 
/ 

/ 

P P' 

p u n t o M della curva d i ascissa 0 P au h il va lore che assume 

la funziono noi punto <c, vale a dire PM— f(x). S i a t t r i bu i s ca 

ad I« u n incremento h (positivo o negativo), oioò si consider i l ' a 

scissa 0 P' -x 1 • 7* : a d essa corr i sponde il p u n t o M'' della c u r v a 

di o r d i n a t a P' M' f'(x I //). T i r a t a da M l a para l le la a l l ' a s s e 

del le ascisse fino ad i ncon t r a r e l ' o rd ina ta P' i l / ' eli M' nel p u n t o Q, 
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il segmento Q M' r a p p r e s e n t a J ' i nc remen to subi to dall ' o rd ina ta , 

o, ciò clie e lo stesso, dal la funzione, corrispondentemente a l l ' i n 

cremento li a t t r ibu i to alla variabile indipendente. P o s t o /.• = Q i l / ' , 

si ha ev iden temen te dalla figura 2 : 

h = I" M' - PM ... fifa + li) - /'(«!)• 

Il r appor to 

T " " // 

t ra l ' i n c r e m e n t o del la funzione e l ' i n c r e m e n t o della var iabi le 

ind ipendente , si chiama rapporto incrementale relativo al punto 

di ascissa x . 

§ 3 . C o n c e t t o d i d e r i v a t a e s u o s i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o . 

Suppongas i ehe la funzione /'(,»•) s ia con t inua por i valor i di x 

ohe dovremo cons iderare , ossia che 

lini [/'(iti I - ft) - / ' t e ì | — 0. 
h ~ 0 ' 

S u p p o r r e la funzione cont inua nel pun to .e, equivale qu ind i ad 

ammet te re che l ' i n c r e m e n t o li ' ~ / ' \ x | - h) - f (.«) della funzione 

tenda a zero con h. I l concet to di derivata, © con esso il calcolo 

differenziale, ebbe origine dal s eguen te p rob lema : 

« Da ta la cu rva di equazione y =~ /'(,<•), eos t ru i re la t a n g e n t e 

alla cu rva in u n suo p u n t o gener ico M.>-_(.«•, •//)*. 

Poiché la t a n g e n t e alla curva devo pacare per M, h ev iden te 

che essa sa rà pienamente individuata , quando si conosca l 'angolo a 

che essa forma con l ' a s s e delle ascisse. E d ' a l t r a par te , quest 'an

golo r i su l te rà conosciuto , non appena ni sia de t e rmina ta la t g « ! l ) . 

Ora noi abbiamo, per definizione del la tangente ad una curva in 

un suo pun to , che u,.. .-limtp, essendo cp l'angolo del la s egan te 

mobile con l'asse «, e per conseguenza t g a = tg(limcp); ossia, in 

virtù della cont inui tà di fcgtp, 

t g u — Uro tg'q». 

(l) La. determinazione dell'angolo a quando sia nota tgo, si consegne 
mediante tavola numeriche debitamente costruite. .- '• 
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Dal t r iangolo M Q M' (F ig . 2), re t tangolo in Q, r i sul ta imme

d i a t amen te in valore e segno elio : 

_ — QM' - IL 
g f , ) ~ MQ ~~ P P'~TÌ 

cosiooliè 

t g a l im - -

a l l o rquando si fa t endere M' a M lungo la curva, ossia a l lorquando 

si fa t e n d e r e li comunque a zero . 

Ques t ' u l t ima ci dice che « la t angen te t r igonomet r ica dell 'an

golo « che la t a n g e n t e alla cu rva forma con l ' a s s e delle a-, è i l 

l imi te de l rappor to i n c r e m e n t a l e », vale a d i re che 

(1) t g a ^ x m t ^ t M . 

Ques to l imite , var iab i le in genera le con Jf, ossia con l 'ascissa a? 

di ques to pun to , è u n a funzione di x, che si ch iama la derivata 

della funzione f(x) nel punto x. Essa si ind ica con u n a qua lunque 

delle seguent i no taz ion i : 

di cui le p iù usa te sono le p r i m e q u a t t r o . A b b i a m o così 

(2) m ^ O s J ^ z M ^ 
/. = <) / ! 

cioè, la derivata della funzione f(x) è il limite del rapporto incre

mentale. 

Dal le (1) e (2) si h a 

(8) tg« = / » , 

cosicché, n o t a l a der ivata , si conosce t g a , e pe r conseguenza l'an* 

gelo (t. I l p roblema che ci p roponevamo di r i so lve re si r iduce , in 

definitiva, al calcolo della de r iva t a della funzione nel pun to di 

ascissa r«. 

Si t e n g a p re sen te il frigni ficato geometrico della derivata d a to 

dalla (>)) : 
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La dmoata f\as) nel punta x è la tangente trigonometrica del

l' angolo a, che la tangente alla curva nel punto dì ascissa x forma 

con V asse delle x. 

Nella (2) si è supposto di far t ende re h a zero comunque , 

vale a d i r e t an to pe r valori posi t iv i , (pianto per valori negat iv i ; 

e in ta l caso il l imi te del r a p p o r t o inc rementa le è la derivata 

ordinaria. Se h si fa tendere, a zero per valor i posi t ivi , il l imite 

del r appo r to inc remen ta l e (destro) è la derivata a destra. Se invece 

h t ende a zero per valor i negat iv i , il l imi te del r appor to incre

menta le (sinistro) è la derivata a sinistra. Quando le due de r iva t e 

des t ra e s in is t ra coincidono, il loro valore comune è la de r iva ta 

ordinaria, ossia la de r iva t a vera e p r o p r i a come s ' in tende comu

nemente. 

P u ò accadere ohe in punt i speciali della curva rappresentatrice 

della l'unzione, le de r iva te des t ra e s inis t ra , p u r esis tendo, sieno 

fra di loro distinte : ciò significa, dal p u n t o di vista geometr ico , 

d i e in ' codesti p u n t i v i sono due t angen t i al la curva fra di loro 

dis t in te , o, come ai dice, una tangente a destra distinta dalla 

t angen te a s inis t ra . Ma siffatti pun t i sono eccezionali (singolari) 

pe r le curve ohe si considerano nel le appl icaz ioni ; e ad ogni modo 

essi devono essere considerat i a pa r te . 

Quando noi di remo d' ora innanz i che la funzione ha de r iva ta 

in u n punto a-, senss' a l t ra indicazione, i n t ende remo par la re della 

der iva ta ord inar ia , e, corrispondentemante, di pun t i della cu rva 

rappresen ta t r i ee dotati di t angen t e come venne definita diansi. 

Talora si dice che la der iva ta di una funziona /'(,«) è infinita 

e determinata di segno nel punto a?. Con ciò si vuol ' significare 

che il r a p p o r t o incrementa le , al t e n d e r e di A comunque a «ero, 

t ende o a 4 -oc, o a - oc, vale a d i r e ohe 

Um LFC-^M~JS$Mt4.o&, oppure lim ^ J ' "0'^ %, 

P u ò anche avveni re che il r a p p o r t o incrementalo destro tonda 

a + pó e il s inistro a-oo, o viceversa, o in questo oaso si dio» 
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che la de r iva ta ù infinita e indeterminata di segno. Tu t t av ia , se l a 

de r iva t a è infinita in qua lche pun to , si avrà cura d i dichiarar lo 

esp l ic i tamente ; cosicché, quando si dirà che f(a>) ammet t e de r iva ta 

ne l p u n t o x, i n t ende remo non solo che si t r a t t i di de r iva t a ordi

nar ia , come sopra si è de t to , ma ohe questa sia anche finita.. 

U n a funzione si d ice derivabile in un intervallo (a, b), quando : 

1.° - I n ogni p u n t o i n t e r n o all ' in terval lo esiste la de r iva t a ; 

2.° - Nei l ' es t remo infer iore a, es is te la de r iva ta a des t ra , e 

ìaell' e s t remo super iore b esis te la de r iva ta a s inis t ra . 

Si r iconosce fac i lmente che : 

Se una funzione f(x) ammette derivata in un punto a?, la fun

zione è continua in questo punto. 

Si ha per definizione : 

h = 0 11 

dalla quale r i su l ta ohe 

essendo e u n numero che t e n d e a zero con li. D a ques ta , mol t i 

p l i cando i due m e m b r i p e r li, si t r ae : 

f(x + h)-f(x) = hf'(x) + he, 

e passando al l imi te pe r h t e n d e n t e a zen 

l i m [f{x + h) - f(x)} = 0, 
h == 0 

da cui 
lim f{x + h) = f(x), 

h 0 

che d imost ra appunto la con t inu i l a di f(x) n e l p u u t o x. 

Poss i amo pe r t an to affermare, che la continuità di f(x) nel 

punto x è condizione necessaria per V esistenza della derivata nel 

punto stesso ; ma, si d imostra , che non è condizione sufficiente. 

Da l t eorema d imos t ra to scende tosto che : 

Una funzione derivabile in un intervallo (a, b), è continua in 

questo intervallo. 

Dell' Agnola - Matematiche Generali 16 
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§ 4 . D e r i v a t e d i a l c u n e t r a l e f u n z i o n i p i ù s e m p l i c i . 

R e l a t i v a m e n t e a i calcolo di u n a de r iva t a g iova osservare, elio 

esso si eseguisce, d i rò cosi, in t r e t e m p i : 

1.° - Calcolo de l l ' i nc remento del la funzione 

f(x~\h) -/»; 

2.° - Calcolo del rappor to i n c r e m e n t a l e 

/'(•* + A W M . 
" " " / , " ' 

3.° - Pas sagg io al l imi te del r a p p o r t o inc remen ta l e al t endere 

a zero d i h. 

1) La derivata di una contante è zero. 

Sia y — /'(as) = a, essendo a una cos tan te . S i ha success ivamente : 

/'(ce -1- li) - f(so) «* a - a — 0, 

r(.v + h)-f««) » A 

V - l i m ^ + ^ - ^ - l i i n O ^ O . 
J k ,o h 

Ciò r i su l t a p u r e i m m e d i a t a m e n t e da l significato geometr ico 

della der iva ta , qua lora si r a m m e n t i che y «» a è l ' equaz ione di 

una r e t t a para l le la al l ' asse delle x. 

2) La derivata della variabile indipendente è V unità. 

Sia y —• f(x) = x. Abb iamo success ivamente : 

f(x\ h)-f(x) W-\ h-.T il, 

J h o / l 

Anche questo r i su l ta to scendo tos to dal significato geomet r i co 

della der iva ta , qualora si osserv i : 1 " ohe y è l 'equazione del la 

p r ima b i s e t t r i c e ; 2 ° .ohe questa forma con 1' aase m u n angolo 

eguale a--- , ( 4 ö ° ) ; 8 ° che la t angen te in u n pun to qua lunque di 

una re t ta coincide con la r e t t a s tessa. 
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3) La derivata dì x m è mx"1'1 (m intero positivo). 

D a y = f(x) = oam si h a i n t a n t o : 

f(x + li) - f(x) = [x + li)m - xm. 

P e r la formola del b inomio, ( I I I , § 1), 

(a, + h)m = x"' -|- (?) x m • 1 li + ( f)a?" 1 - 2 h z + ... + ( M ™ J xhm•14-Ä* 

p e r cui, sos t i tuendo nel la p receden te , 

f(x + h) - f{x) = nix™'1 Ti + {fy x™-2/i2 + . . . + ( H ™ J a s Ä " • 1 + Ä» 

Da questa , d iv idendo i d u e m e m b r i pe r Ti, 

ove il secondo membro è funzione i n t e r a di A, e qu ind i con t inua 

pe r qua lunque va lore di li. P a s s a n d o al l imi te quando h t e n d e a 

zero, si conclude i m m e d i a t a m e n t e che 

y' — mxm~l. 

I n par t ico lare ; 

da y — x2 si ha y' = 2 x, 

» il ~ x S n » # = 3 a>a, 

,, y = x 4 , , ,, ,y = 4 c o 3 , 

e così di segui to . 

4) Z « derivata di sena? è coste. 

Da ;y -= /'(re).= sento, si h a 

f (x + li) - firn) = sen (x -{• li) - sen x, 

poi , r i co r rendo alla forinola (X, § 3) 

aenjt) — sen q = 2 sen ^-j-^ cos —, 

sì o t t iene 

sen[x H- /t) - s e n a = 2 sen y cos (x + 4-)) 
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e quindi 

f{x + li) - f(x) = 2 sen ~ cos fx + | 

D a questa , d iv idendo per l i , si lui p e r il r appo r to incremen

tale 1' espressione 

a _ _ l _ i _ - n - i = cos Lx I • - y j . 

Ed ora, passando al l imite al t e n d e r e di li a zero, od osser

vando, (XI i l , § § (5 e 7), elio 

h 

lim - — - a» 1, lim cos Le -I- -- oosx, 
il 0 ~ II : 0 V " J 

si h a subi to ? / ' e o a .T. 

Ana logamen te si p rova che : 

5) La derivata di cos x è - sen a;. 

()) La derivata di logos è—-, ( logar i tmo ne l la baso e). 

Abb iamo success ivamente : 

log(rtJ -f 7«) - logm - fog ~ ' - Ì ^ ••»> l o g ( l + 

od anche , mol t ip l icando e d ividendo per a?, (x > 0), 

Pol l iamo a ; n ecl osserviamo che, essendo a > 0 , al t ende re 

di h a z e r o — , e qu ind i as,, t ende a l l ' infinito. Abb iamo a l lora 

dalla quale, passando al limite q u a n d o h t e n d e a zero, e q u i n d i 

al t ende re di ml a l l ' inf in i to , e r i co rdando ohe, (XI I I , § 0), 

lim f i -f- ~-\*Ja«ö, 
IB1«w«OC!^ ' ' ' ' ' 
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s i deduce success ivamente : 

d log.« 1 
d x 

l im log (1 + 
ce, ' 

§ 5 . F u n z i o n i i n v e r s e e l o r o d e r i v a t e . 

Sia y == f(w) u n a funzione con t inua di x ne l l ' in te rva l lo (a, b), 

e sia f(a) — a, f{b) = ß. L a funzione assume in (a, b) qua lunque 

va lore compreso t ra a e ß. Suppon iamo che f(x) a s suma una volta 

soltanto ogni valore t r a a e ß, Ciò significa, che al v a r i a r e di x 

da a a b, la funzione y 

va r i a sempre nello stesso y 

senso, ossia va sempre cre

scendo, o sempre decre

scendo. Al lora , fissato u n 

va lo re di y compreso t r a 

ex e ß, esis te u n solo va lore 

di .T compreso t r a a e b 

t a le che si abbia f(x) = y, 

cosicché ad ogni y di (a, ß) 

corrisponde un unico e determinato valore di x [ appar tenen te al l ' in

terval lo (a, b)). Ciò è quan to d i re , (JX, § 1), ohe x è a l la s u a vo l ta 

funzione di y nell'intervallo (a, ß). P o s t o x = <p (?/), si d i r à che cp (y) 

è la funzione inversa della f(x). Ciò si espr ime anche col d i r e che 

la funzione f{x) ammette inversione nell'intervallo (a,b), Sa rebbe 

facile r iconoscere come dal la con t inu i tà di f{x) in {a, b), scenda 

que l la di cp (y) in (ex, ß). 

(1) Per la continuità di Ioga: si h a : lim log« = log (lini»), 



2m CAPITOLO X IV . 

Dal la definizione r i su l tano i m m e d i a t a m e n t e le i d e n t i t à : 

/ Ì T (.'/)! >/• -IM/V)! «•, 

le qua l i m e t t o n o in Inoe nel m o d o p iù chiaro la relazione esistente 

fra i s imbol i che r appresen tano due funzioni inverse . 

A b b i a m o g ià da to qualche esempio di funzioni inverse t ra t 

t a n d o delle funzioni circolari . P e r cs. la funziono ;// sen x a m m e t t e 

invers ione nell ' intervallo ( — e la sua inversa x s= aro sen y 

è definita pe r i valor i di y a p p a r t e n e n t i a l l ' in terval lo (- 1, | 1). Ana

logamen te , in base al le convenz ion i a suo tempo s tabi l i te (Cap, X), 

la funzione inversa 

d i y c o s x è x ~ are cos// [definita ne l l ' i n t e rva l lo (- 1, -|- l ) | : 

„ y = tg«? è x ••= a re tgy [ „ „ (- .x, + ac)\ ; 

„ y « c o t g x ò (e « arc eolg,y | „ „ ( „ )]; 
„ // « «* è x^logy I. „ „ (<•>, I -.v)|. 

A p ropos i to delle finizioni che ammettono invers ione, dimo

streremo il seguen te teorema : 

Data una funzione y ~: /'(*') definita neu' intervallo (a, ft), m la 

funzione, inversa x -~ tp (y) è derivabile nel corrispondente, intervallo 

(u, |ì), e. se la derivata cp'(y) <"< sempre diversa da sarò, anche y ~~ f{x) 

è derivabile in {a, ft), e la derivata, /"(as) è il numero reciproco dì cp*(//). 

S i ha iden t i camen te 
h , t h 

essendo h V iucromunlo di ,-r, o /,' il cor r i spondente incremento" 

della //. Al t ende re di k a zero , tende a tf'(,'/), che è diversa da 

z e r o ; si può quindi all'ormare ohe il secondo membro tende ad un 

limite, e ohe questo limite ò . 1 : <(>'(//). Esista in conseguenza ' il 

limite del p r i m o membro , il qua le non è a l t ro che f (a). Dal la 

precedonte ident i tà , passando al limite, si ha pe r t an to : 

f{x) - l:q>'(y). 

Se nei secondo membro d i .questa a l posto di y si pone /"(a), 

la derivata /"(ai) r i su l te rà espressa m e d i a n t e » , .e precisamente: 



CAPITOLO XIV, — § § 5-6 247 

Applicazioni. Vogl ias i , ad esempio, la d e r i v a t a di y = arcsena; . 

Si consideri la funzione inversa x — sen y ; ques t a è der ivabi le , 

e la sua der ivata è c o s y . D ' a l t r a par te , y, secondo una con

venz ione stabil i ta sopra, (Gap. X), è compreso t r a ~ | r 6 + "̂ T) 6 

qu ind i cos y è posi t ivo ; pe r cui possiamo scr ivere , in v i r t ù del 

teoi 'ema preceden te , 

~ (arc sen as) = 1 : cos y. 

S e poi si osserva, che c o s y = | / l - s e n 2 ? / = / 1 - ffi2, ove da

v a n t i al radicale si so t t i n t ende il segno + , abb iamo in definit iva : 

(Zarc sen.i ' l 

dea 

I n modo pe r fe t t amen te analogo si ha : 

dava cos<n l 
di-- r r r p ' 

§ 6 , D e r i v a t a d e l l a s o m m a . 

P e r maggiore sempl ic i tà e uniformità di scr i t tura , indichiamo 

col s imbolo A premesso ad u n a var iabi le ( indipendente o non) 

P incremento di ques ta var iabi le . Con ques ta no t az ione l ' i nc re 

m e n t o A y della funzione y — f{x), cor r i spondente a l l ' aumento A oa 

a t t r ibu i to alla var iabi le x, si scr iverà nel modo seguen te : 

A y = A fico) = f{x + A oc)- fix). 

D a ques ta si t r ae 

fix + A x) - fix) + A f(x) - y + A y, 

ciò ohe del res to r i su l t a ev iden t e dalla rappresen taz ione geometr ica . 

L a der iva ta d i y r appo r to ad x è, secondo la notaz ione adot

t a ta , il l imite del r a p p o r t o al t endere a zero di A x, v a l e a 

, • • i A y lim A '/ dire si ha -—• = = A " _ N — . 

Ciò posto, p ropon iamoc i d i de te rminare la de r i va t a della somma 

(algebrica) di due o p iù funzioni . 



218 CAPITOLO.XIV. — 6-7 

Sia 
f(x) ^ « ( , ; ) . . r (.--). 

Attribuito ad x un incremento A a?, ai ha m a n i f e s t a m e n t e : 

A / > ) - = A « (a>) ± A » ( « ) , 
da cui 

A m _ A « M , A j j M 
I A A 1 - / \ ™ - ! ~ ~ ' 

e da questa, passando al l imite pe r Ax t e n d e n t e a zero, si deduce 

(XIII , § 5 ) , 

(/ /' i! a i d 1) 
d ut da; —• 

ove si ò scr i t to pe r b rev i tà /', u, v in luogo di f(x), u (x), v (,<•) 

. r i spe t t ivamente . Abb iamo così : 

La derivata della somma (algebrica) di due, funzioni è uguale-

atta somma delle derivate. 

I l teorema si es tende subi to al la somma d i quan te si vogl iano 

funzioni (in numero finito). 

§ 7* D e r i v a t a del prodotto. 

Consider iamo d a p p r i m a il caso pa r t i co l a re del p rodo t to d ì 

una cos tan te pe r u n a funzione. S ia y * a « , essendo a costante 

e u funziono di x. Si ha success ivamente *. 

A y a . A M, 

- \.'/ " 
- r ~ »= a-—, 

dalla quale, passando al l imite , (XI I I , § 5 ) , 

// Il d u 
di)! Ute1 

vale a d i re : 

La derivata del prodotto dì una costante per una funzione, è 

uguale al prodotto della costante per la derivata della funzione. 

Pass i amo al caso dei p rodot to di due funz ioni : 

y = «(«)< 
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Si ha 

A . y — « (as - | - A . x) v (x - | - A x)-u (X) V (X), 

od anche 

A y = (u + A u) (v + i\v)-u v, 

e da ques ta , eseguendo il p r o d o t t o e r i ducendo , 

A y — u A v -[- v A u -f- A w A 

ove si è scr i t to pe r sempl ic i tà « e v in luogo di M [X) e « («) rispet

t i vamen te . N e segue, d iv idendo per A » , 

A . v A V , A « i A " . 
_<_\ <B A * A « /A « — 

da cui, passando al l imite pe r A O J = 0, ed osservando che l im A ^ = 0 ( 1 ) , 

si h a in definitiva, (XII I , § 5), 

d y d « , d u 

la quale ci elice c h e : 

La derivata del prodotto di due funzioni, è uguale alla somma 

dei prodotti di ciascuna funzione per la derivata dell' altra. 

I l t e o r e m a si es tende tos to al p rodo t to di q u a n t e si vogl iano 

funzioni (in numero finito). P e r es. ne l caso del p r o d o t t o d i t r e 

funzioni , y = uvw, si h a 

du du , dv . dw 
— i = — — v 10 + U - T — W + U V -j~ . 
dx das dos uff' 

Gol sussidio dei t e o r e m i p receden t i si ha il modo di calcolare 

la derivata di un polinomio. 

Sia ad es. 

/ ( tB) = 3 £ c 3 - 4 * 2 - f - 8 « - 9 . 

App l i cando le rego le s tabi l i te , e r i cordando che la de r iva ta 

di u n a costante è zero, si o t t i ene : 

f'(x) = 9w*-8x + 8. 

I n generale , dato u n pol inomio di grado 

f(p)=*aQ xn-\- ai x n ' 1 + a.i «»* 2 + . . . + «„.s x% -|- a„-i x ~\- a», 

(1) Non si dimentichi ohe ima funziono derivabile e contìnua. 
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r> + A « " 
_ 0 A u-U/'-.K 

" I j l ì A f A w j ' 

A « A » 

A»' ••«(•('+A «) ' 

e da questa, passando al l imite, (XII I , § 5), e osservando ohe 

l im v (v -|- A ») = » lim (» -|- A ») t>2, 
si ot t iene 

</« IÌV 

li;/ », a; ri X, 

dx~ o 2 

Abbiamo così la r ego la : 

La derivata di un quoziente è uguale al denominatore per la 

derivata del numeratore, meno il numeratore moltiplicato per la 

derivata del denominatore, tutto diviso per il quadrato del denomi

natore. 

la der ivata è 

f (x)=na0 xn-1 + {n-l)aix
n-2 + (n-2) a2x

n •3 + . . . + 2«„ . « x +an. u 

d i e è un pol inomio di grado n-1. 

Diamo un al t ro esempio. Si voglia la der ivata della funzione 

y — (3 x~ - x + 1) {xü + 1). 

P e r la regola di der ivazione del p rodot to , si ha : 

y'-(6B- 1) (xz + 1) + (3 xs - x + 1) • 2x, 

da cui, svi luppando e r iducendo, 

y' = 1 2 i B 3 - 8 a ! 8 - f - 8 a ! - l . 

§ S . D e r i v a t a d e l q u o z i e n t e . 

Si consideri il quoziente y = S i ha success ivamen te : 

• A + A«0 ujx) 
v [X + A " « (asj ' 

« + A u 
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sen^x 

3) Po iché le funzioni y == arc t g x, y = a rc c o t g as a m m e t t o n o 

invers ione , col sussidio del t eo rema d imos t ra to ne l § 5, si h a o h e : 

d ( a r c t g i B ) 1 d ( a r e c o t g ai) 1 

Tlx \-\~x-1 d x ~~ ~ 1 -\- x -

§ 9 . D e r i v a t a d i f u n z i o n e d i f u n z i o n e . 

Suppon iamo che una var iabi le y sia l ega ta ad una var iabi le x 

pe r mezzo di u n ' a l t r a var iab i le z, vale a dii'e che 

Al lo ra la y, in q u a n t o è funzione di x per mezzo della fun

z ione z, chiamasi funzione di funzione. Se z — z(x) è definita in 

u n interval lo (a, &), la y r i su l te rà alla sua vol ta funzione di x in 

questo in terval lo : 

y = y[z(x)]. 

Ciò posto, si vuol de t e rmina re la de r iva ta di y r i spet to ad x, 

quando sieno no t e la der iva ta di y r ispet to a z e la der iva ta d i g 

r i spe t to ad x. 

A t t r i b u e n d o ad x u n inc remento A x, z a ssumerà u n incre

men to A 2) ß, cor r i spondentemente , y un a u m e n t o A. ?/• 

Applica filoni. - 1) La derivata di tg® è 

—\— = 1 + t e 2 x. 

B a s t a scr ivere t g x = !?ÜA e der ivare con l a r e so l a prece-
° cos OS' O L 

den te ; si ot t iene : 

dtgx oos2a) + seu sa! 1 •< . . o , ••• • = 5 = —5— = 1 + ha* x. 
ax aosix cosix e 

A n a l o g a m e n t e si h a : 

2) L a derivata di ootgrc è 

1 (1 + cotg2»-.'). 

file:///-/~x-1


252 CAPITOLO XIV. — 

P e r ipo tes i . s i h a 

h m lim ^y'(4, 

e da quest ' u l t ima scende che 

A?/'. 

ovvero 

&y = y'{s) A.2 + E A. 2, 

ove s tende a zero con A s , e quindi con A Div idendo per A si h a 

Ä ^ ~ # 1 ' A x 1 C A » ' 

da cui, passando al l imite a l lorquando A '•>'• t ende a zero, e t enendo 

presente ohe lini e ==0, 

od anche 
di/ ti»/ da 
dm dz dx 

Abbiamo pe r t an to la regola : 

La derivata di y rapporto ad x è uguale al prodotto della 

derivata di y rispetto a z per la derivata di z rispetto ad x. 

È questa la regola di derivazione di una funzione di funzione, 

regola che si estende immedia tamente . P e r es . se 

li — ?/ (w)> u = u i^ì % 2 {•'')) 

la y r isul ta funzione della x col t r ami te delle funzioni u e z, e si h a : 

dx ~~ du dz dx ' 

La regola è affatto generale . 

Esempi . - 1) Sia y = log z, z — ax, (a costante) . 

Abbiamo : 
dy 
de ~~ a 1 'dx ~ a' 

cosicché, in v i r tù della regola precedente , 

dy J_ n a 1 
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2) Sia y = sen (log x). P o s t o s = log x, si lia y = sen z, e qu ind i 

y e funziona di funzione a?,' 

P e r la r ego la precedente , si h a : 

dy dy dz 1 ì -j-—= -r--7— = cosa • — — cos (log*) • — . 
rf:>; dz dx x v e ' x • 

Ma in p r a t i c a non è affatto necessario fare la posizione z =-•= log x. 

Osse rvando i l r isul ta to o t t enu to , e confrontandolo oon l 'espressione 

d i y, si v e d e che la de r iva ta di y r i spet to ad x s i può o t tenere 

d i r e t t a m e n t e d a y sen (log se) ne l seguente m o d o : si calcoli la 

d e r i v a t a di sen (log a:), cons ide rando log a? come var iabi le indipen

dente , e si o t t i ene cos (log ar) ; po i si molt ipl ichi ques ta der iva ta 

p e r la de r i va t a di l o g « , che è—-. 

3 ) S ia ancora y = log log log x. 

Si h a subi to , tenendo p r e s e n t e 1' osservazione fat ta testò, 

dy ^ 1 1 1 

dx log logx log-as x ' 

Abbiamo fatto la der ivazione dall ' esterno verso l'interno, con

s i d e r a n d o success ivamente come var iabi l i ind ipendent i log log a?, 

l o g x, e, in fine, la var iabi le x. 

4) S ia |/ = l o g / » . 

Si h a i m m e d i a t a m e n t e : 

d'i ' r ' f T Ì _ r w 
dx ~~f\x) I \ >~ f(x) 

E s s a si chiama la derivata logaritmica dì f(x). A d u n q u e : 

La derivata logaritmica dì una funzione si ottiene dividendo 

la derivata della funzione per la funzione stessa, 

P e r es. la de r iva ta logar i tmica di sena' (ossia di y — log sena?) è 

d ti cos x . 
-jZ- = = co tg X. 
dx senx ° 

5) La derivata di ax è a 0 0 l o g « . 

D a y~ ax, p rendendo i l oga r i tmi d e i due membr i a ba se e, s i h a 

logy ~ x l og« , 
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e derivando col sussidio della regola p recedente , 

V 

da cui 

V i 

y' = y ioga — a" ioga, 

In part icolare, se a = e, si ot t iene 

da-y j X 

dx ~ ' 

cioè la derivata della funzione ex coincide con la funzione stessa. 

6) Sia da u l t imo y = x m , ove m è u n numero reale qualun

que. P rendendo i logar i tmi neper iani dei due membr i , si o t t i ene : 

log?/ = m l o g « , 
da etri, der ivando, 

y « ' 
od anche 

/ my mx.m ... , 
J x x 

Adunque : la regola di derivazione 

dxm
 t 

dx ' 

ohe avevamo stabi l i ta per m in tero e pos i t ivo , è valida per un 

esponente reale qualunque. 

I n part icolare, p e r m = - 1, si ha 

- X 
dx ~~ ' 

ossia 

dx SB*' 

Invece, p e r m — - i , si h a 

<7xT j _ T " 1 ' 1 " i _1_ 
das ^ 2 x -~ÌX- — 2 x r { - > 

ovvero 

d]'x 1 
d a ! 2 Few' 

È opportuno t ener p resen t i quest i u l t imi r i su l ta t i per la lore 

frequente applicazione. 
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§ 1 0 . R i a s s u n t o d e l l e d e r i v a t e d e l l e f u n z i o n i p i ù 

e o n i u n i . 

E a c c o g l i a m o in uno specchio i r i su l ta t i più impor tan t i relativi, 

al le derivate, di a lcune funzioni t r a le p iù semplici. Sc r ive remo a 

s in i s t ra la funzione, e, sulla s tessa l inea a destra, la de r iva ta della 

funzione. 

y = a, (costante) , ? / = 0 ; 

?/ = a?
 m (m reale qualunque) , 

Oasi par t ico la r i : 

y' — nix m -1 ; 

y = 
1 
.17 ' 

, , _ _ J__, 
il w ì ì i 

•v = 
1 

11 2 Va' 

sen a?, y' — cosa?; 

y = coax, y' = - sena?; 

y = t g * , y cosmee 

y = co tg a?, 1 
y ""seri2»; 

y = are sena?, 
y Vi-»»» 

2/ = aro cosa?, y'— 1 • 

y=> are tga?, > 1 

2/ = a re co tg a?, 

2/ = a', y ' = ax Ioga ; 

e», y' = ex; 

Ioga-, , 1 
2/ 

H-tg s a?; 

•(l + cotg2*?); 

§ 1 1 . C o n c l u s i o n e . 

L a conoscenza delle der iva te delle funzioni contenute nello 

specchio p receden te , col sussidio del la rego la dì der ivazione delle 

funzioni eli funzione, e delle regole concernent i le de r iva t e della 
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somma, del p rodo t to e del cp ozi e rate, ci me t t e in g rado di calco

lare la der iva ta di qua lunque funziono e s p l i c i t a ' " di ima variabi le , 

senza r icorrerò al calcolo del l imito del r appor to incrementa le . 

Risul ta to questo della massima impor tanza , in quan to cke per esso 

il calcolo differenziale, pur fondandosi sul concet to di l imite, viene 

l iberato dal laborioso e difficile calcolo d i re t to dei limiti . 

§ 1 2 . C e n n o s u l l e d e r i v a t e s u c c e s s i v e d i u n a f u n z i o n e . 

Data una funzione y — /"(./•), la sua der iva ta f (x) è essa pure , 

in generale, funzione di :<•, 

L a der ivata di f ' ( x ) [cioè la de r iva ta della der iva ta di f{•'•)} 

si chiama derivata seconda di /"(••/-), e si indica con 1' una o l 'a l t ra 

delle scr i t ture : 

« " f i > 'Hl 'llßill 
y > I ['')> <lrii) 4Ì!),-i • 

La f"(;r) è anoora, in generale, funzione di x . 

L a der ivata di f " ( x ) [cioè la de r iva ta della de r iva ta seconda 

di f(;r)], si chiama derivata terza di f [•>•), e si indica con uno 

qualunque dei simboli : 

il»,/ iV'f(x) in nrtr , \ 

y i f {"•), IÌ.,-:" <i.,-:< • 

Così cont inuando, si definiscono via via lo derivate successive 

della funzione /'(.'')• L a der iva ta n'"'""' si indica con 1'una o con 

l ' a l t r a delle seguent i n o t a z i o n i : 

«<») A»q ; /.) ilHL ' i ^ ì 

Per uniformità di l inguaggio, la /"(•''•) si ch iama talora la 

derivata prima della funzione' f(;/•). 

Le regole s tabi l i te sopra, pe rmet tono eli calcolare le der iva te 

successive di una funzione. Ecco qualche esempio in proposi to . 

fll Si dice dia y è funziono esplicita di x, quando l'equazione che lega 
y ad a: è risoluta rispetto ad y. 
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1) Sia il polinomio 

/"(as) = 3 as'1 - 4 x3 + as 2 - as - 1. 

Si h a successivamente : 

/"(a5) = 1 2 a j 3 - 1 2 a 3 8 + 2 a ì - l , 

f" (x) = 36 xz - 2 4 x + 2, 

f"'{x) = 72 a; - 2 4 , 

Come si vede, ad ogni der ivazione il grado del pol inomio si 

abbassa d i una uni tà , pe r cui la der iva ta qua r t a di u n polinomio 

d i qua r to g r a d o è una costante . L a stessa cosa si può affermare 

in gene ra le , e qu ind i la derivata n™ima di un polinomio di grado n 

è una costan'e. 

2) Sia y = aK. Der ivando success ivamente si ha 

y' = ax Ioga; y" = ax ( I o g a ) 2 ; y'" = ax ( loga) ; t , 

e, in generale , 

yw = ax ( Ioga )" . 

Nel caso par t icolare in cui 

si ha 

qua lunque sia n ; vale a dire la funzione ex è identica a tutte le sue 

derivate, È la sola funzione che gode di questa proprietà . 

3) Da 

y== logos 

si deduce 

poi, der ivando successivamente, 

y" = (- 1) x-2; ; /" ' = (- 1) (- 2) ar 3; ? /uv> = (_. l ) (_ 2) (- 3 )a r . 

Dall' Agnolti • Matematiche Generali 17 
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L a legge è ormai manifesta ; in genera le abbiamo 

2/ ( '" = (- 1) ( - 2 H - 3 ) . . . . [ - ( n - l ) ] x - « , 

ovvero 

» < » > = ( - l ) » " i - 1 . 2 . 3 . . . . ( « - l ) . A-, 

od aneliL 

4) Da 

y = sen x 
si t rae 

y ' = cos x — sen ( x -|- y 

clalla quale risulta, che per avere la de r iva t a di sena), basta a£ 

giungere y a l l ' a r g o m e n t o . 

Abbiamo così successivamente : 

7t ' 

j , " = s e n ( a + 2 f ) ; y'" = s e n ( « + 3 f ) ; . . . . 

e, in generale, 

y W — sen (as + 

5) Con lo stesso proced imento si de te rmina la der iva ta nMima di 

y — a o s x , 

e si ott iene preoisamente : 

yW = oos(a3 + n— j . 



CAPITOLO XV. 

Relazioni tra ìa funzione e la derivata 

§ 1 . S i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o d e l l a c o n t i n u i t à d e l l a 

d e r i v a t a . 

Sia f(x) funzione di x n e l l ' i n t e rva l l o (a, b). I n ciò elio 

segue, ove non s i avver ta esp l ic i t amente iL contrar io , s u p p o r r e m o 

non solo che. la funzione f[x) sia der ivabi le e qu indi con t inua 

nell ' in terval lo (a, b), ma che in questo in terval lo sia con t inua anche 

la de r iva ta f'(x). Se si r a m m e n t a i l significato geometr ico della 

derivata, (XIV, § 3), la cont inui tà d i ques ta ci dice che l ' angolo a 

formato dal la t angen te alla cu rva rappresentatri .ee • della funzione 

con • 1' asse delle ascisse, è funzione cont inua di x nel l ' i n te rva l lo 

(a, b). B r e v e m e n t e : la continuità della derivata in (a b) si traduce 

nella continuità della direzione della tangente alla curva nell'in

tervallo. 

Ricord iamo ino l t re che la funzione f(at) essendo cont inua i n 

(a, b), assume ne l l ' i n te rva l lo il mass imo ed il m in imo valore 

( X I I I , § 7). 

Ciò premesso, passeremo a d imos t ra re alcune notevol i p r o p r i e t à 

della derivata, fra le qual i è fondamenta le la seguente : 

Se la funzione f(x) assume il valore massimo (minimo) in un 

punto xt interno all' intervallo (a, b), nel punto xx la derivata della 

funzione è uguale a zero. 

Sia il massimo va lore d i f(x) in. (a, &), essendo ó ^ . u n 

p u n t o in te rno a l l ' in terval lo . Allora, des ignando con h un a rb i t r a r io 

http://rappresentatri.ee


CAPITOLO XV. — 

incremento positivo, tale però che xi + li sia un punto di (a, b), si 

dovrà avere : 
f(xi + li) ^ fix,), 

e quindi 

f(xì+h)-f(xì)^0. 

Dividendo questa pe r h, che si è suppos to posi t ivo, si ot t iene 

r ~ — < u > 
dalla quale, passando al l imite al t ende re di li a zero, si ha 

manifestamente : 

f'ixA^Q. • 

Questa ci dice che la derivata f'ix.f) non può essere positiva', 

e si vedrebbe nello stesso modo, considerando un incremento li 

negativo, che la derivata f'(x,f) non può essere negativa. Si può 

dunque concludere che f'(xi) = 0. 

Alla stessa conclusione si a r r iverebbe se fix'f) fosse il minimo 

valore di f(x) in (a, b). 

Osservazione. - Se si considera la curva rappresenta t r ice 

della funzione y —/(as), il teorema, dal p u n t o di v i s ta geometr ico, 

ci dice che nel punto M della curva di ascissa x.t, la tangente à 

parallela all' asse delle x. [Fig. B 1) e 2)j. 

§ 2 . T e o r e m a d l R o l l e . 

Se una funzione f(x), definita nell' intervallo (a, b), si annulla 

negli estremi dell' intervallo, esiste un punto x{ interno all'inter

vallo in citi la derivata è uguale a zero. 
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Se f{x) assume valori posi t ivi ne l l ' in terval lo , il massimo di f(x) 

dovrà essere posi t ivo, e questo massimo ve r rà assunto dal la fun

zione in u n p u n t o x{ compreso t r a a e b, poiché, per ipotesi , f(a) — 0, 

fip) = 0. I n v i r t ù del t eorema p receden te , la de r iva ta f'(x) si 

annul la ne l p u n t o x t . 

Alla s tessa conclusione si a r r ive rebbe , in modo c o m p l e t a m e n t e 

analogo, supponendo che f(x) a s snma nel l ' in terval lo valor i negativi, . 

S e poi f(x) non assume in (a, b) nè valori posit ivi , n e valor i 

negat iv i , ciò significa ohe essa è sempre nul la nell ' in te rva l lo , e 

qu indi , qua lunque sia i l pun to x.v d i esso, .s i ha f (xi)=0. 

Osservazione. - I l t eo rema di Eol le dice in sostanza q u e s t o : 

fra due radici dell' equazione f(x) = 0, esiste almeno una radice 

dell' equazione f (x) = 0. 

U n a conseguenza immedia ta de l teorema di Eolle , che m e r i t a 

par t ico la re at tenzione, è la s e g u e n t e : 

Due radici consecutive a e ß dell'equazione f (x) = 0, non pos

sono comprendere tra loro più di una radice dell'equazione f(x) — OS^ 

Si t r ae profitto da ques ta p rop r i e t à ne l la teor ia delie equazioni 

in genera le , e del le equazioni a lgebr iche in par t ico lare . 

Sia ad es. l ' equaz ione 

f(x) = 4 a 3 - 18 t e 2 + 24 a - 9 == 0. 

Si ha 

f (x) = l-2xä - 3 6 « + 2 4 = 12 (x* - Boo + 2), 

e l ' e q u a z i o n e f'(x) — 0 si r iduce al la s e g u e n t e : 

a>*-3<D + 2 = > 0 , 

l e . c u i radici sono 1 e 2. 

(1) Poiché la derivata f'(x) si suppone continua, essa conserva il me
desimo segno nell'intervallo (a, ß;; e si vedrà tra hreve ( § 4 ) , che in questa 
ipotosi la l'unzione f(x) e crescente oppure decrescente nell'intervallo. Segue 
tosto da ciò, che quando /'(a) e / (ß) sono dello stesso Begno, non vi può 
essere tra a o ß alcuna radice dell'equazione f(xj — 0. Si conclude pertanto 
che : condizione necessaria a sufficiènte affinchè tra due radici consecutive di 
f'(x) = Q vi sia una radice di f(x) = 0, è che f(a) e f(ß) siano dt segni 
contrari. 
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P e r quanto si è visto ora, possiamo affermare che t ra 1 e 2 

non vi può essere più di una radice de l l ' equazione propos ta f(x) — Q\ 

e per decidere se esista o meno ques ta radice, bas te rà calcolare 

/ ( l ) e /,(2)<1». Con la regola di Bufimi, (IX, § 2), si t r ova /'(!) : 1, 

/"(2) = - l , ohe sono di. segni contrar i . Si conclude qu indi (XI I I , § 7), 

che fra 1 e 2 vi è una rad ice (ecl una sola) del l 'equazione proposta . 

Un ' al tra conseguenza immediata del t eo rema di .Rolle e la 

seguente : 

Se negli estremi dell' intervallo (a, b) una funzione f(x) assume 

valori eguali, la derivata f'(x)_si annulla almeno in un punto as 

compreso tra a e b. 

Sia f(a) = f(b) — m, e si consideri la funzione 

(p(x) = f(x) - in, 

E«sa si annulla , per ipotesi, neg l i es t remi del l ' in terval lo (a, b), 

e quindi la sua der iva ta 

cp' (,%•) = f'(x), 

assume il valore zero in u n plinto xi i n t e rno all ' in terval lo . 

§ 3 . F o r m o l a d e l l ' a u m e n t o f i n i t o . 

Col sussidio del t eo rema di Rol le si d imost ra il teorema : 

Se f(x) è una funzione definita nell' intervallo (a, Z»), minto un 

punto asi interno all' intervallo in cui si ha : 

Si consideri a tal fino la funzione 

x f(x) 1 

cp(a:) = a f(a) 1 

b f(b) 1 

E manifesto ohe cp (as) si annulla per x -» a, pe rchè ponendo 

x — a il de t e rminan te ha due r ighe egual i . Per la «tossa rag ione 

essa si annul la per x = b, cosicché abbiamo in tan to ep(«) ' Ü, 

(1) Vedasi la nota della pagina precedente, 
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cp (b) = 0. Oalcöliarno la de r i va t a di cp (x). Sv i luppando i l determi

n a n t e secondo gli e lement i della p r ima r iga, si o t t i ene : 

rp (x) = \f(a) - f(b)} x~(a-b) f(x) + a ffl -bf(a), . 

da cui, der ivando, 

y'{x) = f(a)-f(b)-{a-b)f'{x). 

Poiché cp (a) — qp (b) = 0, per il t eo rema di E o l l e esiste un 

p u n t o xx compreso t r a a e b, in cui si ha cp' (as t) = 0, ossia 

f(a)-f(b)-(a-b)f'(xl)^0, 

d a cui si t r a e subito : 

' ' 1 b-a 

Pon iamo a = x, b = x + h, cioè consideriamo la funzione f(x) 

nel l ' in terval lo (x, x -f- Ai-

L a .forinola precedente d iv iene : 

pi- \ f(x + K)-f(ce) 
I {«'il— fh j 

da cui 

fl/c + Jij^ftxì + hfixA, 

essendo xi compreso t r a x e x-\-h. Si p o t r à quindi me t t e r e x{ 

sot to la forma x.L — a -f- fi li, des ignando con {)• u n mimerò com

preso t r a 0 e 1, e scr ivere 

f(x + li) = f(x) + hf'[x-\-$h). 

Questa impor tan te ' re lazione v iene comunemente ch iamata 

forme-la dell' aumento finito o di. Lagrange, e si può r i t ene re la 

formola fondamentale del Calcolo {XK 

Scr i t t a sotto la forma 

essa ci dico che il rapporto incrementale relativo al punto x è 

effettivamente eguale alla derivata, ma . corrispondentemente ad un 

valore dì x compreso tra x e x - j - li. 

. (1) Nello stabilirò questa forinola si & supposto tacitamente che li eia 
positivo. E ovvio puro, elio la forinola stessa e valida an olio por li negativo. 
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Osservazione. - II teorema precedente è suscet t ibi le di u n a 

interpretazione geometrica. 

ß 

Sia AB l ' a r c o di curva cor r i spondente a l l ' i n t e rva l lo («,&);• 

M il pun to d i quest 'a rco di ascissa xt nel quale f'ixf) —^~ • 

Designando con a 1' angolo formato con 1' asse x dalla t a n g e n t e 

alla curva nel pun to M, si h a (XIV, § 8) 

t g t x - / " ^ ) , 
e per conseguenza 

, f(!>) - fin) 

D' a l t ra pa r t e , se indichiamo con cp l ' ango lo della corda A lì 

con 1' asse x, dall ' un i t a figura r i su l ta che 

° ' AC b - a ' 

la quale, confrontata con la precedente , ci dà t g u t g <]>, o 

quindi a = cp. Dal p u n t o di v is ta goometr ico il t eo rema d imos t ra to 

si può d u n q u e enunciare brevemente così : 

Uniste sulla curva, tra A e B, almeno un punto M nel quale 

la tangente è parallela alla corda. 

§ 4 . F u n z i o n i c r e s c e n t i e d e c r e s c e n t i . 

Una funzione f(x) si dice crescente in un intervallo (a, fi), a < b, 

se, crescendo la var iabi le da a a b, l a funzione cresca. 

Una funzione f(x) si dice decrescente in ten intervallo (a, b), 

allorquando, al orescere della variabi le da « a fi, la funzione decresce, 
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Ciò posto , dalla formola de l l ' aumen to finito (§ 3 ) si deducono 

subi to a lcune conseguenze- no tevo l i . ' 

I a Se nell'intervallo (a, b) la derivata di f(x) si mantiene sempre 

positiva, la funzione è crescente in (a, b). 

Sieno a e ß due p u n t i qualunque di (a, tV, 

S. a g 1 

e sia a < ß ; pel teorema del mimerò precedente si ha : 

( 1 ) / W - A a ) = 0 - « ) A < * i ) , 

ove a < cej < ß. P e r ipotesi /"(aj t ) > 0 ; ß - a è p u r e pos i t iva , per

chè ß>a: si deduce che il p r o d o t t o ($ - a) f (x^ è posi t ivo, e 1 

p e r conseguenza che /(ß) - / ( a ) > 0 , ossia che f (ß) > f(a). S i v e d e 

dunque che crescendo la var iabi le la funzione cresce. 

I n m o d o per fe t tamente ana logo si vedrebbe che : 

I I a Se la derivata di una funzione f(x) è sempre negativa nel-. 

V intervallo (a,b), la funzione è decrescente in questo intervallo. 

Rela t ivamen te a questa ed alla p receden te p ropr ie tà , osser

viamo che esse sussistono anche se la der ivata è nul la i n u n o o 

in e n t r a m b i gl i es t remi del l ' i n te rva l lo . 

D a l l a ( 1 ) r isul ta che se f'ix^ — O, s i ha f(ß) - f(a)=.0, e 

qu indi /'(ß) = A 0 ) - Poss i amo p e r t a n t o conc lude re : 

I I I a Se nell'intervallo {a,b) la derivata di f(x) è identicamente 

nulla, la funzione è costante nell' intervallo. 

Da quest ' u l t ima propr ie tà si deduce faci lmente che : 

IV" 6'ó due funzioni ffa) e cp(x) hanno la medesima derivata 

in ogni punto dell'intervallo (a,b), esse differiscono per una costante. 

S i cons ider i la funzione 

differenza del le due funzioni da t e . 
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L a der ivata di F(x) è F'(x) = f'{x) - cp'(x) ; m a per ipotesi 

f'(x) — cp'(x) in ogni punto di (a, fr), pe r cui si avrà identicamente 

ne l l ' in te rva l lo F'(x) = Q. In vi r tù della p ropr ie tà I 0 > si può 

dunque concludere che F(x) = 0 ne l l ' in terval lo (a, b), essendo C 

una costante, ossia che f(x)- cp (x) = 0. 

Quest ' u l t ima propr ie tà costi tuisce il teorema fondamentale del 

Calcolo integrale. Essa dice in sostanza che se cp(x) è una funzione 

la cui der ivata è f{x), ogni altra funzione avente pe r de r iva ta f(x) 

è della forma <p(x') + (7, essendo G una cos tan te . A l var ia re eli G 

abbiamo tutte le funzioni che hanno pe r der iva ta /'(a;). 

I teoremi p receden t i sono suscet t ibi l i di numerose applicazioni, 

come si vedrà in appresso. Essi pe rmet tono di r iconoscerò il modo 

di var iare di mia funzione, e, in par t ico la re , di s tabi l i re in quali 

intervalli una funzione cont inua f(x) è posi t iva oppure nega t iva ; 

di t rovare i massimi e i minimi di u n a funzione corr ispondent i 

.ad un dato interval lo, e così via. 

§ 5 . D l s e g u a g l l a n z e . 

Dat i dire n u m e r i reali a e by a, conveniamo di indicare : 

con a"~l> l ' intervallo de terminato dai p u n i i a e b, esclusi gii es t remi ; 

con a MZ> l ' in terval lo de terminato dai p u n t i a e b, inclusi gli es t remi ; 

con a*~b l ' in terval lo determinato dai pun t i a e ft, incluso l 'es t remo 

inferiore ed escluso 1' estremo super iore ; 

con a~*b l ' in terval lo de terminato dai p u n t i o e J , escluso l 'es tremo 

inferiore e incluso 1' es t remo super iore . 

L e scr i t ture (a, b) e a M ò hanno lo stesso significato. 

I I problema generale delle d iseguagl ianze si può enunc ia re 

come segue : 

Data una funzione continua f(x), si vuol sapere in quali inter

valli essa è positiva, e in quali essa è negativa. 
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Usufru i remo all ' uopo delle seguent i osservazioni , ohe h a n n o 

ca r a t t e r e di evidènza : 

se /"(«) = 0, e se f(x) è c rescen te in (a, b), si ha. f(x)>0 hi a~* b; 

» » » » » » decrescen te » » » » f(x) < 0 » » ; 

» f(b) = 0 » » » » crescente » » » » f{x)<0 » a^b; 

». » » » » . » decrescente » » » » f(x)~>0 » » . 

Le , p rop r i e t à 1° e I I a del § p receden te pe rme t tono spesso di 

dec idere se f{x) è crescente , oppure decrescente nell ' in te rva l lo 

(a, b). E s s e ci dicono infat t i che se la der ivata conserva un segno 

cos tan te in a~b, e questo segno è posit ivo, la funzione è c rescen te ; 

se è negat ivo , la funzione è decrescen te ne l l ' i n t e rva l lo (a,l>). 

Sieno a, ß, y, le rad ic i de l l ' equaz ione f(x)—0 d isposte in 

o rd ine crescente . Esse scompongono la reti a negl i in te rva l l i 

- o c a , a P, ß y , . . , . 

in ciascuno dei quali la funzione f(x) conserva un segno costante, 

perchè u n a funzione con t inua non può cambiare di segno senza 

annul lars i . Analogamente , le rad ic i de l l ' equaz ione f'(x) — 0 ci 

fanno conoscere gli in te rva l l i in cui la funzione f(x) è crescente 

o decrescente . 

Ciò posto , consideriamo simultaneamente le radici delle due 

equazioni f(x)=Q, f(x) = 0, 

e disponiamole in o rd ine crescente, Sia (a, b) l ' i n te rva l lo l imita to 

da due rad ic i consecutive, per modo che t r a a e b non si annul la 

nè f(x), nè f (x), e per conseguenza ciascuna di queste funzioni 

conserva in a~b un segno costante . L a funzione f(x) non può 

annul lars i in entrambi gli e s t r emi a e b de l l ' in te rva l lo , perchè se 

ciò fosse, per il teorema di. Rol le la /"(.«) si annul le rebbe almeno 

u n a vo l ta t r a a e 7), il che non può essere. Sì p resen tano qu ind i 

due casi, re la t ivamente alla funzione f(x) : 

1° o essa è diversa da zero t an to in a quanto in 7; ; 

2" oppure ossa si annul la iti uno sol tanto degl i es t remi del

l ' i n te rva l lo . 
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Isfel 1° caso, bas terà conoscere il segno della funzione in u n 

punto particolare d i (a, b), del res to qua lunque , inquautoehè la 

funzione conserva u n seguo costante in tutto V in terval lo . 

Nel 2° caso, pe r decìdere circa il segno della funzione nell ' in

tervallo, valgono i seguent i cri teri , o rmai p ienamente giustificati 

dalle p receden t i osservazioni e dai t eo remi 1° e I I 0 del § 4 : 

Se f(a) = 0, e se /"(a?) > 0 in arb, si h a /'(;/;) > 0 in a - 6 ; 

» » » /"(»;) < 0 » » » » / ' ( ,«)< 0 » » ; 

Se / ( ò ) = 0 , e se / " ( « ' ) > 0 » » » » f{x)<0 » aH>; 

» » » /"(*•) <C 0 » » » » / ' ( . » )> 0 » » . 

Poss iamo b revemente r iassumere ques t i c r i t e r i come segue ; 

Se f{a) = 0, f(ao) e f" (ce) hanno lo stesso segno ; se f (b) = 0, 

f(x) e f'(x) hanno segni opposti nell'intervallo. 

Si può quindi concludere, in definitiva, che il segno di /'(«;) 

si deduce da quello di f (x) ; e p rec i samen te : se a è rad ice di 

f[x) = 0, ne l l ' in te rva l lo contiguo a s in is t ra d i a, f(x) ha il segno 

opposte di / " (x) ; e nel l ' in terval lo cont iguo a des t ra d i o, f{x) e / " (a;) 

hanno lo stesso segno. 

Vediamo qualche esempio in p ropos i to . 

1) Diseguagliame di primo grado. Si consideri , la funzione 

razionale i m e r a di p r imo grado 

f(x) = a x + a. 

Essa si annul la per x~ -~ = u, e la sua der ivata , f (x) — a, 

è eostante. Dovremo quindi considerare i due in terval l i 

- OO (X, a -(- oo, 

contigui alla radice a deli ' equazione /'(«) --. 0. 

Dis t ingueremo, com' è na tura le , due oasi, a seconda ohe u è 

posit ivo o nega t ivo . 

Sia dappr ima a > 0, cioè f » • sempre positiva. Po iché f(x) 

nel l ' in te rva l lo - ^ ha il segno opposto di /"(te), e ne l l ' in te r 

vallo a -i- oo ha il segno di f'(x), s i - conc lude senz ' a l t ro che ne l 

primo interval lo f(x) < Ü. e ne l secondo, f{x)>0. 
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Se a<0, f'(x) è sempre negativa, per cui succederà , re lat iva

m e n t e ai segni di f(x), il. cont rar io di quanto si è v i s to nell ' ipo

t e s i « > 0 ; e p rec i samente : f(x) > 0 nel l ' in terval lo - ^ T ü , e f(ca) < 0 

ne l l ' in te rva l lo a + oo. 

.Posto y:= ax -\-b, ques ta equazione rappresen ta u n a re t ta . L a 

r app resen taz ione geometr ica r e n d e evident i i r i su l ta t i o t t enu t i . 

2) Diseguaglianze dì secondo grado. E d ora cons ider iamo una 

funzione razionale i n t e r a di secondo g rado 

f(w) — a xs -f- bx + c. 

L a der iva ta 

f'(x) = 2ax +b 

si annul la p e r x—-^. 

Si supponga a > 0. P e r quanto si. è visto nel l ' esempio p re 

cedente , 

f'(x) < 0 ne l l ' in terval lo - co -

f'(x) > 0 » » - ^ 

e qu ind i la funzione f(x) è decrescente nel primo intervallo ed è 

crescente nel secondo. 

Ciò posto, d is t ingueremo i t r e casi : 

o 2 - 4 « c < 0 , ft2-4ac-0, ò 2 - 4 a c > 0 , 

essendo &2 - 4 ac il d i sc r iminante dell ' equazione ax2 + b x + c — 0. 

1° ò 2 - 4 a c < 0 . In ques ta ipotes i è ev iden te i n t a n t o elio - e 

d e v ' essere, come a, pos i t ivo. Ol t re a ciò, le rad ic i del l 'equazione 

ax'2 -|- b x -|- c = 0 sono immag ina r i e (non reali), da cui r i su l ta che 

la funzione f(w) non si annulla mai (per valori reali di x), e quindi 

essa conserva un segno costante. Se poi si osserva che f(0)—c>Q, 

si conclude che f(x) > 0 per tutti i valori reali di x. 

2° ft2 - 4 ac = 0. L e d u e rad ic i del l 'equazione a xa -\- b x -)- c = 0 

sono rea l i ed eguali . Il loro valore comune è come r isul ta 
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tosto dalla nota forinola di r isoluzione, cioè coincide con la radice 

della der iva ta . Considereremo per tan to i due in terval l i 

b 1> -, 

- C O - j T - , - — -h co, 

2«' Za 1 ' 
il cui es t remo comune, - — , è la radice (doppia) de l l ' equaz ione 

tu fi 

f(x) = 0.1 r i su l ta t i e la conclusione sono messi in evidenza nel 

seguente specchiet to : 

- oo 

11 

2 a 

- b 

2 a 
~ i 

+ 
•(-è)- + 

A d u n q u e : quando b2 - 4 ac = 0, f(os) è positiva per tutti i valori 

reali dì eccettuato l'unico valore - ~ , in cui, come si è visto, f(;u) 

si annulla. 

3° 6 2 - 4 oc > 0. L e radic i de l l ' equaz ione a ut* + b m + e — 0 

sono real i e dis t in te . Sieno a e ß ques te radic i , e si supponga u < ß. 

Pos to Y = - ^ (radice del la derivata) , si ha, pe r '. una not i ss ima 

proprietà , y = — ~ ~ , vale a dire, nella rappresentaz ione dei n u m e r i 

sulla re t ta , y à il punto medio dell'intervallo (a, ß), Cons idereremo 

per tanto i qua t t ro in te rva l l i : 

- oo a, a Y, y ß, ß -|- bo, 

tenendo presente che il p r imo e il secondo sono cont igui ad a, i l 

terzo e il qua r to sono cont igui a ß, con a e ß avendo des ignato 

le radici dell ' equazione f(x) = 0. 

Si h a così lo specchio : 

/ » 
- oo tt -~ /(<X) = 0 + 

a y • - fi — in a-iy 

Y ß + / ( P ) = o . 

(3 -1- oo » + 
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Riassumendo , si può concludere che : 

f(x) > 0 per se < a, oppu re pe r ss > ß ; 

f(x) < 0 » a < a? < ß ; 

ovvero , in pa ro le : 

f(x) è positiva per tutti ì valori di x esterni ali intervallo (ce, ß) 

delle due radici; ed è negativa per tutti i valori di x interni a 

questo intervallo. 

Pongas i y = a a?2 + b x + e. Ques ta equazione rappresen ta una 

parabola di 2° ordine . Po i ché fi- ~ ì = 0, la t angen te al la cu rva 

s iderazioni e conclusioni p recedent i , r i su l ta che : 

1° Se 7;2 T- 4 ac < 0, la cu rva è s i tua ta in t e ramen te al di sopra 

dell ' asse x (fig. 1) ; 

2° S e & 2 . - 4 « c = 0, la cu rva giace ancora al di sopra ' di 

quest ' asse, m a è t a n g e n t e ali ' asse medesimo nel p u n t o di 

ascissa - ^ (fig. 2) ; 

3° Se &a - 4 ac > 0, la parabola a t t r aversa 1' asse x nei p u n t i 

d i ascisse a e ß (radici de l l ' equaz ione a xz + b x -j- c = 0), e l ' a rco 

di curva corr ispondente all ' in te rva l lo (a, ß) è s i tuato al di so t to 

del l ' asse x (fig. 3). 

A quest i r i su l ta t i siamo g iun t i ne l l ' i po t e s i che s ia a > 0. 

Se a<0, bas t a considerare la funzione cp (x) — - f{x), nel la quale 

nel p u n t o di ascissa - ^~ è para l le la a l l ' asse delle x. Dal le con-
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il pr imo coefficiente è positivo. Valgono allora pe r cp(a?) le prece

den t i conclusioni, ed è chiaro che nei p u n t i in cui cp (./ ')> 0 si 

ha / ' ( a ' ) < 0 , 6 viceversa. 

3) Sia x u n arco positivo q u a l u n q u e : si ha cosa; < 1, da cui 

(1) cosa: - 1 < 0. 

Si consideri la funzione 

/ j (>) = sen.r - x ; 

der ivando si o t t i ene 

f\{;e) = cosa' - 1, 

e per la (1), f'i(x)<0; la quale ci dice che la funzione fi (•>')& 

decrescente. Ma per x = 0 si h a f\ (0) = 0, pe r cui possiamo con

cludere che fi(a;)<0, ovvero che • 

(2) sena- - x < 0, 

o ancora che 

sen x < x. 

E d ora si consideri la funziono 

f{a>) = - c o s * + 1 - 1 " . 
S i ha 

f'ä(x) — sena.' - x, 

e per la (2), f2 (,*) < 0. L a funzione fs (x) è dunque decresoonte ; 

e siccome /*2(0) = 0, si dovrà avere fe («) < 0, cioè 

(3) • - c o s , ' + 1 - J < 0 , 

od anche 

cos« > 1 - ™. 

I n fine consider iamo la funzione 

/!,(») = -. senaM- a ? - ~ . 

Si ha 

f\(*) = - cosa ; -I-
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che pe r la (3) è negat iva . S e g u e che fa[oo) è d e c r e s c e n t e ; e poi

ché /"., (0) = 0, dovrà essere fs (x) < 0, ossia - sen x -f- x - ^ < 0, da cui 

. x» 

x - sente < — 

qualunque sia l ' a r c o posi t ivo x. Ques ta ci dice che «la differenza 

fra un arco posit ivo e il suo seno è minore di u n sesto del cubo 

del l ' arco ». 

A questo r i su l ta to si g i u n g e anche in Tr igonomet r i a , ma 

s u p p o n e n d o 1' arco compreso t r a 0 e ~ , 

§ 6 . M a s s i m i e m i n i m i . 

I l mass imo ed il min imo fra i valor i che u n a funz ione con

t i n u a assume in un in terval lo , si d icono relativi1-1'', p e r c h é dipen

dono d a l l ' i n s i e m e dei va lor i del la funzione ne l l ' i n t e rva l lo , e pos

sono quindi var iare con ques to . D ' o r a innanzi cons idere remo 

invece , salvo dichiarazione cont rar ia , i mass imi ed i m i n i m i asso

luti^''1, i quali si riferiscono a p u n t i interni a l l ' i n t e rva l lo , e con

servano il loro cara t tere in q u a l u n q u e in terval lo . E c c o le defi

niz ioni : 

I a « Si d ice che la funzione f(x) ha u n valor massimo o un 

massimo f(a) nel p u n t o a, quando es is te u n in torno di a, (a - e, 

a + e), ta le ohe in ogni suo p u n t o dis t in to da a, r isul t i 

fix) « f(a)<-s>*. 

I I a « Si dice che la funzione f{x) ha u n valor minimo o un 

mìnimo f{a) n e l pun to a, quando esiste un in to rno di a, tale ehe 

in ogni suo punto d is t in to di a, si abbia 

f(x)^-f(a)^». 

(1) S'intende relativi all' intervallo elio si. considera. 

(2) Detti anche massimi e minimi locali. 

(H) Per le funzioni che avremo da considerare in seguito, si presenterà 
sempre la diseguagliauza, qualora si consideri un intorno sufficientemente 
piccolo di a. 
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Come si vede da queste definizioni, pe r dec idere se f(x) li a 

un massimo od un minimo in un pun to a ( interno all ' intervallo), . 

• bisogna confrontare il valore f(a) della funzione nel pun to a, coi 

valori che essa assume nei soli punt i di u n in torno d i a; in to rno 

ohe può essere di ampiezza piccola quan to si vuole. Risu l ta da. 

ciò, che una funzione potrà , in un da to in te rva l lo , p resen ta re più 

massimi e più. minimi . E po t rà anche avveni re che un massimo 

sia eguale od anche minore di un minimo. Olt re a ciò, so il mas

simo in senso re la t ivo viene assunto dalia funzione in un pun to 

interno a l l ' in terval lo , allora codesto mass imo è anche u n massimo 

in senso assoluto. L a stessa osservazione vale pe r il minimo rela

tivo, Da ul t imo si può osservare, che u n mass imo assoluto in un 

punto a non è a l t ro che il massimo re la t ivo ad u n interval lo abba

stanza piccolo contenente il pun to a. L a stessa cosa si può osservare 

per il minimo. 

La rappresen taz ione geometr ica r e n d e ev ident i t u t t e ques te 

considerazioni. Nei l ' un i ta figura viene r appresen ta t a u n a funzione 

continua ne l l ' i n te rva l lo (a, fi). 

Y •1 

L a funzione assume il massimo re la t ivo nel pun to y in terno 

all ' interval lo, ne l qual pun to si ha p u r e un mass imo assoluto. 

Invece il minimo re la t ivo viene assunto dalla funzione ne l l ' e s t re 

mo inferiore a de l l ' in te rva l lo . S i b a d i però , che /"(«.) non è un. 

minimo assoluto. Se si sposta, a verso s inis t ra , f(a) cessa di essere 

il minimo r e l a t i v o : questo diminuisce e s i . t r a s p o r t a n e l l ' e s t r e m o 

inferiore del nuovo interval lo . V i sono nel l ' in terval lo («, 6) duo 
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niiiiimi a s s o l u t i : l 'uno in ß e l ' a l t r o in 8. Oltre al mass imo as

soluto in Yj "ve n ' è un a l t ro in a. Si osservi che il min imo in 8 

è magg io re del massimo in a. Se si spos ta b verso des t ra , fintan

toché b ^ c il mass imo re la t ivo r imane invar ia to e pers i s te in y, 

m a appena b supera c, il mass imo re la t ivo aumenta , e si verifica 

p rec i samente nel l ' es t remo super io re del nuovo interval lo . 

P r i m a di s tabi l i re le regole pe r l 'effett iva r icerca dei mass imi 

o dei min imi , g iova fissare i l significato di talune locuzioni . 

Quando si dice che una cer ta condizione (proprietà) è verifi

cata alla sinistra (alla destra) di u n pun to a, si vuol significare 

con ciò 1' es is tenza di u n in torno s inis t ro (destro) di. a, nel quale 

codesta condizione è verificata. 

R i fe rendoc i alla r appresen taz ione dei numeri real i sul la re t ta , 

d i remo che la variabile x passa per mi valore a, quando essa as

sume, in ord ine crescente , t u t t i i valor i compresi in un in torno 

di ques to p u n t o ; in torno che può essere piccolo quanto si vuole. 

Quando la variabi le x passa pe r a, si dice ta lora che. corri

sponden temen te , una funzione f(x) passa dal positivo al negativo, per 

significare che essa è pos i t iva alla s in is t ra e nega t iva alla des t ra 

del pun to a. Analogo ed ovvio significato ha la locuzione : f(x) 

passa dal negativo al positivo, (piando la var iabi le x passa per a. 

Dopo ciò ò chiaro, che se la funzione f\x) è crescente alla 

sinistra e decrescente alla destra di a, la funzione ha un massimo 

nel punto a. Se invece la funzione è decrescente alla sinistra e cre

scente alla destra del punto a, essa ha un minimo in questo punito. 

D a l s^gno della de r iva ta nel le v ic inanze del pun to a, p o t r e m o 

spesso decidere se in questo pun to la funzione d iven ta mass ima 

o minima. E prec isamente : « se la de r iva ta è posi t iva alla s inis t ra 

e nega t iva alla des t ra del punto a, s i può senz' al tro ooneludore 

che f(a) è un massimo di f(x)», pe rchè la funzione è c rescente 

alla s inis t ra e decrescente alla des t r a del pun to o. 

« S e invece la de r iva ta è nega t iva a s inistra e pos i t iva a 

des t r a di a, si può affermare che f{a) è , u n ' m i n i m o di /(&•)», 
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perchè in questo caso la funzióne è decrescente alla s inistra e 

crescente alla des t ra del pun to a. 

In forma concisa si ha la 

Prima regola. Sa, quando x passa pei- a, la derivata f'(x) 

passa dal positivo al negativo, la funzione f(x) è massima nel punto 

a; nel caso opposto, essa è minima in questo punto. 

Questa r ego la non esige affatto la cont inui tà della de r iva ta 

nel punto a. E d anzi essa sussiste anche nel caso in cui. la deri

vata è infinita e inde te rmina ta di segno nel p u n t o «, come r isul la 

chiaramente dalle un i t e figure. 

0 

Si osservi poi , che : se la derivata f'{x) non cambia segno allor

quando x passa per a, la funzione f(x) non può essere massima o 

ndnima nel punto a. 

Esempio , Si consideri la funzione 

2.r 

L a der iva ta è 
, 0 l - . 7 . ' ä 

e poiché il fa t tore j — — ^ è essenzialmente posi t ivo, la der iva ta è 

cont inua in qua lunque . interval lo , o il suo segno coincide con 

quello del fa t tore 1 - x2 = (1 - x) (1 --|- x). 

D ' a l t r a p a r t e , l~x'z si annul la pe r x 1 e per x=- - 1, e 

soltanto per quest i valor i eli a?, cosicché quando x passa pe r u n 

valore a d is t into da - f 1 e da - 1, la de r iva ta n o n può cambiar 

segno, e per conseguenza la funzione non può essere mass ima 
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o m i n i m a ne l pun to a. Invece quando ce passa pe r - 1, la deri

va ta passa dal nega t ivo al posi t ivo, e qu ind i la funzione è min ima 

per X — -Ì.) m e n t r e quando x passa per + 1, la de r iva ta passa 

dal posi t ivo al negat ivo, e per conseguenza la funzione è mass ima 

in ques to p u n t o . 

I l m o d o di var ia re del la funzione y è messo in evidenza dal 

seguen te p ro spe t t o : 

,'/' il 

— co — 1 — decrescente 
> — 1 sede in minimo > — 1 sede in minimo 

- 1 + 1 + crescente ; ) 

+ 1 + oo — decrescente 
^ + 1 » » massimo. 

Osservazione. U n a funzione f(x) cont inua in u n in te rva l lo 

(a, b), può essere mass ima o m i n i m a non solo in cer t i pun t i , ma 

eziandio in qualche t r a t t o dell ' in terval lo . E d ecco in qual modo 

si può p re sen t a r e quest ' u l t ima circostanza. 

Sieno a e ß, (a < ß), due pun t i interni ad (a, b), e supponia-

che f{x), r e l a t ivamen te a l l ' i n t e r v a l l o (a, ß), soddisfi alla seguent i 

condizioni : 

1° Nei l ' in terval lo (et, ß) la funzione si mant iene cos tan te , o, 

come si dice, (a, ß) è un tratto d'invariabilità pe r f(x); 

2° a s in is t ra di a la funzione è crescente, e a des t r a di ß 

la funzione è decrescente. Al lora no i diremo che la funzione f(x) 

è massima nel tratto (a, ß), ossia in ogni pun to a? di questo t r a t t o . 

U n a funzione f[x) può essere minima in un tratto d ' i nva r i a 

b i l i t à : la definizione ò pe r f e t t amen te analoga alla p receden te . 

A n c h e in quest i casi I' esame della der iva ta p e r m e t t e spesso 

di decidere se f(x) è mass ima o m i n i m a in un t r a t t o (a, ß) ; s 

p rec isamente : 

Se la derivata f'{x) è identicamente nulla nel tratto (a, ß), è 

positiva a sinistra di «, ed è negativa a destra di ß, potremo sen-

z'altro concludere che f(x) è massima nel tratto (a, ß). 



Se invece f'(x) è costantemente nulla in (a, ß), è negativa a 

sinistra di. a, ed è positiva a destra di ß, potremo sens' altro affer

mare che /'(.-») è minima nel tratto (a, ß). 

L a regola non soffre eccezione quand ' anche in u, o in ß, 

oppure in en t r ambi quest i punti , la der iva ta sia discontinua. 

Stabi l i remo ora un ' a l t ra regola per la r icerca dei massimi e 

dei minimi di una funzione /(ar), pe r appl icare la quale, si r i ch iede 

ohe le der ivato successive di f(x) che occorre cons iderare sieno 

continue. D imos t re remo a tal fine il teorema fondamentale: 

Se f(x) è massima o minima nel punto «, la derivata / '(te) è, 

nulla in questo punto. 

Sia, per fissare le idee, / («) u n mass imo di f(ai). Se fosse 

/ " ( " ) > 0) per hi cont inui la di /"(.xj es is terebbe u n in torno di a in 

cui f'(x) > 0, (XI I I , § 7), e in questo in torno /(ai) sarebbe cre

scente. Ma ciò cont raddice l ' i po te s i che /'(as) ò mass ima noi p u n t o 

a. Analogamente si vedrebbe , che non può essere / ' («) < 0, e si 

conclude pe r t an to che f"(a) — 0. Alla stessa conclusione si a r r iva 

supponendo che f(a) sia u n minimo di f(x). 

Abbiamo così, che f'{a) = . 0 è condizione necessaria (ma non 

sufficiente)ll) affinchè f(a) sia un massimo o un •mìnimo di f(x). 

I massimi ed i min imi di f(x) devono dunque r icercarsi ira 

i valori di x elio annul lano la p r ima derivata . 

Ciò posto, supponiamo 

' / » - ( ) , /"(«) <(). 

P e r la cont inui tà di /"(as), esisto u n in torno di a in cui 

/ " ( ;£ )<( ) , e qu indi in questo intorno f(n:) ò deeresooute. E poiché 

f'(a) =s 0, f'(x) passa dal posi t ivo al nega t ivo quando as passa per a. 

Da ciò, e dal la rego la stabil i ta sopra, si conclude che nel pun to a 

la funzione f(x) è massima. 

(li Come si vedrà tra breve. 
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Analogamente , dall ' essere 

f(a) = 0, / • " ( « ) > °> 

•si deduce che f(x) è min ima nel pun to o ( 1 > . 

Suppongas i 

/ » = o , f(«)=o, r » ^ o . 

I n questo oaso, per q u a n t o si è visto ora, f'(x) è mass ima o 

m i n i m a nel punto a; e poiché /"(a) = 0, la f'(x) conserva il segno 

quando x passa per a. Si conclude per tanto che nel pun to a la 

funz ione n o n può essere mass ima o minima. 

E d ora suppongasi 

/ » = 0, f"(a) = 0, f"(a) = 0, f™\a) ^ 0. 

Si r iconosce, con rag ionamento analogo a quello sinora seguito, 

che f(a) è u n aliassimo se / ' ( I V > ( a ) < 0 , u n minimo se / ' { I V ) ( f7) > 0, 

Cosi con t inuando ' 2 1 , si a r r i v a alla regola generale seguente : 

Seconda regola. Sìa /<"'(«) la prima tra la derivate succes-

di f(x) che non si annulla per x — a. Allora se n è pari, al punto 

a corrisponde un massimo quando fn)(a) < 0, un minimo quando 

/ t » ) ( f l ) > 0 ; se n è dìspari, al punto a corrisponde nè massimo, nè 

•minimo®1. 

(1 ) Alle atesso conclusioni si arri verebte anche nel caso in cui f " ( a ) == 0, 
purché /" ' (x) non cambi 'segno allorquando X passa per a; qualora cioè f"(x) 
conservi un segno costante nelle vicinanze di a. 

(2) Qui, a tatto rigore, si dovrebbe applicare il principio d'induzione. 

(3) Questa regola si.può dimostrare direttameli te, come segue: 
Sia dapprima n pari (n > 2), e / ' ( « ) ( a ) < 0 . Se si osserva che fi»)(x) è 

la derivata seconda d i fto-*>(x), dall'ipotesi fi») (a) < 0 s e g u e - o h e f(»-2)(x) 

è m a s s i m a nel punto a; e per essere /"(«-«)(a)s=0, si può affermare c h e . i n un 
intorno di a è verificata la di.seguagliunza/("-2)(a;) < 0. Ne segue, con le stesse 
considerazioni, ohe in detto intorno dev' essere ffn-iì (a) < 0, f(n-^(x) < Ü, 
e così di seguito; per modo che tutte lo derivate di indice pari inferiore ad n 
sono negativo in mi intorno di a (a escluso!. In particolare, f"(as) < 0 in 
un intorno di a, e quindi fix) è massima nel punto a. Dall' ipotesi /(») (a) > 0 
si deduce nella stessa maniera che f (x) è minima nel punto a. 

Sia in secondo luogo n dispari, e / '(»)(«)< 0 . In questa ipotesi, si ar
riva nello stesso modo alla conclusione che tutte le derivate di indice iute-
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Ad un polinomio in tero possiamo appl icare ques ta regola per 

la ricerca dei massimi e dei minimi, pe rchè le de r iva te successive 

di esso sono tu t t e cont inue per qua lunque valore di x. 

Ecco due esempi in proposilo, dei quali il secondo ha una 

part icolare impor tanza . 

1) Dete rminare i valori di oc che r endono massima o minima 

la funzione 

/'(*•) = a i 5 - 5u5 4 + 5;X s + 1. 

Abbiamo 

f'{x) = bxl - 20o>a + 15a? a = 5 r c a (a»8 - 4-.x -f 8) 

f'{x) = 20a ; 3 - 60a) 2 + 30a- = 10x (2a>s - i to + 8) 

f"'(x) - 60 .« 2 - 120a; |- 30. 

I valori di x che possono rendere massima o min ima /'(,*•).. 

sono le radici delia /''(x) = 0, ossia d e l l ' e q u a z i o n e 

5x2(x2- 4aj H-8) = 0. 

Le radici d i ques ta sono 

x = 0, aj = 1, x = 3. 

Applichiamo a ciascuna di esse la regola p receden te . SI Im 

f'(0) = 0, f"(0) • 0, / " " ( 0 ) - 8 0 > 0 ; 

ra)=o, rw= - i o < o ; 
A3) = 0, f ( 3 ) = 90 > 0. 

Si conclude per tan to ohe : 

ad a? = 0 non corr isponde mass imo o m i n i m o ; 

per m = l si h a u n mass imo: f(l) = 2 ; 

per x «» 3 » » » minimo : /'(3) = - 2(1. 

riore ad n e di ordine dispari nono negativo in un intorno del punto « 
(a escluso). Quindi, /"(ai) è negativa in un intorno di a, a por cousogucmzu 
/'(ir) è decrescente in questo intorno. E poiché nel punto a b /"((/) = (>, In 
tangente alla curva y = f{a>) nel punto di ascissa a è parallela all'asso .».• e 
attraversa la curva in questo punto. Si dico allora che nel punto di HHCÌBSII a 
la curva presenta un fimo discendente. — Da /'(»)(«)> 0 si deduce analo
gamente, che nel, punto di ascissa « la curva y ss /'(ai) preseli la un ftcssn 
ascendente. Si conclude pertanto che quando n e dispari, al punto a corri
sponde nò massimo, uè minimo. 
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' 2) Consider iamo una successione di n numeri , ne l la quale pì 

n u m e r i egual i ad ai sono segui t i da pa n u m e r i egual i ad o 2 ; 

quest i , da p3 numer i eguali ad aa; e così v i a ; gli u l t imi pm nu

mer i sono egual i ad am, essendo 

al <a2< as <.... < a m . 1 < a m , 

e Pi +p„ + .... + pm = n. 

Talora si d ice che la successione è formata coi numer i cre

scent i rtj, az,..., am, ai qual i si sono a t t r i bu i t i r i spe t t i vamen te 

i pesi pv, pSi...pm-

P r e m e s s o ciò, si consideri la funzione 

( 1 ) f (x) --= pt (tt{- x)* + p 2 { a 2 - xf + . . . . + p „, (a m - xf, 

» = E, Pi («< - «02> 
i * 

somma dei quadrati degli scarti (o scostamenti, o deviazioni) dei-

numero x dai numeri a t , a2,..,, am, moltiplicati per ì pesi rispettivi. 

Questa funzione ha una g r a n d e impor tanza nella teor ia delle 

medie , e gode della proprietà di assumere il minimo valore per 

1-2) X— P i ( t l + PZ"Z+ - • + P m a m _ y|/ 
W Pi + i > » + • - +Pm 

•media aritmetica ponderata dei numeri a l t aä,..., am, considerati 

•rispettivamente coi pesi pt) p a , . . . > Pm-

Dal la (1), de r ivando , si o t t i e n e : 

f'(x) = - 2 pj (al - x) - 2 p 2 ( a 2 - *) - . . . . - 2 p m {a m - ai), 

'ovvero 

f'{x) = - 2 [pt {ai - a?) +pz (az - a?) + . . . . + p„, [am - a;)] ; 

poi, der ivando nuovamente , 

f"(x) = 2(p{+p2 + ...+pm) = 2n, 

avendo posto pi -\-p2 + ••• + Pm = n. 

• E g u a g l i a n d o a zero f'(x) si o t t i ene 1' equazióne di p r imo gra

do in as: • 

(3) pi(ai-x)+pä{az-x) +...+pm{am-x) = 0, 
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dalla quale si t r ae successivamente : 

Pi « 1 + Pa « 2 + P m a m - (pL -I- po + • • • + Pm) <K = 0, 

Ì>i O, + p 2 rt2 + . . . +pmam = (Pi + P-, "I" . . . +Pm) iB) 

a.-= i ' t "!+.? ' ' - ' "- ' + ••• + ? ' ' " " " _ . Jj^ 

E poiché la der iva ta seconda è una cos tan te positiva, si con

clude che per x = M, f{x) assume il min imo valore . 

Osservazione I. Se p t =p2 =— = pm — l, cioè se i pesi 

sono tu t t i eguali all ' uni tà , la (1) è la somma dei quadra t i degli 

scarti, e la (2) è la media aritmetica semplice: 

ni ' 

dei numer i a , , a >,,,.,, am. 

Osservazione IT. Poiché x — AI ò radico della (il), si h a : 

JPi ( a 4 - M) + P ì (a2 - M) -|- ... \-pm [,im - M) - 0, 

la quale ci dice ohe : 

La somma algebrica degli scarti dei numeri a l t «..,..., «,„ 

dfl7to media ponderata moltiplicati per i pesi, corrispondenti, è 

uguale a zero.-

L a stessa cosa si può dire, ev identomont« (lolla media ar i tme

t ica semplice, quando cioè i pesi sono t u t t i egual i a l l ' u n i t à . 

Quest.' u l t imo esempio ci ha dato occasiono di me t t e r e in luce 

le due propr ie tà fondamental i della inedia a r i tme t i ca (semplice o 

ponderata) ; ed è appunto per ciò che osso acquisi a un par t icolare 

interesse per noi. 

§ 7 . C o n c a v i t à e c o n v e s s i t à . 

Sia la curva di equazione 

essendo f{x) funzione univalent© di as noli ' in terval lo (a, b) ; e s ia 

M un pùn to generico della curva. . 
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Ind i ch i amo con a 1' angolo formato dal la direzione posi t iva 

de l la t a n g e n t e in M con la direzione posi t iva dell ' asse x (XEV, 

§ 1). Quando il pun to M pe rco r re la cu rva nel senso pos i t ivo , 

l ' a n g o l o a, che è funzione de l l ' a sc i s sa x, (XIV, § 3), può var ia re 

crescendo, o p p u r e decrescendo. Ne l p r imo caso la curva è concava 

verso l'asse positivo delle y (F ig . 1); ne l secondo è convessa verso 

quest' asse (Fig. 2). 

P e r decidere quale di ques te due circostanze abbia luogo, 

r ammen t i amo che, (XIV, § 3), 

t g a = / » , 

da cui. 

a = a re t g f'{x), 

e der ivando, 

da _ f"(x) 

Da ques ta r isulta che i l segno di ~ coincide con quello di 

/"'(.«)> in q u a n t o che il denomina tore , 1 + /"(x) , dello, frazione e 

essenzialmente posit ivo. Se d u n q u e f"(x) nel l ' in terval lo («, h) è 

posit iva, ta le sarà pu re e in conseguenza l 'angolo u è c rescente 

in («, b): la cu rva è qu ind i concava verso la direzione pos i t iva 

de l l ' a sse y. Ana logamente si vede, che se in («, b) /"'(a?) < 0, la 

c u r v a è convessa verso la d i rez ione posi t iva dell 'asse 
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Poss iamo p e r t a n t o concludere : 

Se in un intervallo (a, b) /"' (x) è positiva, la curva è concava ; 

se f"(x) è negativa, la curva è convessa verso l'asse positivo delle y. 

E s e m p i o . Si consideri la parabola 

y = f(x) = ax2 + bx -\- c. 

Der ivando si ha : 

y' = "2 ax + b ; y" — 2a. 

Se a > 0, y" è posi t iva e quindi la cu rva è, in qua lunque 

intervallo, concava verso la direzione pos i t iva del l 'asse Po i ché 

y' è una l 'unzione di p r imo grado, vi è un solo va lore di x che 

annulla ques ta d e r i v a t a : « = - ^ . L a funzione ;// « minima per 

qiresto valore di x, perone 'y " è, pe r ipotesi , posi t iva. I n al t r i 

termini, pe r x = ~ ^ si h a la min ima o rd ina ta della curva rap-

presenta t r ice , e prec isamente : 

fi JL\ - H--^AC 

'\~2a.)'~~~ Aa ' 

I l p u n t o della curva eli o rd ina ta min ima è il vertice della 

parabola. 

11 modo di va r ia re della funzione y r i su l ta dallo specchie t to 

seguente : 

- oc 
h 

2 a dooro.sceutn 

lì 
2 a 

-J-ec -)• crescente. 

Con u n semplice calcolo si r iconosce che 
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essendo h un numero posi t ivo qua lunque , ossia ohe la curva è 

s immet r i ca r i spe t to alla r e t t a x = - ™ (asse della parabola) 

Da t u t t o ciò r isul ta che la cu rva si presenta, col ver t ice in 

basso, come nelle un i te figure 3, 4, 5, a seconda che f(^~^~j è 

posi t iva, nul la o nega t iva . 

Se fosse a < 0, f\ - ^ - J sarebbe l 'ordinata massima, e la curva, 

ques ta volta col ver t ice in alto, p resenterebbe l ' u n a o l ' a l t r a 

delle disposizioni ind ica te nel le figure 6, 7, 8, secondo che / ( - > T^j 

è negat iva , nul la o posi t iva . 

(1) Se si trasporta, l'origine nel punto ^~r^ 

trasformata dell' equazione della parabola è 

o dell' asse delle la 

y = am8 -
1)a - 4 a c 

Hi : 

come è tacile verificare. Questa ci dice olio la curva è simmetrica rispetto 

al nuovo asse delle y , ossia rispetto alla rotta te sa» - , 
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§ S . F l e s s i . 

Si chiamano flessi o punti d'inflessione quei p u n t i della cu rva 

y = f{x) nei quali la tangente a t t r ave r sa la curva. 

Se i l / è un p u n t o d ' inflessione 

della curva, des ignando con a l 'ascissa 

di M, la curva è concava alla s inistra 

e convessa alla des t ra di a verso l 'asse 

posi t ivo delle y, o viceversa, Quindi , 

posto tga = f'(x), cioè ind icando con 

a 1' angolo della t angen te alla curva 

con 1' asse delle x, quest ' angolo è c rescente alla sinistra e de

crescente alla des t ra di a, o viceversa. E poiché a e fix) cre

scono o decrescono insieme, si può sena' a l t ro affermare olia in 

impunto d'inflessione della curva y = /(*') la derivata prima, /"(*), 

della funzione f(x) è massima o minima; e viceversa. L a determi

nazione dei flessi della curva y = f(x\ è cosi r i condot ta a quel la 

dei valori di x che rendono massima o min ima la de r iva ta della 

funzione fix), e si appl icheranno a l l ' u o p o alla funziono /"(as) le 

regole stabil i te nel § 6. Quindi, se, quando x passa per a, fix) 

passa dal positivo al negativo, o viceversa, sì ha un /lesso nel punto 

della curva di ascissa a. E questa regola non r ichiedo evidente

mente la cont inui tà d i f"(x) nel punto a. Se poi le derivate succes

sive che si devono considerare sono continue, i flessi vanno ricercati 

fra quei valori dì x che annullano la derivata seconda. I n tale 

ipotesi, sia 

/ » - 0 , /»"(„) » 0 , . . . , f - » ( « ) ~ 0 , / « « * ) : * < ) ; 

allora, se n è dispari , vale a dire se la prima derivata di ìndice 

superiore a 2 che non si annulla per x =--•* a è di ordine disparì, la 

curva y — f{x) presenta un flesso nel punto dì ascissa a. 

In pa r t i co la re , se /"'(«)==Q, / " " (« ) 3g 0, si ha un flesso mi 

punto della cu rva di ascissa a, e p r e c i s a m e n t e : se / " " ( u ) > 0 , la 

curva è convessa alla s inis t ra e concava alla des t ra di a ve rso 
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1' asse posi t ivo delle y, come nel la figura 1 ; se f" (a) < 0, il flesso 

p re sen ta una disposizione, d i rò così, opposta r i spe t to alla pre

cedente (Fig . 2). 

P ropon iamoc i ad es.° di de te rmina re i flessi del la curva 

y = f(x) = x* - 6a; : ì + 12»* -|- 1 2 a + 1. 

Si h a success ivamente : 

f'(x) = 4 a i 3 - 18x* + 2éa> + 12 

f"(x) = 1 2 » 2 - 86« + 24 = 12 (a;2 - 3 « + 2) 

f " = 2 4 a ; - 8 6 = 12 ( 2 a i - 3 ) . 

L e rad ic i de l l ' equaz ione f"(x) — 0 sono l e 2, e p e r ques t i 

valor i d i x si ha f " ( 2 ) = - 1 2 , / " ' ( 3 ) = 12. La curva p resen ta 

qu indi due flessi nei p u n t i di ascisse 1 e 2. 

§ 9 . R i a s s u n t o d e i c r i t e r i d a s e g u i r e p e r i n d a g a r e 

l ' a n d a m e n t o d i u n a f u n z i o n e . 

Sia y = f{x) l ' equaz ione di una curva. P e r s t ud i a r e l ' a n d a 

men to della funzione, e, co r r i sponden temen te , pe r farsi u n ' i d e a 

circa la forma della curva rappresenta t r ice , giova tener p resen t i i 

r i sa l t a t i finora conseguiti , che qu i r iassumiamo brevemente , 

1° I valor i di x per i qual i la funzione f[x) si annul la (radici 

de l l ' equaz ione f(x)~0) sono le ascisse dei punt i d ' incon t ro de l la 

cu rva con 1' asse delle x. 
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2° T valori di x pei quali la funzione f{x) diviene infinita, 

fanno conoscere gli assintoti della cu rva parallel i all 'asse delle y. 

Così se u è uno di siffatti valori, si ha 

lini f(x) = oo, 
X — a , 

e la r e t t a x — a è u n assintoto della curva. 

3 ' L e radici de l l ' equaz ione f'(x) — 01 servono a de te rminare 

gli in terval l i nei quali la funzione f(x) è crescente o decrescente 

(§ 4), e per s tabil i re in quali p u n t i la funzione f(x) è massima o 

minima (§ 6), 

4" L e radici delle equazioni 

A * ) = ° . / » = ° i 

considerate simultaneamente e disposte in ordine crescente, ci fanno 

conoscere gli in terval l i nei quali la funzione f(x) si mant iene po

si t iva oppure nega t i va (§ 5), ossia gli in terval l i ne i quali il f ra t to 

corr ispondente della curva y — f(x) è s i tuato al di sopra oppure 

al di sot to dell ' asse delle ascisse. 

5° L e radici de l l ' equaz ione f"(x) — Q, scompongono la r e t t a 

in tan t i interval l i , in ciascuno dei qual i la funzione /'"(,*.') ò sempre 

posit iva o sempre negat iva , e, cor r i spondentemente , la curva 

y — fix) è concava oppure convessa verso l 'asse posit ivo delle y (§ 7). 

L e radici stesse met tono in luce al t res ì gli eventua l i cambiament i 

di seguo di / '"(«), e quindi i pun t i d'inflessione della curva $ H). 

6° I n flue, i l imit i 

lini f{x); l im f[x), 

fanno conoscere il compor tamento della cu rva all' infinito. 

Una curva p iana può presen ta re al t re particolarità, degne di 

nota, ma quello accennate sono spesso sufficienti pe r lo scopo elio 

si voleva ragg iungere . 

E d ora, va lendoci dei cri teri esposti , passeremo a s tudiare 

1' andamento di una curva notevole. 
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§ 10. C u r v a d e l l e p r o b a b i l i t à . 

È rapp re sen t a t a dall ' equazione 

essendo 7Ì un numero posi t ivo e JT il r appor to della circonferenza 

al d iamet ro . 

P o i c h é y è posi t iva p e r qua lunque valore di a?, si può in t an to 

affermare che -la curva è t u t t a s i tua ta -a l di sopra dell 'asse delle x. 

Olt re a ciò, la curva è s immet r i ca r i spe t to all 'asse y, p e r c h è cam

b iando x in - x 1' equaz ione r imane ina l t e ra ta (IX, § 3). 

De r ivando success ivamente si ha : 

y — ^ 0 , . , 

y » = - | £ e ( 1 - 2 A * » * ) , 
1 jt 

y"'=-'l^e-h~'7:'-1(i2häxä~3). 

L a p r i m a der iva ta si annul la pe r x = 0, e soZo per questo 

valore di x. L a der ivata seconda, pe r x = 0, è y"(0) = - y = < 0 , 

cosicché per as = 0 si ha u n mass imo. Dallo specchiet to 

0 + o o 

y 

+ crescente 

— decrescente 

risulta,, che p e r x = 0 si h a la mass ima fra tu t t e le o rd ina te , e 

p rec isamente , indicando con y (0) il va lore di y per x = 0, y(0)—~Lz. 

I va lor i che annul lano la de r iva ta seconda sono le rad ic i 

de l l ' equaz ione 1 - 2 h 2 x 2 — 0, ossia 

— /( 1 2 

P e r la s immetr ia della c u r v a r i spe t to all' asse y, poss iamo 

l imitarc i a considerare quel la p a r t e di essa che è s i tua ta a l la des t r a 

del l ' asso y. 

Dell'Affilala - Matematici!:; Generali 1 9 
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Dai segni della der iva ta seconda, messi in evidenza nel 

seguente specchiet to , 

y 

h 12 
1 — : 

—= + oo 
h )' 2 

si r iconosce tosto, che la curva nel l ' in te rva l lo \0, 7~jnjj r ivo lge la 

convessità verso la direzione posi t iva dell ' asse y ; men t r e nell ' in

tervallo + °°j è concava verso 1' asse pos i t ivo de l l e y. Ciò 

basta per po ter concludere, che ne l pun to di ascissa —^f, ^a eiu'va 

presenta u n flesso ; m a lo si r iconosce al t resì osservando che 

L a distanza di u n punto M della curva da l l ' asse x, d is tanza 

che è misura ta dall ' o rd ina t a di ili, t e n d e a zero al lorquando il 

pun to si a l lontana indefini tamente lungo la cu rva ; come r isul ta 

dall ' osservare che 

l im y = -iL l im e ~h'~ x'~ — jA- >> 0 = 0, 
3? = co' V K x = ao F 3 1 

ove x t ende all ' infinito pe r valori posi t ivi o per valori negat ivi . 

Ciò si espr ime dicendo che l ' a s se x è. assintoto della curva. Da 

tu t t e queste osservazioni appar isce chiaro l ' andamen to della,curva, 

che si può faci lmente costruirò. L a cu rva dell ' uni ta figura è co

strui ta nell ' ipotesi che sia 7i = 1, ( y ~ ~ e -''''"), 
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§ 1 1 . F o r m e i n d e t e r m i n a t e . 

Con mi procedimento del t u t t o analogo a quello segui to pe r 

d imos t ra re il t eorema che h a condot to alla forinola d e l l ' a u m e n t o • 

finito, (§ 8), si a r r iva a d imos t r a r e il seguente : 

Se /"(as) e cp(x) sono funzioni definite nell'intervallo (a,b), e se 

la derivata cp'(x) di cp(x) non si annulla tra a e b, ha luogo la 

formolo, : 

ffl) - fM^f'l't'ò 

(p(li) — q>(«) rp ' (a'i) ' 

ove x\ è compreso tra a e b. 

Ciò pos to , sia il quoz i en t e di due funzioni cont inue e 

suppon iamo che per x = a si a b b i a 

f(a) = 0, qp(a) = 0. 

Allora pe r x = a il quoz ien te jjĵ j si presenta so t to la forma 

che è p r iva d i significato. I n m o l t i casi pe rò torna uti le la r icerca 

del l imi te verso cui può t e n d e r e il quoziente in parola ; pe r il 

calcolo del qua le non ò leci to appl icare il t eo rema « il l imite del 

quoziente è uguale al quoziente de i l i m i t i » , perchè esso è va l ido 

solo nel caso i n cui l a funzione d iv isore tenda ad u n l imi te diverso 

da zero. 

Si osservi a t a l fine, che essendo /'(«) = rp (a) = 0, si p u ò 

scr ivere ; 

/•(•••) = j /••'»•• w c » ) 
cp (oo) <|>(flj)-cp(«) ' 

e che ci' a l t r a par te , in v i r t ù del teorema accennato dianzi , 

f(os)~fin) __.f(«i). 
f p ( ! C ) - f P ( « i < P ' ( « i ) ' 

ove xl-è compreso t r a a ed.ai ; per cui avremo 

f(x) f'(xt) 
cp(aj) ' ~<p'(xL) " 

(1) Ben s ' in tende derivabil i fino a quell 'ordine ohe occorre considerare. 
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Quando x t ende ad a, anche xi t ende ad a, e se il rapporto 

delle derìmte tende ad un limite, anche il rapporto ~~ tenderà 

allo stesso limite. Nel caso in cui c iascuna delle der iva te avesse 

per l imi te zero, e quindi il r appor to delle der iva te per x ~ a si 

presentasse esso p u r e sotto la forma -jj-, si appl icherà la stessa 

regola al r appor to delle derivate , passando alle de r iva te seconde, 

e cosi v ia . I n ciò consiste la regola di l'Hospital, che cost i tuisce 

un prezioso complemento del calcolo dei l imi t i . 

L a regola di 1' Hospi ta l è applicabile anche nel caso in cui 

per <B = a, il r a p p o r t o delle due funzioni si p resen t i sot to la 

forma p r i v a di significato — . 
1 ° CO 

Talora si ha bisogno di calcolare i l imi t i eli funzioni, che per 

de te rmina t i valor i delia variabile ind ipenden te , si p rosentano sotto 

1' una o 1' a l t ra delle forme seguent i p r ive di significato : 
O x o o , o c - c o , 0 ° ° , oc»0, 1 ° ° ; 

ma t u t t i ques t i casi, si possono faci lmente r i condu r r e alle due 

forme ~- e ~™-, già considerate . 
I) co ' to 

P e r maggior i part icolari su l l ' a rgomento , r imand iamo il l e t to re 

ai T ra t t a t i di Calcolo, o passiamo p iu t tos to ad i l lus t rare la regola 

precedente con qualche esempio. 

Nella pra t ica applicazione della regola di l ' H o s p i t a l , per de

terminare i l l imite del quoziente - ~ ~ al t endere di no ad a. si 

sostituisce sotto il simbolo « l i m » al quoziente del le due finizioni 

quello delle der iva te p r i m e ; poi, occorrendo, quello dulie der iva te 

seconde ; e così d i seguito., 

1) L imi t e di per x 0, 

Si ha 
i. sena: , . cosi» rt 

Iim -—— = l im —r-~»= l im cosa; = eosO -= .1. 
a) = 0 a5 = 0 1 sc = 0 

2) L imi t e di — - - p e r x 0. 



CAPITOLO X V . — § § 1 1 - 1 2 293 

Abbiamo 

l im ^ f i = l im l ± * i ! f =.. Um (l + te»a j )=- l . 
«,- = 0 w » = () 1 

3) L i m i t e d i 1 p e r x — 0. 

Si lia 

l i m i ^ = = l i m ^ = l l i m 5 2 I L f = l > < l = 4 - - . 

4) L i m i t e di ̂ £ ^ p e r as — 1. 

A b b i a m o 

l im — — ^ = l im -^ - = l im e-v — ei=e. 
x = \ * - [ < . ; = 1 1 « = 1 

5) L i m i t e di pe r as = 0. 
a; - s e n a; r 

Si o t t iene successivamente : 

-,. a® — e.-x-2 s e n a ? c » -f- « - « _ 2 c o s a ; 
h m — = h m ~ 

. fl-v-fl-K-|-2 s o n a i 

» » = h m • 
n sena) 

ce == 0 
= l im i f l ± £ ^ ± l £ 2 ! f . = , 4 . 

* n uosa; 
x = 0 

§ 1 2 . F o r m o l o d i T a y l o r e d i M a e - L a u r i n . 

Poss iamo uti l izzare la rego la p receden te per s tabi l i re l ' impor

t a n t e formola di Taylor col resto di Peano. Essa è u n ' es tens ione 

del la formola dell ' aumento finito : 

ove o < u v < l . Supposta con t inua la der iva ta f'(x), si Ira 

l im f ' ( x 0 + M) = r(x0), 
h = 0 

cosicché : 

f ' t x 0 + $h) = f'(X0) + E, 

ove E t ende a zero con h. Allora la formola dell' aumen to finito 

si può scr ivere : 

(1) f(x0 + h)^f(xQ) + h[f'(x0) + i\. 
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U n a p r i m a estensione di questa formola si può o t tenere così. 

Si consideri il quoziente 

( 2 ) < P ( Ä ) . _ A : : - > / ' w ^ , ) - i n . . v . 

P e r h = 0 esso si p resenta sot to la forma inde te rmina ta — 

Passiamo al l imite quando li tende a zero, appl icando la regola 

di l 'Hosp i t a l ; si o t t iene : 

l im (p(Ä)= lim ^ i ± ^ Ä 
7( = 0 Ä = 0 

l i i m r > o + / o - / " o « 0 ) 

Ä = 0 / l 

Ora, per definizione di der ivata (seconda), si ha 

l im i 

cosicché 

^liin (p(Ä) = i r ( a > 0 ) , 

dalla quale si ot t iene 

ove E j t ende a zero con li ; od anche 

tP(Ä) = ^rLrk) + 2 U J . 
Pos to 2! E t = anche e t ende a zero con //, e si ha in definit iva: 

' p ( A ) = - | I - i : r ( « o ) - K i . 

Sost i tuendo a cp (li) questa espressione nel la (2), si h a : 

2 ! 1 / l * o » + ej p r , 

dalla quale 

f(x0 + h)=f(xQ) + hf'(x0) + V[f (x0) 4- e], 

che ò appunto u n a p r i m a estensione del la (1). 



CAPITOLO XV, — § 12 295 

Con lo stesso p roced imen to si ha, in. generale, ia forinola : 

(3) f(x0 + h) = f(x0) + hf'(x0)+
}£f"{x0) +... + ̂ f"-*K) +^[f « (xQ)-HE], 

essendo e u n numero che t ende a zero con li. E questa precisa-

m e n t e la formala o sviluppo del Taylor. 

I l t e r m i n e 

(4) B « = ^ [ / W ( a g - M ] 

si ch iama termine complementare o resto dello svi luppo. Esso può 

assumere var ie forme. L a forma (4) ò dovu ta al P e a n o . ( 1 ) 

L a formola (3) dà ló sv i luppo, d i f(x0 + h) o rd ina to secondo 

l e potenze crescent i di h. S e nella (3) si pone x0 = 0, h = x, si 

o t t iene 

(5) / • ( a . ) = / ( 0 ) + «/>70) + | ! r ( 0 ) + ... + ^ / ( ' s - 1 ) ( 0)+S [ / W ( 0 ) + s], 

ove e tende a zero al t e n d e r e d i x a zero. È questa l a formola 

dì Mac-Laurin, m e d i a n t e la quale si o t t iene lo sv i luppo di una 

funzione f{x) o rd ina to secondo le potenze ascendent i di x. 

E impor t an t e osservare , che ne l caso di u n pol inomio in t e ro 

d i g r a d o n 

f(x) = a 0 x n + a± xn-1 + a^xn-2 + ... + an.\ x + an, 

si h a pe r i l t e rmine c o m p l e m e n t a r e : Rn = -^f fm (x0), ossia che 

nel l 'espress ione (4), 8 = 0. Abb iamo qu ind i pe r f(x0 + h) lo svi luppo : 

• ove fw(xü) — ni a0, come è facile verificare d i r e t t amen te . 

L a formola di Tay lo r col res to di P e a n o è sufficiente pe r 

t r a t t a r e le pr inc ipa l i appl icazioni geomet r iche e anal i t iche del 

. Calcolo differenziale. 

(1) Calcolo differenziale pag, XIX. Vedasi anche « P. d'Aroois - Calciolo 
infinitesimale» Voi. 1° pag. 50G - Padova - A. Draghi Editore - 1912. 



296 

CAPITOLO XVI. 

Differenziali 

§ 1 , I n f i n i t e s i m i . 

P e r infinitesimo a' i n t ende ogni n u m e r o var iabi le avente per 

l imite zero. 

I l concetto di infinitesimo implica dunque quello della varia

bilità. U n numero piccolissimo, ma fisso, non è un infinitesimo. . 

È spesso necessar io confrontare t r a loro due infinitesimi a e ß. 

A tal fine si considera il loro rappor to Se i l l imite di questo 

rappor to è un numero finito 7 c ^ 0 , si dice che ß e a sono infini

tesimi dello stesso ordine. I n par t icolare , due infinitesimi dello stesso 

ordine si dicono equivalenti, quando il' l imi te del loro rappor to è 

1' uni tà posi t iva . 

P e r espr imere ohe a e ß sono infinitesimi equivalent i , scrive

remo ta lora a ^ ß. 

Se invece il r appor to | | tende a zero, si dice ehe ß è d i 

ordine superiore ad et. I n questo caso, posto -— — *<;, i; è un infini

tesimo, e si ha ß = a e . Quindi , se ß ò di ord ine super iore ari a, ß 

è uguale al p rodot to di a pe r un a l t ro infinitesimo. Reciproca

mente : se ß = ex s, ove R è u n infinitesimo, è ev iden te che ß è . 

di ordine. super iore ad ex. 

In fine, se il r appor to tende al l ' inf ini to , o, come si dice, ò 

u n infinitamente grande , ß è di ordine inferiore r i spe t to ad a. 

Nel caso in cui ß e « sono dello stesso ordine , vale a d i re quando 

l im ! = «sO), 



CAPITOLO X V I . — § 1 297 

si può sc r ive re 

ove e è un infinitesimo, p e r cui 

(1) ß = Jca+ea. 

Questa espress ione ci dice che ß è la somma di due infinite

s imi : il p r imo , le oc, è dell ' o rd ine di a (o di (3), e si chiama valor 

principale di ß. ; il secondo è d i ordine, super iore ad a (o a ß). 

Da l l a (1) si t rae 

ha 1 /( ' 

da cui l im = 1, e ques ta ci elice che ß è equivalente al suo 

valor principale. 

Quando in una quest ione si devono considerare p iù infinite

simi, si a ssume uno di essi come e lemento di confronto, e si 

chiama infinitesimo principale o di primo ordine. S ia a l ' inf ini te

simo p r inc ipa le : a" , ove n è u n numero reale e positivo qualun

que, si elice infinitesimo di ordine n. I n conformità alle p receden t i 

definizioni, u n infinitesimo de l l ' o rd ine di a s i dirà di p r imo o rd ine ; " 

u n infinitesimo dell ' o rd ine di a " , si d i rà infinitesimo di ord ine n. 

Se ß è un infinitesimo di o rd ine n, poss iamo scr ivere : . 

ß^=lean+ean, (jk^O), 

e lcan, p u r e di ordine n, è i l va lor pr inc ipa le di ß ; m e n t r e s a " 

e u n infinitesimo di ord ine super iore ad n. E chiaro, dopo quan to 

si è de t to sopra, che ß e lì an (valor pr inc ipa le di ß) sono infini

t e s i m i equiva lent i . 

Il s eguen te teorema è il fondamento del Calcolo differenziale : 

Il limite del rapporto di due infinitesimi rimane inalterato, se 

ai termini del rapporto si sostituiscono infinitesimi equivalenti. 

I n simboli : 

se l im — = 1, lim ~ = 1 ; si h a l im — — l i m — . 
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Infat t i si può scr ivere : 

i . = i - . ' l i . £ i 

da cui, passando al l imite, 

l im — = lim — l im — lim — , 

e poiché l im = 1, lim — 1 per ipotesi , 

l im — = lim — . 

a a i 

Corollario. - Il limite del rapporto di due infinitesimi resta 

invariato, se ad. essi si sostituiscono i loro valori principali. 

E s e m p i : 1) - Se a è un infinitesimo, è pu ro infinitesimo 

ß = s e n 2 a , e si La (XV, § 11) 
lim — = lim 8 C " ~" = l im — 2 lim cos 2 a = 2 :< 1 — 2. 

a a l 

I due infinitesimi [i o a sono d u n q u e dolio stesso ordino. 

2) - Abbiamo visto (XI I I , § 6) ohe se a ò un infinitesimo, 

-, . son a ., 
lim = 1, 

la quale ci d i c e . n o n solo cho s e n a e a sono dello stesso ordino, 

ma che essi sono anche equivalent i . 

3) - Sono pu re equivalent i i due infinitesimi a e t g u , per

chè (XV, § 11) 

l im i l l u d i , 
a 

4) - Se a è l ' inf ini tes imo pr incipale , 1 - c o s « è infinitesimo 

di secondo ordine, perchè (XV, § 10) 

5) - Se a è l ' inf ini tesimo pr inc ipale , la differenza a - sen u è 

u n infinitesimo del terzo ordine , p e r c h è il r a p p o r t o t e n d e 

ad un limite diverso da zero. S i ha infa t t i success ivamente (XV, § 11): 

i ' a - s o n « i-, 1 - o o s a 1 ,. 1 - cosa 1 . 1 1 
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§ 2 . I l p r i m o d i f f e r e n z i a l e . 

'Sia y — f(x) ima funzione con t inua der ivabi le . P e r definizione 

d i de r i va t a si h a lim ~ ~ — /"(*)• Suppongas i f'(x) S ; 0 ; allora 
A» ' = 0 / - x f l ; 

Ay e A,a; sono infinitesimi dello stesso ordine, e possiamo scr ivere: 

A ?/ = / " («0 A x - j - 8 A <B, 

ove e è u n infinitesimo assieme a A » . I l valor pr incipale di A? / 

è f'(x)/\x, e si ch iama il differenziale od anche il primo diffe

renziale del la funzione ?/. Esso si indica con dy, va le a dire si pone 

dy — f'(x) Ax, 

A d u n q u e , il differenziale è il prodotto della derivata per V in

cremento arbitrario della variabile indipendente. 

I n par t ico lare , se y — f(x) — x, si h a /"(«) = 1, e qu indi 

dy — l>Aoo = Ax = dx; 

cioè il differenziale della variabile indipendente è l'incremento arbi

trario attribuito a questa variabile; pe r cui d ' o r a innanz i si potrà, 

vo lendo , sos t i tu i re dx a Ax t u t t e le vo l te ohe a; è la variabile 

i n d i p e n d e n t e , e scrivere pe r il differenziale dy della funzione y = f(x), 

dy f'(x) dx. 

D a ques ta si deduce 

/>>-!&'' 
la quale ci dice che la derivata è il rapporto di due differenziali: 

i l differenziale della funzione diviso per i l differenziale della varia

bile i nd ipenden te ; rag ione p e r cui la der ivata si ch iama anche 

quoziente differenziale. A d u n q u e , la sc r i t tu ra ^ n o n è sol tanto un 

s imbolo in t rodo t to per r a p p r e s e n t a r e la der ivata , m a è , a n c h e un 

vero e p ropr io rappor to di differenziali. 

Suppongas i ora che nella y — f{x), non sia x la var iab i le indi

penden te , m a che sia invece una te rza var iabi le t l ega ta al la x 

dalla re lazione x~cp{t). P o s t o 

y - f m ) ] - F { t ) , 
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0 

per la definizione p receden te del differenziale, sì La in t an to : 

dy = F'(t)dt. 

Ma per la regola di der ivazione delle funzioni d i funzione, 

e, quindi, sos t i tuendo nella precedente , 

dy = f (x) cp'(t) d t. 

E poiché cp'(t) dt — dx, possiamo' scr ivere 

dy = f"{x)dx, 

precisamente come quando x era la var iab i le ind ipendente . Si può 

dunque affermare che : il differenziale dy ì> il medesimo, tanto se x 

è la variabile indipendente, quanto se x à funzione di un' altra 

variabile. 

Segue eia ciò, che il rapporto dei differenziali di due funzioni 

rappresenta la derivata della prima funzione rispetto alla seconda. 

Queste p ropr i e t à del pr imo differenziale non hanno più luogo 

per i differenziali di ordine superiore al p r imo, come si vedrà t r a 

breve . 

§ 3 . I n t e r p r e t a z i o n e g e o m e t r i c a d e l p r i m o d i f f e r e n z i a l e . 

Sulla cu rva rappresen ta t r ice della funziono • y = f(x), conside

riamo il p u n t o Ms={x,y), e, nelle v ic inanze di il/, il p u n t o 
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M'ss (x -f- A x, y -b Ay). D a l l ' u n i t a figura r isul ta subi to olio 

PQ = MP tg a = dx • f'{x) = d y. 

A b b i a m o poi 

A y = PM' = P Q + QM' = dy + QM', . 

e, ci' a l t r a pa r t e , 

Ay = dy + zAx, 

p e r cui , confrontando le due espressioni d i A ?/, si lia • 

Qilf' = 8 A » . 

S i osservi che, men t re p e r le coordina te del pun to M' (sulla 

curva) si h a 

M' == (x + Ax,y + Ay) = {x + dx,y -|- A y), 

p e r le coordinate de l p u n t o "Q (stala tangente), abbiamo 

Q = (x + dx, y + dy). 

S i passa dunque da M' a Q, t r a scurando QM', ossia sosti

t u e n d o a l l ' i nc remen to A y de l la funzione il differenziale della 

funzione stessa. Quindi , sostihiire al A y il dy equivale a sostituire 

alla curva la tangente nelle vicinanze del punto di contatto. 

Cogl ieremo 1' occasione pe r scr ivere 1' equazione della tangente 

alla curva nel punto M~(x,y). B a s t a osservare, che la t a n g e n t e è 

l a r e t t a che congrange i l pun to (x, y) col punto (x + d x, y -f dij). 

L ' e q u a z i o n e della t angen te è d u n q u e (XI , § 1 ) : 

X Y 1 

x + dx y + dy 1 = 0 . 

ß y . i 

ovvero , sot traendo dalla p r i m a e seconda r iga la terza, 

X-x T-y 0 

dx d y 0 

x . y 1 

•o, 

d a cui 
dy 
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Abbiamo indicato con X e Y le coord ina te cori-enti, pe r di

s t inguer le da x e y, che sono le coord ina te del pun to di con ta t to 

della t angen te . Non si d iment ichi che è la derivata della fun

zione y = f{x), calcolata nel punto di contatto M= (x, y). 

Si passa dall ' equazione della t a n g e n t e a quella della normale 

alla curva nel punto (x, y) (perpendicolare alla t angen t e nel 

punto M), r ammen tando che la cos tante di direzione della nor

male è - ~ , (inversa di quella della t angen te , p resa con segno 

negativo) (XI, § 3). 

L ' equazione della normale è d u n q u e : 

Y-y^-%(X-x). 

P e r l 'effet t iva costruzione della tangente o della normale ad 

una curva in un dato punto, t o rna u t i l e la conoscenza delle lun

ghezze di cer t i due segment i che si ohiamauo sottotangente. e sot-

0 

tonormale. L a conoscenza di quest i segment i p e r m e t t o di o t tenere 

u n altro punto della t angen te o della no rma le al l ' infuori del p u n t o 

di contat to. 

L a so t to tangente si indica con 8 t , ed è il va lore algebrico del 

segmento TP{8f~Tl>), 
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L a sot tonormale si indica con Sn, ed è il valore algebrico del 

segmento PN(Sn—PN). 

Dal la figura r isul ta tos to che 

St = y co tg a == -1!— = = y'^; 
° ° tga y ''dy' 

8»= y t g a = yy' -=y%. 

' P e r il no to pr incipio dei segui, queste formole sono va l ide 

qua lunque sia la m u t u a posizione dei pun t i il/, T, JV, P. 

I l s egmento MT della t a n g e n t e e il segmento MN del la nor

male , (Fig. 2), si chiamano r i spe t t ivamen te lunghezza della tangente 

e lunghezza della normale, e le loro misure si sogliono p rende re 

in valore assoluto, P o s t o Li = M'I) Lll — MN) dal la figura 2 si 

deducono subi to le seguent i espressioni di L t e di L,t : 

nel le qual i i segni dei secondi , membr i vengono scelti in guisa 

che le corr i spondent i espressioni di Lt e d i Ln r i su l t ino posi t ive, 

§ 4 . E l e m e n t o l i n e a r e d i c u r v a . 

D a t a la curva d i equazione y = f(x), conveniamo di contare 

gli a rchi di essa a pa r t i r e da u n p u n t o 0' scelto a rb i t r a r i amen te 

sulla curva (F ig 1 1). -

L ' a r c o 0'M è funzione de l l ' a sc i s sa x, funzione che indiche

remo con 8(x), o, p i ù b revemente , con s, quando non ci sia per i 

colo di equivoco. P ropon iamoc i di calcolare la de r iva ta di ques ta 

funzione rappor to ad x. A t t r i b u e n d o ad x un inc remen to A x, la 

funzione s(x) subirà un inc remento A s = s(x-\- Ax) - s(x), rappre

sen ta to ne l l a , figura d a l l ' a r c o MM'. Si osservi p r i m a di t u t t o 

ohe 1' arco A*» la corda MM' che lo sot tende, e il segmento M Q 

della t angen te in M alla curva , sono infinitesimi insieme a A,x. 
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Ora per le curve che s ' i ncon t rano nel le applicazioni, si d imost ra 

facilmente che 

dalle qual i r i sul ta tos to 1' equivalenza 

Asooi l fQ. 

Premesso ciò, in v i r tù del t eo rema fondamenta le del Calcolo 

differenziale (§ 1), si può scr ivere : 

r A*' T MQ h m — - = h m ——. 

D ' a l t ra par te si ha dalla figura che 

( t , , MQ MQ 1 • • / , , . » • / " " 7 7 7 

ossia che «7 rapporto è indipendente da ,'\x, Abbiamo pe r t an to 

ovvero 
d 

do; 

da cui 

(3) ds = dx-Ìl A f l ^ A 

Questa formola, che fornisce il differenziale dell ' arco «, ò 

d ' impor t anza fondamentale nelle applicazioni geomet r iche del Cal

ci) La prima ili questo equivalenze ha qniwi un carattere di evidenza, 

perchè quando M' tende ad M lungo la curva, l'arco MM' e la corda olio 

lo sottende tendono a diventare eguali, e quindi il loro rapporto tendo al

l'unità. Quanto alla seconda, si osservi che dal triangolo All'Ai', rettangolo 

in si deduca 
M ]>.— ~M~M~' ca»q>, 

indicando con cp l'angolo della corda MM' con l'aHse dello x; e che dal trian
golo MP Q si ha 

M P~ M Q cosa, 
essondo a l'angolo della tangente in M con l'asse dello te. No segue 

MM' cosqi m, MQ cosa, ossia =r ~~ E poiché Hm tp = «, ai lui in fin--

,. MM' ,. cosa cosa 
I n n = l ini——— = 1. 

M Q cos <p cos a 
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colo differenziale. L ' in f in i tes imo differenziale ds p r ende comune

men te i l nome di elemento lineare della curva. 

Si ut i l izza la formola (3) ne l Calcolo integrale pe r la rettifi

cazione delle curve piane . 

Dal la (2) si deduce 

M Q = Ax • }ll + jHxf=dx • Ìl + / * > f , 

la quale, confrontata con l a (3), ci dice che ds — M Q , ossia che il 

differenziale dell' arco s è rappresentato dal segmento M Q del la 

t a n g e n t e in M alla curva. Dopo di che la formola (3) si può rica

va re i m m e d i a t a m e n t e dalla figura 1. Difat t i dal t r i ango lo MPQy 

r e t t a n g o l o in P , si ha subi to 

MQ <=MP -\--PQ , 

ossia 
(4) ds2 = dxz + dy'\ 

da cui 

d s ^ d x . y i + m , 

che coincide appun to con la (3). 

Dal lo stesso tr iangolo MPQ si r icava 

MP- MQ - cosa , PQ—MQ- sena , 
ossia 

dx — ds- cosa , dy = ds • s ena , 

e da queste seguono tosto le 

IK\ ''»' dy (5) 0 0 8 « = - ^ , s e n a = ^ - , 

formole di uso frequente ne l la .pra t ica del calcolo. 

L a formola (4) fornisce i l quad ra to de l l ' e l emen to l i n e a r e . d i 

cu rva median te i due infinitesimi differenziali dx e dy. L e (5) c i 

dicono, che il coseno e il seno de l l ' ango lo a formato dal la t an 

gen te nel pun to M s s (xt y) con 1' asse delle ;r, sono dat i r i spe t t i 

vamen te dalle der iva te dell ' ascissa e dell ' o rd ina ta di M r i spe t to 

all ' arco s 

(1) È senz'altro evidente di per se elle le coordinate x e y del punto M 
sono funzioni dell'arco s . 

Dell' Agnolo. - Matematiche Generali 20 

file://-/--PQ
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§ 5 . R e g o l e p e r l a d i f f e r e n z i a z i o n e . 

P e r calcolare il differenziale d i una funzione y = f(x), basta , 

in v i r tù della definizione, calcolarne la de r iva ta e mol t ip l icar la 

per dx. P e r differenziare^ ossia per calcolare i l differenziale di u n a 

funzione, non abbiamo dunque bisogno di nuove regole . Quelle 

stesse che 'abbiamo stabil i to a suo t e m p o per il calcolo delle deri

vate, servono anche per quello dei differenziali : ba s t a solo negli 

enunciat i cambiare la paro la de r iva ta nel la parola differenziale. 

Ohe le no t e regole di der ivazione si t r aducano in a l t r e t t an te 

regole di differenziazione, è reso manifesto da i seguent i e sempi : 

d(u + v) = (u-\-v)' dx-=(u' -f- v')dx == u'dx -|- v'dx — du + dv, 

d(uv) — (uv)' dx = (uv' -\-vu')dx = tiv' dx-\~vu' dx — udv + vdu, 

j(u\ (u\, , vu'-uv' j • vìt-'dw-uv'dm vilu-vilv 
a — •—- -— et x — - .7 a x — i7 ~ —• ~~ T, . .Vi \v 

Ess i espr imono in formolo le regole per differenziare u n a 

somma, u n p rodo t to , u n quoziente, 

§ 6 . D i f f e r e n z i a l i s u c c e s s i v i . 

I l differenziale del differenziale p r imo, d (dy), si chiama dif

ferenziale secondo e si indica con d'zy, cosicché si h a per defini

zione 

däy-=d(dy). 

I l differenziale del differenziale secondo, d(d'2y), si chiama 

differenziale terzo, e si indica con d'A y, cioè si po.no 

d*y = d(d*y). 

Così cont inuando, si definiscono i differenziali successivi della, 

funzione y. I n genera le si h a per il. differenziale n m i w o 

dny^d(dn'1y), 

I l calcolo dei differenziali successivi si semplifica notevol

mente , mercè la seguente convenzione fondamentale: il primo 

http://po.no
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differenziale dx della variabile indipendente non dipende da questa 
variabile^. S i ha pe r t an to 

d2x=0, dsx = 0,..., dax = %.., 

cioè i differenziali successivi del la var iabi le ind ipenden te , a par-

' t i r e dal secondo, sono t u t t i nulli , 

I n v i r t ù di questa convenzione, nelle successive differenzia

zioni il dx si considera dunque come una costante, e si ha : 

d*y = d[f'(x) dx] = dx • d f'{x) = dx [f"(x) dx] 

» =f"(x)dx;-

d*y = d \f'(x) dx2] = dx2 • d f" {ai) - dx2 [f" (x) dx] 

» =f"{x) dx3; 

e così v ia . I n generale 

dny ^f<-n\x) dxn, 

Questa oi dice, che il differenziale « 6 s i m 0 di una funzione è il 

prodotto della derivata n 6 i , h n a per la potenza n o s i m a del differenziale 

della variabile indipendente. Quindi , no t a la de r iva ta neBÌm&, si co

nosce il differenziale ? i 8 s i m 0 . Viceversa , noto il differenziale n e s i i n 0 , 

si h a dal la p receden te 

I
 v ' dam ' 

la quale ci dà la der iva ta n0!>imRi. 

Questa si p resenta come un rappor to : il differenziale « e s i m 0 

della funzione diviso per la potenza ^ e s i m a del differenziale della 

variabile indipendente. 

Osservazione. L ' espressione del differenziale « e s i m o , 

dny ==/*<«>(*) dx", (n > 1), 

vale nell ' ipotes i che sia x la var iabi le ind ipenden te . Ma se a; n o n 

fosse la var iab i le ind ipendente , l ' e spress ione di dny n o n sa rebbe 

così semplice, ed anzi andrebbe r a p i d a m e n t e compl icandos i al ore-

scere di n. Bolo il pr imo differenziale gode della p r o p r i e t à di ri

manere i l medesimo t a n t o ' n e l caso in cui* x è la v a r i a b i l e . i n d i 

penden te , quanto in quello in cui x è funzione di u n ' a l t r a var iab i le . 
(1) In altri termini, sì può e giova cons iderare dx = A x (incremento 

arbitrario della variabile indipendente) i l medesimo per tutti i valori d i x 
. elio si devono considerare, 
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Funzioni di più V a r i a t i l i 

§ 1 . G e n e r a l i t à . 

Come la r e t t a è il luogo della var iab i l i t à di u n a sola va r i a 

bile reale ind ipendente x, così il p i ano è il luogo su cui poss iamo 

rappresen ta re la var iabi l i tà di due variabili r ea l i ind ipenden t i se 

e y. B a s t a assumere x come ascissa e y come ord ina ta" di u n 

pun to del p iano, r i ferendosi al solito s i s tema cartesiano, perchè 

a d ogni coppia x, y di numer i real i cor r i sponda un unico e deter

mina to pun to del p iano ; e rec iprocamente . 

L a locuzione « pun to {a, b) », ove a e b sono n u m e r i real i 

qua lunque , significa «pun to del piano di ascissa a a d i o rd ina ta b ». 

Alla nozione di in terval lo della r e t t a cor r i sponde nel p iano 

l a nozione di campo. P r e n d e questo nome ' ogni porz ione finita 

de l piano l imi ta ta da u n a o p iù l inee chiuse, che formano il con

torno del campo. U n tale campo si dice finito, per significare che 

esso è contenuto in tuia circonferenza col een t ro nel l ' or igine e 

d i raggio abbas tanza g rande . Ma se ques ta c i rcostanza non si pre

senta, vale a dire se esistono punt i del campo es terni ad una oir-

conferenza col centro nel l ' or igine e d i r agg io comunque g rande , 

al lora il campo si dice infinito. P e r es.°, una parabola divide i l 

piano in due regioni o campi, ciascuno dei quali si es tende al

l ' infinito, e la parabola è il contorno comnne di ques t i due eampi 

infiniti. U n campo infinito può anche abbracc iare l ' i n t e r o p iano . 

Da l pun to di v i s ta analitioo, un campo non è a l t ro ohe l ' i n 

s ieme dei pun t i del p iano ohe soddisfano (con le loro coordinate) 

a cer te re lazioni . 
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Cit iamo qualche esempio in proposi to . 

1) I l campo formato dai p u n t i de l p iano che soddisfano al la 

condizione y > 0, è i l semipiano al d i sopra dell 'asse delle ascisse. 

2) I l campo formato dai pun t i pei quali si ha y » 0, è il 

semipiano al di sopra del l ' asse delle x, compreso quest ' asse me

desimo. 

3) I l campo definito dalle relazioni 

x » 0, 

è fo rma to dai punt i che appar tengono alla porzione del p i ano 

l imi t a t a dalle direzioni pos i t ive degli assi, inclusi i semiassi po

si t ivi . 

4) I l campo definito d a 

xz + y2 • 1, 

è fo rmato dai pun t i i n t e rn i alla circonferenza uni ta r ia col cen t ro 

nel l ' or igine, e comprende ino l t re i p u n t i di questa circonferenza. 

5) Invece i p u n t i del piano che soddisfano alla condiz ione 

formano u n campo infinito, e p rec i samente il campo che c o m p r e n d e 

i p u n t i de l p iano es terni alla circonferenza un i t a r i a col c e n t r o 

. ne l l ' or igine. 

6) I p u n t i del p iano soddi

sfacenti alle condizioni 

x s + y 2 ^ l , y>0, < B » 0 , 

fo rmano u n campo finito : il 

t r iangolo mist i l ineo OAB, t r a t 

teggia to nella figura, contorno 

incluso. 
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7) Sia a>b, essendo a eb due n u m e r i posi t ivi , e conside

riamo le due relazioni 

y x2 + yä 3^ b2, xü + ys
 -s; az. 

I l campo da esse definito è la 

corona circolare l imi ta ta dalle due 

y- c irconferenze 

Xs + ?/a = ft2, x% -|- y& = a2, 

iucluse le circonferenze s tesso: essa 

è t r a t t egg ia t a ne l l 'uni ta figura. 

Quando in un campo s ' i n t e n d o n o inclusi i p u n t i del contor

no, il campo si dice chiuso. Nel caso opposto, si dice che il campo 

è aperto. I campi cons idera t i negl i esempi 2), 8), 4), 0) e 7) sono 

chiusi. Invece i campi di cui agli esempi 1) e 5), sono aper t i . 

I campi che ver ranno considerat i in segui to s ' i n t e n d e r a n n o 

sempre chiusi , salvo un ' esplicita d ichiarazione in cont rar io . 

P e r intorno d i u n pun to P del p iano s ' i n t e n d o un campo 

finito qualunque cui appar tenga / ' corno p u n t o in t e rno : por os.° 

un cerchio col centro nel pun to P e di raggio arb i t ra r io ; oppure 

un re t tangolo il cui centro di figura (punto d ' i n c o n t r o delle dia

gonali) coincida con P. 

Se poi si considera mi campo C, u n in torno e di un punto P 

di G dovrà appar tenere a G. Quindi , so il p u n t o P ò sul contorno 

del campo, il pun to P si t roverà necessa r iamente sul contorno di c. 

Ciò posto, sia u — u (x,y) una funziono dolio duo variabil i 

ind ipendent i x e y. P e r valore della funzione nel punto (a, b) s ' in

tende quello ohe essa assumo ponendovi x- a, y b; valore elio 

si indica con u [a, b). 

U n a funzione di due variabili può essere definita in tu t to il 

piano, e ciò avviene quando essa assume un unico e de te rmina to 

valore in ogni pun to del piano s tesso. Ta l e è, ad es . 0 , la funziono 

u -~ aa',a |- bxy -\- cy2, 

ove a, b, c sono costant i . 
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P u ò anche accadere che la funzione r i su l t i definita so l t an to 

in u n campo finito C. P e r es.° la funzione 

u = / l - x'2 - y'2, 

ove s ' i n t e n d e di assumere i l valore ar i tmetico del radicale , è de -

finita sol tanto per quei va lor i d i x e y tali ohe 1 - xz - yz » 0, 

tal i cioè che _ 

xs + y 2 ^ l . . 

In ques to caso dunque la funzione è definita ne l cerchio li

mi t a to dal la circonferenza di ragg io eguale a l l 'uni tà , e col centro 

ne l l ' o r ig ine del le coordinate . 

Invece la funzione 

u == )/,'c2 + y2 - 1 

è definita per t u t t i i p u n t i (x, y) tal i che 

x2 + y 2 ^ l , 

cioè nel campo formato dai p u n t i es terni alla circonferenza uni

t a r i a col centro nell ' or igine, inclusa l a circonferenza stessa. 

Nel capi tolo I X 0 (§ 4) abbiamo vis to come si possa rappre

sentare geomet r i camente u n a funzione di due variabi l i . 

P e r magg io re chiarezza e sempl ic i tà di scr i t tura , l imi te remo 

le nos t re considerazioni alle funzioni di due variabil i . L ' e s t en 

sione dei r i su l ta t i al caso di u n numero magg io re di var iab i l i 

n o n p re sen ta difficoltà. So lamente farà difetto la rappresen taz ione 

geomet r ica . Così quando si deve considerare una funzione di n 

var iabi l i u—u(xu as g .„ , xn), essendo n > 3, per ana logia chia

meremo punto ogni sistema di n va lor i par t icolar i a t t r i bu i t i al le 

variabili , stesse. E l imi tando comunque la var iabi l i tà di c iascuna 

var iabi le ad in terva l l i de te rmina t i , avremo u n campo re la t ivo alle 

n va r iab i l i in parola. 
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§ 2 . C o n t i n u i t à . 

I l concet to di l imite, e con esso quello di cont inu i tà , si e-

s tende tos to alle funzioni di due var iab i l i ; e prec isamente : 

« Di re che la funzione u [x, y), al t ende re comunque del pun to 

(x, y) al pun to (a, b), t ende ad u n l imi te l, s ignifica: scelto un 

numero posit ivo s piccolo a p iacere , esis te u n in to rno del pun to 

(a, b), ne i p u n t i (x, y) del quale i n t o r n o r i su l t i 

I » [:r,y)~ 11 < B » . 

Ciò si espr ime con la scr i t tura 

l im ti (x, y) = l. 
ce = a 
V = b 

Quando 

lìm M (.T, y) — u (a, b), 
CD = a 
y=zb 

si dice che la funzione u (x, y) è continua nel punto (a, b). I n 

al t r i te rmini , la funzione u (x, y) è con t inua nel p u n t o (a, b) 

quando, al t endere s imul taneamente di x ad a e d i y a b, senza 

porre fra ce e y a lcun legame, la funzione u (x, y). t ende al l imite 

u(a,b), va lo re della funzione nel. p u n t o (a, b). 

Giova osservare a proposi to , che se una funzione ò con t inua 

nel punto (a, b), essa è cont inua s epa ra t amen te r i spe t to a ciascu

na delle var iabi l i . Non è ve ra però la rec iproca : vale a dire dalla 

cont inui tà r i spet to a ciascuna delle var iabi l i separa tamente , non 

scende necessar iamente la cont inui tà r i spe t to al s is tema delle due 

variabil i . 

U n a funzione s i ' d i c e continua iti un campo, quando è conti

n u a in ogni punto del campo, inclusi i p u n t i de l con torno . 

Re la t ivamente alle funzioni cont inue di due variabil i , ci l imi

teremo ad enunciare la seguente p r o p r i e t à [estensione della no ta 

propr ie tà delle funzioni di u n a var iabi le ( X I I I , § 7)] : 
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la quale d iv ide il p iano di dire regioni . Nella reg ione i n t e r n a 

(contenente 1' origine) la funzione u (,T, y) si man t i ene sempre ne

ga t iva ; nella reg ione esterna, sempre posi t iva. 

Una funzione u («J, y) contìnua in un campo finito G, assume 

nel campo stesso il massimo ed il minimo valore ; ed assume inoltre 

ogni altro valore compreso ira il minimo ed il massimo. 

Segue da questo t eo rema ohe : 

Una funzione continua in un campo non può cambiar segno 

senza annullarsi. Quindi , se in un campo G una funzione continua 

u (oc, y) non sì annulla mai, essa conserva nel campo sempre il 

medesimo segno. 

Si d imost ra che una funzione razionale in te ra delle due va

r iabi l i x e y è cont inua in ogni pun to del p iano, e per conse

guenza in qua lunque campo. Poss iamo per tan to appl icare le pro

posizioni p receden t i alle funzioni razional i in te re di due variabi l i , 

cons idera te i n un campo qua lunque . 

Sia , ad es.°,to (x, y) = Ax + By -\-'G. Se si considero la r e t t a 

(1) Ax + By + G=0, 

essa divide il p iano in due reg ion i (semipiani). Se in u n a di 

ques te r eg ion i consideriamo u n campo qua lunque i l cui contorno 

non abbia p u n t i in comune con la r e t t a (1), in ta le campo la fun

zione u (a; y) non si annul la mai , e qu ind i conserva sempre il 

medes imo segno. E p rec i samente : i n uno dei semipiani in paro la 

essa è sempre posi t iva : ne l l ' al tro, è sempre nega t iva . 

A d analoga conclusione si pe rv iene ne i r i gua rd i de l la fun

zione u (x, ij) = ~ + 1f2 - 1. 

Es sa si annulla lungo la cu rva (ellisse) 
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§ 3 . D e r i v a t e p a r z i a l i . 

Sia u (,r, y) funzione cont inua ne i p u n t i (,r, y) clie clovreano 

c o n s i d e r a r e S i a t t r ibuisca ad x Y i nc remen to A x, lasciando 

invariato il valore di y, e sia A« u i l co r r i sponden te aumento di 

u ; poniamo cioè 

A » « = « {»• + A x, fj) - u (x, y). 

Il lìmite del rapporto incrementale rispetto ad x, 

A M li _ li (:>• + A '!/) - " ("'. //) 

A » ' A«- ~ ~ ' 

al t endere comunque a zero di A-'», «è chiama derivata parziale 

di u rispetto ad x nel punto (x, y). E s s a si ind ica con le notazioni 

«•» " « (••»,,'/), f i , (*>, ?/)• 

Analogamente , so supponiamo d i e r i m a n g a invar ia to , e 

diamo ad y u n incremento a,'A avremo per 1 'aumento corrispon

dente di u Y espressione : 

Ayii — u (>, ?/ -I- A //) - t< (.•*', //), 

e per il r appor to inc rementa le r i spe t to ad //, 

Avu " 0'..'/ -1- A ?/) - •>'• (a;, I/) 
Ay ' A h 

Il limite di questo rapporto, al t endere comunque a zero di 

Ay, è la derivata parziale di u rispetto ad y nel punto {•>;//), e si 

indica con Y. una o con 1' a l t ra delle seguen t i sc r i t tu re : 

/ / / \ Ì)'U hit (m, il) .,, T, , \ u ,„ u , (x, y), —, —f^ ( j)yU} jju1i ( a ? ) (y). 

Come r i su l ta dalle definizioni, la de r iva t a parz ia le di. u ri

spet to ad x si calcola considerando y come cos tante ; e analoga

mente , ne l calcolo di ~ si considera come cos tante la x, E chiaro 

quindi che non occorre stabilire nuove regole per il calcolo delle 

derivate parziali rispetto all' una o all' altra •variabile, 

(1) Supporremo sempre d 'oro itmaiiM la continuità por tutto lo l'unzioni 
che dovremo prendere in considera/jono. 
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Olt re a ciò, ciascuna delle derivate parzial i è, i n generale, 

funzione di x e di ?/, pe r cui po t remo appl icare ad esse ul ter ior i 

der ivazioni parzial i . Si pe rv iene così alle derivate parziali seconde : 

ì)21l = _ Ò _ _ fla7.f _ / ì)tt\ _ 

ò a ; a ~ beo \òxj' òy ~~ òy \ìxxj' 

( l 2 / ( ) « "~ ò(<;\òy)' òy* òy\òy)' 

Dal le der iva te seconde si passerà analogamente alle derivate 

parziali terze, e cosi via, o t tenendo così le derivate parziali succes

sive del la fruizione u. 

Ma noi non ins i s te remo su ciò, l imitandoci ad osservare, che 

nel calcolo delle der iva te parz ia l i d i ordine super iore al pr imo, 

le derivazioni successive sono invertibili. A d es.° si ha 

òxòy òy a® ' 

Verifichiamo il t eorema sulla inver t ib i l i tà delle derivazioni 

i n u n caso par t icolare a t i to lo di esempio. Sia 

u s s ]/x* + y*' 
. S i ha 

on- a> 

e • da questa 

ò'Ju _ _ò_ m _ w y mj ^ 

ì)t» òy ~ òy l ' a j a - L . ~ ~ B>» + V&' Yv'~ - [ - « / * ~~ + VS) ^ ' 

Analogamente : 

•(>// r V -|~ y* ' 
da- cui 

fl8» „ ft • ?/ y _ ^ _ — 

'dy ö<w ~ d» ]/«!* +. <»* -i- y* ' Va»* ^ y« ( a ; 2 + y 2) 

(1) Lo quattro derivate seconde si indicano talora rispettivamente con 
i simboli: u"ins, u"xl/, u"yX, u"y's. 
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§ 4 . D i f f e r e n z i a i ! p a r z i a l i e d i f f e r e n z i a l e t o t a l e . 

I l p rodot to 

si chiama differenziale parziale di ti rispetto ad x, e ana logamente 

si chiama differenziale parziale di u rispetto ad y. 

L a somma dei due differenziali parz ia l i è il differenziale totale 

della funzione u e si indica con du, cioè si scr ive 

du = d xu + < « = = - | j A x -I- A y. 

I n par t icolare , se u <=- M (a1, «/) == a', si ha 

e quindi 

d*u<=l • A » ! == A a?; tf„« = 0 • A ?/ = 0 ; 

dti = di'c = A 

Analogamente , se M = (.'*•, ?/) = y, 

e quindi 
du = d?/ A y. 

Possiamo pe r t an to scr ivere il differenziale to ta le sot to la forma 

du — --—don -\-~dy, 
Oi» dy '" 

ove dx e <% sono r i spe t t ivamente g l i ' incrementi arbitrari a t t r i 

bui t i alle variabi l i ind ipenden t i x e y, 

Dalla definizione r i su l ta tosto, ohe per il calcolo del differenziale 

totale di una funzione, valgono le stesse regole stabilite per calcolare 

il differenziale ordinario ; e p rec i samente : 

d (u + v) = du -\- dv ; 

d(uv) =*vdu + ttdv; 

-, I u\ • i> du - u dv 

file://-/-~dy
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ove , pe r semplici tà , si è cons idera ta la somma ed il p rodo t to di 

d i due sole funzioni. 

È p u r e val ida la rego la delle funzioni di funzione, va le a 

d i r e se 

z = z (u), u = u {ac., y), 

s i h a 

dz = z' (u) du, 

essendo z'(u) la der iva ta d i z r appor to ad %. • 

E se con qualunque procedimento si trova che per una fun

zione u = u (x, y) è 

du = Pdx -f- Qdy, 

sì può senz' altro affermare che 

P=JÌ2L Q „ i i l . 
ì>x ' òy 

Si ha inol t re il teorema : 

Se per punti di un campo C la funzione u = u [x, y) sì man

tiene costante, si ha du = 0 nel campo C; e recìprocamente : se du = 0 

ino, la funzione è costante nel campo stesso. 

È l ' es tens ione di u n noto teorema relat ivo alle funzioni di 

u n a var iab i le , e se ne deduce tos to il corollario : 

Se pei punti di un campo 0 due funzioni u (x, y) e v (x, y) 

hanno il medesimo differenziale totale, esse nel campo C non pos

sono differire che per una costante. 

D a t a una funzione di una var iabi le y — f{x), abbiamo visto che 

l ' i n c r e m e n t o A A * ) -/(a?) àe\l& funzione differisce dal 

s u o differenziale dy per u n infinitesimo di ordine super iore ri

s p e t t o a Ax, e p rec i samente che 

Ay = dy + eAcv, 

essendo s infinitesimo ins ieme a A * (XVI , § 2). 

U n fatto analogo si verifica per una funzione di due varia

bil i , u = u(x,y). S i a t t r ibuisca ad x l ' i n c r e m e n t o A oc, ad y l ' in -
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oremeüto A y , e sia A w 1' aumento cor r i spondèn te della funzione 

u, vale a d i re 

Au = u (x -f A x, y -f A y) - u (x, y). 

Si dimostra , sot to le condizioni solite d i cont inui tà , che : 

L'incremento A w della funzione e il suo differenziale totale 

differiscono per infinitesimi di ordine superiore, e precisamente si ha 

A u-=du -f a A -I- ß A //> 

ove a e ß sono infinitesimi con A " ' e A /A 

Questa proposizione si chiama teorema sul differenziale totale. 

Il differenziale (totale) del differenziale to ta le (dì primo prdine) 

du — —-• dx + -— cl a, 

cioò d[du), si indica con dzu e si ch iama differenziale totale dì 

secondo ordine della funzione u. 

Nel calcolo del d~u si può e g iova cons iderare l ' i nc remen to 

arbi t rar io dx il medesimo per tu t t i i va lor i cìix, e l ' i n c r e m e n t o 

arbi trar io dy pu re lo stesso per tu t t i i va lor i di // che dovremo 

considerare. Ciò equivale a suppor re dx e dy cos tan t i r i spe t to 

alle var iabi l i x e //, e come tali si devono qu ind i considerare nella 

differenziazione. Abbiamo così success ivamente 

"(is) 
» — dx ~ r dx - - -z—r-dy - --dy • —— dx • • —-:, d« • 

(ì>.•»;*- iV ft?/ 'M ''lì)yoi» -Di/- '') 

ftCM , n , o ft8M , , . l ì -W 7 i) 
» — — j a * « -f-2 - — — dx di/ 1- - r s d y . 

Di'-- ft.'wft;/ ft//- •' 

Dal differenziale to ta le di secondo ordine si po t r ebbe otte

nere il differenziale to ta le d i terzo ordine , d * i l d (d*ti), e .così 

v i a ; ma noi ci l imi t iamo a questo b reve cenno su i differenziali 

successivi, r imandando il le t tore ai T r a t t a t i . d i Calcolo. 
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§ 5 . F u n z i o n i c o m p o s t e . 

Se 

z = z (u, v), ove u = u (x), v — v (x), 

si dice che z è funzione dì x composta mediante u e v. 

A t t r i b u i t o ad x V inc remento A oc, sieno A « , A » e A £ i 

co r r i sponden t i inc rement i d i u, v e z. Appl icando a z, cons idera ta 

come funzione di u e di v, i l teorema sul differenziale, si h a : ' 

A2=~Au + ~ A « + a A * + ß A » , 

essendo a e ß infinitesimi con A « e A f . Dividiamo i due mem

bri p e r A s i o t t i e n e : 

A « !)•"• A " ö i ' A » A » A » ' 

da cui, passando al l imi te , 

d z (V (7M dv _ 

da; öl«, dee da ; ' 

formola che ci fornisce la regola di derivazione delle funzioni com

poste di una variabile. 

Se 

z = z(u, v) ; ove u = u (x, y), v ~v (x, y), 

si d i rà che z è funzione di x e y composta mediante « s o . E 

procedendo -come nel oaso di una funzione composta di u n a sola 

var iabi le , si perviene alle formole 

hs _ò~ ÌÌU . ì)s fr». 
don fìti o<» òv òca1 . 

ùy~ öM òy òv ò y * 

L ' estensione di ques te formole al caso generale di u n a fun

zione dì n variabili xx, . ' / ' 2 , . . . , x,i, composta mediante ux, u%,,,., u,ni 

z — z (ux, u%,...um); o v e u t = ut (.%, a ? a , . . . , x„), (i = 1, 2 , . , . , m), 

non p resen ta alcuna difficoltà. 



3 2 0 CAPITOLO X V I I . — §•§ 5 - 0 

In par t icolare , se 

z — z (x, u) ; ove u — u (x), 

si ha 
ÄZ_Ì)J_ ft£ DU 

DX Dot) Ì)M DAI ' 

L a 4^ chiamasi derivata totale di z r a p p o r t o ad x. men t re ~ 
DX • i. R Ì ^ K 

è la der iva ta parzia le della funzione z (,r, u) r i spe t to ad x. 

§ 8 . F u n z i o n i I m p l i c i t e . 

Le regole p receden t i ci pe rme t tono di calcolare le der ivate 

delle funzioni impl ic i te 

Ci l imiteremo ad alcuni casi par t ico la r i semplici , la cui esten

sione al caso genera le non presenta a lcuna difficolta. 

1) Calcolare la derivata della funzione implicita y dì m definita 

dall' equazione 

Yfoi/) = 0 . 

Derivando 1' equazione r ispet to ad ai con la regola delle fun

zioni composte, si o t t i ene : 

òf . òf 'Jjl_r) i2) 

da cui 

dy hi» 
dai ~ ,)/• * 

Ben s ' i n t e n d e che dovremo s u p p o r r e ~ ~ 0 , pe r t u t t i i valor i 

di x e di y ohe d o v r e m o . considerare . 

(1) Rammentiamo che ima funziono s i dice implicita quando l'equa
zione che lega la funziono alla variabile o alle variabili indipendenti, non è 
risoluta rispetto alla l'unzione. 

(2) Si tenga presente che per i valori di ce e di y olio si devono con
siderare, la funzione f[x, y) si mantiene costantemente nulla; quindi la sua 
derivata (totale), rispetto ad x dev'essere eguale a zero. 
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2) Sia z furinone implicita di x e y definita dall' equazione 

f(x,y,z)=>0. 

Vogliamo calcolare le derivate parziali di z rapporto alle due 

variàbili da cui dipende. 

D e r i v a n d o l ' equaz ione r i spe t to ad x con la regola delle fun

z ioni composte, si ha : 

òx'ò^òm ' 

da cui 

i t 
Hi.— 
!)x òf' 

A -

Nello stesso modo si o t t i ene la — , e prec i samente : 

òf 

ò z _ ft y 

ai/~~ òf' 

ft a 

3) Sieno y, e z funzioni implìcite della variabile x definite dalle 

equazioni: 

j f (.*> Ih = 0 

\cp(x,y,0) = O. 

Si vuol determinare ~ , e ~r- • 
dm1- dx 

A ta l fine der iviamo ciascuna equazione r i spe t to ad x ; si 

o t t i ene il s i s t e m a : 

òos òy dx r fts dm ' 

ftq? ftcp dy . ftgi ds _ _ Q 

ftoa ' f t y dx '.ò z dx ' 

Dell' Agitola - Matematiche Generali 21 
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dalle quali, appl icando la regola di Cramer (IV, § 2), o t teniamo 

le der ivate incogni te ^ 6 ^ ( 1 ) • 

4) Sieno u e v funzioni implicite di x e di y definite dalle 

equazioni : 

( /(•*! ìh U> «) = 0 

jcp(.r,;/, «,o) = 0. 

Si vuol determinare le derivate parziali di u e v rispetto alle 

due variabili x e y. 

Deriv iamo a ta l fine le due equaz ion i r i spe t to ad x (conside

rando y come costante) ; si ot t iene il s i s tema : 

Jl£JL.Jì£Hü I u f i ! ! — o 
So; ou ììoa ,y» — 

»qp i ^ P ^ i i) <p i) r _ Q 

dal quale, con la rego la di Cramer, possiamo r i c a v a r e ™ 6 " ^ -

I n m o d o pe r fe t t amen te analogo, der ivando le due equazioni 

r ispet to ad ?/, possiamo ot tenere le de r iva te parzial i rappor to ad y 

delle funzioni stesse. 

I p rocediment i i nd ica t i sono val id i quando si ammet ta , oome 

noi sempre supponiamo, la cont inui tà delle funzioni ohe in terven

gono nei calcoli. Ques ta condizione, pe r quan to esuberante , è 

quella che p re sen ta interesse vero e p ropr io per il nos t ro scopo. 

(1) Ben s'intende elio per i valori di x, y e z elio si devono conside
ralo, il determinante del sistema 

K al 
dy ìì» 

hy 5* 

dev'essere diverso da zero, 
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CAPITOLO XVIII. 

Massimi e minimi delle funzioni di più variabili 

§ 1 . D e f i n i z i o n e e t e o r e m a f o n d a m e n t a l e . 

Si consideri dappr ima u n a funzione u = f{x, y) di due var ia

bil i i nd ipenden t i ; funzione, che suppor remo cont inua ins ieme alle 

sue der iva te parzial i dei vari ordini che dovremo cons idera re . L a 

funzione sia data in un campo (7, che può abbracciare in ce r t i 

casi l ' i n t e r o piano. Se il campo è finito, cioè se esso è t u t t o i n t e rno 

a d una circonferenza col cen t ro ne l l 'o r ig ine e di ragg io sufficien

t e m e n t e g rande , già sappiamo che l a funzione, essendo cont inua, 

assume ne l campo C il mass imo ed i l min imo valore , e qua lunque 

a l t ro valore compreso t r a il min imo ed il mass imo. Codesto mas

simo e min imo si dicono relativi, perchè essi sono ta l i r i spe t to 

alla totalità dei valori che la funzione assume nel campo 0. Ma 

no i d' ora innanzi ci occuperemo dei massimi e de i m i n i m i assoluti 

(o locali), i quali si r iferiscono sempre a p u n t i interni al campo 

che si considera. Ecco le definizioni : 

I a « Si dice che la funzione f(x, y) h a un valore masiimo, o 

sempl icemente mimassimo f{oo0,y0) nel punto (x0,y0), quando 

esisto u n in to rno dì (x0, # 0 ) , ( 1 ) t a le che in ogni suo p u n t o (x,y) 

dis t in to da [x0,yQ), r i sul t i 

f{x, y)*£f{x0, yoy
2)»-

(1) Per es°. un cerchio col centro m (oe0, i/0) e tutto contenuto nel campo 0. 

(2) Relativamente al segno di eguaglianza si deve intendere che essa 
possa aver luogo per alcuni punti dell'intorno, ma non per tutti, escludendo 
oosì ohe l'intorno in parola sia m i ' a r e a d'invariabilità della funzione. Del 
resto, per le funzioni che avremo occasione d'incontrare in seguitò, si veri
ficherà sempre i a diseguaglianza, quando s i considerimi intorno sufficiente
mente piccolo di (SB0, y0).~ 
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I I a « S i dice che la funzione f(x, y) ha u n valore minimo, o 

semplicemente un mìnimo f(xQ,yQ) nel p u n t o (yQ,yQ), quando 

esiste un in to rno di (xQ,y0), tale che in ogni suo p u n t o d is t in to 

da (,xQ, y0), si abbia 

Ciò posto, suppongas i che f(x0, //„) sia un mass imo (minimo) 

d i u, e si consideri la funzione f(x, yn) della sola x. Ques ta per 

x = x0 d iventa mass ima (minima), e in conseguenza la sua deri

va ta rappor to ad i r , f'x{x, / /„), deve annu l l a r s i per x=.x0, cioè 

(XV, § 6) si deve avere f ' a .(*»„,;/„) = 0. I n modo per fe t t amente 

analogo si vedrebbe che, nel l ' ipotesi fatta, dev 'essere f'y ( , r 0 , ,//0) = 0. 

Si ha cosi il seguente teorema fondamentale : 

Affinchè la funzione u = f(x, y) diventi massima o minima nel 

punto [xn,y0), è necessario (ma non sufficiente) che in questo punto 

si annullino le derivate parziali prime della funzione. 

• Se si considera il differenziale to ta le della funzione u, 

du^^-dx + ^dy, 

dal l 'annullarsi delle der iva te parziali nel pun to (<r 0, y0) segue, come 

conseguenza immediata , che nel punto stesso è du -~ 0, qua lunque 

sieno dx e dy.(2) 

I l teorema p receden te si può. dunque enunc ia re anche cosi: 

Affinchè la funzione u — f(x, y) diventi massima o minima 

per X — XQ, y = / / 0 , è necessario che per questi valori di x e dì y 

sia nullo il differenziale totale della funzione. 

L e definizioni e il t eorema precedente si e s tendono tosto alle 

funzioni d i quante si vogl iano var iabi l i . 

P e r le funzioni d i due variabili si d imos t ra (S> la seguen te 

regola : 

(1) Vedasi la nota (2) della pagina precedente. 
(2) Non si dimentichi olio dx e dy sono gli i n c r e m e n t i arbitrari dolio 

var iab i l i indipendenti ce e y rispettivamente, 
(3) Vedasi ad e s .* I W ' A r c a i s «Analisi I n f i n i t e s i m a l e » - A. Draghi 

Uditore, Padova 1912 - Vol. I., pag. 602. 
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Se nel punto (wQ, y0) si ha 

A (a?oi I/o) = °> f'v (a'o> I/o) = °. 

f(a'ai i/o) Puà essere, oppure non, un massimo oppure un minimo 

di f(x, y). E precisamente: 

Se per x = ir-01 y=yuì si ha 

ò*f\~ ò2f ò2f Q 

f(x0ì I/o) n o n Pu° essere un massimo od tin minimo di f(x,y). 

Se per x = xQI y = yOÌ 

a.*aW ä» s òy2<- ' 

ò~ f 

f(w0ì I/o) & u n massimo per /'(a.', y), se Per x — a'ai il ~ 2/o> ^ 

negativa ; un mìnimo, se per questi stessi valori, -j—è positiva. 

Se in fine, per x = x0, y = y 0 ì . 

(>'Ö2// i)« 2 ft2/2 

rimane incertezza, e per decidere se f(x0, y0) sia, oppure non, un 

massimo od un minimo di f(x, y), si rende necessaria una speciale 

discussione, che non prenderemo a trattare in generale. 

Osservazione. - Quando nel pun to ( , r 0 , v / 0 ) si ha 

ò2fY ò^f ft7 
l)X dy) ~ flnJ2 òy 

che è il caso in cui f(xOÌ y0) è u n massimo od un m i n i m o di f(x, y), 

si può osservare che pe l p u n t o (xQ,y0) le sono necessa

r i amen te diverse da zero e del medesimo segno ; cosicché in luogo 

della —~ si può sos t i tu i re ne l la regola p receden te la |—L, ove ciò 

torn i p iù comodo. 
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Tralasciando 1' es tens ione della regola p receden te alle finizioni 

di t re o più variabil i , passeremo p iu t tos to ad i l lus t ra re la regola 

stessa con qualche esempio. 

1) Si vogliano de terminare i mass imi e i m in imi del la funzione 

f(x, y) = 2 x 3 - 9 «>8 -I- 12 x + //* - 2 y + 1. 

Der ivando abbiamo : 

| £ = 6 x s - 18 x + 12 = 6 {x* - 3 x + 2) ; | £ = 2 // - 2 = 2 (// - 1.) ; 

^ { = 1 2 * - 1 8 ; ^ = 2 ; - ^ £ - = 0. 

Ponendo egual i a zero le der iva te pr ime, si o t t i ene il s is tema: 

, r a - 3 . r + 2 = 0, y-1 = 0; 

che ammet te le soluzioni , r = l , / / = ! ; cr = 2, / / ~ 1. 

Pos to per brevi tà 

si ha D ( l , 1) - 12 > 0 ; I ) (2,1) ™ - 12 < 0. Al la soluzione (1,1) non 

può quindi corr ispondere massimo o min imo p e r la nos t ra fun

zione. Invoce alla soluzione (2, 1) cor r i sponde u n minimo, perchè 

per X = 2, y >» 1, si ha ~ - 4 = = (5 > 0. Questo min imo è precisa

mente f(2, 1) = 4. 

2) F r a i t r iangol i isoperimetri, de t e rmina re quello di area 

massima. 

Sia 2 p il per imet ro e indichiamo con x , y , z i lati di. un gene

rico t r iangolo. P e r ipotes i dev ' e s se r e x - 1 - // • |- z 2 p , da cui 

z = 2p - x - / / . Ora, pe r la formola di E rone , l ' a r e a 8 del t r ian

golo in funzione dei ia t i è S=*ip{p - x) (p - y) (p - z\ od anche , 

sost i tuendo a % V espressione precedente , • 
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S i t r a t t a di de te rminare i va lor i d i x e y che r endono mas

s imo il p rodo t to p (p - x) (p - y) (x + y~p); e siccome p è costante, 

ì va lor i di x e y che r e n d o n o mass ima la funzione 

ffa y) = ip- •«) (P - y) (<B y - p). 

D a questa abbiamo : 

j£ = (p-y)(2p-2x-y); & = (p - x) Cip - 2y - x); 

P o n e n d o eguali a zero le de r iva te pr ime, si o t t i ene i l s i s t ema: 

(p - y) (2p - 2x - y) = 0, (p - x) [2p - 2y - x) — 0 ; 

i l quale si sc inde n e i qua t t ro seguen t i : 

a) p - y — 0, p - x — 0 ; 

b) p - y = 0,' 2p-2y-x = 0; 

c) p - x = 0 , 2p - 2 a 3 - y = 0 ; 

d) 2 j ) - 2 a ; - # = 0, 2j> - 2y - x = 0 . 

Dal. s istema (a) si r i cava x=p, y — p , . (e quindi z — 0) ; 

» » (b) » » x — Oj y—p\ 

» » (c) » » x=p, y — 0; 

m a queste soluzioni sono da escludere , pe rchè un la to del t r i an

golo non può essere nullo. B i m a n e così il s istema (d), che si p u ò 

scr ivere : 

J 3 as + jy =• 2 jp 
(x + 2y^2p, 

e che risoluto con la regola di Cramer , ci dà x ~ y = ~ . S i h a 

% v 

quindi , cor r i spondentemente a ques t i va lor i di x e y , z—~cf-

P e r w = y=^Y, l 'espressione (^""^j" - — C è negat iva , ed ò 

p u r e nega t i va la ~ , come è facile verificare. Da t u t t o ciò si con

c lude che «fra i t r iangol i i soper imet r i il massimo è l ' equ i l a t e ro ». 
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§ 2 . C e n n o i n t o r n o a l m e t o d o d e l m i n i m i q u a d r a t i l i ) . 

Di una quan t i t à a; sono s ta te p rese n misure 

dalla stessa persona, con la stessa di l igenza, e sot to l ' inf luenza 

delle medesime circostanze fisiche. È na tu r a l e al lora il r i tenere 

che de t te misure sieno egualmente attendibili, cosicché non sia lecito 

dare la preferenza ad a lcuna di esse in par t ico lare . Ci si presenta 

per tanto il seguente problema : come far concorrere tutte codeste 

misure alla determinazione la più probabilmente esatta della gran

dezza in parola ? - L a r i spos ta v iene da t a da l Calcolo delle pro

babilità, il quale insegna che il valore p iù p robab i lmen te esat to 

di x è quello che rende min ima la funzione 

f(x) = (x - atf + (•'• - aä)* + .... + (x - a,,) 2, 

cioè la somma dei quadra t i degli scostamenti o degli errori che dir 

si vogliano. E noi g ià sappiamo (XV, § 6), che il cercato valore 

di x è la media aritmetica delle misu re sudde t t e , va le a dire 

P ropon iamoc i u n a p r i m a estensione di questo r i sul ta to , e pre

cisamente d i de te rmina re due q u a n t i t à x e l ega t e da n equa

zioni, (n > 2), 

(1) ai x + bi y a, (i ; •• 1, 2, 3, . . . . n), 

nelle quali i coefficienti e i t e rmin i no t i vengono fornit i da l l 'os

servazione d i re t ta . 

Se le misure dei coefficienti e dei t e rmin i no t i fossero esa t te , 

i valori cercat i di x e // renderebbero nul le le diil'erenzo fra i 

(1) Il lettore che volesse «Minger» Meo larghe e preciso su questo in-
teresssante argomento, può consultare il Cap. XIII, pag. ti6 e seguenti, de l 
volume I I 0 della citata opera «Calcolo delle probabilità» di Q, Cìastelnuovo, 
edita dalla Oivaa Editrice Z a n i c h e l l i di B o l o g n a . In forma p i ù elementare 
il metodo trovasi esposto nella pregevole opera di 0. l'asini «Metodo dei 
minimi quadrati», Appendice al T r a t t a t o d i Topograf ia • B o l o g n a - Z a n i c h e l l i 

Editore. 
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p r i m i ed i secondi membr i , per cu i bas te rebbero due del le n equa

zioni pe r la determinazione di x e di y. Ma pe r l ' inevitabi le im

perfezione di de t te misure , è oppor tuno eseguirne mol te , di guisa 

che si o t t i ene un numero di equazioni d i g ran l u n g a super iore 

a quello delle incognite . Si p resen ta allora anche in ques to caso 

i l p rob lema : come possiamo far concorrere tutte le equazioni ottenute 

alla determinazione dei valori i più probabilmente esatti delle inco

gnite ? rTell' impossibi l i tà di r ende re nul l i t u t t i gl i e r ror i , va le a 

d i re le differenze fra i p r imi ed i secondi membr i delle (1), la 

teor ia delle probabi l i tà insegna che bisogna rendere minima la 

somma .dei loro quadrati, ossia che bisogna de te rminare quei valor i 

d i X e y che rendono m i n i m a la funzione 

n 

ffa II) = T. {at 00 + b.i y - c z-) 2. 

A tal fine appl icheremo la regola enunc ia t a sopra (§ 1) per 

le funzioni di due variabil i . 

Calcoliamo le der iva te parzial i p r ime e seconde di f(x, y). S i ha : 

-—- = 2 £ (fliX + biy - et) ai 

» 
* = 2 X (a2i x -f Uibi y -a; Cj) 

1 * • ' 

/ ti ti il \ 

» = 2 1 xj^ a*i+yY. a ì ° i - T . a i ci • ( ì ' I V i 1 ) 

P o n i a m o per semplici tà d i scr i t tura , ado t tando u n a notazione 

i n t rodo t t a da Gauss, 

n n ti 

X a2i = [a 2 ] = [ a a ] ; £ «<&/ = [ab];Z fl.£C; = [ac]; 
ì ' ì { . ì * 

nel la p r i m a delle quali si è scr i t to [a a] in luogo di [ a 2 ] , per 

m a g g i o r e uniformità con lo a l t re cine notazioni . ' 
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Abbiamo cosi: 

^=2{[aa}x + [ab]y-[ac}); 

e analogamente 

j t = 2([ba]x + [bb]y-[bc]), 

essendo manifestamente [a b] = [b a]. 

Derivando nuovamente , si ot t iene : 

Eguagl iando a zero le der ivate pr ime, e d iv idendo per 2 cia

scuna delle equazioni o t t enu te , si b a i l s istema : 

l[aa]x + [ab]ij = [ae] 

1 } \[ba]x + [bb]y = \òc], 

ohe serve a de terminare i valor i cercat i di x e y. 

I l de terminante del s is tema è 

A = = [aa[ [bb] - [ab] 
[aa] [ab] 

[ba] [bb] 

ossia, sost i tuendo ai s imboli le quan t i t à effettive, 

A = (« 2

1 + a22+• •• + a2

n) (ba

J -|- 5 a

2 + . . . + b2

 n) - {a,L b i + a2 ba -i-,.. + a„ bnf. 

Ora sarebbe facile consta tare l ' i d e n t i t à : 

a2 + a2.2 + ... + a2„){b2

1 + b2

2 + ... + bz„)-(a1bì+aJ)z + ... + anbnf = £ ( Ö » bj-ajbi)2, 

la sommatoria essendo estesa' a t u t t e le combinazioni della 

classe 2 degli indici 1 , 2 , . . . « . Si ba dunque A > 0, cosicché l'ap

plicazione della regola di Cramer è legit t ima, e ci fornisce i valor i 

r ichiesti di x e di y. Ma per completare la nos t ra r icerca, dob- . 

biamo assicurarci che i valor i così o t tenut i pe r x e y r endono 

effettivamente min ima la funzione f(x, y), ossia ohe pe r de t t i 

va lor i si h a 

ox by i a»* òy'1 ' ò * 2 
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L a seconda condizione è ce r t amen te verificata, perchè 

b2 f 
ft = 2 [a a] = 2 [a2] > 0. 

Q u a n t o al la pr ima, si h a subi to dalle (2) : 

= - 4 ( [ a a ] [&i] - [a6] 2 ) 

» = - 4 A < 0 . 

Dopo ciò è ovvia 1' es tensione di questi" r i sul ta t i al caso della 

de te rminaz ione di m quan t i t à , r x , xä,..., x m , legate da u n cer to 

numero n > m d i equazioni l i nea r i : 

i cui coefficienti e t e rmin i not i sono forni t i dal l ' osservazione d i re t ta . 

Si pe rv iene , col p roced imento indica to , ad ma sis tema di m equazioni 

l ineari non omogenee nelle m incogni te x{, xäJ..., x m , il quale, 

r isoluto con la regola di Gramer, fornisce i valor i di xi x & 1 x m ì 

che rendono minima l a somma dei q u a d r a t i degl i errori , cioè delle 

differenze t r a i p r imi ed i secondi m e m b r i delle precedent i equazioni . 

I l lu s t r e remo i p roced iment i di calcolo tes tò indicat i , procedi

men t i che cost i tuiscono il così de t to metodo dei minimi quadrati, 

coi seguente esempio. 

«De te rmina re le coordinate di un p u n t o inaccessibile, da t e le 

seguent i equaz ioni di qua t t ro re t t e passan t i (approssimativamente) 

per esso: 

a i ì x i + a {2 x 2 + . • • + a im x m 
a i t ( i = 1,2,..., n). 

38 ». ' 
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P e r s tabi l i re la coppia di equazioni che, conformemente al 

metodo esposto, fornisce i valori p iù p robab i l i di x e di //, costrui

remo il seguente specchio : • 

a b C n u bb ab a e. bc 

3 8 Ili) 9 04 24 357 952 

7 _ 2 3 1 49 4 - 14 2 3 8 - 0 8 

1 2 5 151! 144 2 5 00 1872 780 

0 . - 1 3 8 30 1 - 0 228 - 3 8 

238 94 04 2095 1020 

Il s is tema da r i so lvere è d u n q u e : 

J 238.« -I- 64/ / = 2695 

( 6 4 « + 94// = 1626, 

od anche 

( 238,1 ' + 64// = 2695 

I 8 2 * 4 - 4 7 / / = 813, 

da cui si o t tengono i seguent i va lor i appross ima t i pe r eccesso a 

meno di . 

. r - 8 , 1 7 ; / / = 11,74. 

§ 3 . M a s s i m i e m i n i m i c o n d i z i o n a t i . " M e t o d o d e i niOl-
t l p l l e n t o r i d i L a g r a n g e . 

P a r t i r e m o pe r magg io re semplici tà da u n c aso p t i t i c o l a i e . 

vogliano i massimi e i minimi della funzione 

(4) u = /'(.'•, / / , .2), 

le var iabi l i x, y, g, essendo legate dal la re laz ione 

(5) cp (..,•, y/, ,?) 0. 

Se da ques ta si r icava g in funzione eli x e //, e si sos t i tu i sce 

nella (4), si avrà l ' e spress ione di u m e d i a n t e due sole var iab i l i x e //, 

fra di loro indipendenti.(1) Ora i valor i di ,-r e di // che rendono mas-

fi) Siamo dunque in definitiva nel caso di una l'unstione u di duo va

riabili indipendenti, caso già considerato sopra; soiioncliò torna opportuno 

seguire qui un procedimento diverso da quello indicato preci'denteineiite. 
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s ima o m i n i m a la funzione u, devono essere ta l i da annul la re il 

differenziale to ta le di u, qua lunque sieno dx e dy. Dalla (4), dif

ferenziando, si t rae du — ~ - dx + dy + -~ dz, e dovrà essere, 

pe r i va lo r i cercat i di a; e di yt 

(6) ì£dx+ìfdy + ìfdz=:0, 
K ' ò«> òy J ò« ' 

qua lunque sieno dx e dy. D ' a l t r a pa r t e , dal la (5) s i deduce 

v òso òy òs 

Dobbiamo dunque e l iminare dz fra questa e la (6), e si per

v i ene così ad u n a relazione del la foirna 

Pdx+ Qdy = 0, 

dal la quale, po iché dx e dy sono a rb i t ra r i , seguono le 

(8) P = 0, Q = 0. 

I valor i cercat i di x, y, z devono soddisfare in definitiva al la 

(5) e alle (8). Riso lvendo il s i s tema 

cp = 0, P = Q, Q = 0, 

si av ranno i valor i eli x, y, z, ai quali possono corr ispondere m a s 

s imi o min imi pe r la funzione u. 

P e r 1' el iminazione di dz fra le (6) e (7), L a g r a n g e ha p ropos to 

il seguente procedimento , i l cui vantaggio è reso manifesto pr in

c ipa lmente dal fat to, che le re lazioni o t t enu te con esso sono sim

met r i che r i spet to alle variabil i . S i mol t ip l ich i la (7) pe r u n fa t to re 

indeterminato X, e si agg iunga al la (6) ; si. o t t iene, dopo di aver 

o rd ina to il p r imo membro secondo dx, dy e dz, la.: 

\òx ò-j-j \òy ' òy) •' \f)s òzj 

P e r el iminare dz, bas t e rà scegliere X in guisa che X-^-= 0, 

pe rchè al lora la precedente si r iduce alla 

\ÒK òooj \òy òy} '' ' 

(1) Per i valori di m o y che dobbiamo considerare, la funzione cp e co
stantemente nulla, per cui dov' essere eguale a zero il suo differenziale totale. 
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e questa, pe r 1' a rb i t ra r ie tà di dx e dy, si scinde nel le due 

ì)<c ò& òy òy 

Dovremo dunque r icercare quei va lor i d i x, //, s e i pei quali 

sono soddisfat te le seguent i condizioni : 

<p = 0 , <£ + k ^ = 0, f + X ^ 0 , f + x ^ o . 
H > dco^ ox ' òy òy ' öa 1 f>« 

Se ora consideriamo la funzione i / ' ' = / H - X cp, no i vediamo che 

i pr imi m e m b r i delle u l t ime t re equazioni sono le der iva te par

ziali di F r appor to ad xt y, z r i spe t t i vamen te . Da t u t t o ciò si 

raccoglie la regola : 

Per trovare i massimi e i mìnimi dì una funzione 

u = /'(>! ;'/) s) 

delle tre variabili x, y, z, legate tra loro dalla relazione 

(9) q> (<»,»/, *) = 0, 

si consideri la funzione f + X rp, con X designando tin? indeterminata, 

e si pongano eguali a zero le derivate parziali dì questa funzione 

rispetto ad x, y, z ; si ottengono così le tre equazioni 

do) i£ + ^ = 0 , i£ + x ^ = o, . ^ - i - x ^ = o. 
v ' hot) òx ' òy òli ' òz ì>« 

II sistema formato dalla (0) e dalle (10) ci fornisce i valori 

delle quattro incognite X, x, y, z ; e i valori dì x, //, z così ottenuti, 

sono i soli ai quali possono corrispondere massimi o minimi per 

la funzione u. 

Un prooedimento del tu t to analogo si p u ò seguire noi caso 

in cui si vogliano de t e rmina re i massimi e i minimi, di una funzione 

f(x> !h *i w), 

le variabili x, y, z, u essendo legate da due re lazioni 

(11) qì(x, y, 2 , M) =t 0, W(x, y, z, u) =• 0. 
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Des ignando con X e u- due inde termina te , si consider i questa 

vol ta la funzione 

e si p o n g a n o eguali a zero le der iva te parzial i r appor to ad x, y, z, u 

• r i spe t t i vamen te ; s i hanno così qua t t ro nuove equazioni 

d'P 
o, f + * r dy -

0; 

ds 

òq> , dxl' 
r a» 

le quali , u n i t a m e n t e alle (11), de terminano, ins ieme alle var iabi l i 

ausil iarie X e u, quei valor i d i a;, ?/, 2 , ai qual i possono corri

spondere massimi o min imi p e r la funzione f(x, y, z,u). 

Dopo di d i e sarebbe facile s tabi l i re ed -enunc ia re la regola 

generale , che costituisce il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. 

Osservatone. - I l caso p i ù semplice è quello in cu i sì 

t r a t t i d i calcolare i massimi e min imi di lina funzione 

u = f{x,y), 

quando t r a le variabil i x e y in te rcede una relazione 

(12) cp(x,y) = 0, 

i n modo che la var iabi le ind ipenden te sia una sola, p e r esempio, 

la X, Senza r icor rere al metodo eli L a g r a n g e , possiamo oalcolare 

l a - ^ , t enendo presente che y e funzione di oc definita dal la 

cp(x, y) = 0. Abbiamo cosi, ' app l icando , la regola d i der ivazione 

delle funzioni composte ( X V I I , § 5), 

du df , df dy 

dm 0 « dy doc ' 

ove la ~ si deduce dalla (12) con l a no ta regola delle funzioni 

impl ic i te (XVII , § 6), e p rec i samente dalla : 
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Se da questa si r icava ^ - e si sost i tuisce nella precedente , 

si ott iene : 
du 1 

das f)cp ö* òy òy a» 

I valori , di te e y che possono r e n d e r e mass ima o m i n i m a la ut 

da. 
devono annul lare la per cui si deve avere 

ò£ <Hp òf ftep __ q 
(")•* ö?/ <\»/ (>' — 

Si ha così per la de te rminaz ione d i co e ;// il s is tema : 

e per decidere se a c iascuna soluzione del s is tema corr isponda 

effettivamente u n massimo od un min imo, oppu re nò massimo nò 

minimo, occorrei'à p r e n d e r e in considerazione la de r iva ta se-
-, , d^n 

cono a : 
dx~ 

Osserveremo da ul t imo, che una vo l t a calcola t i i valori dello 

variabil i che possono r ende re mass ima o min ima u n a funzione, la 

par t icolare na tu ra di questa pe rmet te ta lora di decidere , senza 

ul ter ior i calcoli che spesso riescono complicat i , se ad essi corri

sponda un mass imo, oppure u n minimo, o, eventua lmente , nò 

massimo nò min imo. 

Daremo ora qualche esempio per mos t r a r e la p ra t i ca appli

cazione del metodo dei mol t ip l icator i d i L a g r a n g e . 

1) Calcolare le lunghezze degli assi de l l ' e l l i sse 

cp (as, y) — 1 4 x % - 4 x y -|~ 11 v/a - 60 = 0. 

L a curva è r i fer i ta a due assi or togonal i con V origine nel 

centro. Ohe la cu rva sìa simmetrica r i spe t to a l l ' o r i g i n e , r i su l ta 

tosto dall ' osservare, ehe il cambiamento d i x in - x e eli y in - y, 

lascia ina l tera ta 1' equazione. Ciò posto, gl i assi dell ' ellisse sono 

i l massimo ed il min imo d i ame t ro ; la quest ione ò così r i condo t t a 

alla seguente : de te rminare le coppie di va lor i di x e y che ren-
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dono r i spe t t i vamen te mass ima o m i n i m a la funzione 2 r = 2)l x2 + y2, 

sapendo che x e y sono lega te da l l ' equaz ione della curva . È evi

d e n t e che in questa r icerca possiamo sost i tuire alla funzione pre-

cedente ques t ' a l t ra : 

r2 = x2 + y2, 

esp r imen te il quadra to della d is tanza di un generico p u n t o della 

cu rva dal centro. Conformemente al metodo di L a g r a n g e , si con

s ider i la funzione 

F = r* + \q>, 

e si der iv i parzia lmente r i spe t to ad ce e ad y; si o t t i e n e : 

2x + X (28,* - ày); = 2y +X (- 4x + 22z/). 

Pon iamo egual i a zero ques te der ivate , e si d iv ida c iascuna 

delle equazioni così o t t enu te per 2, si ha : 

x + X (Ux - 2 y) = 0 ; y + X (- 2 x + 11 y) — 0. 

Queste, con la cp(x,.y) — 0, de te rminano, ins ieme alla var iabi le 

ausil iaria X, i cerca t i valori di x e y. È p iù semplice pe rò elimi

na re À , y dalle quat t ro equaz ion i 

(I) r2 = x2 + y2i (II) q>(<r,y) = 0 ; 

(III) ce + X (Ux - 2y) = 0 ; (IV) ?/ + X (- 2 a> + - 1 1 ?/) = 0. 

Con ciò si ot t iene un ' equazione in r a , che fornisce i q u a d r a t i , 

dei semiassi della curva. P e r fare l ' e l iminaz ione nel m o d o p i ù 

semplice, si molt ipl ichi la (III) per x, la (IV) per y, e poi si sommino 

membro a membro le equazioni o t t enu t e . S i h a : 

x2 ~|~ yz + X (14 .« 2 - éxy + 11 y2) = 0, 

la quale, t enu to conto delle (1) e (II), d iv iene 

,.» + 6 ( U = 0, 

da cu i 

W > - ~ i s r -
Dell' Jgnola - Matematiche Generali 22 
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Se ora e l iminiamo x e y dalle (III) e (IV), tenendo presen te 

che esse sono l inear i ed omogenee r i spe t to a ques te variabil i , si 

ott iene : 
1 + 14X - 2X 

- 2X 1 + 111 

da cui 

150X 2 + 25X + .1 = 0. 

Ponendo in ques ta al posto di l il va lore fornito dalla (V), 

abbiamo, dopo facili r iduzioni , 1' equaz ione b iquadra t ica 

r ' 1 - 1 0 r 2 + 24 = 0, 

dalla quale si deduce r 3 = 4, r 2 = 6, che sono i quadra t i dei 

semiassi del la curva . 

2) Con P ident ico procedimento possiamo de te rminare le lun

ghezze degli assi del l ' ellisse 

3 « 2 + 3 ? / 2 - 4 ; * ' ? / - l = 0 . 

Si perv iene all ' equazione : 

5 r 4-6>4-l = 0, 
dalla quale r icav iamo subi to 

r* = l, r 2 - | - , 

per i quad ra t i dei semiassi della curva . 

3) Calcolare i massimi e i min imi della funzione 

t% — x2
 - | - y'1

 - | - 2 2 , 

ove x, y e z sono legate dal le re lazioni 

• j r + p - + 75- s =l» owH-ßy + Y» = Ü. 

P o s t o 

»'2 = />, V, «), «P(a», y, e) - j s + f r r - ^ - 1, XV (a», y, z) « u à + ßy + yz, 

si consideri la funzione 

F = / ,

+ Xcp + 2 ( x ¥ d ) ) 

essendo l e j i due inde te rmina te . 

(1) Il fattore 2 s'introduco per evitare nei calcoli che seguono il divisore % 
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Si ha 

g = 2 .^ + 2 X ^ + 2 0.«, 

^ = 2 2 / + 2 X X + 2 u ß , 

Dobbiamo, conformemente al me todo di L a g r a n g e , conside

ra re il s i s tema : 

(I) r 2 = a,» + y* + a s , (II) f £ + f i + i l = 1 • 

(III) ax + ßy + yz == 0, (IV) x + A ^ + u« = 0, 

. .(V) 2/ + X ^ + u ß = 0 , (VI) g + X—-+(,iy = 0, 

di 6 equaz ioni nelle 6 quan t i t à rä, X, a, a;, yt z ; dalle qual i , el imi

nando X, [x, », y, z, o t t e r remo u n ' equazione in r 2 , che fornisce due 

valori pe r rz ; valori che rappresen tano 1' uno u n massimo, l ' a l t ro 

u n minimo per questa funzione. L ' el iminazione si p u ò esegui re 

ne l modo seguente . L e (IV), (V), (VI), molt ipl icate r i s p e t t i v a m e n t e 

pe r x, y, z e sommate m e m b r o a membro , t enu to contò delle 

(I), (II), (III), forniscono rz + X «= 0, da cui 

X = - r 2 . 

Dal le (IV), (V), (VI), ponendo X == - r 2 , o t t en iamo al lora 

x ^ I 1 «« 2 ._ nß&2 „_ \*yc_ 

r 2 - a 2 ' r 2 — & 2 ' r 2 - c 2 ' 

E poiché per quest i valor i d i x, y, z, l 'equazione (III) dev 'es

sere soddisfat ta , avremo sos t i tuendo : 

}ia2 a2 a ß 2 ? ; 2 u . y s c s ,-, 

r 2 _ ß ä + r * - &2 r 2 - c 2 — ' 
e d ividendo per u, 

a a a 2 " ß 2 & 2 . Y 2 C 8 _ 0 

E questa l ' equaz ione , di secondo g rado in j * 2 , l e cui r a d i c i 

sono i, valor i cercati , massimo e min imo di r 2 . 

L ' e s i s t e n z a del massimo e del minimo di r 2 r i su l t e rebbe qui 

da considerazioni geometr iche , che r i t en iamo oppor tuno omet tere^ 
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CAPITOLO XIX. 

Integrali indefiniti 

§ 1 . L ' o p e r a z i o n e i n v e r s a d e l l a d e r i v a z i o n e . 

Una funzione cp(x) avente pei* de r iva ta f{x), si ch iama funzione 

primitiva o integrale di f(x), od anche integrale del differenziale 

f(x)dx. 

Se cp(x) è un in tegra le di f(x), anche rp(,r) -|- C, dove (7ò una 

costante arbitraria, è u n in tegra le di f'(x), po iché si h a : 

Rec ip rocamente : ogni funzione con t inua aven te per de r iva ta 

f(ai) non può differire da ip(,r) che pe r u n a cos tante , ed è quindi 

della forma cp(x) + C. Segue da ciò, che la finizione più generale 

avente f(x) per de r iva ta [o pe r differenziale f'(x)dx\ è cp(x)-\- C, 

essendo 0 una cos tan te arbi t rar ia . L a funzione <p(;r) | - 0 si chiama 

integrale indefinito (o integrale generale) d i /'(.-/•), e si indica con 

la scr i t tura 

//"(•<••) dx, 

che contiene impl ic i t amente la cos tante a rb i t r a r i a . 

Si chiamano integrali particolari di f(x) t u t t i quel l i , ohe si 

o t tengono dall ' in tegra le genera le a t t r i b u e n d o al la cos tan te par t i 

colari valori . 

A d es. la funzione sen x è un in tegra le (part icolare) di eoa x, 

perchè la de r iva ta di sena? è cosa', qu ind i l ' i n t e g r a l e genera le 

di c o s « è s e n x - f 0, dove 0 è una cos tan te a rb i t ra r ia , e si scr ive 

J o o s x d x — s e n x - | - (7. 
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E oppor tuno sin d' ora m e t t e r e in ev idenza a lcune p rop r i e t à 

degli in tegra l i indefiniti. 

Pe r definizione si h a i m m e d i a t a m e n t e 

(1) djf(x)dx=f{x)dx, 

S e (p(x) è una p r imi t iva di f{x), tale cioè che 

d cp (x) = f(x) dx, 

abb iamo 

Jd<p(x) —Jf(x) dx; 

e poiché 

J f{x) dx = cp(as) -f- G, 

po t remo scr ivere ancora : 

(2) jd(P(x)^cp(x)+ 0. 

Dal le (1) e (2) si v e d e che « i segni d e j si d i s t ruggono a 

vicenda. Ma quando, come nel la (2), il segno d segue 1' a l t ro, 

b i sogna agg iungere una cos tante a rb i t ra r ia alla funziono cp(x)*>. 

Poss iamo dire pe r t an to che l'integrazione è Voperazione inversa 

della differenziazione (o, se si vuole, della derivazione). 

Un fattore costante a si può portar fuori del segno j , vale a dire 

Ja f{x) dx = ajf{x) dx. 

In fa t t i i due m e m b r i hanno la medesima der ivata , af(x), e 

qu ind i non possono differire che pe r una costante. P e r ques to 

P eguagl ianza precedente sussiste a meno di una costante arbitraria: 

S i ha infine che 

L' integrale della somma (in senso algebrico) di un numero finito 

di funzioni è uguale alla somma degli integrali delle funzioni; e c ioè : 

[[fl(<*>) + fl(x) + ... + fm(CD)] dX ^jf(x)dx +ffä(x)dx + ... +ffm(x)dx. 

Quest 'eguagl ianza , come la precedente , si giustifica osservando 

che i due m e m b r i hanno la medes ima der ivata 

fi(oo)+fz(x) + ... + fm(x), 

e sussiste qu ind i a meno di u n a costante add i t iva a rb i t ra r ia . 
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§ 2 . M e t o d i d ' i n t e g r a z i o n e . 

Se, mediante le conoscenze già acquis i te nel calcolo delle 

der ivate , si riconosce che f(x) è la der iva ta di u n ' a l t ra funzione 

<p(;»), l ' i n t egraz ione di f{x) è immediata, g iacché in tal caso pos

siamo senz' a l t ro s c r ive re 

j'f(x)dx=*cp(x) +C, 

essendo 0 una costante arbi t rar ia . E appun to così che si o t tengono 

immedia tamente gli in tegra l i seguenti , in ciascuno dei qual i viene 

omessa, per brevi tà , la cos tan te addi t iva . 

j xm dx = , (TO 5> - 1) ; J Oasi par t icolar i no tevol i : 

tlx 

dm , 
— = l o g * ; 

^exdx^ex, jem-di e ma; 

r = : 
ili ' 
il mie «"""d:**' ^ • ~ ~ T ~ - , 

cosai d i ' = sen ,r, | cos w.-r d, 

sen .7) Ai! = - oos-r, j wen « w dx «a 

Non wm' 
/! ~ -

((08 «iti! 

III 
l e k + t g ' » ' ) . ' « - t g . , . , 
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Con speciali artifizi si cerca di r i c o n d u r r e a i p r e c e d e n t i t u t t i 

gl i in tegra l i ohe s ' i n c o n t r a n o ne l la p ra t i ca del calcolo. S i r i c o r r e 

a t a l fine ai metodi o processi à" integrazione, dei qual i i p i ù u s a t i 

sono i seguen t i . (1> 

a) I l calcolo di u n in tegra le , J f{x) dx, si può in ce r t i cas i 

consegui re med ian t e u n cambiamen to di var iab i le i n d i p e n d e n t e . 

P o i c h é il differenziale f(x) dx è il medes imo t an to se si cons ide ra 

x come var iab i le ind ipenden te , q u a n t o se si s u p p o n e x funzione 

di u n ' a l t r a var iabi le t, pos to x — cp (t), da cui dx = cp'(t)dt, si h a 

f(x)dw = f[cp(t))cp'(t)dt, 

e p e r conseguenza-

ff(x)dx^ff[V(t)] <p'(t)dt. 

Ora può darsi, che con u n a scel ta conveniente della funzione 

cp (t), il calcolo del secondo in t eg ra l e r iesca p iù agevole di quello 

del p r i m o . Se si riesce in t a l gu i sa a in tegrare i l differenziale 

f[cp{t)] cp'(t)dt, e se si t r ova 

al lora sos t i tuendo a H a sua espress ione in x dedo t t a dal la x = cp (t), 

si o t t i ene l'jf(x)dx. Solo la p ra t i ca e l 'abi l i tà possono s u g g e r i r e 

la scel ta p iù oppor tuna della funzione cp(t). 

I n ciò consis te i l metodo d'integrazione per sostituzione, de l 

quale da remo qualche e s e m p i o . ( 2 ) 

1) S i vogl ia calcolare 1 ' / " -^ - . 
' 0 jm-a 

Si può scr ivere 
t àm _ r d (x - a) 

J 0 ! ~ a ~ ~ J m - u ì 

(1) E opportuno osservare fin ci' ora, che non si possiede una via pratica 
sicura per conseguire un integrale in termini finiti, vale a diro per espri
merlo mediante un numero finito di operazioni analitiohe da eseguirò sopra 
le funzioni' elementari. 1 metodi d'integrazione, se abilmente adoperati, pos
sono condurre allo scopo. 

(2) Non si dimentichi ohe in tutti gli esempi che seguono viene omessa 
per brevità la costante additiva arbitraria. 
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poi, ponendo x - a — t, 

den f di 
= lost. 

I & 

Sost i tuendo a t V espressione x - a, av remo in definit iva 

S i è supposto t ac i t amente x - a > 0. Se fosse x - a < 0, scri

veremo : 
dai f don f d (a - m) 

x • 

ìì__ f don 

•a J ti - t 

ove a - x > 0 ; e ponendo a - x = t, si h a success ivamente : 

f ^ ~ - J ^ - = logt = log(a 

I n ogni caso si h a dunque 

j i £ r = l o g | " 1 - f l l » 

m a si usa scr ivere sempre 

so t to in tendendo il segno di assoluto sotto quello di « l o g » . 

Con lo stesso cambiamento di variabi le , x - a = t, si t r o v a 

C dai f Ì£^ . 1 ^ l 

J lai - « ) " J t m " ~ (m - 1) t m
 " 1 ~ (MI - 1) («« - «) • 1 ' 

essendo m^>l, 

2) Vogliasi calcolare vfy^^. 
A tal fine bas ta po r r e : 

(8) | /ö»T«^ =•*-«•) 

da cui, elevando a quad ra to , si h a succes s ivamen te : 

a s + = t2 + a' s - 2 t.r 

= - 2 tx 

(4) .« = - 1 7 - - ) 
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e da questa , differenziando, si o t t i ene 

, _ 1 2 * 2 - 0 2 - a a ) , 
— l ì F* ' 

ovvero 

(5) «te = dt. 

D ' a l t ra p a r t e , sos t i tuendo ne l secondo m e m b r o del la (3) a d so 

il va lore da to dal la (4), si h a 

poi 

da; ~ 2 F ~ flt ctó 

Abbiamo così 

r dai r dt , , 

e sos t i tuendo a t 1 'espressione forn i ta da l la ((3), 

S a r à bene confrontare ques to in t eg ra l e col seguente 

/' dcfi «; 
-7====== = a rc sen —. 

./ l ;a 2 - OJ* « 

3) I l me todo di sost i tuzione p u ò se rv i re a genera l izzare gli 

in tegra l i semplic i forni t i d a l l ' i n t e g r a z i o n e immedia t a . Ci t iamo 

qua lche esempio . 

S ia da calcolare 

f(a) f'(x)dx, 

P o s t o f(x)~t, da cui f'(x)dw^dtì s i . t r o v a : 

/ f(x) f'{x) dx = t 
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Con la stessa posizione, f(x) = tj si t r o v a a n a l o g a m e n t e : 

Questo r i su l ta to ci dice, che V integrale eli una, frazione nella 

quale il numeratore è la derivata (o il differenziale) del denominatore, 

è uguale al logaritmo del denominatore. 

P e r esempio si h a : 

Iaotgx dtß — j dx — l og sena; ; 

I — + b— dx = log (air,'4 -|- bx + c) ; 
Jam* + «( ° 1 ' 

" mio; 1 [%mdta 1 , r i , .i. 

r - T , - l o g ( l - f a r ) . . /1 -f - a?" " 2 ,/ 1 -I- w 

Abbiamo ancora, ponendo sempre f(x) = tf, 

( j ^ L rfj!== / L ^ L = arc sen/ '(a;); 

( T m = : d a ^ ( 7 m = , « a rc sen » 

« t o - f - J K f c L , ^ i a r c t g ® ; 

e così d i segui to . 

fi) Un secondo me todo consiste nel d e c o m p o r r e la funzione 

integrancla nella somma di due o più funzioni , l ' i n t e g r a l e delle 

qual i sia noto o si possa faci lmente calcolare . È i l processo d'in

tegrazione per decomposizione. Diamo qua lche esempio . 

1) Si vogl ia calcolare l ' i n t e g r a l e 

J ««-a? 8* 

Basta all ' uopo osservare ohe 
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cosicché, sos t i tuendo , si h a success ivamente : 

' 1 , 1 ì, 
s a -|- x a - x) 

dx. I f d x 

a -(- X J a~x 

• dx f dx 

dx, 

* = 277 P°S + a ) ~
 l o S -

— JLÌ » - I - a 

* "277 ° ~x-a ' 

ove si deve suppor re —™- > 0, e inol t re , ne l corso del calcolo, 

si suppone x -|- a > 0, as - « > 0. S i so t t in tende in somma ohe la 

quan t i t à so t to il segno « log » sia presa sempre in va lore assoluto . 

Osservazione. - V j — — ; si r i conduce tosto a l p receden te , 

osse rvando ohe 

/' dx /' dx __ J _ ] 0 < T * "1" "• _ j _ pj X-II 

J x - - u : i ~ J a'~-x* Un 1 = 1 w-a ~~ tu ° x-\~n ' 

2) I l me todo si appl ica p u r e a l l ' i n t e g r a t o n e di u n ' p o l i n o m i o 

f(x) = a0 xn + ai xn-1 + ... -I- a n . t m -f a„. 

Q u i però la funzione si t r o v a g ià decomposta ne l la s o m m a 

d i funzioni p i ù semplici , che sono a p p u n t o i singoli t e rmin i del 

pol inomio. A b b i a m o così success ivamente : 

j ( a 0 x n - i A j * * - 1 - ] - . . . + an.\x + an) dx 

=Ja0x
ndx + J "a . i x

n ' t das + ...+ j"an.\ x dx -|- j"a„dx, 

~a0 jX» dx 4- ffj jx'1-1 dx + . . . + an.i j xdx + a„jdx, 

osn-f-l a;» o;S . 
= « 0 + ß i ~ + - + fl»-1T + 

s o t t i n t e n d e n d o sempre la cos tante add i t i va arb i t ra r ia . 

3) S i consider i l ' i n t e g r a l e 

j f dx 
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Poiché seri2.'» + cos2.-» = 1, si può scr ivere success ivamente : 

_ rsoi i 2 * + oos2as , 
sMi-x cosmee 

dx , dx f dx dx » _ i . u 

J c o s s i ; sen-as ' 

» = t g a ; — cotgtfì. 

4) P e r calcolare 1' j dx, si osservi che 

i / I H-33 _ lyl + a ;_ 1 + x 

Il -<» ~|/r-l»~)/r-~ä?' 
cosicché 

1 - x 

» = arc sen x -fi- xa. 

c) U n te rzo metodo, di uso frequent iss imo, e il processo d'in

tegrazione per parti. Ecco in che cosa consis te . 

Dalla formola (XVI, § 6) 

d (uv) ~ udv ••[• v du, 

ove u e v sono funzioni d i x, si deduce : 

ovvero 

Jd (uv) — j udv + j v du, 

uv ~ j u dv -|- j v du, 

da cui 

j udv ~ uv - jv du. 

I n questa forinola è contenuto il me todo in parola , che si può 

enunciare così : 

L'integrale del prodotto dì un fattor finito u per un fattore 

differenziale dv, è uguale al fattor finito per V integrale del fattor 

differenziale, meno l'integrale dell' integrale trovato per il differen

ziale del fattor finito. 

Per appl icare questa regola con van t agg io , occor re ; 1° decom

p o r r e il differenzialo in teg rando nel p r o d o t t o di u n fa t tor finito 
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pe r u n fa t tore differenziale, in g u i s a clie di quest ' u l t imo f a t to re 

si conosca l ' i n t e g r a l e , o si possa faci lmente calcolare ; 2° che i l 

n u o v o in teg ra le sia calcolabile p iù fac i lmente di quel lo p ropos to . 

L a scel ta o p p o r t u n a del fa t tor finito, e qu ind i del fa t tore 

differenziale, è s u g g e r i t a dal la p ra t i ca , e d ipende da l l ' abi l i tà de l 

ca lcola tore . A lcun i esempi s e r v i r a n n o a d i l lus t rare i l m e t o d o . 

1) S ia da calcolare VJ a r e tg x dx; si s c r ive rà : 

j" a r c tg.?! dx — x a re tg;» - j m 

u dv v u v du 

S e ora si osserva ohe 

f dx 1 l'Zxdx i , j-* , », 

a v r e m o in defini t iva : 
/" 1 
1 are tg* dx = x aro tg;/; - -y log (1 -|- x'2). 

2) Sì&vflogxdx. 

Assumendo logx come fa t to r finito e dx come fa t tor diffe

renziale , si ha, i n t e g r a n d o pe r p a r t i : 

dx 
x 

x 
j logx dx = xlogx -

» = x log .c - J dx, 

» = ai l og x - x, 

» = x ( I o g a - 1), 

3) A n c h e p e r l'jxmlogxdx, ove g iova p r e n d e r e 

• l o g « come fat tor finito e xm dx come fa t to r differenziale ; si o t t i e n e : 

J a » log® dx = J l o g x d(~p[), 

a; "i-I-1 , fai'" + 1 do-, 

aJ m 4-1, i r , 
= — r - r - I o g a ; — 7 - / x m dx, 

m + 1 ° i n - ) - 1 J ' 

xmJr l i ' 1 a3«H-1 
ce»"-fi /, 1 

-r logos 1-
ni -{- ', 



350 CAPITOLO XIX. — § 2 

P e r m — - 1, si appl icherà invece l ' i n t e g r a z i o n e pe r sostitu

zione, scr ivendo : 

x-1 Ioga; dx = J logx , 

» — j log x d (log x), (log x = t), 

• - m -

4) Mediante l ' in tegrazione pe r par t i , a ssumendo ex come fattoi-

finito, si o t t iene : 

J e"' sena; dx = - e" cosa; -|- j e* cosx dx, 

j ex cosx dm = e* sena; - j ex sena.' dx, 

dalle quali possiamo r icavare i valori dei due in t eg ra l i : 

Je* aenxdx; je* cosa; dx. 

5) Si vogl ia calcolare Joos8 x dx. 

Si può scr ivere : 

J cos 2 a; dx = J cosas- cosai dx, 

ovvero 

j oos 2 a ; dx = j ooax • d (sena;), 

poi, in tegrando pe r pa r t i assumendo oos . r come fa t tor finito, 

j c o s 2 x dx = cosa; sena; -|- j s o n 8 a ; dx. 

D ' al tra pa r t e 

' J s e n 2 a; eia; = J (1 - o o s 2 a;) dx 

» = J dx - J cos 2 a ; da' 

» = - I* c o s 2 a? c&o, 

per cui, sos t i tuendo nel la precedente , 

J cos 2 a ;da ; = sena; cosa; -h x - j eoa 8 » da-'. 
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D a questa , t r a s p o r t a n d o a s in i s t ra l ' i n t e g r a l e del secondo 

m e m b r o , si h a 

2 j cos2x das = as + sen as cosa;, 

da cui 

/" o 7 x , s ena i ì c o s t e 
/ oos ce ax = -g- -| ^ , 

ovvero 

/' , x , sen2as(D 
GQS~X dX ~ -7?-4 ;— . 

J 2 1 4 

A ques to in t eg ra le si r i conduce tos to VJ s e n 2 (as) dx. Si h a 

infa t t i success ivamente : 

s e n 2 a ; dx ~j (1 - cos 3 aì) dx, 

» =Jdx -J cos'ex dx, 

lx . sen2cc 
= x 2 1 4 " 

as s e n 2» 
* • ~Y — 

Osservazione. - P e r i l calcolo di u n in tegra le si devono 

spesso appl icare success ivamente due , o anche t a t t i e t r e i me tod i 

d ' i n t e g r a z i o n e . 

6) Si vog l i a ad es. calcolare l'J ^a2-x2dx. Cominc iamo con 

l ' i n t e g r a z i o n e p e r par t i , a s sumendo / a 2 - a s 2 come fa t tor finito ; 

si o t t iene : 

/fa2 - xä dx = x fä^x2 + fx , 

ovvero 

(6) /" fas - x2 dx x i a 2 - x2 + f -^M=. 
J ^J Va»-»» 

(1) Dalla f o r i n o l a s e n 2 a—2 s e r i a c o s a (X, § 8, p a g , 162), s i h a s u b i t o : 

B e n 2 a B e n a c o s a 
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D ' al t ra pa r t e , se si osserva che 

)la'4 - x'4 

si può scrivere : 

od anche 

fa'4 - x'4 dx — I ^=—^z dx 
J | / « 2 - a , ' 2 

2 f ih; C co^tlte 

J | / « 2 - ( B 2 J )/« 2-a;a 

(7) (fa'4 - x'4 dx — a'4 arc sen - / -—-—-. 
J " J j / » 2 - : » 2 

Da questa e da l la (6), sommando m e m b r o a membro , si o t t iene : 

2 [fa'4 - x4~dx=:x fa'4 - x'4 -|- a'4 

a rc sen -

e in fine 

yti" - 03" = ,x y«" - (/.•*- + - r - a r c sen — . 

J IS/ <̂ f t 

Dalle (6) e (7) si po t r ebbe r i cavare , volendo, il valore 

7) Con un p roced imen to per fe t tamente analogo a quello segui to 

pe r il calcolo dell ' J fa'4 - x'4 dx, si può calcolare 1' j Ìa'4 | • x'4 dx, o 

si t r o v a : 

jia^+lr? dx = 1 a- l ^ + P H- £ log (>• -|- ^ T ^ 5 ) -

8) Sia da calcolare l ' i n t e g r a l e 

/ = / ' - ih: 

A tal fine si osservi che 

ax'4 -f- + c = a(x'4 -|- — x + 
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qu ind i 

o ancora 

. f dx 

I = — j l , l, \* , Actc-h* 

4 a» 
a J [x-\~- . > 

j 1 I V 2 a 

a I ( ^ Jb Y , 4 ne, - b* 

tal Aa* 

P o s t o x + = y, si può scr ivere 

D o b b i a m o ora d i s t inguere i t r e oasi s e g u e n t i : 4 a c - 6 s > 0 , 

4 a c - 7 / a = 0, 4 a c - ? ; 2 < 0 . 

•1° caso. 4 a c - & a > 0 . P o n g a s i = Az; si o t t i e n e : 

Ir- 1 <" ''" 
a J yi-\-A*ì 

e ques to in t eg ra l e ò no to (§ 2, i n t eg raz ione immedia t a ) . 

2° caso. 4 a o - b2 = 0. L ' i n t e g r a l e I assume la forma 

I==±[ÉL 
« j y 

e l ' i n t e g r a z i o n e è pure i m m e d i a t a (§ 2). 

3° caso. 4 ac - bz < 0. P o s t o ' l " c ~J' = - Az, si h a 

« ./ V 

4 a* 

dy 

e questo in tegra le è stato già calcolato col processo di decompo

sizione [§ 2, b)}. 

8) L ' i n t e g r a l e 

T-LM±JL-dx 
1 •—J «*•* + /«»+ 0°® 

si r iconduce al p receden te . 

Dell'Agnola - Matemuticlie Goncrnli 23 
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Difatt i , si La success ivamente : 

» _ J£ f 2a!" clx -I- N [ l l c e 

* ~ 2aJ CK»* + &<» + e ' J a.'« a~|-te - f -c ' 

— j ¥ f 2 «no + ft - b , n f dx 

* 2a]aa>* + te + o + ./ (W ' Ä + te + «' 

* — 2 a J aoi a -|- te + « ~ 2 a./ «su2 -|~ te -f- o + ./ «<e2 -f te + c > 

e in fine 

I = i log (flffi* + to + C) + (N - ^ ) ] a m t ^ ° b a + e • 
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CAPITOLO XX. 

Integrali definiti 

§ 1 . D e f i n i z i o n e e p r o p r i e t à d i u n i n t e g r a l e d e f i n i t o . 

Quando si dice che u n a funzione è finita i n un in t e rva l lo (a, b), 

si vuo l significare che i. va lor i assunt i da f(x) in (a, b) sono t u t t i 

compres i t r a d u e n u m e r i finiti. 

S i a ' y = f'(x) una funzione Univalente e finita n e l l ' i n t e r v a l l o 

(a, b). Scomponiamo l ' i n t e r v a l l o in n in te rva l l i parzia l i o t r a t t i , 

m e d i a n t e i p u n t i x l t « ? a , , . . . , a5»-a , "cc n . i , 

a > t ò 

e ind ich iamo con h.f, ampiezze di quest i t r a t t i , cioè 

p o n i a m o : 

Tii = J = COi — Clj Jlg ~=- 022 **" *XJ.| j * * % 1 fìt-ft = - & *~ - 1 * 

Sia ?/ s uno qualunque t r a i va lo r i che f(x) assume ne l t r a t t o 

h8l (s == 1, 2 , . . . , n) ; mol t ip l i ch iamo ys p e r h3 e facciamo la s o m m a 

degli n p r o d o t t i o t t enu t i ; .s i av rà : 

» 

ì s 

D a t a f(x), d i queste somme ve ne sono infinite, p e r c h è infiniti 

sono i m o d i coi quali si p u ò scomporre l ' in terval lo (a, b) i n t r a t t i 

hs, e, o l t re a ciò, qua lunque sia l a suddiv is ione di (a, b) che' si 

vuol considerare , infiniti sono i valor i ohe f(x) assume in u n t r a t t o , 

e, qu ind i la scelta di y8 nel t r a t t o gener ico hs si può fare in infini t i 

modi . Ciò in teso , s tabi l i remo la s eguen te definizione: 
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Dire che la somma S, col diminuire indefinitamente di tutte 

le h8ì tende ad un limite L, significa: fissato arbitrariamente un 

numero reale e positivo G, esiste corrispondentemente un numero 

positivo ft, tale che, per ogni scomposizione dell'intervallo in parti 

hs tutte minori di ft, e qualunque sia il valore //„ di f(x) scelto 

in h,,, risulti : 

\S-L\<*. 

I l l imite di 8 si chiama l'integrale definito di f(x) ne l l ' in ter 

vallo (A, &), e si ind ica con la sc r i t tu ra 

f{x)dx, 

che si legge integrale definito (o sempl icemente integrale) da a a & 

di f(x) dx. I n u m e r i a e b dicouai i limiti del l ' in tegra le , e preci

samente : a si ch iama il limite inferiore, b il limite superiore del

l' integrale . Quando pe r u n a funzione f[x) esiste i l l imi te di 8 se

condo la definizione s tabi l i ta sopra, si dice che f(a;) è atta all'in

tegrazione definita, o che è integrabile ne l l ' in te rva l lo (a, b). 

L a p receden te notazione dell ' in tegra le definito ebbe origine 

nel modo seguente . Se esìste il l imite di 8, esso e, pe r definizione, 

ind ipenden te da l m o d o col quale viene diviso l ' i n t e r v a l l o pe r 

cost rui re la somma S. P o t r e m o pe r t an to i m m a g i n a r e l ' i n t e rva l l o 

(a,b) diviso in p a r t i egual i , supporre cioè t u t t e le ht egual i t ra 

loro ed eguali a £\:x, e p rendere per valoro della funzione f(x) 

in hs, quello ohe essa assume n e l l ' e s t r e m o infer iore x„.i di 7 i s , 

cioè '«/» =-f(xs. i). Al lora noi abbiamo p e r 8 l ' e sp re s s ione 

S = 2./'("'«-1) A •'*") e l ' i n t e g r a l e : / f(x)dx, è il lìmite della 

somma degli elementi f(x)/\x} ossia f(x) da; co r r i sponden t i ai 

pun t i a, x i t xä,..,, xn.i di (a, b). I l segno j è l ' i n i z i a l e a lquanto 

deformata della pa ro la somma. 

Si ponga bene a t tenz ione a ciò, che u n a vo l t a fissata la fun

zione f(x), il va lore del l ' in tegra le definito / f(x) dx d ipende uni-

. carnute dai l imit i a e b ; m a non d ipende affatto dal la var iabi le x 
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ohe compar i sce sotto il segno in tegra le , che è sempl icemente u n a 

variabile corrente d'integrazione. Pos s i amo per tan to scr ivere 

f{x) dx = j * /•'(?/) dy = f* f(z) dz = ... ecc. 

P r e m e s s o che u n a funzione con t inua in u n in te rva l lo (a, b) è 

necessa r i amen te finita in (a, b), si d imos t ra che : 

Una funzione continua in un intervallo (a, b) è integrabile nel-

V intervallo. 

Si conviene di assumere 

(1) f"f(w)dx = 0, 

convenz ione ohe non h a b isogno di commento , t a n t o si p r e s e n t a 

spon tanea . 

Nello s tabi l i re il conce t to di in tegra le definito esteso ad u n 

in te rva l lo non nul lo (a, ?;), si è suppos to a < h. S u p p o n g a s i o r a 

a > 6, e d iv id iamo l ' i n t e r v a l l o («, &), da a verso ö, neg l i i n t e rva l l i 

6 a 

parzial i h.n h S ! . . . , hn m e d i a n t e i p u n t i di divisione xA, x z . . . x n . i , 

cosicché hs = x s - x s . i r i su l t a i n questo caso nega t ivo . L a somma S 

ha 1' e spress ione : 

£ y, hs X Ih (®t - xt. i) = - £ y s ( r c s . i - » s ) = - >S,

1<
1>, 

con Si des ignando la somma S r e l a t iva all ' in te rva l lo (b, a), dove 

b<a. P a s s a n d o al l imite , al d iminu i re indefini tamente del le hSÌ 

abbiamo l i m # = - lim 3.^ ossia 

(2) JbJ(x)dx.~-j«f{ß)dx, 

la quale ci dice che : 

In un integrale definito è lecito scambiare fra di loro i limiti, 

purché si cambi segno all'integrale. 

(1) Anche nel caso a > b ai pone lim 8 — j''af{x) dx. In altri termini la 

definizione stabilita dianzi nell' ipotesi a < &, vale anche se a > b. 
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L a relazione (2) si può scr ivere anche così : 

jb

af(x) dx+fb

af(x) dcc = 0. 

P i ù genera lmente abbiamo : 

f* f(x) dx + f° f(x) dx + f* fx dx = 0, 

che presenta analogia con la no ta relazione segmenta r la re la t iva 

a t r e pun t i di una re t t a . 

Sono conseguenze immedia te della definizione le seguent i 

propr ie tà general i : 

j1 '' G f\x) dx = G f(x) dx, ( G costante) , 

/* *(/'.(<<') + h (*) + . . . + fm(x)) dx - /' "/',(*) dx + f ''/],(>•) dx + . . . + f " f m ( x ) dx. 

In parole : 

Un fattore eostante si pub portar fuori del segno di integrale 

definito. 

V integrale definito della somma di più funzioni (in numero 

finito) è, uguale alla somma degli integrali definiti relativi alle sin

gole funzioni. 

Ricordando sempre la definizione, e t enendo p re sen t i le (1) e (2), 

sarebbe facile cons ta t a re che in ogni caso, (a b), si ha 

/ dx = b - a. 

Dalla definizione (V in tegra le definito r i su l ta tos to , che se 

f(.r) > 0, ai ha [ f(v) dx » 0, (a < b). Quiudi , dal l 'essere f, (x) ;~> A (.r), 

r isul ta ohe / ft (ai) dx > / f2(x)da;, sempre s u p p o n e n d o a < b. 

Ciò posto, sia f(x) funzione cont inua nel l ' in te rva l lo (a, b), e 

indichiamo con M il mass imo, con m i l min imo fra i va lo r i assunti, 

dalla funzione nel l ' in te rva l lo ; si h a iti ogn i pun to x d i (a, b) : 

m .- : f(x) M, 
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e in conseguenza 

^max< f(x) dx < j*M{dx), 

ovvero 

m(b-a)*g.fb f\x) dx M (b - a). 

P o s s i a m o q u i n d i scr ivere yj f(x) dx — lì (b - a), 

ove 7c è u n n u m e r o compreso t r a m ed M. T>' a l t ra p a r t e , la fun

zione f(x) essendo cont inua, esis te u n p u n t o xt de l l ' in terval lo (a, b) 

i n cui f(xi) = 7cì per cui si h a in def in i t iva : 

jh

a f\x) dx = f(x x ) ( 6 - a ) . 

Ques ta formola cos t i tu isce il così de t to teorema della media. 

F r a g l i infini t i m o d i di scompor re l ' i n t e r v a l l o (a, b) p e r co

s t ru i re la somma 3, il p iù sempl ice consìste nel la d iv is ione di 

(a, b) in p a r t i egual i . 

A b b i a m o a l lora 

7ij = A 2 = . . . = hn. i = 7in — Ä, 
e qu ind i 

S =£7iBy8 — £ 7u/8 = 7i («/! + ya 4 - . . . -I- y„), 

od anche 

y i + y» + . . . + y w 

dalla quale r isul ta , osservando che n li = b - a, 

z/i + a/e + • • • + t/n _ 1 ^ 

. ». & - a 

P a s s a n d o a l l imi te quando n cresce indef ini tamente , si h a 

la quale giustifica il nome d i valor medio di f{x) a t t r i bu i t o al

l' espressione 

("f{ir)d.r, 
b - a J a ' w 
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§ 2 . S i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o d e l l ' i n t e g r a l e d e f i n i t o . 

Sia y = f(x) u n a funzione Univalente e con t inua in u n inter

val lo (a, b), a < b, ne l quale supponiamo che sia cos tan temen te 

posi t iva. Scomposto l ' in te rva l lo in n p a r t i 7ii, 7 i 7 i n , si con

sideri la somma 8==^7is ijs, con ys des ignando l ' o rd ina t a corri-

0 

sponden te ad un p u n t o qua lunque del t r a t t o 7/,,,. I l p r o d o t t o 7t„ ?/„ 

rappresen ta l ' a r e a di u n r e t t ango lo di base 7ì„ e di al tezza e 

pe r conseguenza 8 è la somma delle aree di n r e t t ango l i analoghi 

a quello ora cons idera to . I l l imite della somma 8, al d iminui rò 

indefini tamente delle lia, è, per definizione, l ' a rea A compresa t r a 

la curva , 1' asse delle x , e le r e t t e x = a, m — b. Abb iamo quindi 

(8) A~f*tXx)év. 

Supponiamo in secondo luogo che la funzione // sia costante

mente nega t iva in (a, b). Al lora la somma 8, il cui l imi te è 

l ' I f(x)dx, à negat iva , ta le essendo ciascuno dei suoi t e rmin i ; e 
J CI 

in conseguenza l ' i n t e g r a l e stesso r isul ta nega t i vo . I n questo caso 

dunque 1' arca ò nega t iva . Ved iamo così, ohe l ' a r ea , calcolata con 

la formola (8), ò pos i t iva quando il t r a t t o di cu rva considerato è 

s i tua to a l ' d i sop ra d e l l ' a s s e delle x; nega t iva , quando esso giace 

al di. sot to di ques t ' asse. 

Se la curva a t t r ave r sa l 'asse x in uno o più pun t i , la forinola (3) 

fornisce la differenza fra le aree s i tua te al di sopra e quelle s i tuate 

al d i sot to dell ' asse delle ascisse. P e r es. ne l l ' un i t a figura l ' a r e a 
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0 

Ma se si vuo le de t e rmina re l ' a r e a totale, b i sognerà calcolare 

s epa ra t amen te 1' a rea pos i t iva e quel la nega t iva , ed a g g i u n g e r e 

al la p r i m a il va lo re assoluto della seconda . 

§ 3 . R e l a z i o n e f r a l ' i n t e g r a l e i n d e f i n i t o e l ' i n t e g r a l e 

d e f i n i t o d i u n a f u n z i o n e . 

S ia y = f(x) funzione Univalente con t inua di x in u n inter

val lo (a,b); x u n generico p u n t o di-(a , 6). 

L ' i n t e g r a l e 

/ ''' f(x) dx 

Ja 

è funzione del l imi te super iore x . c l ) Si badi però di non confon

dere il l imi te super iore x d e l l ' i n t e g r a l e con la var iabi le co r ren te 

d ' i n t e g r a z i o n e , che si suol des ignare con la stessa l e t t e ra , m a che 

po t r ebbe ind icars i con un ' a l t r a l e t t e r a qua lunque , s c r ivendo 
ad es. f f(y) dy. P o n i a m o 

e d imos t r iamo che : 

La funzione F[x) è continua in [a, b), ed lia per derivata la 

funzione integrando, f(x). 

A b b i a m o infat t i success ivamente : 

F(x -|- li) - F(x) - f* + " f{x) dx - [* /(*;) dx, 

(1) Veramente l'integrale dipende dai due limiti, ma qui consideriamo 
a come costante. 

forn i ta dal la (3) è la differenza t r a V a rea t r a t t e g g i a t a or izzontal

m e n t e e quel la t r a t t e g g i a t a v e r t i c a l m e n t e . 

Y 
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od anche 

F(x -f Ä) - F(x) = (af{x) dx + f x + H f(as) dx, 
J x Ja 

e in fine 

l'x -\- h 
F(x + li) - F(x) = l x + lf(x) dx. 

J x 

Se ora appl ichiamo a ques t ' u l t imo in t eg ra l e il t eo rema della 

media, si ha subi to 

F(x-\-li)-F{ir) = f \ x , i ) d x , 

ovvero 

(4) F f r + h i - F W ^ f t x J h , 

ove xi è compreso t r a x e x -|- li. 

Passando al l imi te al t ende re eli 7i a zero, e r i co rdando ohe 

per la cont inui tà di /'(et), l im f(x t) = / ' ( l im x±) = f(x), si h a subito 

) 

la quale dimostra in t an to la cont inui tà di F(x) nel p u n t o x. 

Dal l a (4) r i su l ta poi, che 

F(»+h)-F(v>) _ . 

da cui, passando al l imi te pe r li t enden t e a zero, 

*"(•'•)• •[(•'•), 

la quale ci elice che F(x) h a pe r de r iva ta /'(«')• 

Ciò posto, sia (p (x) — j f{x) dx, i nd ich iamo cioè con <p(as) la 

funzione cont inua p iù genera le avente pe r de r i va t a f(x). Po iché 

la funzione F(x) — f f(x) dx, come si è v i s to ora, ò essa pu re 

con t inua e h a per de r iva ta /'(«), possiamo senz ' a l t ro affermare ohe 

le due funzioni F(x) e rp (x) differiscono per una costante, 

Possiamo pe r t an to scr ivere : 

cp{x) = F(x)+ü; 
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ossia 

cp (x) — f(x) dx -|- G. 

S e in ques t a si pone x = a, si o t t i ene 

cp(a)= G, 

cos icché in defini t iva si ha 

fx 
f\x) dx = cp(x) - cp(a). 

formola fondamentale per il calcolo degli integrali definiti, e che 

segna a p p u n t o i l passaggio d a l l ' i n t e g r a l e indefinito <p(<«) a l l ' in te -

g ra ie definito / f(x) dx. I n pa r t i co la re , se nel la formola preoe-
J a 

d e n t e si p o n e x — b, si h a 

Abb iamo così la regola : 

Calcolato l'integrale indefinito cp(x) con qualunque processo fra 

quelli sopra indicati, l'integrale definito da a a b di f(x)dxèdato 

dalla differenza fra i valori assunti da q>(x) rispettivamente nei 

punti b ed a (limite superiore ed inferiore dell'integrale stesso). 

Ta le differenza si indica spesso con l a s c r i t t u r a 

MI-
Esempi: 1.° S i vogl ia calcolare l ' i n t e g r a l e 

1 x n dx, (m > 0 e ^ - 1). 

Si h a 

xm dx = 
m -f- 1 ' 

d a cui, l imi tando fra 0 e 1, 

m + I/o m-\-1 1 

2.° Vogl ias i calcolare / jzTìó*' 
J o 
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Si h a 

- - are tgx, 

da cui, l imi tando , 

» — aro t g 1 - are t g 0 

it 
* = T -

§ 4 . D e r i v a z i o n e d i u n i n t e g r a l e d e f i n i t o r i s p e t t o a 

c i a s c u n o d e i s u o l l i m i t i . 

L ' i n t e g r a l o 

jlm dx, 

una volta fissata la funzione integrai!da, d ipendo un i camen te dai 

l imi t i a e e va r i a con quest i . Cons iderando a e & come varia-, 

bili ind ipendent i , l ' i n t e g r a l e è quindi u n a funzione di queste va

r iabi l i . Ci p ropon iamo di calcolare le de r iva te parzia l i del p r imo 

ordine r ispet to ad a e a b. A ta l fine r a m m e n t i a m o ohe 

j * /'(.%') da: ---•> cp (ft) - <p (a), 

designando con <p (.•».•) una pr imi t iva di /'(ar). D e r i v a n d o i due membr i 

p r ima r ispet to a ft, po i r i spe t to ad a, si o t t i ene : 

ììh f i < C » /V'), 

l„fln*)dx -<>•'(«) - /•(«.). 

I n queste eguagl ianze si legge la .seguente rego la : 

La derivata di un integrale definito rispetto ad uno dei suoi 

limiti, si ottiene sostituendo nella funzione ìntegranda alla variabile 

corrente d'integrazione il limite rispetto al quale si fa la derivazione, 

e prendendo il valore ottenuto col segno + o col segno —, a seconda 

che la derivazione viene eseguita rispetto al limite superiore o rispetto 

al limite inferiore dell' integrale. 
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§ S . D e r i v a z i o n e s o t t o II s e g n o d ' i n t e g r a z i o n e . 

S i a f(x, y) funzione delle due var iab i l i x e cont inua ins ieme 

alla s u a d e r i v a t a parz ia le r appor to ad y, f'y (x, y), p e r t u t t e le 

copp i e di va lor i eli x e // clie dovremo considerare ; e s ieno a e b 

delle cos tan t i . L ' i n t e g r a l e : / f(x,y)dy è, in definitiva, funzione 
J a 

di y. P o s t o 

c i p r o p o n i a m o di calcolare la de r iva t a di questo in tegra le r i spe t to 

alla va r i ab i l e y da cui d i p e n d e ; va r iab i l e ohe comparisce sot to i l 

segno d ' i n t e g r a z i o n e , e che v iene ch iamata comunemen te para

metro, anche pe r d i s t inguer la dalla var iab i le x r i spet to a cui l'in

t eg raz ione s ' i n t e n d e esegui ta . Si d imos t ra , in base alle ipotes i 

ammesse , che 

ovvero , sos t i tuendo per magg io re chiarezza alla q)(«?) l ' i n t e g r a l e , 

Tv fi A a ! . V) - / a

ù f'y y) dx. 

Ques t a eguagl ianza ci dice ohe le due operazioni d i der ivazione 

d ' i n t e g r a z i o n e sono inver t ibi l i , e i n ciò appun to consiste la regola 

di derivazione sotto il segno integrale; regola ohe si può enunc ia re 

conc isamente così : la derivata dell' integrale è uguale all'integrale 

della derivata. 

E s s a to rna spesso u t i l i ss ima p e r 1' effettivo calcolo degl i in

t eg ra l i def ini t i ; ma, a questo propos i to , r imandiamo il l e t to re ai 

T r a t t a t i di calcolo. 

Osserveremo p iu t tos to che la regola precedente si es tende al 

oaso in cui i l imi t i dell ' in tegra le n o n sono cos tant i , ma bens ì 

funzioni d i y; l imi t i che ind iche remo ques ta vo l t a con a (y) e b [y). 

Al lo ra l ' i n t e g r a l e 

<p(y)=fa^ ffayìdx 
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òu=hu Kl*'*)*** 

perchè si o t t iene supponendo a (y) e b (y) cos tant i . R ico rdando poi 

la regola di der ivazione di u n in tegra le r i spet to a ciascuno dei 

suoi l imit i (§ 4), poss iamo scr ivere 

f£ = ~/T« (?/),;</]; f = f\b (?/),?/]. 

Si h a così i n def in i t iva : 

Se a e & n o n d ipendono da y, va le a d i re sono costanti , 

- ^ - = = • ^ - = 0 , e si r i t r o v a la formola s tab i l i t a in pr inc ip io dì questo 

numero come caso par t i co la re della (5), 

§ 6 . C a m b i a m e n t o d i v a r i a b i l e i n u n i n t e g r a l e d e f i n i t o . 

Sia f(x) funzione con t inua nell ' in te rva l lo (a, b), e si consideri 

l'I f'(ßr)dx. Facc i amo u n cambiamento d i var iabi le , ponendo 

x — q> (t), e sia 

(G) a = cp(u), & = <p(ß), 

vale a dire ind ich iamo con a e fi i va lor i di t cui corr ispondono 

i valori a e b di x. Suppon iamo che la de r iva ta cp'(t) della fun

zione <p (t) sia con t inua p e r i va lor i d i t che si devono considerare . 

In questa ipotesi anche la funzione cp(t) ò con t ìnua , e si h a la 

seguente formola del cambiamento dì variabile : 

, : i . . 

è funzione composta di y (XVII , § B), in quan to esso d ipende non 

solo dalla y ohe comparisce sot to il segno in tegra le , m a eziandìo 

da a(y) e da b (y), che p e r ipotesi sono alia loro vol ta funzioni 

di y. Abbiamo p e r t a n t o , in v i r tù della rego la di der ivazione delle 

funzioni composte ( X V I I , § 5), 

'Jy^ày.ìW da . òrp db 

A)) ~~ ~t>V oti dy oh dy ' 

ove 
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la qua le ci dice clxe non bas t a sos t i tu i re nella funzione i n t e g r a n d a 

ad x l a funzione cp(tf), al dx il dcp(f)'=cp'(t)dt, m a ohe b i s o g n a 

a l t r es ì cambiare i limiti, sos t i tuendo ad a e a b r i s p e t t i v a m e n t e a e ß. 

In fa t t i , pos to J f(x) dx — F(x), si h a in tan to (§ 7), 

(7) J*f{x)dx = F{b)-F(a). 

S i h a ino l t r e F'(x)-f(x), F' [<p(t)] - f[cp(t)], e q u i n d i 

^L<P(0]<P'«) = A«PW]«P'(0, 
ossia 

Ne segue che 

d ^ [ < p ( < ) ] « A v ( * ) ] < P ' W * , 
da cui , i n t e g r a n d o da a a ß, si deduce successivamente 

P ^[cp(*)] 

^[cp(ß)]^'[cp(a)], 
od anche , per le (6), 

JßJ[cp(t)]cp'(t)dt~=F(b)~F(a), 

e questa , confrontata con l a (7), ci dice appunto che 

[af[<P(tW(t)dt^jb

af(x)dx, 

I l cambiamento di var iabi le v iene spesso ut i l izzato p e r 1' ef

fet t ivo calcolo di un in t eg ra l e definito, come r i su l ta dal seguen te ' 

esempio; 

Des ignando con aä 

a2 «3 

il p u n t o medio de l l ' in te rva l lo (fltìaa), a1<a3, ci p r o p o n i a m o 

di calcolare i seguent i in tegra l i : 

r ^ [*>•(« («> dx> I = r a ( a !
 ~ai){!0 ~a,j) dx- I = r { x ~a'l)

 ( w ~ " a ) d x 
1
 i « t ( % - a s ) (« i -«s) ' '' 8 J a^-fiù ( % - « s ) . . ' ' 3 J rt4(

fl3-'*i) (": ) - f l s ) 



368 CAPITOLO XX. — § 6 

Essi si calcolano nello stesso modo , m e d i a n t e il cambiamento 

di variabile : 

(8) x — ai + (a3 - « J t. 

Per t an to ci l imi teremo al calcolo di Ii7 l asc iando allo studioso, 

p e r esercizio, il calcolo degli a l t r i due in tegra l i . 

Dal ia (8) si t rae success ivamente : 

x - a2 = aL - a s + (fljj - a |) t, 

a . / / . ' 11 . ti . ir .. —. ti . ' 

2 - ^ = 1 - 2 * , 

perchè a2 è il pun to medio di (r/^, a.,). 

Ana logamen te abb iamo, sempre dal la (8), che 

Se poi si osserva che 

per x = a, si ha t = 0, 

» x — « y » » t = 1," 

e che 

dx = (a j, - a , ) dtt 

possiamo senz ' a l t ro scr ivere , in v i r tù del la rego la precedente , 

It =~-(\l~2t) (1-t) («.»-«,) dt, 

e in fine 

^ = = = - 1 (a 

In modo pe r f e t t amen te analogo si t r o v a che 
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§ 7 . C a l c o l o a p p r o s s i m a t o d e g l i i n t e g r a l i d e f i n i t i . «• 
F o r m o l a d i S i m p s o n . 

Q u a n d o non si sa calcolare il va lore esat to d i im i n t e g r a l e 

definito, si r i co r r e a t a lun i metodi di approssimazione. 

N o i ci l imi te remo a stabil ire la formola di approssimazione 

di Simpson, di uso frequente nel la pra t ica . 

S i consider i l ' I ' f(x)dx,e ß 
•I ai 

sia a2 il p u n t o medio de l l ' in 

te rva l lo (a1, as). Pos to 

#i = /K)> Ih Z'K), Ih = /"(«a), 

i p u n t i 

a p p a r t e n g o n o alla curva di equa-

/
«.. 

' f(x) da; 

r app resen ta l ' a r e a compresa t r a 

la curva , l ' a s se delle x, é le o r d i n a t e yi e ys dei p u n t i P± e P 3 

della c u r v a stessa. Si t r a t t a d u n q u e di calcolare appross imat iva

m e n t e ques t ' area. A t a l fine si osservi , ohe la funzione raz iona le 

i n t e r a di 2 ° g r a d o 

(a>_-a,j)J(n -ßa) , a, (« - ÖJ) (a; - a 2 ) 

V 

! J 

%! %| 
0 1 

<p.O»); 

pe r a3 = a i ; a 2 , « 3 , assume g l i stessi valor i di f(x), cioè r i spe t t i 

v a m e n t e i va lor i , V i ) ? / 2 ) ? / 8 i come si verifica i m m e d i a t a m e n t e . D a 

ciò r isul ta , che la parabola conica y ~ cp (x) passa essa p u r e pe r i 

p u n t i Pì, P2, Ps. U n valore appross imato d e l l ' a r e a in pa ro l a si 

o t t i ene sos t i tuendo hell ' / ' f{x) dx alla funzione in t eg randa la fun-
o 4 ' • 

zione <p(a:); ed è chiaro che l ' app ross imaz ione è tan to magg io re , 

quan to p iù piccolo è l ' in terval lo d ' in tegraz ione (ai} as). Abb iamo 

così i l seguente valore appross imato del l ' area pr imi t iva , ossia 
d e l l ' / " 1 3 f\x)dx>. 

J ai 

1 = cp (a;) dx - yi I± -f y% Tz + y313, 

Dell' Agitola • Matematiche Generali 2 4 
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ove 

1 J a, ( « i - « 3 > ' 2 J « , («2 -«» ) ' ' 8 J ^ ( « s - a i ) 

Abbiamo v i s to ne l numero precedente , che 

• z ' 1 = - g - ( « a - « i ) ; J a = | - ( « 8 - f l i ) ; * 8 = y ( f l 3 - « i ) ; 

por cui si ha in definit iva : 

J = (aa -

ovvero 

( 9 ) j = l i i i ^ ì [ A a i } + 4 f{eiä) + f { a a ) l 

/•li 

Ciò posto, sia da calcolare F I /'(«) tfai. S i d iv ida l ' in terval lo 

d ' i n t e g r a z i o n e («, &) in 2 n p a r t i egua l i , m e d i a n t e i pun t i 
Xl) Xz, X3ì . . . . , a ) 2 N „ 2 , i » 2 M - l , 

Ö .r , ^ a . j r , j r 4 a? 5 x 6 ^ « - ä ^ n i £ 

e si applichi la formola (9) a ciascuno deg l i in te rva l l i 

( « , 0 ! 8 ) , («a, a; 4), (ffl4) a;„) , . . . . , ( « 2 » . 2 , & ) ; 

si ot t iene il s eguen te va lore appross imato de l l ' in tegra le in pa ro la : 

^ Z l \ f { a ) + éf(xi) + f(xs)} + 

Se ora si osserva che 
, li ~~ a 
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si p u ò raccogl ie re nel la somma p r e c e d e n t e il fa t tor c o m u n e '•• 

Ord inando poi in modo oppor tuno i t e rmin i en t ro la pa ren tes i , si 

ha in definitiva per il va lore appross ima to dell ' / f(x)dx: 
J a 

M + m + 2 [f\xä) + fix,) + + f(x2n.z)} + 

+ 4 [fix 1) + /\xa) + ..... 

ed è ques ta appun to la formola di Simpson. 

Si po t r ebbe s t imare u n l imi te superiore dell ' e r ro re che si 

commet t e appl icando codes ta formola, m a noi r i m a n d i a m o a q u e s t o 

proposi to , e pe r not iz ie più ampie su l l ' a rgomento , ai T r a t t a t i d i 

Calcolo. 

§ 8 . A p p l i c a z i o n i d e g l i i n t e g r a l i d e f i n i t i a m i s u r e 
g e o m e t r i c h e . 

a) Mettlfteaslone delle curve piane. 

•Si consider i un arco A B 

di cu rva p iana d i equazione 

y = /'(*), 

e sieno a e b le ascisse es t reme 

del l ' a rco . Supponendo di contare 

gli a r ch i a p a r t i r e da un ' ori

g ine 0' scel ta comunque sulla 

curva , e des ignando con' P u n 

p u n t o gener ico del l 'a rco AB d i 

asoissa x, si h a pe r i l differenziale dell 'arco s(x) 

s ione (XVI , § 4 ) : _ _ _ _ _ 

^ = l / l + 7 > ) S dx, 

da cui , i n t e g r a n d o da a a b, si deduce 

s (b) - s {a) - j " a V l + fifa? dx, 

(1) Vedasi ad esempio F. d'Arcale' «Analisi infinitesimale», TIP Ediz., 
Vol. I I 0 , pag. 317 e seguenti - Padova, Draghi Editore. 
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ossia 

(10) arc A l ì j a Ì 1 + f ( ä f dx, 
la quale formola serve appun to a calcolare la lunghezza del l 'arco 

A B della cu rva y = f(x), o, come si dice comunemen te , a retti

ficare V arco A B. 

E s e m p i : 1.° S ia la cu rva di equazione 

(11) 9 yz =• 4 x3, (parabola semicubica) . 

Si vuol re t t i f icare l ' a r c o di questa c u r v a compreso t r a il 

p u n t o di ascissa 0 (origine 0), e il pun to P d i ascissa 1. 

Si ha in tan to p e r la formola (10): 

arc 0 P = / 0 V T + y * dm. 
L ' equazione (11) si può scr ivere 

da cui, de r ivando , si deduce 

, 2 3 Y ìl~ 

y =-*•' —'x = 
«> io 

1 + ?/'* = i + a,. 

a re OP=l Vi + sedx. 
J 0 

1 

poi 

Abbiamo così 

Ora 

qu indi 

1 _ 8 
ì + fli dx =» / (1 + X) » d (1 + X) = y (1 + «ì) « , 

e in fine 

, fT+x dx = I- (.1. -f xf = •§•( 2 T - 1 ), 
' 0 . , ! . . o , 1 \ / 

a rc O P = | - ( ) / " 8 - l ) . 

(1) Poiché la curva è situata nel semipiano ali* destra doli'asso y, ed e 
; simmetrica rispetto all'asso dello ascisso, ò indifferente per il nostro scopo 
prendere Puna o l 'altra delle due determinazioni di y. 
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2.° S i vogl ia rettificare V arco di parabola conica 

(12) x2 = 2py, 

compreso t r a i l ver t ice (origine 0 del le coordinate) e i l pun to P 

della cu rva di ascissa x. 

Si h a i n t a n t o per la (10): 

a re 0 P = 1 /1+ y'2 dx. 

Calcol iamo la funzione in t eg randa . Dal la (12) si deduce 

v ' - — 1 [ „ ' 2 — P 2 + ">* 

~~ p ~~ 
e da u l t imo 

Abb iamo così 

fT+lP==^Ìp'4 + oc2. 

are 0 P = — / ]/ « 2 4- x 3 dx. 

Ora, [§ 2, 7)], 

j ip2 + x2 dx = ~ xip* H- x2 +pz l og (x + Ìp2 + »2) 

quindi , ' 

x2 dx — - X fps -f x 2 +p2 log (» + / jp 2 -f- X2) ^, 

sc ] /p 8 H- a; 2 -f-_p 2 log (a; 4- Vjp2 4- x2) - p s l o g p ' 

e in fine 

aro 

xÌp2 + x2+p2log[j + }/l-\-p) 

b) Calcolo delle aree piane. D a t a la cu rva di equaz ione 

l ' a r e a A compresa t r a la curva , l ' a s s e delle x, e le r e t t e x= a, 

X = b, è (§ 4) 

(13) A^Jlmdm. 
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E s e m p i : 1.° Data la parabola 

yz == 2 ax, 

si vuol determinare V area compresa tra la curva, V asse delle x e 

V ordinata del punto M di ascissa x. 

yi Si ha per la (13): 

qu ind i 

A = f2li.~x^ = ~ i ^ i x l ì ^ ^ x f 2 a x , 

e finalmente 

A = ~ as y. 

L ' a r e a cercata è ugua le ai due t e rz i di quel la del re t t an

golo OPMQ, 

2." Si voglia calcolare -l'area dell'elisse~-1-Ir = 1 . 

Po iché la cu rva è s immetr ica r ispet to agl i assi, possiamo l imi

t a rc i al calcolo dell ' a rea d i u n quadran te , a rea ohe poi mol t ip l i 

cheremo per 4 . 
x y i. 

Dall ' equazione della cu rva M 

si h a in tanto 
y = ~fa*~^, 

ove il radicale va preso posi

t i vamen te per i p u n t i de l l ' arop 
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MN che l imi t a il quad ran t e A. App l i cando la formola (13), si h a 

success ivamente : 

A= \ ydx — a — ]/a2- x2 dx = — r i a 2 - x2dx. 

D ' a l t r a p a r t e si è t rova to sopra [ § 2, 6)] che 

jVa2 - X* dx = Y x fa2 - x2,-\- Y a re sen-^-, 

da cu i 

Ìaa - x2 dx — j Y x ia2
 - x2 + y arc sen ~ | * 

it a1 

e sos t i tuendo ne l l ' espressione di A, 

h it a s
 it 

1 = 
a 4 

Segue che V area dell' intera ellisse è nah, essendo a eh i 

semiassi della curva. 

3.° Calcolare V area di un trapezio mistilineo, un lato del quale 

è un arco di parabola. 

Sia la parabola d i equaz ione 

(14) y = ax2 A,- bx + c, 

e si vogl ia calcolare 1' a rea del la 

porz ione del p iano , t r a t t e g g i a t a ne l l a 

figura, e l im i t a t a dall ' asse delle x, 

dal la parabola , e dalle r e t t e di equa

z ioni x=0 e x = h, essendo h l 'ascissa 

del p u n t o 0. S i h a in t an to , des ignando con S V a rea in parola , 

S=j\jdx= J1* [ax2 + bx + c) dx. 

E s e g u e n d o l ' i n t eg raz ione , si o t t iene subi to 

S = -$- + -Y+ch, 
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ovvero, p o n e n d o in evidenza il fattore 

(15) S = -J- (2«Ti2 -I- 3bh + 6c). 

Sia D il pun to med io di 0 C, cioè il pun to dell ' asse x di 

ascissa ed E il co r r i sponden te pun to della curva . L ' o r d i n a t a 

y2 di E (ordinata media) è data da 

«7t a Wi. 

: + 

da cui 

(16) 4 y 8 = a7t s + 2 6 Ä - | - 4 c . 

Ind icando con i y 0 1' o rd ina ta di A, con ?/j 1' o rd ina t a di B, 

dall ' equazione (14) della c u r v a si ha 

?fa-c> 

i/i = ali'4 + bh -|- c. 

D a queste e dalla (16), sommando m e m b r o a m e m b r o , si o t t iene: 

?/o + ìk + 4 2 / 2 = 2 ali* + 3 bh -I- Gc. 

I l secondo m e m b r o di ques ta eguagl ianza coincide con l 'espres

sione t r a pa ren te s i della (15). Abbiamo cosi la formola : 

(17) ^ = - (2 /0-1-^ + 4 ^ ) , 

che fornisce 1' a rea r ich ies ta . I n questa espressione h ù 1' altezza 

del t rapezio mis t i l ineo ; y 0 . e y{, ordinate es t remo, ne sono le 

basi; yz è la base media del t rapezio. 

Nella formola (17) si l egge la regola p r a t i c a pel il calcolo 

del l ' area. 

OH servati tone J . - Se due lat i del tra

pezio mist i l ineo sono archi parabol ic i , oorae nel-

l ' u n i t a figura, la formola (17) con t inua ad es

sere val ida , come ò facile r iconoscere , 

P o s t o 

AA'^b, BB'sx b't (7c7' = ß, DE*=h, 

A 
— S L 

I N 
t 

fi' 

b 81 /)' 

D 1 
' ! E 

1 

1 J B 
A 
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cioè de s ignando con & e V le due basi , con ß la base inedia, e 

con li V a l tezza, si ha p rec i samen te : 

(18) + &' + 4 ß) . 

Osserva&ione II. - L a r i p e t u t a applicazione della formola 

(17) conduce al la formola di S impson , s tabi l i ta ne l pa rag ra fo 

p r e c e d e n t e . 

c) Calcolo ilei volumi. 

I) Formola generale. P r o p o n i a m o c i di calcolare il v o l u m e 

di u n da to sol ido. Con r i f e r imen to ad u n s is tema car tes iano 

or togonale , supponiamo che il sol ido sia compreso fra i p i an i 

z = a, z = b, 

para l le l i al p i ano coordinato 2 = 0. 

N e i casi ordinar i , u n p iano i n t e rmed io di quota z (a^z^-b), 

t ag l ie rà il solido in una cer ta superficie S, funzione continua àie 

n e l l ' i n t e r v a l l o (a,&). I l vo lume della porz ione del solido compreso 

fra i l p i ano z = a, e il p iano i n t e r m e d i o di quo ta z, è alla sua 

vo l ta una funzione di z, che ind icheremo con V(z), a n c h ' e s s a 

definita ne l l ' in terval lo (a, b). È chiaro s e n z ' a l t r o ohe V(a)=0, 
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ment r e V(b) è il vo lume che si t r a t t a di de t e rmina re . A t t r i b u e n d o 

a z un inc remento A 2 , il volume V (z) subirà u n incremento 

A V— V(z + A z) - V{z). Se ora si suppone , per fissare le idee, 

d i e S(z)^>S (z -f A z), l ' i n c r e m e n t o A V deve essere manifesta

mente compreso fra le l imitazioni 

S(z)Az-3>AV^S{z + Az)Az,'» 

dalle quali r i su l ta che 

Passando al l imi te al t ende re a zero di A 2 , e osservando ohe, 

pe r la cont inui tà di S{z), l im S(z -|- A z ) si d e d u c e : 
A .5 = 0 

l im — - — S (z), ovvero 
A * = (>•"• 3 

o ancora 

dV~-ti(z)dz. 

È questo il differenziale del volume, o, come ai dice talora, 

V elemento di volume. Se si eseguisce l ' i n t e g r a z i o n e da a a if), 

t enendo p resen te che V(a)-~0 e che V(l>) è il vo lume cercato del 

.sol ido, volume che ind icheremo b revemen te con F , si h a in defi

n i t iva la formola : 

(19) V=l'\s(z)dz, 

II) Formola di Torricelli. S i voglia calcolare il vo lume di u n 

solido avente due basi B e B' s i tuate i n p ian i paral le l i . S i assuma 

i l piano della base B pe r p iano z~~0 d i u n s is tema cartesiano 

ortogonale, e si i nd ich i con h l a d is tanza del le due bas i o altezza 

del solido. Tag l iamo il solido con u n p iano paral lelo alle basi, e 

(1) Qui supponiamo, per fissare le idee, A » positivo; ed 6 chiaro sen
z'altro olie $(«) A * è il volume di un cilindro di base #(_) e di altezza A *• 
Un significato analogo Ira l'espressione 8[e + A * ) A*-
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sia 8 la sezione o t t enu ta . Ques ta è funzione del la d is tanza z del 

p iano segan te dal piano della base B (piano z — 0). S u p p o n i a m o 

che la sezione 8 sia una funzione razionale intera di grado non 

superiore al terzo, vale a d i re che 8 sia della forma : 

(20) S = S(z)~ as* + hz'2 + cz -|- ci. 

Appl i cando la formola gene ra l e p receden te , si ha i n t an to p e r 

i l vo lume del solido 1' espress ione 

fh 

d a cui 

V~ j " (az3 + l>z2 + es + d) dz, 
J 0 

T r ali* , bh3 , <;7i2 , „ 

od anche, ponendo in evidenza il fa t tore —-, 

(21), 7 = ¥ ( ^ + 2 & 7 i 2 + 3 c Ä + 6 d ) . 

P o i c h é la sezione 8 è forni ta dal la (20), abbiamo in pa r t i co la re : 

pe r 2 = 0, 8{o) = d = B, 

» z = 7i, 8(h) = ahs + ohz + ch + d^B', 

ah3- bh* . oh , , a 
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Quest ' u l t ima è la sezione o t t enu ta m e d i a n t e u n p i a n ò equi

d is tan te dalle due basi , o sezione media del solido. 

Se ora si calcola l ' espress ione B -\- B' + 4 ß, somma delle basi 

più il quadruplo della sezione media , si t r ova sub i to che 

2bhä-\-3ch + ßd. 

Il secondo m e m b r o di ques ta eguagl ianza coincide con l 'espres

sione t ra paren tes i della (21), per cui si h a in def ini t iva: 

(22) F = * . ( _ ? + _ ? ' + _ ß ) . 

È questa appunto la formola di Torricelli (estensione della (18) 

s tabi l i ta dianzi) di g r a n d e impor tanza pra t ica , in quan to essa 

è applicabile, a quasi tutti i solidi che s'incontrano nelle applicazioni. 

Se ciascuna base si r iduce ad un p u n t o (come nel la sfera in 

cui le basi sono i p u n t i di conta t to di d u e p i an i t a n g e n t i paral

leli) la (22) assume una forma semplicissima. Si h a infat t i 23«=23'«»0, 

e la formola di Torr ice l l i d iven ta 

V ~ 3 ' 

essendo h l ' a l tezza e ß la sezione media del solido. 

d) Aree e volumi dei solidi di rotazione. 

I) Cominciamo dal calcolo dei volumi dei solidi di rotazione, 

in applicazione del la formola generale (19). 

S ia la cu rva y elei 

p iano X 0 Z, di equazioni 

D i questa cu rva con

s ider iamo l ' a r co A B com

preso fra i due p ian i pa

ra l l e l i z — 0, z = h. Que

s t ' a rco , r u o t a n d o in torno 

a l l ' a s se z a ssun to come 

asse d i ro taz ione , genera 

y / u n a superfìcie, la quale, 

c r 
! )y 

0. 
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ins ieme ai p iani 2 = 0, z — h, r a c c h i u d e u n solido di rotazione. 

S e g a n d o il sol ido con u n p i ano pa ra l l e lo al p iano z = 0 e di 

opiofca z, s i o t t i ene come sezione u n cerchio di raggio oc — f{z). 

L ' a r e a di questo cerchio, x[f(z)]2, è u n a funzione hen de te rmi 

n a t a del la d i s tanza z del piano segan te dal p iano z — 0. Si può 

q u i n d i appl icare la formola genera le (19), essendo nel caso a t t ua l e 

S(z) = x [f(z)]a. Si perv iene così al la f o r m o l a : 

Se po i vogl iamo il volume del solido d i ro taz ione compreso 

t r a i due p ian i z = a, z = b, si app l i che rà l a formola 

I I ) E d o ra passeremo al calcolo dell' area generata da un arco 

di curva piana, che ruota intorno ad una retta del suo piano, r e t t a 

y 

B 

; 

jé%s ! 

doc \ ; 

0 Ì -M\ \T 
' 1 

a oc b 

che poss iamo assumere come asse delle ascisse di un s i s tema car

tes iano d i r i fe r imento . 

S ia 

y = fi®) 
1' equaz ione del la curva , e si cons ider i i l t r a t t o A B d i essa com

preso t r a i p u n t i d i ascisse r i spe t t ive a e b. Oi p ropon iamo eli 



3 8 2 CAPITOLO X X . — § 8 

calcolare l ' a rea della superfìcie genera ta da l l ' a r co A B, a l lorquando 

questo arco ruo ta in to rno a l l ' asse x, descr ivendo u n gi ro completo . 

Scel ta sulla cu rva un ' or ig ine 0' degl i a rchi , la superficie 

genera ta dall ' arco 0' M, essendo M un p u n t o gener ico della curva 

compreso t r a A e B, è funzione dell ' ascissa x del pun to M. Si 

consider i il pun to M' della cu rva di ascissa x + dx, e si assuma 

dx come infinitesimo pr inc ipa le . L'area elementare g ene ra t a dal

l' arco infinitesimo MM' è u n infini tesimo equ iva len te alla super

ficie genera ta dal la co rda MM', e ques ta è equ iva len te alla sua 

vol ta a l l ' a r ea genera ta dal segmento MQ = ds del la t a n g e n t e alla 

cu rva in M (Of'r. X V I , § 4). Quest ' u l t ima è la superficie laterale 

di un t ronco di cono. I r a g g i delle basi del t ronco sono (XVI , § 3) 

EM=y, T Q~ y -|- dy, e il la to è i f Q = d!«. Abbiamo così pe r 

1' e lemento superficiale 1' espress ione 

^ ± ì ^ i ± M ds^^,-V^dy)ds = 2zyds + ndyds, 

il cui valor pr inc ipa le (infinitesimo di o rd ine minimo) e 2 xyds. 

E ques to il differenziale della superfìcie A (x) g ene ra t a dall ' arco 

0'M, o, come si dice ta lora , l'elemento di superficie. Si h a così 

la formola : 

dA '== 2 n y ds, 

dalla quale si deduce, i n t eg rando da a a b, 

A(b)-A{a) = 2 7tj\;ds, 

ove il membro di s inis t ra è 1' a rea cercata , a rea che indicheremo 

brevemente con S, sc r ivendo 

8 — 2 re j \/ ds. 

Sost i tuendo nel secondo membro a ds la sua espressione 

ds = dx\l\ -)- / " (x), (XVI , § 4), abbiamo in definit iva la formola: 

S 2 n 11 iÜTW dx, 
o, pil i b revemente , 

„ ri ,-.—-™ -
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§ 9 . I n t e g r a l o d i u n a f u n z i o n e e l i o d i v e n t a i n f i n i t a i n 

q u a l c h e p u n t o . 

Nella definizione di / f(x) dx s i è supposto che l a funzione 
J a 

i n t e g r a n d i f(x) sia finita nel l ' i n t e rva l lo (a, b). Ora si s u p p o n g a 

che f(x) d iven t i infinita ne l p u n t o b, es t remo super iore del l ' in ter

val lo , m a che sia finita e i n t eg rab i l e ne l l ' in te rva l lo [a, b - E), pe r 

q u a n t o piccolo sia s ; 

a ò-e b 

suppon iamo cioè ohe esista 1' / f(x) dx. 
J a 

Se al t e n d e r e di e a zero ques to in t eg ra l e t ende ad u n l imi te , 

d i r emo che la funzione /'(.'•) è i n t eg ra l e i n [a, b) e p o r r e m o per 

definizione : 
"b fb-e 

f(x) dx == l im / f(x) dx. 
a 8 = 0 Ja 

A d esempio la funzione —~ è infinita pe r x=l. App l i cando 

la definizione precedente , si h a : 

1 dea j . ri-e da 

oVl-a» 8 = 0 J o ft-** 

l im ( I 

8 = 0 \ IO 
arc sen x I , 

1 - 8 

= l im \ a rc sen (1 - E) - arc sen ft?, 

= arc sen 1 — - y . 

Se f(x) d iven ta infinita n e l l ' e s t r e m o infer iore a de l l ' in terval lo 

d ' i n t e g r a z i o n e , si pone ana logamen te : 

"b fb 
f(x) dx — lina / f(x) dx, 

1 a 8 = 0 Ja + e 

quando esiste i l secondo m e m b r o . 

I l caso in cu i la funzione f(x) d ivent i infinita i n due o p i ù 

p u n t i dell ' in te rva l lo d ' i n t eg raz ione , si r i conduce senza difficoltà 

a quell i t e s té considerat i . 
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§ IO. I n t e g r a l i e s t e s i a i n t e r v a l l i i n f i n i t i . 

F i n o r a si è supposto che l ' in terval lo d ' in tegraz ione sia finito. 

Supponiamo ora che la funzione /'(as) sia in tegrab i l e ne l l ' in terval lo 

(a, b), a < b, per quan to g rande sia b. Suppongas i i no l t r e che esista 

il l imite dell ' / f(x) dx, al c rescere indef ini tamente di b. Allora 
J a 

porremo per definizione : 

/ Ax = lim / h /'(ai) dx. 

Ja l i = c o . ' a 

Abbiamo ad es. 

/'co dai T fb do, 
, ,, = l im / , (.°' „, = l im [aro t g b - a re t g 01 = . 

Osservazione. - Ta lo ra si p resen tano in t eg ra l i d i questo t i po : 

+ co 
/'(a?) da?, 

-oo 

D o p o quanto è s ta to esposto, il loro significato è chiaro di pe r sé. 

Ne l Calcolo delle p robab i l i t à s ' incont rano ad es. i due in teg ra l i : 

1 f + e o 2 r+oo 
- 7 = / e-®~dx, -7=1 e-^dx. 
VnJ-oc » W o 

Si d imost ra che essi sono eguali , e che il valore comune è 
V unità. 

Molto impor t an t e nel Calcolo delle probabi l i tà è la funzione Q(t) 

r app resen ta t a dal l ' i n t eg ra l e 

9(fl = ~i=-\l e-t"dt. 

Ifl una funzione t r a scenden te , della quale , con oppor tuni 

me tod i di appross imazione, furono calcolati e raccol t i in una 

t avo la i valori cor r i spondent i a diversi va lo r i della var iabi le . 

Si not i in fine, come la r ego la per il c ambiamen to di variabile 

s tabi l i ta nel § 6, si es tenda agl i in tegral i considera t i in quest i due 

u l t imi p a r a g r a f i . l l ) 

(1) Vedasi ad esempio F. d'Aroais, loco citato, Voi. ,11, - pag. 61 - N. 20 -
pag, 02 - N. 24, 
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CAPITOLO XXI. 

Integrali doppi e tripli 

§ 1 . D e f i n i z i o n e d ' i n t e g r a l e d o p p i o . 

S i a z = f(x, y) u n a funzione di due var iabi l i reali x e y, f inita 

i n campo 0. S u p p o r r e m o per sempl ic i t à ohe il campo G sia l imi

t a t o da una l inea chiusa, e che q u e s t a sia incon t ra ta al p iù in 

(X OCf Xfa 3-3 

d u e p u n t i t an to da una r e t t a pa ra l l e la all ' asse x, quanto da u n a 

r e t t a paral le la all ' asse y. Sieno a e ö le ascisse es t reme, a e ß 

le o rd ina te es t reme del campo : 1' area G r i su l t a allora con tenu ta 

ne l r e t t ango lo R compreso fra le r e t t e x = a, x = &, y = a, y = ß. 

D i v i d i a m o 1' in te rva l lo (a, b) de l l ' asse x in p pa r t i , egua l i o dise

gual i , m e d i a n t e i p u n t i d i divis ione x.u x i ì . , . ì x P . i ì e l ' i n t e rva l lo 

Dall'Agnolo. - Matematiche Generali 25 
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(a, ß) dell ' asse y in q pa r t i , pu re eguali o d isegual i , median te i 

pun t i yi, y%ì..-i ìlq-x- L e r e t t e x — x4-, (i = 1,2, . . . ,p - 1), paral lele 

a l l ' a s s e y, e le r e t t e y = y t ì (i = 1,2, , . . ,q- 1), para l le le all 'asse 

scompongono il r e t t ango lo i ? in u n oerto n u m e r o di re t t angol i 

parz ia l i . Alcuni di ques t i appa r t engono i n t e r a m e n t e al l ' a rea G (co

m e quello t r a t t egg ia to or izzonta lmente ne l la figura) ; a l t r i v i appar

tengono solo in p a r t e (come quello t r a t t egg ia to ve r t i ca lmen te nella 

figura. Sieno &u ff2,..., tfrt i r e t t ango l i parz ia l i che appa r t engono 

to ta lmente , o sol tanto in pa r t e , all ' area G, e con le stesse le t tere 

aL, o s , . . . , cr„, ind ich iamo anche le aree di ques t i r e t t ango l i . Sia zs 

il va lore che la funzione f(x, y) assume in u n p u n t o eli G scelto 

n e l l ' a r e a css, naa del res to qua lunque . F o r m i a m o la somma 

Di queste somme n e abbiamo infinite, p e r c h è infinito sono le 

scomposizioni del r e t t ango lo lì, e, co r r i sponden temen te , del campo 

G, ohe si possono i m m a g i n a r e eseguite. O l t r e a ciò, pe r ogni 

scomposizione sono pure infiniti i va lor i della funzione f(x, y) che 

possiamo scegliere in c iascuna 0 „ , Ciò in teso , s tabi l i remo la se

guen te definizione (analoga a quella a s sun ta pe r gli in tegra l i 

definiti ordinar i (XX, § 1) : 

« D i r e che la somma S tende ad u n . l imi te L a l lorquando si 

«fa crescere a l l ' in f in i to il mxmero delle a ree cr,, o"2,..., tr„, per 

« modo ohe ogni a rea parz ia le impiccolisca indef in i tamente in ogni 

«•senso, s ignifica: scelto u n n u m e r o posi t ivo e piccolo a piacere, 

« esiste un numero posi t ivo 8 ta le , ohe p e r ogni scomposizione 

« de l campo G i n a ree parz ia l i a„ t u t t e r inoh iud ib i l i in u n circolo 

« d i raggio 8, r i su l t i 

£ = Z e « 3 S . 

\S-L\< e. 

I l l imi te di S si ind ica coi simboli 

c c 
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e si l egge integrale doppio, o sempl icemente integrale, di f(x, y) 

esteso al campo G. Esso p r e n d e a n c h e il nome d ' in tegrale d'area 

o d' integrale di campo. 

L ' i n t e g r a l e doppio si ind ica t a lo ra con u n solo segno d ' i n 

tegrazione , scr ivendo 

jf[x,y)dC, Jf{x,y)dxdy; 

b c 

m a no i ci a t t e r r e m o alla p r i m a no taz ione . 

Osservazione. - Solo per semplici tà , nella definizione pre 

cedente ci s iamo riferi t i al modo più usuale di d iv i s ione del 

campo G i n aree parzial i . L a scomposiz ione p u ò i n t e n d e r s i ese

gu i t a i n quals ivogl ia al t ro modo , pe rchè quando es is te i l l imi t e 

di 8 secondo la definizione, s tab i l i ta , esso è affatto indipendente 

dalla legge di divisione in aree parz ia l i . 

S i dice che la funzione f(x, y) è integrabile o atta all'integra

zione nel campo G, t u t t e le vol te che esiste il l imi te del la somma» 

8 secondo l a p receden te definizione. 

S i d imost ra che : 

Ogni funzione continua in un campo C, è ivi integrabile. 

E noi d ' o r a innanzi ci occuperemo esc lus ivamente di funzioni 

cont inue , e qu ind i in tegrabi l i , ne i campi che dovremo cons idera re . 

§ 2 . L i m i t a z i o n e e c a l c o l o d i u n i n t e g r a l e d o p p i o . 

Ind i che remo con A » e Ay i l a t i del re t tangolo pa rz ia l e ge

ner ico o s , para l le l i r i spe t t i vamen te a l l ' a s se x e a l l ' a s s e y ; con 

f(x, y) il valore della funzione z in un p u n t o di ques to r e t t a n -

g o l o ( 1 ) . Al lora la somma 8 = zs as d iven ta la somma dopp ia 

che si può scr ivere anche così : 

£ = £ A « £ / > , ! / ) A«/ , 

(1) Con la condiziono elio questo punto appartenga a C, qualora il ret
tangolo 0 S dovesse uscire in parte dui campo d'integrazione. 
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la somma in te rna in t endendos i esegui ta r i s p e t t o alla va r iab i l e y, 

e la somma es terna r i s p e t t o alla var iabi le x. B e n s ' i n t e n d e , che 

nell' eseguire la somma intema, la x rimane aostante. S i d imostra , 

che il càlcolo del l imi te di S secondo la definizione s tab i l i t a so-

^ pra, ossia del l ' i n t eg ra l e doppio 

di f(x, y) esteso al campo C, • 

> si può o t t ene re con d u e succes

sivi passaggi al l imi t e ; e preci

s amen te : calcolando dapp r ima 

i l l im £ f(x, y) A »/, ohe è una 

v funzione S(x) b en definita d i x; 

poi il l im £ cp (•*) A x, Ora il 

l im £ f(x, y) A y ò u n in t eg ra l e definito o rd ina r io , es teso al t r a t t o 

I \ P2 di parallela al l ' asse y c o n d o t t a per il p u n t o del l ' i n te rva l lo 

(a, 6) di ascissa x, t r a t t o compreso fra i pun t i in cui ques ta paral le la 

i ncon t r a i l contorno del campo. Abbiamo oosì : 

ind icando con ui {x) V o r d i n a t a di Px, e con tiä (x) l ' o rd ina ta d i P 2 . 

Ques te ord ina te sono forni te dalle equazioni dei due a rch i di 

cu rva A MB, AJSFB, ohe l imi tano i l campo 0. P o n e n d o 

^(aìi =J tli(x)fifl>1y)dy> 

r i m a n e da calcolare il l im £ cp (x) A x, che è alla sua vo l ta un 

in t eg ra le definito ord inar io , esteso all ' in te rva l lo (a, b) in cui si 

m u o v e V ascissa d i u n pun to del campo C. A b b i a m o p e r t a n t o : 

l im £ cp (;c) A x = fi cp (se) dx; 

ovverò 

Um £ <P<») A * ~jfa.Jl*M f(x,y) dy. 

D a tu t to ciò r i su l t a che 

(i) fj fix,y) dx dy j f(x, y) dy, 
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l a qua le ci dice, che il calcolo dì un integrale doppio si riduce a 

quello di due integrazioni semplici successivamente eseguite. 

Se poi , come si è convenuto , ind ich iamo con a e ß le ordi

n a t e e s t r eme del campo, abb iamo ana logamen te : 

(2) f{x,y)dxdy — j ^ dy 
vi (y) 

f(x, y) dx, 

ove vi(y) e v2(y) sono le ascisse dei p u n t i e Qz n e i qua l i l a 

para l le la al l ' asse x, condo t t a 

p e r il p u n t o gener ico y di 

(a, ß), i ncon t r a il contorno del 

campo. L e ascisse vi (y) e v2 (y) 

dei p u n t i Q± e Q a sono forni te 

dalle equazioni de i due a rch i 

A MB, ANB, che racchiudo

no il campo G. 

Con 1' appl icaz ione del l ' u n a o del l ' a l t ra delle formole (1) e (2), 

si effettua la così de t t a limitazione dell' integrale doppio. 

Se le funzioni ui(x), u2(x), vi(y), v2(y) sono con t inue n e i 

r i spe t t iv i in te rva l l i , l ' i n t e g r a l e doppio del la funzione f{x, y). si 

p u ò calcolare ne l l ' uno o nol i ' a l t ro de i due modi ind ica t i da l le 

(1) e (2). A b b i a m o pe r t an to 1' eguag l i anza : 

la quale ci dice, che le due successive integrazioni sono invertibili. 

Si t e n g a p r e sen t e però, che a ques to r i sul ta to si g iunge n e l l ' i p o 

tesi non solq che la funzione i n t e g r a n d a f(x, y) sia c o n t i n u a n e l 

campo C, m a eziandio supponendo la con t inu i t à de l le funz ioni 

ut(x), Uf,(x), vi(y), v2(y) n e i r i spe t t iv i in terval l i . 

I n pa r t i co la re , se il campo C è i l r e t t ango lo racchiuso da l le r e t t e 

x = a, x — b, y = a, y <= ß, (a < b ; <x< ß), 
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si l i a : 

/« dX.l! ft»> y) Ail "/a dlJf! ^y) 

L a proposizione con tenu ta in questa eguag l i anza p rende il 

n o m e d i teorema d! integrazione sotto il segno integrale, o della 

invertibilità delle integrazioni con limiti costanti. 

E s e m p i . 1) I l campo d ' in tegraz ione G s ia il q u a d r a n t e di ellisse 

compreso fra le direzioni pos i t ive degl i assi. 

L e ascisse es t reme del cam

po sono o e a. S ia u n gener ico 

p u n t o del l ' in te rva l lo (o, a) : tiria-, 

. m o pe r x la para l le la all ' asse //, 

e sieno P± e P 2 i p u n t i in cui 

questa pa r a l l e l a i ncon t r a i l con

to rno del campo. 

I n virtù, della formola (1) abb i amo : 

j f f(x, y) dx dy = f'Ux /'(*> //) d!h 

o 

essendo ul(x) V o rd ina ta d i P n e u2(x) l ' o r d i n a t a di P 2 . È chiaro 

ohe u1(ae) = Oì e che u&(cc) è i l valore dell' ordinata nel punto del

l' ellisse di ascissa x, va lo re ohe si deduce d a l l ' e q u a z i o n e del l 'e l 

lisse, e prec isamente 

il radicale essendo preso pos i t ivamente . P o s s i a m o qu ind i scr ivere 

in def ini t iva: 

ff(xìy)dxdy: dx I /'(as, y) dy. 
JO ,/0 
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Se , i n par t ico la re , f(x,y) = xy, si h a success ivamen te : 

1]> a*-a 

scy dx dy = dx xy dy 

! 2 _ » lo 
x ( a 2 - as2) d«c. 

E s e g u e n d o ques t ' u l t ima in tegraz ione , si perv iene sub i to a l 

r i su l t a to s eguen te : 

ff®y dx dy = . . 
a 

2) I l campo G d' in tegraz ione sia la pa r t e di p i ano l i m i t a t a 

dal l ' ellisse 

.8 > &g X > 

e si i voglia, calcolare l ' i n t e g r a l e JJ f(x, y) dx dy, 
a 

Vi 
I n questo caso le ascis

se es t reme del campo sono 

- i t e - f a , e la para l le la al

l 'asse y condot ta p e r un gene

rico p u n t o x de l l ' i n t e rva l lo 

(~ a, + a) , i ncon t r a i l con

to rno del campo (1' ellisse) 

ne i p u n t i Pi e Pä, le cui ordi
na t e r i spe t t ive , dedotte dall' equazione dell' ellisse, sono e v i d e n t e m e n t e 

ui{x) = -^ia'i x" 
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Abbiamo pe r t an to : 

'f /"(«') V) dxdìj = dx I f(x, y) dy. 
b ] r _ „ 

a 

Osservazione. - S e la funzione f(x, y) è s immet r i ca r i spet to 

ag l i assi coordinat i , essa assume lo stesso va lo re n e i q u a t t r o ver t io i 

d i u n re t tangolo col cent ro di f i g u r a ( 1 ) co inc idente con l ' o r ig ine . 

Allora, l ' i n t eg ra l e doppio esteso al p r imo q u a d r a n t e del l ' ellisse, è 

eguale all ' in tegra le dopp io esteso a d un a l t ro q u a l u n q u e dei ri

m a n e n t i quadran t i . Quindi , des ignando con Gk il p r imo quadran te 

dell ' ellisse, po t remo scr ivere : 

J J f(x, y) dx dy = 4 j j ' f(x, y) dx dy, 

c 'cL 

ossìa, (Ofr. es. 1), 

ff fix, y) dx dy = 4 j^dwj^ f(x, y) dy, 

e 

e i l calcolo dell ' i n t eg ra l e doppio r isul ta i n t a l gii isa semplificato. 

Poss iamo, ad es., app l icare ques t ' u l t ima forinola al caso par

t icolare f(x,y) = x2, in cui la funzione è i n d i p e n d e n t e da y, e 

p resen ta la s immetr ia accenna ta sopra. 

S i t r o v a : 
/" / ' J 7 VX. (1*1) 

J J x d x d y ^ - ^ . 

"e 

P e r poter appl icare la forinola (1) al calcolo di u n in tegra le 

doppio, non bas ta che una r e t t a parallel la a l l ' asse y i ncon t r i il 

con to rno del oampo &' in tegraz ione a l p iù in due pun t i , m a oc

cor re altresì olle nel l ' in te rva l lo (a, b) in cui si muove 1' ascissa di 

u n pun to del campo, oiasouna delle funzioni ui{x) e u2(») r i su l t i 

i nd iv idua t a in m o d o unico. Qualora ta l i condiz ioni n o n fossero 

verificate, si decomporrà i l campo 0 in oampi parz ia l i Gv C s , . . . , 
(1) Punto d'incontro dello diagonali. 
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che figurano nel le (3), esso comprende a l t res ì i l contorno che 

racch iude la mezza corona. P e r p o t e r appl icare l a (1), si condu

cano le t a n g e n t i in B e i n B' al oiroolo in t e rno : esse scompogono 

la mezza corona in t r e campi Gv 6' 2, C a , c iascuno dei qua l i sod

disfa alle vo lu t e condizioni. 

• Abb iamo così . • 

///(«>, y) dx <% = J ff(x, y) dx dy +Jff[a>, y) dx dy +j jf{cc, y) dx dy, 

ciascuno dei qual i soddisfi alle condiz ion i in parola . S i av rà così 

e v i d e n t e m e n t e 

/ / ffa y ) d x dy = fff(x> y ) d x d y + J J f(x> y)dxdy + ..., 
C Ci Cg 

e gli i n t eg ra l i del secondo m e m b r o si calcoleranno appl icando 

la formola (1). Ana loga osservazione si può r ipe tere r e l a t i vamen te 

al la formola (2). E c c o un esempio in p ropos i to . 

3) I l campo G sia definito dalle re laz ion i : 

(3) ? / » 0 , x2 + y 2 ^ a 2 , a? 3 + y 8 » 6 s

J (a>b). 

Esso c o m p r e n d e i p u n t i olie soddisfano alle condiz ion i se

g u e n t i : 

sono -si tuati al di sopra del l ' asse del le x ; 

» in t e rn i al circolo x2 -f y2 = ä2, 

» es te rn i » » x2 -f- y2 = Zi2. 

TI campo C è d u n q u e formato d a i p u n t i della mezza corona 

c i rcolare t r a t t e g g i a t a nella figura, e, a mo t ivo delle eguag l i anze 
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ossia, limitando g l i i n t eg ra l i del secondo m e m b r o , 

-b ì V - » 2 1> I'" 2 - ®'À 

[ [ f(x, y) dx dy = [dx [f(x, y) dy + [ dx [ f(x,y)dy -|-

c - « " 0 ' ~b i V - c e 2 

« la a - Xs 

4- [dx f f(x, y) dy, 

'b "o 

Volendo appl icare invece la (2), il campo G v i ene decomposto 

in t r e campi parz ia l i m e d i a n t e la t angen t e al circolo i n t e rno pa

ral le la all ' asse del le x. 

§ 3 . F o r m o l a d i D l r l o h l e t . 

Si consideri i l campo t r i ango la re PQ.E l imi ta to dal le r e t t e 

di equazioni : 

y *•= a, (equazione del la r e t t a PQ), 

x = &, ( » » » QR), 

y-~x, ( » » » HP), 

campo, che i nd i che remo breve-

monte con G. L e coordinate dei 

ver t ic i d i questo t r i angolo sono 

a K b ' («, «), Q - «), R 5 5 3 (fy &)• 

Ciò posto, appl ich iamo la formola (1) p e r la l imi taz ione del

l ' in tegrale doppio J j f(x, y) dx dy. Si h a : 

c 
b ,Mjj(£B) 

[ I f(x, y) dx dy = jdx J f(x, y), dy, 

c' « ui{x) 

ove ui (as) è l ' o r d i n a t a di Mi} e w s (aì) è l ' o r d i n a t a d i Mzì e pre

c i samente : ui (a) = a, M 3 («;) = a?, Abb iamo cosi 

(é) f jf(x,y)dxdy^-Jdx j f(x,y)dy. 
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Se app l ich iamo invece la formola (2), si o t t i e n e : 

fi vs(y) 
f{x, y) dx dy=> I dy j f(x, y) dy, 

c a ' vdV) 

essendo vi (y) e vs (y) r i spe t t i vamen te le ascisse dei p u n t i M% ed 

M3, va le a d i r e vt (y) = y, vz (y) = h. S i pe rv iene cosi a ques t ' a l t r a 

' espress ione del l ' i n t eg ra le doppio : 

b lì 

f(x,y)dxdy=jdyl f\x,y)dx. 

C a ' V 

D a l confronto d i ques ta con la (4), r i sul ta che 

fi ß fi fi 

j dx j/'(as, y) dy •= J dy j f(x, y) dx. 
a ' a a ' y 

È ques ta a p p u n t o la celebre forinola di DiricMet, di g ran

d i s s ima i m p o r t a n z a nel l ' Anal i s i pe r i v a n t a g g i che se n e t r aggono 

con la t ras formaz ione da essa consen t i t a d i cer t i i n t eg ra l i d o p p i . ( 1 1 

§ 4 . C a m b i a m e n t o d e l l e v a r i a b i l i i n u n i n t e g r a l e d o p p i o . 

P e r i l calcolo di t a lun i i n t eg ra l i d o p p i g iova r i cor re re alla 

s e g u e n t e regola per il cambiamento delle variàbili. 

« S ia l ' i n t e g r a l e 

// /"(«>, y) dx dy, 

e si p o n g a 

Sia 

(5) x = cp (U, v), y = \\> (u, v). 

A = 

Èt 

(1) Per una applicazione notevole della formola di DiricMet, e consc
guente generalizzazione 'di essa, vedasi: TJ. Dini «Lezioni di Analisi infini
tesimale» Vol. II. (Calcolo integralo) - 2 a parte - pag. 924 e seguenti - Pisa, 
Stab. Tipografico Suco. fratelli Nistri - 1915. 
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i l de te rminan te formato con le de r iva te parz ia l i p r i m e del le fun

zioni rp e de t e rminan te che p rende il n o m e di Jacobiano delle 

x, y rispetto alle u, v.(1) 

Si ha la seguente formola di trasformazione : 

[f(x, y) dx dy — f j f[cp(ti, v), \\>(u, v)] \A\dUdv, 

essendo G i il oampo cor r i sponden te al campo G quando si passa 

dalle var iabi l i x, y alle var iabi l i u, v. » 

P e r poter app l i ca re ques ta formola, occorre che la corrispon

denza fra i p u n t i dei due campi G e Gi definita dal le (5), sia 

biunivoca, e che il d e t e r m i n a n t e funzionale A sia d iverso da ze ro ( 2 ) , 

e conservi qu indi il medes imo segno nel c a m p o Gv 

Ecco un esempio in p ropos i to . 

Sia l ' i n t e g r a l e 

J Jex"-\-y"dx dy 

esteso al campo C definito dalla re lazione 

x2 + y2 a2. 
P o n g a s i 

(Ci) x = Q cos (x, y = Q sen a, 

essendo 5 e a l e coord ina te polar i (X, § 4) de l pun to gener ico 

P = H (a-, y). Si ha : 

A ' 
Sa 

!)!/ 

Se ha 

cos a - Q sen a 

sen a Q cos a 

e qu ind i | / \ | = = o . P o i c h é dal le (6) r i su l t a che x2 -|- y2 = Q a, il 

campo Gi è definito dal la re laz ione Q2-<a2, ossia dal la o ^ g a , e 

coincide quindi ev iden temen te col campo C. I n base alla formola 

di t rasformazione abb iamo : 

j j e®'1 + ,v2 dots dy = j f e^2 Q dq da. 

(1) Si suppone che le funzioni cp, i|> e A siano continue per i valori di 
tt e v olio dovremo considerare. 

(2) Potendo solo annullarsi in certi punti di CV 

file:///A/dU
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I l calcolo del l ' in tegra le t ras formato è mol to semplice . S i h a 

infa t t i 

(7) f féQ\dQda=pnda ^ge^dg. 

c 

B a s t a r if let tere, che per ogni va lore di a t r a 0 e 2 it, r i m a n e 

i n d i v i d u a t o u n r a g g i o uscente da l l ' o r ig ine (polo), che fo rma con 

1' asse polare (asse delle x) V angolo a, e che lungo ques to r a g g i o 

v a esegui ta l ' i n t e g r a z i o n e i n t e r n a nel l ' in te rva l lo (0, a), m e n t r e 

1' e s t e r n a si compie nel l ' i n te rva l lo (0, 2 rc). 

Ora si h a 

joe°8 dg =•—• J d q ä =-~-e°2) 
poi 

• J > « , * - ( T " ' ) Ó - T C " - * 

S o s t i t u e n d o ques to valore ne l secondo m e m b r o del la (7), si 

o t t i e n e : 

J*nda • y ( e « a - l ) = y ( e « 2 - l)J?*da = u 
e d è ques to i l va lore cercato dell ' i n t e g r a l s doppio. 

§ 5 . S i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o d i u n i n t e g r a l e d o p p i o . » 
C a l c o l o d e i v o l u m i e d e l l e a r e e . 

Sia l ' i n t e g r a l e doppio J J f(x, y) doe dy, e si ponga z=f(x, y). 

a 

Q u e s t a equaz ione r app re sen t a u n a superficie, e se noi s u p p o n i a m o 

c h e ne l campo G f(x, y) s i m a n t e n g a pos i t iva , la porzione di su

perficie z = f(x, y) che si p ro ie t t a o r togona lmen te sul campo G, è 

s i t u a t a a l d i s o p r a del p iano 2 = 0. Si consider i la superficie ci

l indr ica a v e n t e pe r d i re t t r ice i l con to rno del campo G d ' in tegra

z ione , e per genera t r i ce una paral le la al l ' asse z. I l piano z = 0 e 

la superficie z — f(x, y) s taccano dal la superficie c i l indr ica u n cer to 

so l ido che p r e n d a i l nome di cilindroide. Oiò pos to , si consideri 

la s o m m a 
£ o - s z s . 
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ove 0 S e zs h a n n o i significati s tabi l i t i ne l § 1. È chiaro che il 

p rodo t to a , zs è i l volume di u n ci l indro r e t t o di base as e d i 

al tezza zs, così che la somma 8 s ta a r a p p r e s e n t a r e u n valore 

approssimato del vo lume del c i l indroide, e t a n t o p iù appross imato , 

quanto più piccole sono le aree parz ia l i in cui v iene decomposto 

il campo C (§ 1). I l l imi te della somma S, cioè l ' in tegra le doppio 

esteso al campo G del la funzione f(x, y), è, pe r definizione, il 

volume del cilindroide. 

Se la funzione f(x, y) fosse nega t iva ne l campo G, il volume 

in parola ve r rebbe assunto nega t ivamen te , p e r cui, concludendo, 

abbiamo : un integrale doppio esteso ad un campo finito G, sta a 

rappresentare, in generale, una somma algebrica di volumi. W Gl i . 

in tegral i doppi possono qu ind i servire al calcolo de i vo lumi . 

Anche il calcolo d i u n ' area p iana si può consegui re med ian t e 

u n in tegrale doppio : bas ta suppor re f(x, y) = l, con f(x, y) desi

gnando sempre la funzione in tegranda . Difa t t i , l ' i n t eg ra l e doppio , 

(x, y) dx dy, si r iduce in ques ta ipotesi al seguen te : 
a 

(8) ffdxdy, 

c 

il quale è il l imite di Zcr s , essendo Zcf« u n va lore appross imato 

dell ' area del campo G. Quindi , pe r definizione, l'integrale (8) rap

presenta V area del campo G d'integrazione. 

Se, ad es., si appl ica l ' i n t e g r a l e (8) al calcolo del l ' area 8 

compresa fra le dite pa rabo le 

y'^—piT; Xs--py, 

si t r o v a ohe 8 — ' - p a ( terza p a r t e del q u a d r a t o di la to p). 

(1) Un fiignifioato analogo BÌ è trovalo a suo tempo (XX, § 4 ) per un 
integralo definì lo ordinario. 
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§ 6 . B r e v e c e n n o s u g l i i n t e g r a l i t r i p l i . 

Si cons ider i u n campo V dello spazio l imi ta to da u n a super

ficie chiusa a, e suppongas i che u n a r e t t a para l le la a l l ' asse z in

con t r i la superficie a al p iù in due p u n t i . I m m a g i n i a m o decompo

sto i l campo V i n u n certo n u m e r o di par t i , egual i o disegual i , 

ist, v%,,..., v n , med ian te piani para l le l i a i p ian i coord ina t i . L e 

p a r t i Vi, (i = 1, 2 , . . . , ri), sono a l lora dei para l le lep ipedi , con g l i 

sp igol i para l le l i ag l i assi coordinat i , a lcun i dei qual i s a r anno 

c o m p l e t a m e n t e con tenu t i in V, e i r i m a n e n t i usc i ranno in p a r t e 

d a V. Ciò posto , sia n = f(x, y, z) u n a funzione con t inua delle t r e 

coord ina te in t u t t o il campo V (superficie a inclusa) ; e sia u, i l 

va lore che la funzione f(x, y, z) a s sume in un pun to di v s appar

t e n e n t e a V, m a del resto qualunque.* 1 5 S e ind ich iamo con le s tesse 

l e t t e r e v i , v2,..,, v n , i vo lumi de i para l le lepipedi n e i qua l i i l 

campo V v e n n e decomposto , e si cons idera la somma 

71 

ì 

poss iamo r ipe te re su di essa cons ideraz ion i analoghe a quel le che 

h a n n o condot to ne l § 1 al conce t to di in t eg ra le doppio . S i per

v i ene così alla definizione di integrale triplo esteso al campo V 

della funzione f(x, y, z), quale l imi t e della somma 8, a l lo rquando 

le p a r t i v s , nel le qual i è s ta to decompos to i l oampo V, impicco

l iscono indef in i tamente in ogni senso al crescere all ' infinito del loro 

n u m e r o . L ' i n t e g r a l e in parola si i nd ica con l ' i m a o con l ' a l t r a 

del le sc r i t tu re : 

fßffay,e)dV> [ff f(®, V, z) dx dy dz. 

v v 

I l calcolo dì u n in tegra le t r ip lo si può r i condu r r e a quel lo 

d i t r e in tegraz ion i semplici success ivamente eseguite . S i cons ider i 

(1) L'appartenenza a V del punto in parola si riferisce, ben s'intendo, 
a quelle porzioni vi del campo d'integrazione, che escono in 'parte dal 

• campo stesso. 
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infat t i la superficie ci l indrica con le genera t r i c i para l le le all 'asse z, 

e t a n g e n t i alla superficie o. Sia y la t raccia di ques ta superficie 

sul p iano s = 0, e C il campo racchiuso da y. P e r u n p u n t o gene

rico P==(x,y) d e l campo G t i r i amo la para l le la al l 'asse z, e sieno 

Pi e P 2 i due p u n t i d ' i n c o n t r o di essa con la superficie o. L e 

t e rze coordinate di P{ e d i P 2 sono e v i d e n t e m e n t e funzioni 

di a; e di y : indichiamole con ioì(x,y), ws(x,y) r i spe t t i vamen te . 

Allora, considerazioni s imil i a quello del § 2 conducono a scr ivere : 

r r r r r rw%(^y) 
(9) / / / V, *)• dx dy ds= dx dy / f(x, y, z) dz, 

J J J J J J u\ (»;, y) 

dove wi(x,y) e wz(x,y) si deducono d a l l ' e q u a z i o n e della super

ficie a. Po i ché [ 2 ( ' y ) f(x, y, z) dz è, in definitiva, funzione di x, y, 

funzione che ind iche remo b r e v e m e n t e con cp (x, y), possiamo scrivere 

ancora 

f{x, y, z) dx dy dz = [ j cp (x, y) dx dy. 

D ' al tra p a r t e noi sappiamo (§ 2), che l ' i n t e g r a l e doppio del 

secondo membro è il r i s a l t a t o di due in teg raz ion i semplici , per 

cui si può senz' a l t ro concludere , che un integrale triplo sì calcola 

mediante tre successive integrazioni semplici. 

Sotto condizioni ana loghe a quelle che h a n n o condot to alla 

formola (9), cioè ad esegui re dappr ima l ' i n t e g r a z i o n e r i spe t to a z, 

si può perveni re ad a l t re forinole consimili, nel le qual i la p r ima 

in tegraz ione si compie r i spe t to ad y, o p p u r e r i spe t to ad ai. Poi , 

ammessa la con t inu i tà del le funzioni che si p r e sen t ano nel le varie 

in tegrazioni , si a r r iva a conc ludere che le integrazioni successive 

sono invertibili. 

L a regola per i l cambiamento delle var iab i l i s tab i l i t a nel § 4 

pe r gl i in tegra l i doppi , si es tende agli in tegra l i t r ip l i . 
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Quando la funzione i n t e g r a n d a f(x, y, z) s i a ssume e g u a l e 

all ' unità, V i n t eg ra le tr iplo d iv iene : 

j If dx dy dz, 

v 

e r a p p r e s e n t a mani fes tamente il volume del campo V d'integrazione. 

Osserveremo d a u l t imo, come gl i i n t eg ra l i t r ip l i t r ov ino im

p o r t a n t i appl icazioni nella de te rminaz ione dei cent r i di g rav i t à , e 

ne l calcolo de i m o m e n t i d ' i n e r z i a de i corpi . 

Come appl icaz ione degli i n t eg ra l i t r ip l i , lo s tudioso farà eser

cizio u t i l e ca lco lando il vo lume della sfera 

a ; 2 -|_ yS s 2 _ a 2 ( 

e quello dell ' el l issoide 

a» ~r l>2 i - cjj — •»•• 

Osservazione. I l conce t to d i i n t e g r a l e doppio e t r i p lo 

r i e n t r a i n quel lo p i ù genera le d i integrale multiplo di ordine n, 

essendo n un in te ro qua lunque . Ma nel le ord inar ie appl icaz ioni 

de l Calcolo in tegra le , ben r a r a m e n t e si p r e s e n t a un i n t eg ra l e 

mul t ip lo di o rd ine n > 3 

1) Sugli integrali multipli di ordine n in generale, si può consultare 
ad es.°: F. d'Aroftis - loco citato - Voi. I P pag. 286 e seguenti. 

Dall'Agnolo. - Matematiche Generali 26 
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CAPITOLO XXII. 

Serie 

§ 1 . D e f i n i z i o n i . 

Sia 

(1) Uy, Mg, W.), Un, . . . . 

una successione d i n u m e r i real i . Con g l i e l ement i di questa suc

cessione poss iamo cos t ru i rne u n ' al tra con la seguen te legge di 

formazione : 

S[=ui,Sä=u1+u2,53 = « i + « 2 + « . ) , . . . , 5 n = «•! +ua + ua + , .. + un,... 

L a successione 

(2) Si, S ä , jS;; S,i-1> S n , (SM-I-1, . . •• 

si chiama serie, e g l i e lement i della successione (1) da cui siamo 

par t i t i per costruir la , si ch iamano termini del la ser ie . Si dice ta lora 

che la (2) è una serie a termini reali, e che unè il termine gene- , 

vale di essa. 

P e r b rev i t à di l inguaggio e di s c r i t t u r a la serie (2) si indica 

anche con $ „ , cioè con u n elemento gener i co del la serie stessa, 

U n a serie, come qua lunque al tra successione, può essere con

vergente , d ive rgen te o inde te rmina ta . 

Si dice che la serie (2) è convergente quando 

l im Sn = S, 
n = co 

essendo S u n n u m e r o de te rmina to e finito. I l numero S si chiama 

somma della serie, 

L a serie (2) si d ice divergente quando 

l im 5« = oo, 
Il -;: CO 

e indeterminata quando n o n è n è convergen te , nè d ivergen te . 
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Ta lo ra pe r ind ica re la somma S d i una serie c o n v e r g e n t e 

di t e r m i n i 

M j j M g , M g , . Un, W n _ | _ i , . . . . 

si scr ive, pe r consue tudine e per comodi tà , 

S = ul + uì + .... -|- un + un + 1 + 

Ma non b i sogna lasciarsi t r a r r e in inganno da ques ta no taz ione , 

r i t enendo che la somma di u n a ser ie si possa o t tenere facendo l a 

somma dei suoi t e rmin i in n u m e r o infinito, poiché ques ta s o m m a 

non si può esegui re e non h a qu ind i significato alcuno. N o n s i 

deve m a i d iment ica re che, pe r definizione, 

S = l im Sn = h m (M j + M„ + . . . . -f un), 
n = oo n=oo 

vale a d i re che S è il limite della somma dei primi n termini, 

allorquando n va crescendo indefinitamente. 

L e serie che presen tano per no i u n in teresse par t ico la re sono 

le serie convergen t i . A. proposi to delle qual i osserveremo, che i l 

p i ù delle vo l t e bas ta sapere ohe u n a serie è convergente , senza 

che ci sia b i sogno di calcolarne effet t ivamente la somma. I n cer t i 

cas i occor re rà conoscere u n valore approssimato della somma della 

serie, e u n confine superiore del l ' e r ro re cor r i spondente . 

§ 2 . S e r i e g e o m e t r i c a . 

Si consider i , ' ad esempio, la ser ie i cui t e rmin i sono 

a, aq, aqz, aqs,— , aqn-1, aqn,... 

i n progress ione geomet r ica di r ag ione q ; cioè la serie 

St-=a,Ss = a + aq, Ss=a+aq + aq^,... S„=a-|-aq+aqz +•... + aqn-l,.... 

Essa h a una par t ico lare i m p o r t a n z a , e p rende i l n o m e di 

serie geometrica. 

L a serie geometr ica può essere convergente , d i v e r g e n t e o, 

i nde t e rmina t a , e ciò d ipende dal va lore che si a t t r ibuisce a l l a 

r ag ione q. 
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I n t a n t o si ha, pe r la regola di Ruffini, 

5« = a (1 -I- q + q*+....+ <f l) == o - j ^ , 

ovvero 
51 «5"* 

(3) S» = 
l - f / 1-q 

Ora si d i m o s t r a 1 1 1 , ohe quando | g | < 1, l im 2 M = 0, e si h a 
Il = oo 

qu ind i in ques ta ipo tes i 

l im o n — -z — ~ -. -

la quale oi dice ohe la ser ie è convergen te ed ha p e r somma 

(quoziente del p r i m o t e r m i n e per l 'eccesso de l l ' un i t à sul la ragione). 

S e invece è | q | > 1, l im qn — oo, e pe r conseguenza 
ìl, = oo 

l im 5„ = co, 

« = oo 
e la serie è d ive rgen te . 

R imangono da cons iderare i due casi {/ = 1 e q — - 1. 

P e r q—1, V espressione di S„ da ta dal la (3) non h a signifi

cato ; ma se si osserva che qualunque po tenza di 1 è sempre 1, 

avremo per q = 1 : 

Sn = a -|- a + a --)-.... + a = na, 

n volte 
e quindi 

l i m Sn — ^i 

n = oc 

-la quale ci dice ohe la serie geomet r ica ò d i v e r g e n t e . 

So # = - 1 , dalla (8) si d e d u c e : 

5 ì = i i _ a i z l l ! . = . ( 0 8 6 1 1 ò P a r i ' 
a a ( a » » » d i spar i , 

e pet* conseguenza la ser ie ò i nde te rmina ta , 

(i) FA ò del r o H t o q u a s i intuitivo. 
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R i a s s u m e n d o , abbiamo : 

La serie geometrica è convergente solo nel caso in cui la ragione q 

è, in valore assoluto, minore dell'unità. Verificata questa condizione, 

la somma della serie è , quoziente del primo termine per l' ec

cesso dell' unità sulla ragione. 

P e r es., se a = l, <Z — y , la ser ie geomet r i ca è convergen te , e 

1 1 i 
la sua somma è j - = 2 ; e se q = --^-, è ancora convergen te , 

1 ""IT 
, « 1 2 

e Ja sua somma e r = - 5 - . 
1 + 4 - 3 

§ 3 . C r i t e r i o g e n e r a l e d i c o n v e r g e n z a . 

Si p o n g a 

Rnm —Sn -\~ m ~ Sn — Un -|. i -f- Un _|_ 2 + • • • • M>» + 

cioè si ind ich i con R „ m la somma dei primi m termini che vengono 

dopo l'nesimo. 

P e r il t eo rema fondamenta le delle successioni (XI I I , § 2), 

affinchè la ser ie Sn sia convergente è necessar io e basta che, scelto 

u n n u m e r o posi t ivo s a rb i t r a r i amen te piccolo, esista u n i n t e ro nQ 

t a l e che r i su l t i 

I Sn' ~ Sn" I e) 

essendo n' e n" due in te r i q u a l u n q u e magg io r i di n0. Ora, desi

g n a n d o con n u n intero magg io re d i n 0 , m a del resto qua lunque , 

p o t r e m o assumere n" — », n' = n + m, con m indicando u n n u m e r o 

in t e ro posi t ivo arb i t rar io . Al lora la p receden te diseguagl ianza pren

de rà la forma : 

I Sn-^-m ~ Sn | '"-) 

ossia 

I l t eo rema fondamentale delle successioni ne l caso pa r t i co la re 

del le ser ie , può dunque enunciars i come s e g u e ; 
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Affinchè una serie Sn sia convergente è necessario e basta che, 

assegnato un numero positivo e arbitrariamente piccolo, esista un 

intero nOÌ tale che per n > nQ, la somma dei primi m termini della 

serie che vengono dopo V nesim° sia in valore assoluto minore di e, 

essendo m un intero qualunque. 

S i ponga bene a t t enz ione alla po r t a t a di questo teorema. P e r 

la convergenza del la serie si esige che il n u m e r o m sia assoluta

m e n t e arb i t rar io , cosicché può ben darsi che fissato 8, esista u n 

in t e ro nQÌ t a le che per n > ra0, o per certi determinati va lor i di m, 

r i su l t i 

I R n JB I *C " i 

ma se ciò è necessar io p e r la convergenza, non è poro sufficiente. 

P e r es., fissato R c o m u n q u e piccolo, può accadere che esista u n 

in te ro w 0 , t a le che per ? i > ? i 0 ) e por m 1, r i s u l t i : 

\ R n \ I < G , 

ossia 

|«»rhl|<e) 
m a da ciò n o n si può concludere che la ser ie è convergente , 

po iché per po te r affermare la convergenza del la ser ie , la condi

zione \Rnm I < E dev ' e sse re soddisfat ta pe r n > nQ e m qualunque. 

Poss iamo qu ind i asserire , in par t icolare , che : 

Affinchè una serie sia convergente è necessario (ma non sufficiente) 

che la successione dei suoi termini abbia per limite zero. 

Del res to , u n esempio semplicissimo ci farà vedere ohe u n a 

ser ie può non essere convergen te , ma lg rado che la successione dei 

suoi t e rmin i abbia pe r l imi te zero. 

S i consideri in fa t t i la serie armonica, cioè la ser ie di t e rmine 

genera le 

«» = --. 
n 

Abbiamo in t an to 
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Se nel secondo membro a ciascuno dei denomina to r i n + 1, 

il + 2 , . . . , n + m - 1, sos t i tu iamo n + ni, le p r i m e m - 1 f raz ioni 

d iminuiscono e si h a 

R il m ^> " 

o d anche , d iv idendo numera to re e denomina to re pe r m, 

Rnm ^> ZT • 
1 -f- — 

' m 

Si supponga m > n, ossia < 1 ; al lora 1 4- < 2, e qu ind i 

T T T > - 2 . e s l l l a 

I H &
 i 

Rnm ~cjF Ì 

valevole qua lunque sia n p u r c h é sia m > n. Ciò posto, se si p r e n d e 

e = y , comunque si scelga w 0 , p e r ra > n 0 e m > fl, si ha 

•R 1 

e qu ind i 
R n vi 5* E, 

e non è qu ind i soddisfat ta la condiz ione necessaria e sufficiente 

p e r la convergenza della serie. E poiché , come si v e d r à t r a b reve , 

u n a ser ie a t e rmin i positivi non può essere inde te rmina ta , s i può 

senz ' a l t ro concludere che la serie armonica è divergente. 

Ins ieme alla serie 

s i cons ider i la ser ie 

(B) R1,i = Ùp + l, i 2 J ? 2 = M j p + l + ttJ)-|-2) -B.p8 = % + i - r - % + 2 + % - | - 3 ) • • • 

• .. Rp m = Up + i + Up _j_ 2 + • • • -f" Up m , . . . ., 

i cui t e rmin i sono quelli della ser ie p receden te che vengono dopo 

i l pMimo t e rmine . Var i ando p, abb iamo infinite serie come l a (5). 

È facile convincers i ohe : 

Se la serie (4) è convergente, tale è pure la serie (5), qualunque 

sia p. Reciprocamente : se la (5) ' è convergente per un certo valore 
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di p, del resto qualunque, è convergente anche la serie (4). Oltre a 

ciò, se si indica con 8 la somma della serie (4), e con Rp quella 

della (5), fra 8 ed Rp intercede la relazione 

S — Sp ~|~ -Rj)* 

1° Supponiamo ohe la (4) sia convergen te : a l lora po t remo 

scr ivere 

lim Sp-\-m= lim Sn = S, 

1)1 — CSD 11 — CO 

designando sempre con 'S la somma della ser ie (4). P o i c h é 

(G) Rp m ~ Sp -[ • m — Sp, 

se in questa si passa al l imi te quando , r i m a n e n d o fìsso p, si fa 

crescere m indef in i tamente , abbiamo : 

l im lipm = = l im Sp-^-m ~ Sp 
m = CO IL). = CO 

ossia 

l im Upm ™ S — Sp, 
•m = oo 

la quale prova che la ser ie (5) è convergen te ed h a per somma 

S-Sp. S e dunque pon iamo Rv — lim Rpm, cioè ind ich iamo con 

M s= OO 
Rp l a somma della ser ie (5), abbiamo : 

Rp — S — Sp , 

e la p r ima pa r t e de l t eo rema è d imostra ta , poiché il r ag ionamen to 

fa t to vale qua lunque sia p, 

2° E d ora suppon iamo che la (5) sia convergen te ed abbia 

par somma Rp, va le a d i re che l im Rpm == Rp, Da l l a (6) si deduce 

•m = oo 

Sp -f- m —z Sp "I" Rp «(, 

e quindi , passando al l imi te t enendo fisso p e facendo crescere m 

indefini tamente, 
l im Sp-|~m ™ Sp~|~ l im Rpm) 

m = co m » co 
ovvero 

l im Sn = Sp + Ilp, 
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la qua le ci dice che la serie (4) è conve rgen t e . I n d i c a n d o con S 

la somma di ques ta serie, abbiamo 

S = Sp+Rv 

e r imane così d imost ra ta anche la seconda pa r t e del t e o r e m a . 

Osservazione. - I n v i r t ù del t eo rema preceden te , per dimo

s t r a r e la convergenza di una ser ie di t e rmin i 

u \ i u'ÌI • • • • ) um up + i i • • • • Ì 

b a s t a far vedere che è conve rgen t e la ser ie formata coi t e r m i n i 

della p ropos t a che vengono dopo i l pesim°, essendo p un i n t e ro 

qua lunque . Se, pe r esempio, i t e r m i n i di una serie sono t u t t i posi

t i v i so l tan to a pa r t i r e dal t e rmine pes<™°, po t remo sos t i tu i re al la 

ser ie s tessa u n ' a l t r a serie a t e rmin i pos i t iv i , ed esaminare se ques ta 

è, oppu re non, convergen te . 

Supponiamo che la serie (4) sia convergen te ed abbia p e r 

somma S. A l lo ra è convergen te la serie (5) qua lunque sia p. Desi

g n a n d o con ZiÜjjp 3.8. somma di quest" u l t i m a serie, ai h a 

(7) Rp ^ S ~~ Sp. 

I l numero Rp si ohiama resto della serie (4) dopo il pesim° ter

mine. A t t r i b u e n d o àpi va lor i 1, 2, 3 , . . . , abbiamo l a successione 

de i r e s t i 

• ß j ) j ® g j j ? g ' . . . . Rp , Rp -J- J , . . . . 

della serie p ropos ta . Dal la (7), passando al l imi te quando p cresce 

indef ini tamente , a b b i a m o : 

l im Rp = S - l im Sp = S - S = 0, 
p — oo p = oo 

vale a d i r e : 

Se una serie è convergente, la successione dei resti 

Ri) R%i • • • • ì Rpi Rp+ i)< • • • 

è pure convergente, ed ha per limite zero. 
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Dalla 
S Sp -\~ li p 

r i su l ta , che il res to Bp dopo il p®>ìm.o t e rmine , r a p p r e s e n t a l'errore 

che si commet te assumendo Sp come va lore appross imato della 

somma S della ser ie . 

Si noti che non si può pa r l a re di r e s to di u n a ser ie , e qu indi 

di successione dei res t i , se non quando la ser ie è conve rgen te . 

§ 4 . S e r i o a t e r m i n i p o s i t i v i . 

Se i t e rmin i d i u n a serie 

Si ~ u j , S% ~ u j -|- u o , . . . . »S yi = u j -|- li g - ) " , , , . 4- ti H ,... 

sono tu t t i posit ivi , la ser ie è una successione eli n u m e r i crescenti , 

va le a dire una successione monotona . D a ciò, e da u n noto teo

r e m a (XII I , § 3), poss iamo senz ' a l t ro conc ludere : 

Una serie a termini positivi non può essere indeterminata, ma 

è necessariamente convergente o divergente. 

Si ha p rec i samente : 

Se gli elementi 

Si} iSjj, Sjj , • . . . , 

della serie sono inferiori ad un numero fisso À, la'serie è conver

gente, <•. la sua somma non può superare A. Nel caso opposto, la 

serie è divergente ed ha per limite -|- oo. 

P e r decidere circa la convergenza o la d ive rgenza di u n a serie 

a t e rmin i posi t ivi , si ut i l izza spesso il s e g u e n t e t e o r e m a : 

Date due serie a termini positivi 

St = « u S,i = uL -f « s , — , Sn ~ «.i 4- w a + — « » ) • • • ! 

S\=vi> 5 ' a = « . j - | - u s , . . . . , S', ,= » 1 - l - » j + , . . , + » » l , „ , 

se ciascun termine della seconda non supera il termine corrispondente 

della prima, vale a dire se, qualunque sia n si ha v„ w», potremo 

affermare che : se la prima serie è convergente, è pure convergente 

la seconda, e se questa è divergente, e pure divergente la prima. 

I n t a n t o si ha per ipotes i , qua lunque sia l ' i n t e r o «, ohe 

.(8) S'n^Sn. 
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S u p p o n g a s i ohe 8 n sia. conve rgen te , ossia che l im Sn = S, 
n = oo 

essendo S u n numero finito e de te rmina to , necessar iamente posi

t ivo . S i ha al lora 8n < 8 q u a l u n q u e sia n, e per conseguenza 

S'n < S. I n v i r t ù del teorema p receden te s i può dunque concludere , 

che l a ser ie S'n è convergente , e che , posto l i m S'H = 

si ha 8 S. 

Suppon iamo in secondo luogo che la serie S'n sia d ivè rgen te , 

vale a d i re che l im S'„ = ~\- co. Al lora , in v i r t ù della (8), p o t r e m o 
11 = oo 

senz' a l t ro affermare che anche l i m 8 n — + co, ossia ohe l a 
•Il = oo 

serie Sn è d ivergente . 

I l t eo rema ora d imos t ra to si u t i l izza pe r stabil i re dei criteri 

speciali di convergenza per le serie a termini positivi, de i qual i sono 

pa r t i co l a rmen te impor t an t i i s eguen t i , che discendono da l confronto 

del la serie da ta con la serie geomet r i ca . 

I . - Data una serie a termini positivi 

Si = u1, S.^ — UiH-tta, — , 5» = M : 1 + tta + — + «»)•'••.) 

se il rapporto u n + 1 di un termine al precedente è, qualunque sìa n, 

inferiore a un certo numero Q < 1, la serie è convergente. Se invece 

è, qualunque sia n, maggiore di un numero Q > 1, la serie è 
« n 

divergente. 

Supponiamo che 
Un-\-l 

qua lunque sia n. Abb iamo allora p e r n = 1, 2, 3 , . . . 

^ < e ) ^ < D , . . . . , Ì ^ ± l < D , . . . . , 

*da cui 

U2 < Q u i ì w 3 < Q UZì • • • • ! u » + i < D M « ) * *• • I 

od anche 
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D a queste r isul ta , che i t e rmin i 

della serie proposta sono inferiori ai t e rmin i co r r i sponden t i del la 

serie geometr ica il cui p r imo t e rmine è Q u i t e la r ag ione è Q < 1. 

Ma ques ta essendo convergen te , è pu re convergen te la ser ie p ropos ta . 

I n modo pe r fe t t amen te analogo si d imos t ra la seconda pa r t e 

del teorema. ' 

Osservazione l . a - P e r po te r conc ludere che la serie è 

d ive rgen te , bas ta sapere ohe il r appor to d i u n t e rmine al prece

den te è maggiore d i uno, pe rchè al lora i t e rmin i v a n n o crescendo 

0 non tendono a zero . E noi sappiamo che per la convergenza è 

necessario che la successione de i te rmin i del la ser ie abbia per 

l imi te zero. 

Osservazione 2f* - Dall'- ipotes i fat ta si hanno , ne l caso 

della convergenza, le seguen t i d iseguagl ianze : 

Un + i < Q Un, U n + 2 < Q 2 U n , . . . . , U n + m < Q»lU„, (O < 1), 

dalle qual i , sommando m e m b r o a membro e raccog l iendo a des t ra 

Qttn, si deduce s u c c e s s i v a m e n t e : 

ti um < QUu (1 -I- Q + QA H- — 4- 0 W " 

p - Qìin QM'-I-1 u ì t 

^n„i<JZ~ [—-• 

ri y 0 « » . 

D a questa, passando al l imi te quando m c resce i n d e n n i t a m e n t t 

e posto l im Jìnm="Hn) si t r ae 
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ove R„ e i l r es to della serie dopo 1' nesim0 t e rmine . P o i c h é p < 1, 

possiamo sc r ive re : 

la quale fornisce u n confine superiore de l l ' e r rore che si commet t e , 

q u a n d o si assume come valore appross imato della somma del la 

serie, la somma Sn dei suoi p r imi n t e r m i n i ; e r rore che è r app re 

senta to , come si è visto, dal r e s to Rn della serie dopo 1' n M i m 0 

t e r m i n e . 

U n a conseguenza quasi i m m e d i a t a del t eo rema p r e c e d e n t e è 

ques ta : 

» Se l im " 1 1 + 1 — Q < 1, la serie è convergente; se invece 
ii = oo U n 

l im u 1 1 + 1 — Q > 1, la serie è divergente. 
11= co U n 

P u ò dars i ohe l im sia egua le a l l ' un i tà . I n ques to caso 

i l t eo rema non p e r m e t t e di dec idere circa la convergenza ó la 

d ive rgenza della serie, e b i sogna a l l 'uopo r icor re re ad a l t r i c r i t e r i . 

n 
I I . - Se ijun è, qualunque sia n, minore di un certo numero 

Q < 1, la serie è convergente. Se invece i numeri fun sono maggiori 

di un numero Q > 1, la serie è divergente. 

L a dimost raz ione di questo t e o r e m a è analoga a quel la del 

t e o r e m a preceden te , e p rocede essa p u r e dal confronto della ser ie 

da t a con una ser ie geomet r ica . F e r m i a m o p iu t tos to 1' a t t e n z i o n e 

sul s eguen te corollario : 
» 

Se l im fu^ — Q < 1, la serie è convergente/ se invece 
11 = oo 

n 
l im ]/«,, — Q > 1 , la serie è divergente. 

n = oo 
n 

Nel caso in cui l im ]/w7 = 1, il t eorema non fornisce alcun 
il — OO 

cr i ter io per decidere circa la convergenza o d ivergenza del la serie. 
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I t eo remi p receden t i sono applicabili t u t t e le vol te , che le 

ipotesi in essi s tabi l i te r i sul t ino val ide da u n cer to t e r m i n e della 

serie in avant i . Noi sappiamo infatt i (§ 3), ehe u n a ser ie 8 n è 

convergen te o d ive rgen t e assieme alla ser ie B p m fo rmata c o i t e r -

min i di 8n che vengono dopo il j}« 8»' 1 0, q u a l u n q u e sia p. 

I l lus t r iamo i c r i t e r i p r eceden t i con qua lche esempio. 

1.° Si consideri la serie il cui t e rmine genera le è 

Oy n 

cioè la serie 

1 + 2 ! ''A ! 4 ! + ' 

essendo x un numero rea le e pos i t ivo q u a l u n q u e . 

Si ha " » > | i ^^~q:-7yTi 6 qu ind i 

Un + l _ » » 4 - 1 , O!» ir. 

tin (w+1)! ' n\ n -\- 1 

Quando n cresce indef ini tamente , si h a 

l im Ü « ± i = o < l . 

» = 0 0 «'* 
Poss iamo pe r t an to affermare che la ser ie è conve rgen te qua

lunque sia il n u m e r o pos i t ivo x. 
2.° Cons ider iamo la serie 

l 1 2 1 ;-ì 1 4 1 ' " ' 

il cui t e rmine generalo e u» = - — ' , con x des ignando u n n u m e r o 

rea le posi t ivo. 

I n questo caso abbiamo : 

un n - | - 1 

da cui r i sul ta 

Hm Olili ^x, 
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Se x < 1, poss iamo affermare che la ser ie è conve rgen t e . S e 

invece x > 1, la serie è d ive rgen te . P e r x ~ 1 si ha l im 1, 
Un -.oo • 

e il t eo rema stabil i to sopra non p e r m e t t e di decidere circa la 

convergenza o d ivergenza del la ser ie . Ma per no = 1 si o t t i ene la 

serie armonica , e noi sappiamo, per a l t ra via , che essa è d i v e r g e n t e . 

3.° Si cons ider i ancora la ser ie 

• ' • 1 , + ^ 1 + . . . . + ^ + . . . . (log2j 2 1 (log3)3 ' (log4)* r ^ log-n)» 

P o s t o un = ,. 1 si h a / w „ = —!—, da cui (log n)« ' in logn ' 

« 
l im Ìun = Hm r-i— = 0 < 1, 

n —<xi n = ao- b 

e possiamo p e r t a n t o affermare che la serie, è convergente . 

§ 5 . S e r i e a t e r m i n i d i s e g n i a l t e r n a t i . 

Suppon iamo ohe la successione 

dei t e r m i n i di u n a serie sia tale , che p e r quanto si v a d a avan t i , 

si t r o v i n o s empre t an to dei n u m e r i pos i t iv i , quanto dei n u m e r i 

nega t iv i . L e serie che p resen tano ques to cara t te re si d icono serie 

a termini di segni opposti. F r a esse ci l imi teremo a cons idera re 

quelle a t e r m i n i a l t e rna t ivamen te pos i t iv i e negat iv i , a p ropos i to 

delle qual i abbiamo il t eo rema : 

Una serie a termini alternativamente positivi e negativi è con

vergente, se la successione dei valori assoluti dei suoi termini è 

decrescente ed ha per limite zero. 

I n d i c h i a m o con 

ulf-Ms, « 3 , - « 4 , . . . . , ( - I ) " " 1 « „ , . . . . 

i t e r m i n i del la serie, in c iascuno dei qual i è messo in e v i d e n z a 

i l segno . 

1 

(1) Possiamo supporre ^ = 0, e allora ^ 0 £ ^ ? i figura effettivamente 

come 1' n esimo termine della serie. 
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P e r ipotes i si h a : 

t « J > « 2 > « 3 > — > «»- i > « » > . . . . 

e l im utl — 0. 
Il •= oo 

Sia in p r imo luogo n pari, e p r ec i s am en te n= 2p; si h a : 

S n = S&p = Ui - M g + M 3 ~ U\ + + « A ß - 1 ~ «22» 

= (U.y - MG) + (tt 3 - M 4 ) + + (MGJ / . i - U ä p ) , 

dal la quale r i su l ta i n t a n t o che S„ è positivo, 

D ' a l t ra par te si può scr ivere : 

Sn=ui ~ [ ( M 2 - « 3 ) + ( « 4 - « N ) + •- •• + {U2P- 2 ~ «2 /> - l ì + U2pl 

e ques ta ci dice che S„<u1. Si h a ino l t re $ „ . 1 - 2 = = $ » -I- ( « 2 ^ 4 - 1 - »2^4-2)1 

e quindi 

Sn<. Sn-\-2t 

qua lunque sia il n u m e r o p a r i n = 2 p. D a t u t t o ciò si p u ò con

c ludere che 

•5̂ 21 Sa Sa,.,.. »Sgl!,,.... 
è u n a successione d i n u m e r i crescenti , t u t t i m i n o r i d i u r Ciò è 

sufficiente pe r po ter affermare che la successione s tessa ò conver

g e n t e (XIII , § 3). 

Suppon iamo in secondo luogo n dispari, e d iamo ad n i due 

va lor i 2p - 1 e 2p ~\- 1. 

Si ha ev iden temente 

(9) Si>p-i = S2p "I" uav ' 

-i~ 1 = = = S'ip ' I" « s p + 1 ) 

dal le quali , so t t raendo m e m b r o a membro , 
> 

Sjip-l ~ < S g p - | - l —- tl„p - Ur,p..\..l > 0, 

cosicché 

• •Sap - 1 > Sa?- f i 

qua lunque sia 1 ! in te ro p. 
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D a oiò r i su l t a ohe la s accessi one 

è decrescen te . D ' a l t ronde essendo 

S 2 P - i > S2V > 0, 

come r i su l ta da l la (9), possiamo affermare (XII I , § 3), che anohe 

ques ta successione è convergen te . Ciò pos to , se nel la (9) si pa s sa 

al l imi te quando jt> cresce indef in i tamente , abb iamo : 

lim 5 s P - i = l i m S 2 P ì 

essendo, p e r ipotes i , l im u2ì> — 0. 

Poss i amo qu ind i concludere : 

1.° che la ser ie p r o p o s t a è c o n v e r g e n t e ; 

2.° che des ignando con 8 la ' sua somma, ques ta è compresa 

t r a 8 n e Sn + ii qua lunque sia n, p e r c h è se n è pari , e 

se « è d ispar i , 8„ > 8. 

Osservazione. Po iché 8 è compresa t r a 8„ ed Sn + i., si h a 

mani fes tamente : 

I 5« - 5 I < I Sn+l ~ S,t j 

ossia ' 

J S n - 5 I < U„.i.u 

•• Quindi , 1' e r ro re che si commet t e a s sumendo 8n come va lo re a p 

pross imato della somma 'S della sar ie , è, in valore assoluto, 

m i n o r e di un + i, cioè minore del va lo re assoluto del p r i m o ter

m i n e t r a s c u r a t o . Se n è pari, 8n<8, e V errore è per difetto ; se 

n è dispari, &'„> 8, e l'errore è per eccesso. 

§ 6 . L a ( o r i n o l a d e l T a y l o r e o i r e s t o d l L a g r a n g e . 

È oppor tuno s tabi l i re u n ' a l t r a forma del res to nella formola 

del Taylor , ol t re a quel la dovu ta a l P e a n o (XV, § 12). A ta l fine" 

segu i remo u u proced imento proposto da l Kroneoker . (1> 

(1) E. Picard - Trai té d'analyse - T, 1° pag. 14-15 - Paris - G-authier-
Villars - .1891. ' •' .-
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Suppongasi ohe la funzione f(x) a m m e t t a de r iva t a n e a i m a con

t i nua ne l l ' i n t e rva l lo (a, o). I n ques ta ipotes i sono con t inue ne l l ' in

te rva l lo tu t t e le der iva te p recedent i , e la funzione f(x). Si consi

der i l ' i d e n t i t à : 

nel la quale si suppone h^.n-1. Facc i amo in ques ta successiva

men te ìi = 1, 2, 3 , . . . , n - 1 ; si o t tengono le : 

I t e } ' (X}~~~2f~ f - ' <(X> T T ' 

dal le quali, sommando m e m b r o a membro a r iduoendo, 

^ - A <te Ü' w A ! j ' w ( w - 1 ) ! ' w ' 

Se ora mol t ip l ichiamo i due membr i p e r dm e in tegr iamo da 

a a ?>, o t teniamo : 

ovvero 

n-l 
I, rm /; r» « * - «"> + ««>• 

dalla quale si deduce 
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od anche , sv i luppando la sommator ia , 

(io) /•(&)-A»)-
avendo pos to 

(10) f[b) - / '(a) + (6 - a) f (a) + ^ / " (*) + . . . + " ^ " ' ' j , ' ' / « " " ( < • ) + « . , 

L a (10) è la formola del T a y l o r col res to Bn, so t to fo rma 

d ' i n t e g r a l e definito. Se ora app l ich iamo a ques to i n t e g r a l e il 

t eo rema della m e d i a o t t e n i a m o s u c c e s s i v a m e n t e : 

Ö 
„ ) 

e in fine 

(11) Rn=fw<ft2LzÉl} 

con X des ignando u n numero compreso t r a a e &. La forma (11) 

cüeü resto è dovuta a Lagrange. V i sono a l t re forme del res to , o l t r e 

a quel le cons idera te di P e a n o e di L a g r a n g e , m a esse n o n offrono 

par t i co la re in teresse pe r no i . 

Se ne l la (10) pon iamo a — x, b — x + 7i, e quindi b ~ a — 7i, 

ot ten iamo la formola del Taylor so t to la formola ab i tua l e : 

(12) f(x + li) - f{x) + Ji f (x) + *f (x) + -I- J£± /» -1 (»).'+ li „„ 

ove E n , forni to dal la (11), è dato dal la formola 

(1) Qui propriamente si applica il teorema: 
« Se f(x) e cp (;») sono funzioni continue nell' intervallo (a, b), e se cp (ce) 

si mantiene sempre positiva nell'intervallo, si ha 

(I) Jb

a f (oo) cp (te) dm — f[X) J"a cp (as) (Ite, 

essendo % un punto dell'intervallo (a, .6)».. 
Se, in particolare, cp(a;) = 1, si ritrova la proposizione che abbiamo chia

mato teorema della media (XX, § 1). La (I) si dimostra con procedimento 
perfettamente analogo a quello seguito nel caso particolare testò accennato. 
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essendo À un numero convenien te compreso t r a x e x -|- li, ossìa 

della forma À = x + dh, (0 < fi < 1). 

Se nella (12) si pone x = 0,Ji = x, o t t en iamo la formola del-

Mac L a u r i n : 

(.13) f(x) « /'(0) + x f (0) -|- £ / " ' ( 0 ) -f . . . . -I- + E n > 

ove 

essendo l un numero compreso t ra 0 e x [e qu indi della forma 

•Ùx, ( 0 < f ) < 1)]. 

L a (13) fornisce lo sv i luppo della funzione f(sc) o rd ina to se

condo le potenze ascendent i della var iabi le x. 

§ 7 . S v i l u p p i i n s e r i e . 

Se no i supponiamo che f(x) sia indefinitamente der ivabi le , e 

che la de r iva ta « « i m a s j ; a con t inua nell ' in te rva l lo (0, a;) qua lunque 

s i a . « , la formola (13) sarà val ida per quan to g r a n d e sia n. I n 

ques ta ipotesi , se l im JB„— 0, av remo per f(x) lo sviluppo in serie 
n—oo 

del Mac Laurin, -ordinato secondo le potenze crescent i della va

r iabi le x ; svi luppo che si scr ive per consue tud ine così : 

m = f(0) -I- x f" (0) + ~ f" (0) - I - . . . . -I- ̂  /'<»> (0) + . . . . 

Ind ich iamo, a scanso di equivoci , con s u n valore qua lunque 

del l ' in terval lo (0, m). Si d imostra , servendosi della forma del res to 

d i Lag range , che quando f" (z), per quanto grande sia n, i) continua 

e si mantiene numericamente inferiore ad un numero positivo A 

nell' intervallo (0, x), la funzione f(x) è sviluppabile in serie di 

Mac-Laurin, pe rchè in t a l i condiz ioni si h a l im J2„ = 0/ l > 

(1) So ( B o un numero positivo qualunque, la serio di termino generale 
XN Ihn 0'N 

«»==—j e convergente (§ 4, Ksompio 1°), e in conseguenza w _ ^ ~ = 0. 

Dopo ciò si riconosce subito, nello ipotesi fatte, die il resto lin ~~~fW(l) 

tende a muso al «rasoero indefinitamente di n. 
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Gome appl icazione daremo a lcuni esempi notevol i di funz ion i 

soddisfacent i alle condizioni ora accennate , e sv i luppabi l i qu ind i 

in ser ie de l Mao-Laurin. 

1) Sviluppo di e" - Sia f(z) = e s ; s i ha /'<")(g) = e" q u a l u n q u e 

sia n. F i s s a t o u n valore posi t ivo x, del res to qua lunque , s ceg l i amo 

un n u m e r o x'> x. Ne l l ' i n t e rva l l o (0, x), fW(z) è c o n t i n u a e si 

m a n t i e n e infer iore ad ex', p e r c h è la funzione e" cresce al c r e sce r e 

di z. Pos s i amo dunque appl icare al la funzione lo sv i luppo in se r ie 

del Mac L a u r i n , qua lunque sia il numero posi t ivo x. E po iché 

flß)'=lf ft">(0) = l , qua lunque sia n, a b b i a m o : 

I n par t ico lare , per x — 1, si h a 

che p u ò servi re al calcolo del n u m e r o e. 

Abbiamo supposto nello sv i luppo p receden te che m s ia posi

t ivo . Se x è negat ivo , posto x = - x i ; des ignando con wx il va lo re 

assoluto di x, si h a : 

e si p u ò affermare ohe fM(z), n e l l ' i n t e r v a l l o (0, non supe ra 

m a i in va lore assoluto l ' u n i t à , q u a l u n q u e sia n . É d u n q u e va l ido 

lo sv i luppo p receden te anche per esponent i nega t iv i . S i h a p r e 

c i samen te 

e * = s = 1 _ a ì + _ r _ _ + i r r - i . . | 

. con x d e s ignando i l valore assoluto dell ' esponente . 

Osservazione. - Dal lo sv i luppo p receden te si p u ò o t t e n e r e 

sub i to quello di « * , ( a > 0 ) , osse rvando che' « * = e x l o s a , e s i h a : 

, „ . , . , . , so'1 (Ioga)* . a?» (Ioga) 3 , 
a* = 1 + a l o g a H ^ f — + y »••+.*. 
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2) Sviluppo di sen,* e cosca — P o n i a m o 

f(z) = s e n s . 

S i ha (XIV, § 12) : 

/•<•'»(g) = sen [z + n ~ 

dal la quale r isul ta in tan to , qua lunque sia », ]/'(™>(s)| 1. Si può 

d u n q u e appl icare alla funzione /'(g) lo sv i luppo di Mac Laur in . 

P e r ciò si osservi, che 

/'(O) = sen 0 = 0 ; / ' ( 2 »») (0) = sen (o + 2 m ~ j = s e n i » j t = Oj 

/'<2 »• J> (0) = sen j 0 + (2 m - 1) |- j = sen (2 m - 1 ) ~- = (- 1) - 1 . 

Si ha pe r t an to lo svi luppo : 

sen a; = «; - ^ --|- _ - — + .... 

I n modo pe r fe t t amen te analogo si o t t iene : 

-ir' #<i 

r C O S f f l = : 1 - i r + - T ! - - i ì 

3) Sviluppo di. log (1 + . « ) . — Pos to 

/(«) = log (1 + 4 
si h a (XIV, § 12) : 

(1 + 3) />> = nb ' / t t t )(^) = (-l)'«- ,ife:™&, («=2,3,...co), 

e qu ind i 

/•(0) = log 1 = 0, / " (0) = 1, /V.) (0) = ( - 1) » • ' (n - 1) I, 

e da quest ' u l t ima 

Ma per la va l id i t à del lo evi luppo in ser ie del Mac-Laur in 

del la nos t ra funzione, co r r i sponden temen te ad u n valore x di z, 

dobbiamo suppor re 
- 1 <x-«? .1, 

pe rchè sol tanto ih ques t ' u l t ima ipotesi si d imost ra , con oonaide-

raz ion i ohe qui ome t t i amo p e r brevi tà , che l im Rn =a 0 , con Iìlt 
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des ignando il r es to re la t ivo alla formola di Mac-Laur in . Si h a 

così lo sv i luppo : 

log (1 4- x) = x + ^ - ^ + . . . + (- XP'1 ^+... • •, 

valido per - 1 < &• -sS +• 1. 

I n par t i co la re , pe r x — 1, si h a : 

l o g 2 = l - T + ¥ - T + y - . . . . 

Grià sapp iamo per al t ra v ia (§, 5), che la ser ie a des t ra è 

conve rgen t e : m a ora possiamo di p iù affermare che la s o m m a 

della ser ie e r app resen ta t a da l l oga r i tmo neper iano de l n u m e r o 2 . 

4) Sviluppo di (ì-\-x)m —' Senza e n t r a r e in pa r t i co la r i , p e i 

qual i r i m a n d i a m o il l e t t o r e a i T r a t t a t i , ci l imi te remo qu i al r i 

su l ta to , che si p u ò enunciare così : 

Lo sviluppo in serie del Mac-Laurin della funzione (1 -|~ x)m è : 

\ m , m(m-l) i, , m («•>.-1)(m-Z) a in(m~i).„(m~n + l) 

+<»)»= ì+mx+ i ; 2

 + i : " 2 . 8 — 0 0 " h • " H — ~ r n r " \ . . I xn'1'-
ed è valido qualunque sia m quando x appartiene all'intervallo ____ 

Per x — 1, lo sviluppo precedente sussiste quando m > - 1, e 

si ha: 

2 »< = 1 -I- m + + ! l f c z ^ 2 > + , . . 

Per x = - l , esso è valido per m > 0, e si ha: 

e lo sviluppo in parola è valido soltanto in questi casi. 

Con 1' es tens ione del significato del simbolo s tabi l i to a 

suo t e m p o ( I I , § 3), possiamo scr ivere lo svi luppo p r e c e d e n t e 

nella forma concisa : 
co . . 

a+»)-=z.(?)»*. 
o x ' 

t enendo p resen te che = 1, (^j = m. 

Osserveremo di passaggio ohe ques t a serie d iven t a u n poli

nomio allora, e al lora sol tanto, che l ' e sponente m ò un n u m e r o in te ro 

e posi t ivo. S i r i t r o v a così, come caso par t ico lar i ss imo, i l no to 

sv i luppo b inomina le (III , § 1). 
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CAPITOLO XXIII. 

N u m e r i c o m p l e s s i 

§ 1 . D e f i n i z i o n i . 

Si consider i 1' equazione 

rt.-s + l = 0. 

E evidente ohe fra i n u m e r i real i non esis tono rad ic i del

l' equazione, inquan toohò il quadra to di u n n u m e r o rea le è u n 

numero posi t ivo o nul lo . P e r po ter r i so lvere l ' equaz ione propo

sta, è necessario qu ind i ampl ia re n u o v a m e n t e i l campo di nu

mer i . I nuovi en t i numer ic i che vengono i n t r o d o t t i ne i calcoli, 

sono prec i samente i numeri complessi, 

L ' i n t r o d u z i o n e di quest i numer i dove farsi però in guisa che : 

1° Da t i due n u m e r i qua lunque del campo più vasto, cioè del 

campo che comprende i n u m e r i real i e i immor i complessi , si 

possa decidere quando i due numer i debbano r i t eners i eguali , 

oppure d is t in t i ; 

2° L e definizioni delle qua t t ro operaz ioni fondamenta l i con

t engano come casi pa r t i co la r i quelle già s tab i l i t e ne i campo reale, 

e, o l t re a ciò, 1' addiz ione e la mol t ip l icazione obbediscano alle 

no te leggi cara t te r i s t i che : commuta t iva , associa t iva e d i s t r ibu t iva ; 

perchè allora, e allora so l tan to , sarà possibile app l ica re l ' o rd ina r io 

calcolo algebrico a i n u m e r i de l campo ampl ia to , cioè del campo 

comprenden te gl i an t ich i e i n u o v i numer i . 

Se all' equazione ai a -|-1 = 0 appl ichiamo le sol i te regole di 

calcolo r iconosciute va l ide ne l campo rea le , senza preoccuparc i 
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della loro l eg i t t imi tà o meno, o t ten iamo success ivamente xz = - ' 1 , 

« ; = = + / - 1 . Ora si ponga p e r brevi tà , e secondo l ' u so , ì — ij-1. 

Oon questo s imbolo si vuole i nd ica re u n numero il cui q u a d r a t o 

è ugua le a - 1, (i2 — - 1), e che p r e n d e il n o m e d i unità immaginaria. 

Ogni mimerò della forma a i, p r o d o t t o d i u n n u m e r o reale a 

per 1' un i t à immaginar ia , si ch iamerà n u m e r o immaginario puro. 

Si a t t r ibu i sce fin d' ora a questo p r o d o t t o la p rop r i e t à commuta 

t iva, cioè si p o n e 

ai = ia. 

I n par t ico la re , se « = 0, si assume 

0 • i = * • 0 = 0 . 

Dices i numero complesso la somma di un numero rea le a con 

u n n u m e r o immagina r io pu ro ih; cioè u n numero della forma 

a -I- i b. Si e s t ende a ques ta s o m m a la p r o p r i e t à commuta t i va , va le 

a d i re si pone 

a -|- ìb = ib -|- a. 

N e l n u m e r o a + ib, a è la, parte reale e ib la parte immaginaria. 

L ' i n s i e m e dei numer i del la forma a~\-ib, ove a e b sono 

n u m e r i real i , si ch iama campo complesso. 

I l campo complesso c o m p r e n d e in sè il campo rea le , p e r c h è 

se ne l n u m e r o a + ib è b?= 0, si h a a + ì • 0 — a-|-0 — a, ohe è 

un n u m e r o rea le . S e poi è a = 0, si conviene dì a s sumere 

0 + *&, 

ohe è un n u m e r o immaginar io puro . Se, i n par t icolare , fosse anche 

b 0, si avrebbe 

0 + * • 0 == i • 0 = 0, 

cosicché, convenendo d i r a p p r e s e n t a r e col aimbolo 0 + i • 0 il 

n u m e r o 0, p o t r e m o dire che tin numero complesso è uguale a zero 

allora, e allora soltanto, che risulti uguale a ziro la parte reale e 

il coefficiente eli i. 
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Come abbiamo accennato , dobbiamo definire in genera le T e-

guagl ianza fra n u m e r i complessi . 

D u e numer i complessi a 4 - ib e c + i d si dicono eguali, e 

si scrive 
a ~\~ ih = c + id, 

quando si abbia a — c e b = d; si dicono distinti in ogn i a l t ro caso. 

§ 2 . O p e r a z i o n i f o n d a m e n t a l i . 

Ora r imangono da definire le qua t t ro operaz ioni fondaxnentali. 

L ' addizione e la mol t ip l icaz ione sono definite r i spe t t ivamen te 

dalle seguent i eguag l ianze : 

(a + ih) + (c + id) = (a -|- c) -|- i (b + d), 

(a -| - ih) (e -I- id) — (ne - &d) -1- i (bc + ad), 

I l passaggio dal p r i m o al secondo m e m b r o di queste egua

glianze, si fa operando con le o rd inar ie r ego le di calcolo, t enendo 

presente , per quanto r i g u a r d a la seconda, che pe r convenzione è 

i» = - l . 

L a definizione si e s t ende tos to alla somma e al p rodo t to di 

t r e o p iù n u m e r i complessi ; e sarebbe facile cons ta ta re , che nel 

campo complesso F addiz ione e la mol t ip l icaz ione obbediscono alle 

no te p rop r i e t à fondamenta l i . 

D u e n u m e r i compless i si dicono opposti (simmetrici) quando 

la loro somma è ugua le a «ero. Si r iconosce tos to che V opposto 

di a + ib e a' + ib', essendo a' l 'opposto d i « , e b' l 'opposto eli b. 

Si h a infat t i : 

(a + ib) + (a ' + ib ' ) = (a + a ' ) + i (6 + b ' ) 

» = 0 + i • 0 

= 0. 

P e r differenza di due n u m e r i complessi s ' i n t e n d e quel numero 

che agg iun to al so t t r aendo dà i l m i n u e n d o . 

Con l ' in t roduz ione dei. n u m e r i oppost i , la so t t raz ione si cambia 

in u n ' addizione, i nquan tochè la differenza d i due numer i com-
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plessi si o t t i ene aggiungendo al m i n u e n d o l 'opposto del so t t raendo ; 

si lia cioè : • • . 

(a + ib) - (c + id) = (a + ib) + (c' + id'), 

come è facile verif icare. 

D u e n u m e r i complessi, si d icono reciproci (inversi) quando i l 

loro p r o d o t t o è 1' un i t à pos i t iva . 

P r o p o n i a m o c i di de te rmina re il reciproco del n u m e r o & + ib. 

Sia x+iy ques to .reciproco ; si deve avere pe r def in iz ione: 

(a + ib) (x + iy) = i, 

ovvero 

(am - by) + i (bx + ay) — 1, 

che si può scr ivere , in v i r t ù delle ' convenzioni s tabi l i te , 

(ax - by) + i (bx + ay) = 1 + i • 0, 

da l la quale si t r a e 

am - by — 1, bx + ay = 0. 

R i so lvendo questo s i s tema con la regola di Cramer , o t t e n i a m o : 

a — b 

e qu ind i si conclude che i l rec iproco di a + ib è il n u m e r o 

complesso 
a - ib 

a* + b* " • 

I n u m e r i a + ib e a - ib, che differiscono so l tan to per i l segno 

della pa r t e immaginar ia , si ch iamano coniugati. 

I I n u m e r o a% + &2, somma dei q u a d r a t i della p a r t e rea le e de l 

coefficiente di ì, si chiama norma del n u m e r o complesso a + ib. 

D u e n u m e r i complessi con iuga t i h a n n o l a stessa norma . 

Dopo di che possiamo di re , che il recìproco di a + ib è uguale 

al coniugato diviso per la norma. 

I n generale , si chiama quoziente d i duo numer i compless i 

a + ib e c + id, u n terzo n u m e r o , che molt ipl icato pe r il d iv i sore 

d ia il d iv idendo . 
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Si r iconosce faci lmente che il quoz ien te di due nùmer i com

plessi a + ib e c -|- i d, si o t t i ene mol t ip l icando il p r imo per il 

reciproco dei secondo ; e p rec i samente : 

(a + ib) : (c + id) = {a +• ib) — ^ , 

od anche 

(a + ib) : (c + i d ) ^ " ' ^ ± Ì ^ ^ , 

S ' i n t e n d e che il quoz ien te d i due n u m e r i ha significato allora, 

e al lora sol tanto, che il d iv isore sia d iverso da zero . 

Osserviamo di pas sagg io che 

(a + ib) -\- (a - ib) — 2 a, 

(a ~|- ib) {a - ih) = a a -|- b2 ; 

vale a dire che : 

La somma e il prodotto di due numeri complessi coniugati sono 

reali : la prima, è uguale al doppio della parte reale ; e il secondo, 

alla norma comune ai due numeri. 

Osserveremo inol t re , che 1' equazione d i 2° g r a d o avente pe r 

rad ic i due n u m e r i complessi coniuga t i a + ib e a - ib, è 

s a - 2 az • |- a* + 6» = 0, 

vale a dire che : 

Bue numeri complessi coniugati sono radici di un' equazione 

di 2" grado a coe/ßäenti reali. 

Eec ip rocamen te : 

Se le radici di un' equazione di 2° grado a coefficienti reali 

az2 + bz I- c «• 0 

non sono reali, (6 8 - 4 a e < 0), me sono numeri complessi coniugati. 

Vediamo così, che con V in t roduz ione de i n u m e r i complessi 

ne i calcoli, si r ende poss ib i le la r isoluzione del le equazioni quadra

t iche anche nel caso in cui le rad ic i n o n sono reali (d iscr iminante 

negat ivo) . 
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Chiude remo questo paragrafo con la seguente 

Osser-vaxIone, - L a somma di due numer i complessi a -\- ib 

e c + id, e la somma dei con iuga t i a-ib e c-id, sono n u m e r i 

compless i con iuga t i . 

Ana loga osservazione si può fare r i gua rdo al p r o d o t t o , a l la 

differenza, ed al quoziente . 

S e g u e d a ciò, che in ogni re laziono (eguaglianza), o t t enu t a d a 

n u m e r i compless i eseguendo in u n ord ine qua lunque le q u a t t r o 

operaz ion i fondamenta l i ( tn i te od in par te) , è leci to c a m b i a r e 

i in - i: si o t t i ene una re lazione fra i con iuga t i di codes t i n u m e r i . 

I n a l t r i t e r m i n i : se, ope rando su n u m e r i complessi med ian t e le 

q u a t t r o operaz ioni in parola , o t t en iamo il numero complesso 

A + i B, e seguendo le medes ime operaz ion i e nello stesso ord ine 

sui con iuga t i di quei n u m e r i , si o t t i ene il numero À-iB coniu

ga to di A -\- i B. 

P e r esemplo , d a t o c i po l inomio 

f(z) = a0z
n + a x z n - 1 -I- « j , 2 W - 2 + + «»-. , z -I -«„, 

nel qua le i coefficienti «„ , ax,.,,ya„ sono n u m e r i rea Zi qua lunque , 

ae si p o n e success ivamente z = a -\-i ß, z ~ a - i ß, si o t t e r r a n n o in 

defini t iva due n u m e r i compless i con iuga t i 

§ 3 . R a p p r e s e n t a z i o n e g e o m e t r i c a . 

Con r i fe r imento al solito s i s tema car tes iano or togona le , sia 

P~(aì b) u n pun to qua lunque del p iano di ascissa a e o rd ina t a b. 

/ ' ( a + iß) = A + iB\ / ' ( a - iß) = A - ili, 

b 

p 

A d esso cor r i sponde il n u m e r o 

complesso a + ì b, aven te l 'ascissa 

pe r p a r t e reale e l ' o r d i n a t a pe r 

coefficiente de l l ' imi ta immagina

r ia . TXeoip pocamente-, da to un nu-

0 a. 
X mero complesso qua lunque a-\-4b, 

ad esso cor r i sponde un un ico e 

de te rmina to punto del p iano di 
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coordinate a e b, essendo a la pa r t e reale , e & il coefficiente di i 

del numero complesso a-\-i b. S i può qu ind i affermare : fissato un 

s is tema car tesiano o r togona le di r i fe r imento , estate una corrispon

denza biunivoca tra i putiti del piano e i numeri complessi. 

I n v i r tù di ques ta corr ispondenza , si p u ò pa r l a re indifferen

t emen te di n u m e r i compless i o dei p u n t i che l i r appresen tano sul 

p iano. Questo, cons idera to come luogo di r appresen tab i l i t à dei 

numer i complessi , si ch iama anche piano complesso. In par t icolare , 

i numer i rea l i vengono r app resen ta t i sul l ' asse del le ascisse, che 

p rende perciò anche il n o m e d i asse reale; gli immag ina r i pur i , 

sull ' asse delle ord ina te , che si ch iama t a lo ra asse immaginario. 

I l pun to P~— (a, b) si ch iama indice del n u m e r o complesso a +' i b. 

L a . d i s t a n z a del p u n t o P d a l l ' o r i g i n e ò Ìa'2-\-ba, il radicale 

essendo preso pos i t i vamen te ; essa si ch iama il modulo de l mimerò 

complesso a + ib, e si i nd ica ta lora con la s c r i t t u r a \a-\-ib\, od 

anche con mod (a -|- i b). 

Come si vede , il modulo d i un n u m e r o complesso è la radice 

quadra ta a r i tme t i ca della n o r m a del n u m e r o stesso. 

Se si r i corda , che u n n u m e r o complesso a -|- i b è nul lo allora, 

e al lora so l tan to , che a — 0 e b = 0, si può conc ludere : 

Affinchè un numero complesso sia nullo, è necessario e basta» 

che il suo modulo sia eguale a zero. 

D a t i due n u m e r i complessi 

y 

o 

Siano Pi, P a e P gli indici 

di z i , zs e «,j j - 2 a r i spe t t iva

m e n t e . E facile convincers i 

che il pun to P è il qua r to 

ve r t i ce del pa ra l l e logrammo 

cos t ru i to su OPs e 'OPv 

si ha : 

z, ------ a -\- ib, zs ••---•> c + id, 

file:///a-/-ib/
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S e g u e da ciò, ohe nel t r i ango lo 0 Pi P le lunghezze dei la t i 

0 P, OPx e P 1 P sono egua l i r i spe t t i vamen te ai m o d u l i d i 
3 i + 32*) Zi 6 z%- E poiché u n la to di u n t r iangolo n o n può supe

r a r e la somma, nò può essere infer iore alla differenza deg l i a l t r i 

due la t i , poss iamo concludere che : 

Il modulo della somma dì due numeri complessi non può supe- • 

rare la somma, nà può essere inferiore alla, differenza dei moduli 

dei due numeri. 

So l t an to quando gli ind ic i d i z t ì z2 e zi + z2 sono s i tua t i 

sopra una r e t t a passante pe r l ' o r i g i n e , i l modulo della somma, è 

u g u a l e alla somma oppure al la differenza dei modu l i de i t e rmin i . 

E poiché la differenza d i due n u m e r i non è a l t ro che l a somma 

del m i n u e n d o con 1' oppos to del so t t raendo , possiamo senz ' a l t r o 

affermare che la proprietà precedente è valida anclie per il modulo 

della differenza. 

D a t i i due numer i complessi 

z1==a1-\-ib1, zz=*a& + ibSì 

si h a : 

z i - z 2 = (ai-a2) + i(bi-bä), 

cosicché 

I Si - « s I = fai - (&i -T^% 

L'esp ress ione a des t r a è la d i s tanza dei due p u n t i Px == (ai, 5 4 ), 

P a s s ( a 2 , &2), ind ic i de i due • n u m e r i zx e zz r i spe t t i vamen te . A b 

b iamo p e r t a n t o : 

Il modulo della differenza dì due numeri complessi è aguale 

alla distanza dei loro indici. 

Gli indici d i due n u m e r i complessi coniugat i a -|~ib, a-ib, 

hanno la medes ima ascissa, m e n t r e le ord ina te sono n u m e r i oppost i . 

Poss i amo qu ind i affermare che (VII , § 1) : 

Gli indici di due numeri complessi coniugati sono simmetrici 

rispetto all' asse reale. 
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Y4 

p 

! \ 

0 

forma con 1' asse x, con ta to nel verso pos i t i vo indica to dalla frec

c i a . ( 1 ) Dal t r iangolo 0 Q P, re t tangolo in Q, si t r aggono l e : 

x = Q cos a, y — p sen a, 

val ide non solo in va lo re assoluto, m a anche nei segni, come 

r i su l ta da no te oonvenuioni . 

I numer i p e u so.no le coordinate polari del pun to P lS>. 

In t roducendo ques te coord ina te ne l l ' e sp ress ione di z, e racco

gl iendo p a l 'attore, si ha 

z = p (con (i + i seti u). 

E questa a p p u n t o la forma trigonometrica del n u m e r o com

plesso e. 

(1) L'angolo a ò c o m p r e s o tra 0 ti 2 '«,' eno luso 2 re, (0 a < a «); 
(Ü) a HÌ chiama anche rai/gio vettore del punto P ; e l'angolo a prendo il 

nomo di anomalìa od angolo polare, del punto «tesso (X, § 4). 

Ana logamente si vede che ; 

Gli indici di, due numeri complessi che differiscono solo per il 

segno della parte reale, sono simmetrici rispetto all'asse immaginario. 

Gli indici di due numeri complessi opposti, sono simmetrici 

rispetto all' origine. 

§ 4 . F o r m a t r i g o n o m e t r i c a . 

Dato un n u m e r o complesso 

z = x + iy, 

sia P il suo ind ice e Q la d is tanza assolu ta di P dall ' or igine ; 

Q è il modulo del n u m e r o z. S ia « 1' angolo che il raggio 0 P 

http://so.no
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L ' angolo a si chiama argomento del numero complesso z e p, 

come si è de t to , n e è il modu lo . 

Ciò pos to , consider iamo i due n u m e r i complessi 

z i — Qi (coscq + i s e n a j , z2 = Q 2 ( c o s a 3 - j - * sencc 2). 

F a c e n d o il p rodo t to con la no t e regole (§ 2), si h a : 

ziz2 — Ql o 2 [ (cosa x c o s a 2 - s e n t t j sena») -{-«(sencij cosot a + s e n a s c o s a f ) , 

ovvero (X, § 3), 

z i zä = Qi Qs l c o s (ai + a s ) + i - s e n (ai + ras)]-

S i h a pe r t an to : 

11 modulo del prodotto di due numeri complessi è uguale al 

prodotto dei loro moduli. L'argomento del prodotto è uguale alla 

somma degli argomenti dei fattori. 

L a p ropr ie t à si es tende tos to al p r o d o t t o di un n u m e r o (finito) 

qua lunque di fa t tor i . 

S u p p o s t o p 3 > 0, si ha 

1 1 I , . 
— = —; r—. r — —- (oosOo - «sena„), . 
* g Q a ( o o s a g + * s o n a a ) , Q a

 v A A n 

od anche, poiché c o s a 2 = cos ( - a s ) , - sen a 2 = sen (- a 2 ) , 

1 1 
— = — [cos (- a 2 ) + i s e n (- a 2 ) ] , 

cosicché 

= z t X - ~ = Q i (cos a t -|- i sen u j) X ~ [cos (- « ») + i sen (- a 2 ) ] . 

I n v i r t ù della regola p r eceden t e r e l a t iva al p rodo t to , possiamo 

s o r i v e r e : 

~ = [COM (« , - a a ) + i sen ( a t - u a ) j , 

la qua le ci dice che ; 

Il modulo del quoziente di due numeri complessi è uguale al 

quoziente dei 'moduli del dividendo e del divisore. U argomento del 

quoziente è uguale alla differenza degli argomenti dei numeri stessi. 

Dell'Agnolo. - Matematiche Generali 28 
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I n fine si ha, come caso par t i co la re del p r o d o t t o , 

[Q (cosa + «sena)]" = p"(coswa + i s e n n a ) , 

qua lunque sia il n u m e r o in te ro e posi t ivo n. È, ques ta la formola 

di Moivre r e la t iva ad u n esponente in te ro e pos i t ivo . 

Si vedrebbe fac i lmente , mercè la convenz ione 

*- = i-,[|«l><>], 

che la formola stessa è va l ida anche pe r u n esnonente in tero 

nega t ivo . 

P e r n = 0, si pone, come nel campo reale , 

3 0 = 1. 
Senza e n t r a r e in u l t e r io r i par t icolar i su ques to a rgomento , 

per i quali r i m a n d i a m o il l e t to re ai T r a t t a t i d ' Algebra , osserve

remo da ul t imo che : 

I numeri complessi di eyual modulo sono rappresentati dai punti 

di una circonferenza col centw nell' origine ; e i numeri complessi 

di eguale argomento, hanno i loro indici sopra un raggio (semiretta) 

uscente dall' origine. 
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CAPITOLO XXIV. 

Equazioni algebriche 

§ 1 . E q u a z i o n i e i d e n t i t à . 

Sia 

f{z) — aQz
n + </ 4 z

n~1 + . . . + an.! 2 -|- a » 

una funzione razionale in t e ra d i g r a d o n, nella quale i coefficienti 

sono n u m e r i complessi qua lunque . 

Quando si pone f(z) = 0, si o t t i ene una eguag l ianza condizionale 

(o in senso relativo) ; eguag l i anza , che d iven ta effettiva so l tan to 

per valor i par t ico la r i dell ' incognita z. 

• U n ' eguag l ianza condizionale si ch iama più c o m u n e m e n t e 

equazione] e i va lor i par t ico lar i per i quali 1' eguag l i anza s tessa 

da condizionale diviene effettiva, si ch iamano radici (o soluzioni) 

dell ' equazione, A d u n q u e : radici dì un' equazione sono quei parti

colari valori dell1 incognita che soddisfano V equazione. 

L e equazioni che noi qui cons ider iamo, o t t e n u t e p o n e n d o 

eguale a zero u n polinomio' f(z) i n t e ro r i spet to a l l ' i ncogn i t a 2 , si 

ch iamano algebriche intere, o, so l tan to algebriche. I l g rado del pol i 

nomio è anche il grado dell' equazione. 

Oltre alle eguagl ianze condizional i (equazioni), a b b i a m o le 

eguagl ianze assolute. Sono quelle che sussis tono per qualunque 

valore che a t t r ibu i r si vogl ia a l la l e t t e ra od alle l e t t e r e che in esse 

compariscono. 

P e r es. sono eguagl ianze assolute le seguen t i : 

( H - l ) a = z s + 2 2 + l ; 

as*- y* = (x + y) (.'«-//); , 

(«j + y) z =•= xz -f- yz. 
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L e eguagl ianze in senso assoluto si ch iamano anche eguaglianze 

identiche, o, più b revemente , identità. 

È notiss ima, e di uso mol to .frequente nel la p ra t i ca del calcolo, 

la seguente propr ie tà , comune ai due t ip i di eguag l i anze , testò 

accennat i :, 

E lecito trasportare un termine da un membro all'altro, purché 

se ne-muti il segno. 

§ 2 . E q u a z i o n i d i p r i m o c di s e c o n d o g r a d o . 

F r a le equazioni a lgebr iche le più sempl ic i sono quelle di 

primo grado, cioè della forma 

az-\~b = Q, 

o riducibil i a ques ta forma. Un 'equaz ione di p r i m o g rado ammet to 

un 1 unica radice . 

S i consideri ora u n ' equaz ione di 2° grado : 

aza + bz -|- c = 0. 

E noto che l ' e q u a z i o n e ammet t e due rad ic i , le qual i sono 

da te dalla formola 

2 a 

L ' e s p r e s s i o n e sot to i l segno eli radice , I ) = &B - 4 « c , è il 

discriminante del l ' equazione . 

Se i coefficienti de l l ' equaz ione sono reali , t r e oasi si possono 

presentare nei r i gua rd i del d i sc r iminante : 

/ ) > ( ) ; D B O ; D < C ) . 

Nel pr imo caso le rad ic i dell ' equaz ione di 2° g r a d o sono 

reali e distinte; nel secondo, sono reali ed eguali', nel te rzo caso 

sono numeri complessi coniugati. 

Eeciprocamente . ' no i sappiamo che due n u m e r i compless i coniu

ga t i sono radici di u n a equaz ione di 2° g r a d o a coefficienti >reali. 
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Quest ' u l t ima p ropr i e t à d i scende d a no t e relazioni t r a i coef

ficienti e le x'adici del l ' equazione, e p rec i samente , d e s i g n a n d o 

con a e ß l e due radici , dal le p rop r i e t à s e g u e n t i : 

< x + ß = - - ; a ß = - . 

I n pa r t i co la re , se l ' equaz ione h a il p r imo coefficiente eguale 

a l l ' u n i t à , vale a dire se è della forma 

za +pz + g = 0, 
si h a 

a + ß = - i J ; a ß = tf; 

cioè : 

. « L a somma delle rad ic i è u g u a l e al secondo coefficiente del

l ' equaz ione cambiato di segno ». 

« I l p r o d o t t o delle rad ic i è ugua le al t e rmine noto del l 'equa

z i o n e » . 

§ 3 . C e r a n o s u l l e e q u a z i o n i b i n o m i o e s u i t e o r e m a 

f o n d a m e n t a l e d e l l ' a l g e b r a . 

P r o p o n i a m o c i di r i so lvere 1' equazione b inomia di 3" g r a d o : 

z ^ l , 

ossia di d e t e r m i n a r e le radici cubiche dell' unità. 

A ta l fine pon iamo 

z — Q (cos a + * sen a), 

ed osserv iamo che 1 = cos 0 + i sen 0. Allora,, in v i r t ù della for

mola di Moivre , 1' equazione può m e t t e r s i sot to la forma : 

Q 3 (cos 3 a + i sen 3 a) = cos 0 + i sen 0. 

Es sa si sc inde nel le due seguen t i : 

(1) Affinchè duo numeri complessi sieno eguali, è necessario e suffi
ciente che i loro moduli sieno eguali, e che gli argomenti d i f f er i scano per 
un multiplo d i -2 « ; p e r d i o allora, e allora soltanto, è soddisfatta la duplice 
condizione per l'eguaglianza dei numeri stessi. 
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essendo le u n in te ro q u a l u n q u e posi t ivo, nul lo o nega t ivo , dalle 

qua l i si t r ae 

1 2/ire 

Abbiamo così per z V espressione : 

n . 2Air , . 2/tre 
(1) Zie — cos—— 4- «sen—q—. 

Ora si osservi, olio se in ques ta espress ione si cambia 

le in 7̂  -f 3 li, essendo li un al t ro numero in te ro qua lunque , posi t ivo 
2 li re 

o negat ivo , 1' a rgomen to —— si inc remen ta di an mul t ip lo (posi

t ivo o negativo) di 2 re. Ma al lora il coseno e il seno r imangono 

invar ia t i in v i r t ù della pe r iod ic i t à di ques t e funzioni, e per con

seguenza il valore di z „ n o n cambia. S i concludo p e r t a n t o che lo 

r ad ic i d i s t ì n t e d e l l ' equaz ione propos ta sono tre, e si o t t engono nel 

m o d o p iù semplice dal la (1), a t t r ibuendo a h i va lor i 0 , 1,2. 

Abbiamo così : 

, 2it , . 2it 4it , . 4 re 2it . 2 red) 

* 0 = H ^ « « O S - y ~|- « S e n - y j a s e s C O S - T j |- Ü S G l l - r j - — <:0S»,j- - l 8 G l l - y . 

L ' equazione p ropos t a a m m e t t e d u n q u e una rad ice rea le eguale 

all ' uni tà , e due r ad i c i complesse e coniuga te . Si scorge poi, che 

gl i indic i delle t ro r ad ic i sono i punt i di d ivis ione della circonfe

renza di raggio uno col cent ro ne l l ' o r ig ino in tro par t i e g u a l i , ' a 

p a r t i r e dal p u n t o in cui la circonferenza s tessa è i n c o n t r a t a dalla 

d i rez ione pos i t iva del l ' asse rea le . 

U n p roced imento pe r fe t t amen te analogo c o n d u r r e b b e ad ana

loga conclusione ne i r i g u a r d i di una q u a l u n q u e equazione binomia, 

e preoisamente si v e r r e b b e a concluderò ohe : 

« Ogni equazione b inomia di grado n, cioè del la forma 
2 " = a , 

^ ove a è u n numero reale o complesso, ammet t e n e sol tanto n r a d i c i » . 

usa- • i ì i n 4 re i % n a • 4re . „ 2re . , (1) Si osservi e l i o dull' essere — .4- 2 n, o s s i a - y — 2 « — s i ha 

. . . 4 * 2 d 'In 2 it 
S u b i t o COB ass 008 - 5 - ; BOTI ~ T - : = - SOU - - p . ; ,>: 



CAPITOLO X X I V . — § § 3-4 439 

E s s e sono da te da u n a ce r t a formola, analoga alla (1), c h e ( 

n o n p re sen t a u n par t ico la re in te resse per no i . 

Q u e s t ' u l t i m o r isul tato, e gl i a l t r i considera t i sopra, r i e n t r a n o 

nel la proposiz ione generale seguente : 

Ogni equazione algebrica di grado n ammette n, e soltanto n 

radici, fra ì numeri del campo complesso. 

Sot to ques ta forma si enuncia comunemente il teorema fonda

mentale dell' Algebra, clie qui r i po r t i amo senza d imost raz ione . 

D a ques to t eorema r i su l ta tos to che : 

Se due funzioni intere f.L(z) e fz(z) di grado inferiore ad n, 

sono eguali per n valori di z, esse sono identiche. 

P o s t o infat t i f(z) — f1 (z) - fä(z), f(z) è pe r ipotes i u n a funzione 

i n t e r a d i g r a d o inferiore a d n. Ora se f\ {z\ e f2(z) non. fossero 

ident iche , o, ciò che t o rna lo stesso, se f(z) = 0 non fosse u n a 

ident i tà , essa sarebbe un ' equaz ione di g r ado inferiore ad n, la 

quale ammet t e r ebbe n rad ic i , cioè un numero di rad ic i super io re 

al- suo g rado , con t ra r i amen te a q u a n t o stabilisce i l t e o r e m a fonda

m e n t a l e accennato . 

§ 4 . O r d i n e di m u l t i p l i c i t y d i u n a r a d i c e . 

Se si d ivide un pol inomio f(z) d i g r a d o n (a coefficienti rea l i 

o compless i qualunque) pe r il b inomio z - a, s i o t t iene u n quozien te 

Q (z) di g r a d o n - 1, e un" res to R — f(a), va lore del po l inomio 

per z = a. L a divisione si può effettuare mol to sempl icemente eoa 

la r ego la di Bufimi ( IX, 2) ( 1 ) , Segue i m m e d i a t a m e n t e ohe : 

Gondizione necessaria e sufficiente affinchè un polinomio f(z) sia 

divisìbile per z - a, è che f(a) = 0 ; vale a dire che a sia radice 

dell' equazione f(z) = 0. 

Sieno a t , a 2 , a 3 , . . . , a„, le rad ic i de l l ' equaz ione d i g r a d o n 

f(z) = a 0 z n + a i z n - i + a ä z n ; s + .... + « „ M 2 + a „ = 0. 

(1) Veramente questa regola venne stabilita per una funzione razionale 
intera a coefficienti reali. Ma, una volta ampliato il campo reale con l'in
troduzione dei numeri complessi (Cap. XXIII), e chiaro senz' altro che la re
gola stessa si estendo ad una funzione razionale intera a coefficienti com
plessi qualunque. 
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I l polinomio è divisibi le per z - a.,, 2 - a 2 , . . . , z - « „ , e si può 

qu ind i me t t e re sot to la forma: 

f(z) = «0 (z - U j ) (z - i t , ) . . . . (z ~ <<„). 

I l polinomio è d u n q u e scomponibi le in u n p rodo t to di n fat tori 

di p r imo grado . L e radioi del l ' equazione f(z) — 0 si chiamano 

ta lora le radici od anche gli zeri del polinomio f(z). 

I l teorema fondamenta le dell ' A lgebra n o n esc lude che alcune 

delle radioi possano anche coincidere, cosicché può accadere che 

jOj rad ic i sieno eguali ad a.,, 

2h * * * Ä 

pm. » » » » u,„ , 

essendo j p 1 ( i > 2 , . . . , j>„, n u m o r i in te r i pos i t iv i tali che 

Pi -l-JPa i •••• 'P»> **> ». 

grado dell ' equaz ione p ropos ta . I n ques ta ipotes i abbiamo : 

/'(a) ™ < ì 0 ( 2 - u f ) l>i (a - a s ) P * . . . . (s - u m ) P * , 

e si dice che 

« ! è rad ice mu l t i p l a di ord ine p.n 

«j, » » » » » p.J} 

u , „ » » » » » pm _ 

dell ' equazione /"(s) = 0 fo del pol inomio /'(«)]. 

Ta lora si dice anche che pì,joa..., p.m sono gli ordini di 

multiplicità di e c n a g . . . , a ,„ r i spe t t ivamente . 

P e r es. 1' equazione 

( * - l ) ( 2 - 8 ) » ( « + ± ) 8 « ( ) 

a m m e t t e sei radic i , e p r e c i s a m e n t e : una rad ine egua le a 1 ; due 

radioi eguali a 8 ; t r e radioi egual i a - T ~ . Ciò si e sp r ime anche 

dicendo ohe le rad ic i distinte de l l ' equaz ione sono 1, 8 a - y ; m a 

men t r e 1 ò rad ice semplice, 8 ò rad ice doppia, e - -a- è rad ice tripla. 
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§ 5 . E q u a z i o n i a l g e b r i c h e a e o e f f l c e n t l r e a l i . 

A noi in teressano in modo par t i co la re le equaz ioni a lgebr iche 

a coefficienti rea l i ; ed anzi solo di ques te ci occuperemo d 'ora in po i . 

S ia 

f\x) - rt0 .•»» + at as"-1 + a a * n " 2 + • • • + « + «„ = 0 

u n ' e q u a z i o n e algebrica, nella quale i coefficienti a0) a.u «2,..., an 

sono n u m e r i rea l i . 

S i d imos t ra il t eorema : 

Se un numero complesso a-{-iß è radice di un'equazione alge

brica a coefficienti reali) anche il numero complesso coniugato a-iß 

è radice dell'equazione stessa. Oltre a ciò, gli ordini di multiplicità 

delle radici sono eguali.^ 

Seguono immedia tamente le proposiz ioni : 

Le radici complesse di un'equazione algebrica a coefficienti reali 

sono sempre in numero pari. 

Se V equazione è di grado pari, essa ammette un numero pari 

di radici reali, oppure nessuna radice reale. 

Se l'equazione è di grado disparii essa ammette un numero 

dìspari di radici reali, e quindi ne ammette almeno una. 

P a s s e r e m o ora a d i re qualche pa ro la sulle rad ic i rn.ult.iple d i 

u n ' e q u a z i o n e algebrica f(x)*=0 a coefficienti reali , o, ciò ohe è 

lo stesso, t de l pol inomio /"(aj) ( 2 ). 

Se a è una rad ice m u l t i p l a di o rd ine del po l inomio f(x) 

di g r a d o n, poss iamo scr ivere 

(2) •f(x) = (x-a)»fl(x), 

ove ft(pe) è u n polinomio di g r a d o n-p, che non si annu l l a 

p e r x = a, t a le cioè che fi (a) ^ 0. 

(1) La prima parte di questo teorema ò una. conseguenza immediata 
dell'osservazione fatta nel '§ 2 del capitolo precedente. 

(2) Intendiamo parlare d'ora innanzi sempre di radici reali. 

http://rn.ult.iple
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Der ivando la (2), si o t t iene : 

/ » = i> (•« - « F ' 1 A H + (* - « F / " » , 

da cui, raccogl iendo ( . r - u F " 1 , 

/ » = (a, - a ) P " 1 [p /', (*) + (.* - a) f, (,„)]. 

Pos to cp (.T) =jt? / j (a;) f (ne - a) f \ (oo), la funziono <p(x) non si 

annul la per x a, p e r c h è (p (a) == p / ' x (a) è d iverso da zero pe r 

ipotesi. 

Abbiamo così : 

( 3 ) / ' » - ( « J - a K - l q ' M ; 

essendo <»(.'/'), come si disse ora, un po l inomio che non si annul la 

per x = «. Ques t ' u l t ima iden t i t à ci dice che « ò r ad i ce mul t ip la 

di ordine p~l del la de r iva t a /"(.'«). 

Nello stesso modo si vedrebbo che : 

a è rad ice mu l t i p l a di ordine p - 2 di /"'(«;), 

» » » » p - 3 » /""( . '») , 

» . » » » .1. » /V-^(i i ì ) , ' 1 ' 

e, in fine, oho M non è rad ice di fiv) («>). 

Da t u t t o ciò si conclude : 

Affinchè a sia radice multipla di ordine p di un polinomio f(x), 

è necessario che si abbia: 

/*(«) 0 , / " ( « ) - 0 , /'"(.x) - 0 , / > < / • • i)(</.) = 0 , /•</•>(a) -,0. 

Rec ip rocamen te : 

/Se _per <» = « «* annullano la /'(«:) e £u#« le derivate successive 

fino alla (p - l ) m i m a inclusa, e la derivata p«»i">>l

ì par x «, è di

versa da zero, sì può affermare che a è radice multipla di ordine 

p della funzione f(w). 

Omet te remo la d imost raz ione di ques ta p ropr ie tà , che A u n a 

conseguenza quas i i m m e d i a t a del la formola del Tay lo r , e precisa

mente dello sv i luppo di f(x) secondo lo po tenze di x ~ u. 

(1) p radico Hwnplioe di /'(p - D («;). 
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Osservazione. - Dal la 

<P (•'«) =Pf> H + a>-a) f\(<*), 

cons ide ra ta sopra, si h a : 

( P ( c ) = . F / ' 1 (
a ) ) 

la qua le ci dice che cp(a) e f\ (ex) hanno il medesimo segno. S i 

deduce tosto, che in un in to rno abbas tanza piccolo di a le funzioni 

<p (x) e fi (;r;) h a n n o segni concordi . D a ciò, e dalle (2) e (3), segue 

i m m e d i a t a m e n t e che per m < <x e abbas tanza vicino ad a, f(w) e 

/" (ir) hanno segni oppost i ; m e n t r e pe r x > a e abbas tanza vicino 

ad a, f(x) e f \<r) hanno il medes imo s e g n o ( 1 ) . 

§ 8 . E n u m e r a z i o n e d e l l e r a d i c i c o m p r e s e t r a d u e n u ~ 
m e r i r e a l i . 

Se a è u n a radico mul t ip la di ord ine p della funzione f(x), 

si ha , come s' è vis to ora, 

/'(«) 0, /"(«) = 0, /"'(a) - 0 , . . . , p> - " (a) = 0, fW(a) ^ 0, 

vale a d i re la p r ima de r iva t a d i e non si annul la per m = a è quella 

di o rd ine p. Ora noi sapp iamo ohe se p è numero pari, / ' («) — 0 

è un mass imo o u n minimo di f(x) (XV, § G), secondo che / " ' ' ( a ) 

è nega t ivo o posi t ivo. Segue da ciò, che f(x) non cambia segno 

quando la var iabi le x passa pe r ex. Se p — 1, esiste un in to rno 

di a in cui f'(x) conserva il seguo di / " (a ) . Ne segue ohe in 

ques to in torno f(x) è crescente oppure decrescente , secondo che 

/"(u) è posi t ivo o n e g a t i v o : e po iché f(a) = Ot la funzione f(x) 

cambia ségno a l lorquando la var iab i le x passa per a. A ques ta 

stessa conclusione si arr iva supponendo che p sia un numero dispari 

m a g g i o r e dell ' uni tà , perchè a l lora la cu rva di equazione y = f(x) 

presen ta un. flesso (ascendente o d i scendente) nel p u n t o di ascissa u 

(XV, § 8 ) ( 2 ) . Poss iamo p e r t a n t o affermare che : 

(1) CAI: Cap. XV, § 5, pug. 208. 

( 2 ) Si tonga presente ohe ogni radico a di f(x) b I'tisciBsa di n n p u n t o 
olle la curva y — f(x) ha in ooinuno con l ' asso dolio x. 
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1° « Se a è radice mul t ip la di o rd ine pari, l a curva, nelle 

v ic inanze di a, è t u t t a s i tuata da una medes ima b a n d a r ispet to 

all ' asse delle y ». 

2° « Se u è radice mul t ip la di o rd ine dispari, 1' asse delle x 

a t t r ave r sa la cu rva nel pun to di ascissa a ». 

Ora è facile r iconoscere che : 

Data un' equazione algebrica a coefficienti reali f(x) — 0, e due -

numeri reali qualunque a e b, su /'(«•) e /'(/>) hanno lo stesso segno, 

tra a e b non vi è alcuna radice o vi è un numero pari di radici 

dell'equazione data. Se invece f(a) e. f(b) hanno segni contrari, allora 

tra a e b vi è certamente una radice, e, in generale, un numero 

dispari di radici dell' equazione stessa. 

Basta riflettere, che quando la, var iab i le ir. assume in ordine 

crescente tu t t i i valori da « a la funzione /'(a?), e s sendo ' con t ì 

nua, non può cambiar segno senza annul lars i ; e d' a l t ra pa r t e il 

cambiamento di sogno si verifica soltanto quando x passa per una 

radice a ohe sia semplice, oppu re mul t ip la di o rd ine dispar i . Ora 

se / («) e f(b) hanno lo stesso segno, la funzione o non cambia 

mai seguo, oppure cambia seguo un n u m e r o pa r i di vol te (piando 

la var iabi le x assume in ord ine crescente t u t t i i valori da a a b. 

È evidente che in questo caso, o non vi sono radic i dell 'equazione 

f(os) = 0 compreso t ra a e b, o ve n ' è un n u m e r o pa r i (F ig . 0 1, 2, 8). 

yh 

ß ß 

0 

Se invece /'(a) e f{b) hanno segno oppos to , f[x) devo cambiar 

segno almeno u n a volta , o, in generale , u n n u m e r o d ispar i d i vol te . 
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Osservazione. ' - Il t eo rema p receden t e va in teso nel senso, 

c h e una rad ice mul t ip la d i o rd ine p del l 'equazione f[ir) — 0. conti 

p e r # l'adioi. 

Mol to ut i l i nel la p ra t i ca de l calcolo sono i teoremi di Rol le 

e d i Car tes io . 

lì"teorema di Rolle (XV, § 2), è va l ido ev iden temente pe r le 

equaz ioni a lgebr iche a coefficienti real i , va le a d i r e : 

Fra due radici reali a e b dì un' equazione algebrica a coeffi-

cienti reali /"(«') = 0, esiste almeno una radice dell'equazione f'(a-)=sO, 

Se poi le radici sono consecutive, tra a e b vi è almeno una radice, 

e, in generale, un numero dispari di radici dell'equazione / ' («•) ~~ 0. 
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L a prima p a r t e del t eo rema r i en t r a nel caso genera le già 

dimostrato (XV, § 2). P e r d imos t ra re la seconda pa r t e , si consideri 

un pun to a di (a, b) 

a a ß 4 
).—». .— ' 

abbastanza vicino ad a, per m o d o che f(u) e / " (a) abb iano segni 

concordi ; e un p u n t o ß di (a, b) abbas tanza pross imo a &, in guisa 

che f([ì) e /"(ß) abbiano segu i opposti (§ 5, Osservazione) . Po iché 

nel passare di x da o a ß la funzione f(x) non può cambia r segno, 

essendo per ipotes i a e h radic i consecut ive di f'(x) 0, ne segue 

che dovrà invece cambiar segno f'(ai). .Da ciò, o da l t eorema pre

cedente , si può concludere che l ' equaz ione f (x) =-0 av r à nell ' in

terval lo (a, ß), e qu ind i nel l ' in terval lo (a, b), a lmeno una radice, 

e, in genera le , un numero dispar i di radici . ( 1 > 

Da l teorema d i Rol le scendono i corol lar i : 

1° Tra due radici consecutive a e ß dell' equazione / " (,r) = (), 

non vi può essere pie di una radice dell' equazione f(x) 0. 

Talora si enunc ia ques to corollario d icendo ohe : le radici reali 

di /"(.'«) separano quelle di f(x). 

A questo propos i to siamo anche in g r a d o di affermare d i e 

quando t ra u e ß esiste effet t ivamente una rad ice dell ' equazione 

f(x) -— 0, ques ta rad ice è' semplice. Infat t i , se fosse mul t ip la , do

v rebbe essere una rad ice anche dell ' equaz ione /"(tv) - 0, contro 

l ' i p o t e s i elio a e ß sono radic i consecut ivo di ques t ' u l t ima equa

zione. v 2 ) 

I I " Se un1 equazione algebrica a coefficienti reali f(w) «••••() ha 

tutte la sue radici reali, anche V equazione f" (x) 0 ha tutte le sue 

radici reali; e. se le radici della prima equazione sono distìnte, tali 

sono pure quelle della seconda. 

(1) Si jmìi sompni supporrti u » fi Meniti in guisa, elio gli intervall i («, a) 
o ((:!, l>) non contengano radici doli 'equazione /"(:>:) — 0. 

('2) Voltasi la nota a pag, 2 0 t . 
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L i m i t e r e m o la d imost raz ione al caso in cui le rad ic i a1, a 2 . . . , an 

di f(x), suppos ta di grado w, sieno t u t t e semplici . I n v i r t ù del 

t eo rema di Eo l l e , c iascuno degl i n - 1 in te rva l l i ( a u a2), (a2,a.A)t..., 

(a„„ i , an), con t i ene ce r t amen te u n a r ad i ce del l ' equazione f'(x) = 0; 

poiché ques ta è di g r ado n - 1, pe r il t eo rema fondamenta le del

l ' a l g e b r a possiamo s e n z ' a l t r o affermare che tutte le r a d i c i d i 

f (a) — 0 sono real i . 

D a t a u n a successione di n u m e r i real i non nulli 

n j , a g, a , j , . , . , a n . \, a n , 

si dice che due n u m e r i consecut iv i p re sen tano una variazione q u a n d o 

sono di segni cont rar i ; una permanenza, se essi sono del mede

simo segno. 

Ciò posto , si d imost ra il s eguen te teorema di Cartesio : 

Il numero delle radici positive dì una equazione algebrica a 

coefficienti reali 

f(x) = aQx
n + a i x n - 1 + a„xn-2 4 - . . . + C i n . t x -|- a „ = 0, 

non può superare il numero delle variazioni che presenta la succes

sione, dei coefficienti dell'equazione stessa ; e V eccesso del numero 

delle variazioni su quello delle radici positive à sempre pariS^ 

Se poi si osserva, che le r ad ic i nega t ive di f(x)—'0 s i o t ten

gono cambiando i l segno al le r ad ic i pos i t ive di f(- x) = 0, da l 

t eo rema di Car tes io scende tos to il • corollario : 

. fi numero delle radici negative di f(x) — 0 non supera il numero 

delle variazioni di f(~ x) = 0, e se è inferiore, la differenza è un 

numero pari. 

Queste proposiz ioni sono appl icabi l i anche nel caso in cui 

l ' equaz ione è incompleta; si r iferiscono cioè alle va r i az ion i e per

manenze dei segui nel la successione dèi coefficienti non nulli , 

( 1 ) l imi d i m o s t r a z i o n e molto i n g e g n o s a d i questo teorema ù d o v u t a a 
L a g n a n t i , e trovasi r iprodot ta nel «Corso di Analisi, algebrica» di E. Cenuro -
png. ttì)2 - Torino - Fratel l i Bocca, Edi tor i , 1894. t 
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Si noti , in par t ico lare , c h e : quando un'equazione presenta una 

sola variazione, essa ammette una sola radice positiva. Difat t i , indi

cando con p il mimerò delle radici posi t ive de l l ' equazione , p e r i i 

teorema di Cartes io la differenza 1 -p (fra i l n u m e r o delle var ia

zioni e quello delle rad ic i posit ive) dev ' essere u n numero par i , 

per cui si ha necessar iamente 1 -p — 0, e qu ind i p — 1. 

U n ' a l t ra conseguenza del teorema di Car tes io , ma non così 

immedia ta come quel la accenna ta ora, è la s e g u e n t e : se un'equa

zione è priva di radici immaginarie, essa ha tante radici positive 

quante sono le variazioni, e tante radici negative quante sono le 

permanenze.^ 

Ques t 'u l t ima proposiz ione è la genera l izzazione del la not i ss ima 

regola dei segni di Car tes io stabi l i ta nel l ' A lgebra e lementare , a 

proposi to di un ' equazione di 2° grado a rad ic i real i . 

§ 7 . T r a s f o r m a t a d i u n ' e q u a z i o n e a l a e b r i o a » r a d i c i 
m o l t i p l i c a t e p e r u n n u m e r o Q. 

Consideriamo le due equaz ioni 

(4) « o ai" + a.y «$» - 1 + aä xn - 2 -|- . . . + a n . i x + «„ = 0, 

(5) '«„ »••« + al o x n -1 + a,, t> 2 xn - 2 -|-... -\- an. 11>» - 1 .r • | a„. p " - 0. 

L a seconda si deduce dalla p r ima mol t ip l icandone i coeffi

c ient i «„, a.,, aa..., a }i, r i spe t t ivamen te por p° ~- 1, p, Q S ,..., 

Q"• - 1 , p ' \ Ohe relazione in tercede ira lo rad ic i delle due equazioni? 

Sia a una rad ice della (4); si deve a v e r e : 

' « 0 a" -|- </, u " " 1 -|- « a « " " a I . . . -I- <iu. i « I- <hi ~~ 

Pongas i nel p r imo m e m b r o della (5) <r - <* o ; si o t t i ene ; 
ì 

a() u" p " 1 </j u " - 1 p " -|- « a u " " 2 Q"\ ... -I - </„.) u p " • j c „ p " -

^ p" [</„ u» j « , a11 - 1 ì a» • 'J 4 . . . + a , , . i « l ct„ j 

-<?»X <>-..--•(). . 

(I) Vedasi K CWiru «Corso di Analisi algebrica» - loco ci tato - pag, ,')ìl!k 
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D a ciò si conclude : 

Se a è radice della (4), a Q è radice della (5). 

P e r ques ta p ropr i e t à si d ice che la (5) è la trasformata della 

(4) a radici moltiplicate per Q. 

R e c i p r o c a m e n t e : 

Se ß è radice della (5), è radice della (4). 

Ciò r i su l ta i m m e d i a t a m e n t e da l l ' osservare, che l a (4) è la t ra

sformata della (5) a radic i mol t ip l i ca te p e r ~ . Quindi , r i so lu ta la 

(5), ba s t e r à d ividere ciascuna rad ice p e r g, per ave re le r ad ic i 

del la (4). 

Sono notevol i i due casi p a r t i c o l a r i seguent i : 

1) Si p r e n d a Q = - 1 ; la (5) d iv iene : 

(6) a Q x u - a l xn •1 + a, asn - 2 - . . . + (_ 1)» • i a n . , x + (_ i)« fl„ = 0, 

e si o t t i ene dal la (4) cambiando il segno a tu t t i i t e rmin i d i pos to 

pa r i , a p a r t i r e da s inis t ra . D a q u a n t o si è de t to r isul ta , che se u 

è una rad ice della (4), - « è u n a rad ice della (6). Si d ice p e r t a n t o 

che la (6) è la trasformata della (4) a radici cambiate di segno. 

2) S i p r e n d a o = a 0 ; a l lora la (G) diviene : 

« o « n - ¥ a a 0 x»•' + « ( « 8

0 a > » " 2 + . . . + fl«-i a f 1 m+ a„a0" = 0, 

e d ividendo pe r il fat tore comune a0, 

(7) x» + ai xn•1 -I- « 8 « 0 xn-2 + . . . + an.ia0»-2 x -[•• an a0»•1 = 0, 

che è la trasformata della (4) a radici moltiplicate per a0. 

E oppor tuno osservare a propos i to ohe : 

La trasformata della (4) a radici moltiplicate per aQ, ha il 

primo coefficiente eguale all' unità. 

Osserveremo inol t re , che se i coefficienti dell ' equaz ione (4) 

sono numeri, in ter i , tal i sono p u r e quell i della t rasformata (7) a 

radici mol t ip l ica te per « 0 . 

Dull.'Agitola - Matematiche Generali 29 
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§ S . Calacelo «Iel le r a d i c i r a z i o n a l i . 

Dimost reremo p r ima di tu t to elie : 

£7»' equazione della forma 

(8) .<«» + at a-." - 1 + a, xn " 8 - | - . . . + a „ . i a: + an - 0, 

i n c z « primo coefficiente è V unità, e gli altri coefficienti sono 

numeri interi (positivi o negativi), non può ammettere radici razio

nali fratte. 

Suppongas i pe r u n momento olio x = ~ (frazione irr iducibile) 

sia radice dell ' equaz ione (8). I n questa ipo tes i si dov rebbe avere : 

Vìl pit -1 v) 

jpr + « i IfT-x -I- " a + • • • + » " - 1 Y + A » = °' 

da cui, mol t ip l icando per q11"1, 

- ^ + a i p n - 1 + a2p
n-2q +...+an.tpqn-'i + anq

n-1===0. 

Questa eguag l i anza è assurda, pe rchè —• è ancora una fra

zione irr iducibile , m e n t r e la p a r t e r i m a n e n t e del p r i m o membro 

è u n numero in t e ro . 

E facile r iconoscere poi, ohe : 

Le radici intere (positive o negative) dell'equazione (H), sono 

divisori del termine noto an. 

Sia a u n a rad ice intera della (8). Si devo avere 

u" - | - aL a » " 1 + as u " - 2 -|- |- an~l a -|- an ~ 0, 

da cui 

- ( ( x - i + fliM»"8-!-...-!- < x „ . i ) - ^ - ; 

a poiohè il m e m b r o d i s in is t ra è un n u m e r o in te ro , la stessa cosa 

dovrà essere del m e m b r o di destra, vale a dire a„ dovrà essere 

divisibile per «. 

T r o v a t i i d iv isor i del t e rmine noto a n , corno si fa a r icono

scere se u n divisore ò radico, o mano, de l l ' equaz ione p r o p o s t a ? 

L a r isposta ci v iene da ta dalla regola d i R u l l i l i . 
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P e r semplificare le cose, r ag ione remo sopra il caso p a r t i c o l a r e 

d e l l ' e q u a z i o n e di 3° grado a coefficienti in te r i e della forma (8). 

Ci si convincerà subito, che i l r ag ionamen to e la conclus ione sono 

val id i pe r u n ' equazione di qua lunque g rado della s tessa forma. 

S ia d u n q u e 

as 8 + a t xz + aä x -\- a.A = 0 

1' equazione, e sia a una rad ice in t e ra del l 'equazione s tessa . Appl i 

cando la regola dì Euffini abb iamo : 

I 1 « | n., 
fi I 1 o + a 2 -|- a{ a -f- a., a'J -{- a--I- as a + an ' 

ove i n u m e r i della seconda r iga del quad ro s o n o inter i , e o l t re a ciò, 

ex3 4- ai a2 4 a2 a 4 - ' d s — 0 

p e r l ' i p o t e s i fa t ta che a è r ad i ce dell ' equaz ione p r o p o s t a . D a 

ques ta eguag l ianza si deduce success ivamente : 

• = - a * - a , a - s a 

— 4 a» 
a 

= - a - a., 

si 

a 

a 

E po iché i secondi m e m b r i delle eguagl ianze p receden t i sono 

n u m e r i in te r i , si può conc ludere che : 

Affinchè il numero « sìa radice intera dell' equazione a coeffi

cienti interi 

xs 4 xs -\-.aä x 4- a3 = 0, 

è necessario che : 

1° a3 sia divisibile per a ; 

2° il quoziente della divisione aumentato di a2, sia divìsi-

bile per a ; 

3° il nuovo quoziente aumentato di ài [secondo coefficiente del

l' equazione) sia eguale a - a. 
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Il teorema è invertibile, cioè .se un numero intero a soddisfa a 

queste condizioni, esso è radice dell' equazione proposta. 

Esempio : S ia 1' equazione 

a > 8 - 6 # » + l l ; r - ( > = 0. 

F r a i d ivisor i del termino noto fi abb iamo , ad es., il numero 3. 

Appl ichiamo a ques to numero la regola p r e c e d e n t e ; si o t t iene : 

^ i = - 2 ; - 2 | - U = 9 ; 

I - ì ; 8 - 6 = - 8 , 

e si vede che 0 è rad ice del l ' equazione propos ta . 

Se 1' equazione è della l'orma 

ovo i coefficienti sono n u m e r i in ter i , e il p r i m o coefficiente « 0 , 

ehe si può sempre suppor r e posi t ivo, è m a g g i o r e dell' unita, si 

determinerà la t ras formata doli ' equazione a radici moltiplicato 

per «„ , vale a d i re si scr iverà 1' equazione 

;V" • !• a, x"-5 I• a„ a0ir,"• - i a.ta
8

0i''
M"8 l-...4-fl„-i «„"'""<"'• I " 1 0, 

nella quale i coefficienti sono interi , e il p r imo ooellunonto eguale 

al l ' uni tà . 

Calcoleremo poi, con la regola testò indicata , le radici (neces

sariamente intero) di. ques t ' u l t ima oquaziono. Div idendo infine 

c iascuna delle radici ottenuto pe r unì av r emo tu t t e le radic i ragio

nali de l l ' equaz ione propos ta . 

OHxervanione /'."• - Nel calcolare le radioi intero della tra

sformata, si deve pro mlero ciascun divisore del termino no to nini 

volta col sogno -| e una a l t ra volta col seguo - . 

OsffCi'vaaUme II." - Quando si conosco m i a radice u di 

un ' equazione a lgebr ica di g rado w, il p r imo m e m b r o è divis ibi le 

per ÌV. - (x, e il quoz ien te ò di g rado n - 1. P o n e n d o il quoziente 
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egua le a zero, Y equazione o t t enu t a fornisce le a l t re rad ic i de l l ' equa

zione propos ta . Segue da ciò, c h e : la conoscenza di una radice del -

l'equazione permette di abbassarne il grado di una unità. P o s s i a m o 

p e r t a n t o s u p p o r r e che - 1 e -f- 1 non sieno radic i del l ' equaz ione 

proposta , abbassandone all' occorrenza il g rado di t a n t e u n i t à 

qua n t e sono compless ivamente le radici egual i a - 1 e a + 1. 

D e s i g n a n d o sempre con f(x) il p r i m o membro dell ' equaz ione , 

suppon iamo dunque che /"(-1) e / ' ( + 1 ) non sieno egual i a zero . 

Allora, se a è radice dell ' equazione f(w) = 0, si deve avere iden

t i camente : 

/'(•*) = (»' - a) cp(tr), 

da cu i 

.. /•(-l) = - ( « + l ) c p ( - l ) , 

la quale ci dice ohe / ' ( - 1) è divis ibi le per a + 1. A n a l o g a m e n t e 

si vede che f\-\- 1) è divisibi le pe r a - 1. Abbiamo così: affinchè un 

divisore di an sia radice dell' equazione f(x)=0, è necessario che 

/ ' ( - 1) aia divisibile per u 4 - 1 , e che f'(-\- 1) sia divisìbile per u - 1. 

Quindi , se un divisore di aH non soddisfa a questo due condizioni , 

esso non può essere rad ice dell ' equazione propos ta . 

Ciò posto, per evitare prove inutili nella r icerca delle rad ic i 

razional i , basterà ritenere quei divisori di a„ pei quali / ' ( - 1) è divi

sibile per a -\~ 1, e dei divisori dì a„ che rimangono, solo quelli pei 

quali f(+ 1) è divisibile per a - 1, con a designando un generico 

divisore di an. 

Ma p e r ev i ta re il più possibi le i calcoli inut i l i , g iova proce

dere anz i tu t to alla limitazione delle radici de l l ' equazione , cioè alla 

de te rminaz ione di un in terva l lo fuor i de l quale non es i s tano rad ic i 

de l l ' equaz ione propos ta . A ta l fine si può r icorrere alla s e g u e n t e 

regola di Newton, che ò, so t to ogni r igua rdo , la più soddis facente 

fra le t a n t e escogi ta te all' uopo : 

Se ß è un numero che rende positive la funzione f(as) e tutte 

le sue derivate, non esistono radici reali dell'equazione f(x) — Q 

superiori a ß. 
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Difat t i , supposto x > ß, pe r la formola del Tay lo r si ha : 

f ( x ) = / m , ( x - ß ) f ( ß R ^ f ' ( ß ) + ^ V " ' ( ß ) + • • • • , 
ove il secondo membro è una somma di numer i essenzialmente 

posit ivi per ipotesi , e in conseguenza f(x) è posi t ivo. 

Pra t i camente si de te rmina il minimo numero intero ß che rende 

posit ive la f(x) e t u t t e le sue derivate.* 1 1 Esso si chiama, per ovvia 

ragione, limite destro delle rad ic i dell ' equazione f(x) = 0. 

Se poi si applica la regola di Newton alla t ras formata a radici 

cambiate di segno, si t rove rà un l imite destro ß ( delle radic i di 

ques ta t rasformata ; ed è chiaro, che a = - ß ± è u n limite sinistro 

delle radic i della propos ta equazione. Ne segue, che tutte le radici 

reali della propos ta equazione sono contenute nel l ' in terval lo (a, ß). 

Si consideri , ad es., 1' equazione : 

f{x) - x3 - 2x2 - 18x + 36 = 0. 

Si ha : 

f'(x) = 3x2-4x-18, 

f"{x) = Gx-4-. = 2(3x-i2). 

I n t a n t o vediamo che f"{l) > O; senonchè f (1) < 0. B i sognerà 

quindi scegliere pe r x u n in tero maggiore del l ' un i tà . Con la 

regola del Rufhni si r iconosce, che il p r imo numero in te ro supe

r iore ad 1 che r ende posi t iva f (x), è 4. Si ha così 

r ( 4 ) > o , ra>o. 
Ma f(x) è nega t iva per x = 4z, men t re per ai = 5 si t rova 

/(5) > 0. Abbiamo pe r t an to : 

f ( 5 ) > 0 , T ( 5 ) > 0 , / ' ( 5 ) > 0 , 

dalle quali, per la regola di Newton , si può concludere che 5 è 

u n l imite destro delle rad ic i del l ' equazione f(x) = 0. 

(t) Poiché il primo coefficiente dell'equazione si può sempre ritenere 
positivo, la derivata posimi», di 0 u n a costante positiva, e basterà quindi, 
nell'applicare la regola di Newton, considerare le derivate fino alla (n-l)emma, 

inclusa. 
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Se po i si considera la t ras formata a rad ic i cambiate d i segno 

<p(as) = X3 + 2 x2 - 18x - 36 = 0, 

si t r ova ana logamente , che 5 è u n l imi te des t ro delle r ad ic i d i 

questa equazione. N e segue che - 5 è u n l imite sinistro delle radic i 

della p ropos ta f(x) = 0. Da tu t to ciò si conclude, che nessuna rad ice 

dell ' equazione proposta può essere es te rna al l ' in terval lo ( - 5, -f- 5). 

Chiuderemo questo paragrafo col seguente esempio. 

Calcolare le rad ic i razional i dell ' equazione 

F(x) = 3 .« 3 - 2 x2 - 6x + 4 = 0. 

Bas t e r à de terminare le radic i razional i in te re della t r a s fo rmata 

a rad ic i mol t ip l ica te per 3 : 

f(x) = x3 - 2 «JS - 18x + 36 = 0, 

e d iv idere po i ciascuna di esse pe r 3. 

L e r ad i c i in te re di questa equaz ione sono da r icercars i fra i 

divisori 

2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36, 

. 2, - 3, - 4, - 6, - 9, - 12, - 18, - 36 

del t e r m i n e noto 36 ; esclusi i divisori - 1 e + 1, pe rchè / ' ( -1 ) = 5 1 , 

(-|~ 1) — 17 ; sono e n t r a m b i d ivers i da zero. E poiché, come si è 

v is to ne l l ' esempio precedente , non esis tono radic i real i del la 

f(x) = 0 es terne all ' in terval lo (- 5, + B), le nostre cons ideraz ioni 

r imangono l imi ta te ai soli d ivisor i 

- 4 , - 3 , - 2 , 2, 3, 4. 

Agg iungendo 1' uni tà a ques t i divisori , si o t tengono i n u m e r i 

- 3 , - 2 , - 1 , 3 , 4 , 5 , 

dei qual i sol tanto il 1 ° , il 3° e il 4 ° , sono divisori d i f(- 1) = 5 1 , 

pe r cui non r imangono da considerare che i divisori 

- 4, - 2, 2 

di 36. Togl iendo da ciascuno d i essi 1' uni tà , o t teniamo i n u m e r i 

- 5 , - 3 , 1 , 
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dei quali solo l ' u l t i m o è divisoi-e di /"(-)- 1) = 17. Ci r iduciamo 

così a considerare il solo divisore 2 di 36. Median te la regola 

precedentemente ind ica ta (o r icorrendo d i r e t t a m e n t e alla regola 

del Ruffini) si r iconosce subi to che 2 è radice del la f(x) = 0} e si 
2 

può quindi concludere che Y è l'unica radice razionale del l 'equa

zione proposta F(x) = 0. 

§ 9 . C a l c o l o d e l i e r a d i c i i r r a z i o n a l i . 

U n a volta calcolate le radic i razional i di u n ' equazione alge

brica, potremo abbassare il g rado dell ' equazione di t an te uni tà 

quante sono le rad ic i stesse ; dopo di che si a v r à u n a equazione 

con sole radici i rrazionali . 

I l calcolo di una radice i r raz ionale si fa con successive appros

simazioni. Esso si eseguisce, dirò così, in due t empi : 

1° si isolano le radici dell ' equazione, cioè si de te rmina per 

ciascuna radice un in te rva l lo che contenga soltanto questa radice ; 

2° si procede al calcolo effettivo di c iascuna rad ice irrazio

nale, e a ta l fine si appl icano dei p rocediment i d i approssimazione 

successiva. F r a ques t i p rocediment i , ci l imi te remo -ad esporre il 

metodo di Newton - Fourier, di par t icolare i m p o r t a n z a pra t ica . ' 

Supponiamo che tra a e l) vi sia un' unica radice a dell'equa

zione f{x) = 0, il che espr imiamo anche dicendo che la rad ice a è 
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isolata. Al lora a r appresen ta un valore appross imato per difetto, 

e b u n va lore approssimato pe r eccesso della rad ice incogni ta . 

P e r o t t ene re valor i via vìa p iù appross imat i , supponiamo che 

f'(x) e f"(x) non abbiano rad ic i ne l l ' i n t e rva l lo (a, b): della qual 

cosa ci possiamo assicurare res t r ingendo , ove occorra, l ' in terval lo 

stesso. P e r la cont inui tà d i /"(ce) e f"(x), ciascuna d i esse con

serva u n segno costante ne l l ' in te rva l lo . I n ques te ipotesi , il t r a t t o 

di cu rva A B corr ispondente al l ' in terval lo (a, b) non p r e s e n t a mas

simi o min imi , nè flessi. Esso ha u n andamento , dirò così, r ego l a r e ; 

ed è t u t t o convesso o tu t to concavo verso la direzione pos i t iva 

dell ' asse y, come nel l ' uni ta figura. Si t r a t t a , in sostanza, di deter

mina re (per approssimazione) l ' a sc i ssa a del punto d ' i n c o n t r o 

dell ' a rco A B con 1' asse delle x. 

Suppon iamo, pe r fissare le idee, che nel l ' in terval lo (UT, b) si abbia 

/ » > 0, f"(x) < 0. 

Allora, il t r a t t o di cu rva A B cor r i spondente all ' in terval lo 

(a, ò) p resen ta 1' andamento dell ' un i t a figura, inquantochè f'(x) è 

crescente, e la cu rva è convessa verso l ' a s s e posi t ivo del le y. 
i— —i 

Oltre a ciò, / ' (« ; )<0 ne l l ' in terva l lo a'a, f(x)>0 ne l l ' in te rva l lo a b. 

Si consideri quello dei due es t remi dell ' arco A B nel quale 

f(x) e f"(x) assumono valor i dello stesso segno. Nel caso della 

nos t ra figura, l 'es t remo che soddisfa a ques ta condizione è il p u n t o 

A==[a,f(a)}. Pos to 

a = a -f- h, 

per la formola del Tay lo r col res to di L a g r a n g e ( X X I I , § 6) , si h a : 

/ '(a) = f(a + h) = f[a) + h f"(a) + f"(xj, {a<xi< a\ 

ovvero, poiché /'(a) = 0, h = a - a, 

0 = f(a) + (a - a) f (a) + ^ ! f » ^ 

da cui si deduce subito 

( I ) A = a _ ^ _ ( ^ £ > i ) . 

' / » 2 f (fi) 
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Questa ci dice che, assumendo 

(II) a, = aJP-

come valore appross imato della radice a, si commet t e u n errore 

rappresenta to dall ' espressione 

(«*-«)» ro»j) 
2 / > ) • 

Poiché f(a) e f'(a) hanno segno opposto, si h a successivamente : 

_ M . - > 0 a-^-->a a > a 
f'("V ' / » ' a i > a " 

Se ora faremo vedere che at < a, si po t r à concludere che ai, 

come a, è un valore appross imato per difetto del la radice inco

gni ta a, e che esso è ino l t re più appross imato di a. A ta l fine si 

osservi che dalle (I) e (II) scendono subi to le 

il) a a 4 - 2 f { a ) , 

e da queste, d iv idendo membro a membro , si o t t i ene : 

CUI) " - a l = (a-ay ffri) 

Per ipotesi f" (x) conserva sempre il medes imo segno nell ' in

tervallo (a, b), e questo segno coincide con quello di f(a). Ne segue 

che il secondo membro della (III) è u n n u m e r o posi t ivo, e quindi 

che ^—~ a > 0. E poiché il denominatore di ques ta frazione è posi

t ivo, si conclude che anche il numera to re deve essere posit ivo, 

ossia che a > a l . 

Riassumendo : nel l ' ipotesi che f(a) e f" (a) abbiano il mede

simo segno, dal va lore approssimato (per difetto) a della radice 

incognita, si è o t t enu to i l valore a.{ = a - ITTT) p iù approssimato 

di a, e anch' esso per difet to. 

Ora si osservi, che f(ai) ha il segno di /'(«), p e r c h è nell ' in-

terval lo a a la funzione f(x) non si annulla , e non può, in conse

guenza, cambiare di s e g n o ; cosioohà f(ai) e / ' " ( « J hanno ancora 
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il medes imo segno. Quindi , r i pe t endo su ai le operazioni esegui te 

su a, si pe rv iene al valore 

_ f(«i) 
a Z — a i ~ f ' ( „ i ) ì 

compreso t r a a{ e a, e perciò p iù appross imato di a t . r i spe t to 

alla rad ice incogn i t a ; l ' appross imaz ione essendo ancora per difet to. 

Così si p u ò con t inuare indef in i tamente , e si o t t iene u n a successione 

di n u m e r i 

ö, ß 1 ( ßg,...., anì ...,, 

che, ne l le nos t re ipotesi , è c rescente con t u t t i gl i e lementi inferiori 

ad a. E s s a t e n d e per conseguenza (XII I , § 3) ad u n l im i t e X. 

T r a due numer i consecut ivi an e a „ + i della successione prece

dente , in te rcede la re laz ione: 

dal la quale, passando al l imi te pe r n t e n d e n t e all ' infinito, si h a 

A f'(X)> 

poi 

e poiché f (X) 3 : 0 pe r ipotesi , si conclude che f(X) = 0. Ques ta ci 

dice che X — a, perchè nel l ' in terval lo (a, b) la funzione f(x) non 

si annul la che nel punto a. 

Se invece di f\a) e /" ' (a) , come abbiamo supposto, fossero 

dello stesso segno f(b) e f"(b), si pa r t i r ebbe da b, anziché da a, 

nel l ' appl icazione del processo precedente , e si avrebbero ancora 

dei va lor i via via p iù appross imat i , ma questa volta sempre per 

eccesso. Pe rc iò le considerazioni e i r i su l ta t i che seguono sono 

applicabil i anche alle approssimazioni che provengono da b, qua lora 

/'(&) e f" (b) abbiano segni concordi . 

L a formola (I)' permet te di s tabil i re u n confine super io re del

l' e r rore che si commette a r res tandoci ad una da ta approssimazione. 
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Si ha infat t i dalla (I)', p r endendo i valor i assolut i dei due membr i , 

e se m è un numero posi t ivo, tale che r i su l t i 

per ogni coppia di p u n t i x e xx de l l ' in te rva l lo (a, b), possiamo 

scrivere 

(IV) I a - ai I < ^ - (a - a)2, 

formola valevole anche quando al posto di aL si ponga « „ + i, e al 

posto di a si ponga an, essendo an e 0 , , + 1 due e lement i conse

cutivi della successione dei va lor i appross imat i fornit i dal metodo 

di Newton - Four ie r . 

L a (IV) ci dice che : V errore cite si commette arrestando il 

calcolo ad una data approssimazione, è dell' ordine del quadrato 

dell' errore che corrisponde all' approssimazione precedente. 

Designando con Mz il massimo del valore assoluto di f" (x), 

e con Mi il min imo del va lore assoluto di / " (x) nel l ' interval lo 

(a, b), si può assumere praticamente 

Tifo 
m — ufi 

Se p o i ^ - < l , si po t rà p rendere ni = 1, e la formola (IV) 

diviene : 

(V) l o t - a , \<j(a-af. 

Quando 1 < ^ < 2, e per conseguenza ™ < 1, alla formola (IV) 

g ioverà sost i tuire la seguente : 

(VI) \a - ai\<(a- a,)3. 

P r i m a di appl icare il me todo di N e w t o n - F o u r i e r è oppor tuno 

far sì che 1' in terval lo (a, b), ne l quale la r ad ice a r isul ta isolata, 

sia di. ampiezza minore del l 'uni tà . Allora le formolo (IV), (V) e (VI) 

m e t t o n o in luce la rapidità con la quale le successive approssima-
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zioni convergono alla radi re ce rca ta a. Nel la p r a t i c a bas t ano , d i 

sol i to , due o t r e applicazioni successive del metodo per consegui re 

l ' app ros s imaz ione che si des idera . 

I l secondo membro della formola (IV) è incogni to . Pe rc iò , 

quando nel corso del calcolo si vuole s t imare 1' e r ro re cor r i spon

den te ad una da ta appross imazione, si sost i tuisce nel secondo 

m e m b r o della (IV) ad a u n va lore convenien te a' ( sugger i to dal 

calcolo stesso), e ta le che il segno di f(a') sia opposto a quello 

di f(a), pe rchè allora a r i su l te rà compreso t r a a e a', e p e r con

seguenza 

(a - af < (a' - a)2. 

Dopo quanto si è det to è chiaro eli per sè, che qui con a e 

con ai s ' i n t endono designat i due e lement i consecutivi qua lunque 

della successione dei valori appross imat i , e che l ' o s se rvaz ione 

p receden te re la t iva alla (IV) vale anche per le formolo (V) e (VI), 

qua lora sia oppor tuno far uso di u n a di queste formolo in luogo 

della (IV). 

I r i su l t a t i -p receden t i si possono r iassumere cos ì : 

Se la radice a è isolata nell'intervallo (at b), se in questo inter

vallo non si annulla nè la prima, nè la seconda derivata della fun

zione f{x), per uno degli estremi, ad es. per a, accadrà che f(a) e 

f"(a) sono dello stesso segno. Allora, prendendo a come primo valore 

approssimato di ce, ed applicando ad esso il metodo di Newton - Fou

rier, si ottengono dei nuovi valori via via più approssimati ad a e 

sempre nello stesso senso [cioè per difetto o per eccesso, secondo che 

provengono dall'estremo inferiore o dall'estremo superiore dell'in

tervallo (a, &)]. 

Un confine superiore dell' errore corrispondente a ciascuna ap

prossimazione, si determina mediante la (IV), la (V), oppure la (VI), 

a seconda del caso. 

Osservatone - Po iché il me todo di Newton - Fourier , 

si fonda essenzialmente sulla formola del Taylor col res to di 
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Lagrange , è chiaro sena' a l t ro che esso è appl icabi le anche ad una 

equazione t r a scenden te qualunque , pu rché n e l l ' i n t e r v a l l o (a, 0) in 

cui la radico a r i su l ta isolata, sieno soddisfat te t u t t e le condizioni 

dell ' enunciato precedente . 

Osservazione 11." - Col metodo di N e w t o n - Four i e r si 

viene, in ultima" analisi , a sost i tuire al t r a t t o di curva A B{X) la 

tangente in quello dei due est remi A e B in cui f(x) e f" (ai) 

hanno segni concordi ; indi a calcolare 1' ascissa del pun to d ' i n 

contro di codesta t angen t e con 1' asse delle x. 

Se, per fissare le idee, f(a) e f" (a) h a n n o segni concordi , si 

riconosce agevolmente , che 1' ascissa ax del p u n t o d ' incontro con 

1' asse delle x della t a n g e n t e alla curva nel p u n t o A.— [a, f(a)], è 

da ta dall' espressione : 
fui) 

I l lus t re remo il me todo col seguente. 

Esempio : S ia 1' equazione • 

f(x) = x* - 2x - 5 = 0. 

Po iché f(ß) — - 1, /'(3) — 16, va lor i di segni oppost i , fra 2 e 3 

v i è certo una radice dell ' equazioue. L a d e r i v a t a 

f'(x) = 3.tfa - 2 

è posi t iva nel l ' in terval lo (2, 3), e quindi f(x) è crescente nell ' in

terval lo stesso. Segue da ciò, che fra 2 e 3 vi è una sola radice, _ 

la quale r i sul ta così isolata. Se ora si d iv ide l ' i n t e rva l lo (2, 3) 

in 10 pa r t i egual i med ian te i p u n t i 2, 1 ; 2, 2 ; . . . ; 2, 5 ; . . . ; 2, 9 ; 

e si osserva che 

f(% 1) = 0.061 > 0, 

si può affermare che la radice in parola è compresa fra 2 e 2, 1. 

D ' a l t ra p a r t e si h a 

_ r^^Gx, 

(1) Vedasi l 'unita figura. 
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e q u i n d i / " (2, 1) = 12, 6 > 0, dello stesso segno d i / ' (2 , 1). P e r 

1' appl icazione del me todo di N e w t o n p a r t i r e m o dal va lo re b = 2, 1 

appross ima to per eccesso. I va lo r i che si o t t engono via v ia sono 

sempre appross imat i per eccesso. L a funzione f"(x) è c rescen te , 

pe r cu i il massimo va lore che essa assume ne l l ' in te rva l lo (2, 2, 1) 

è M2 — f" (2, 1) = 12, 6 ; men t r e i l minimo valore di / " (x) nel l ' in

te rva l lo stesso è ilfj = f'(2) — 10, pe rchè f {x) è c rescen te quando 

la var iab i le x va r i a c rescendo pe r va lor i posit ivi . S i può qu ind i 

a s sumere m = |f~ = ~ j g ~ = I | 26, da cui - y - = 0, 63 < 1. G iove rà 

pe r t an to servirs i della formola (VI) pe r de te rmina re u n confine 

super iore del l ' e r ro re co r r i sponden te a ciascuna appross imaz ione , 

Ciò posto, pa r t endo , come si disse, dal valore b = 2, 1 appros

s imato pe r eccesso, si h a 

f(b) _ f{2,1) _ 0,061 _ n n m . „ 

poi 

&1 = &- £ | L = 2 , 1 - 0 ,00543 = 2,09457. 

P e r la formola (VI), des ignando con a la rad ice incogn i t a , si ha 

(9) & . J - « < ( 2 , l - a ) 2 < ( 2 , l - 2 ) 2 , 

ossia 

& 1 - a < ( 0 , 1 ) 3 = 0 ,01 . 

D a ques ta si deduce 

a > 6, - 0,01 = 2,09457 - 0,01 = 2,08457, 

per cui 

.2,1 - a < 2,1 - 2,08457 = 0,01543 < 0,02 ; 

qu ind i , in v i r tù della (9), 

6 1 - a < ( 0 , 0 2 ) 2 = 0,0004, 

la quale ci dice che ö.( ha a lmeno le t r e pr ime cifre decimal i 

esat te , e inol t re ohe 

a > Z > t - 0,0004, 
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ossia che 
a > 2,09417. 

Ne segue che 

2,1 - a > 2,1 - 2,09417 = 0,00583 < 0,006, 

poi, per ia (9), 

bL - a < ( 0 , 0 0 6 ) 2 = 0,000036, 

e questa ci dice che bì ha almeno 4 cifre decimal i esat te , per cui 

si può affermare che 

2,0945 < a < 2,0946. 

P e r ot tenere u n a nuova approssimazione, assumeremo ft, = 2,0946 

(approssimato pe r eccesso), e si ot t iene 

6»= B* - n w = 2 > 0 9 4 6 - fwm=2»09455148> 
con un er rore ta le che 

(10) 6 8 - a < (2,0946 - a ) 8 < (2,0946 - 2 ,0945) 2 = (0,0001) 2 , 

tale cioè che 

& s - a < 0 , 0 0 0 0 0 0 0 1 , 

la quale ci dice che b2 ha almeno 7 cifre decimal i esatte. 

Dalla p receden te segue che 

a > b2 - 0 ,00000001, 
ossia che 

« > 2,09455147; 

qu indi 

2,0946 - a < 2 , 0 9 4 6 - 2 , 0 9 4 5 5 1 4 7 = 0,00004853, 

e per conseguenza 

2,0946 - a < 0,00005. 

Ma allora, in v i r t ù della (10), r i su l ta che 

b8 - a < (0,00005) a = 0,0000000025, 
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la qua le ci dice ehe b2 fornisce il va lore della r ad ice ce rca ta con 

8 cifre decimali esa t te . 

Osservazione III." - Q u a n d o - ^ - < 1 , come n e l l ' e s e m p i o 

p receden te , per s t imare l ' e r rore co r r i sponden te ad u n a da t a appros

s imazione, g iova far uso della formola (VI), la quale ci dice che 

fra due valor i appross imat i consecut iv i , a„ e a» + i n t e r c e d e la 

re laz ione : 

(11) I an+1 - a I < ( « „ - a)2, 

essendo a la radice incogni ta . Si supponga an calcolato con le cifre 

decimal i esat te , per modo che r i su l t i 

I I ^ 1 1 

I « n - « I < g , 

e qu ind i 
, *2 1 . 1 1 1 
(««-<*) < J ì p i < g m t • 

N e segue, p e r la (11), che 

l l ^ 1 1 

I «n-i-i - « I < Y 1ÖTF i 

la qua le ci dice ohe a , 1 + i fornisce u n valore di oc con 2 7c cifre 

dec imal i esa t te . Poss i amo p e r t a n t o a f fe rmare : se-^<lteseanè 

calcolato con le cifre decimali esatte, il valore approssimato succes

sivo fornisce la radice a con 2 Te cifre decimali esatte (cioè con un 

numero doppio di cifre decimali). 

Ques ta osservazione t o r n a sovente u t i l e nel la p r a t i c a del cal

colo. Così, r i t o rnando al l ' esempio p receden te , po iché bi r i su l t a 

calcolato con 4 cifre decimal i esa t te , i l valore di b2 fornisce l a 

rad ice a con 8 cifre decimali esa t te . Vo lendo con t inuare i l calcolo, 

si o t t e r rebbe successivamente la r ad i ce a con 16, con 3 2 , . . . cifre 

decimal i esat te . 

Dell' Agitola - Matematiche Generali 30 
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CAPITOLO XXV. 

Prime nozioni sulle equazioni differenziali 

§ 1 . E q u a z i o n i d i f f e r e n z i a l i o r d i n a r i e . 

Una relazione fra ima variabi le i n d i p e n d e n t e x, una fun

zione y di questa var iabi le , e le de r iva te di ques ta funzione fino 

ad un córto ordine , è veti equazione differenziale.(1) 

U n ' equazione differenziale si dice di ordine n, se essa con

t iene la der ivata di o rd ine n della funzione, senza contenere deri

va te di ordine super iore ad n, 

Un' equazione differenziale deve quindi con tenere esplicita

men te almeno una der iva ta ; men t r e può accadere ohe non con

tenga espl ici tamente la var iabi le ind ipenden te x, oppure la fun

zione y , od anche che in essa non figurino espl ic i tamente nè 

T una , nò 1' a l t ra dì queste var iabi l i . 

P e r es.° 

?/ = / » , 
ove f(x) è una funzione da ta di x, e // ' è la de r iva t a di // r ap

por to ad X, è u n ' e q u a z i o n e differenziale di 1° o r d i n e ; invece 

y" + 2xy' + y*^0, 

in cui / / e y " sono le de r iva te pr ima e seconda della funzione 

incogni ta y , ò u n ' equazione differenziale di 2° o rd ine . 

(1) Le e q u a z i o n i dilìorenziali di (inasta natura si c h i a m a n o ordinarie, 
per distinguerle da altre nello quali f i g u r a n o lo derivate parziali, lino ad un 
certo ordine, di una f u n z i o n e incognita rispetto a due o più variàbili indi
pendenti, e che appunto per ciò si chiamano equazioni a derivata parziali. 

Noi ci occuperemo esclusivamente di equazioni differenziali ordinario. 
Notiamo di passaggio, che un' equazione differenzialo intesa nel senso 

più generalo, è una relaziono fra una o più variabili, una o più funzioni 
incognito di queste variabili e le derivate di queste l'unzioni fino ad un 
certo ordine. 
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L a forma genera le d i mi ' equaz ione differenziale di 1° o r d i n e è 

AT, ?/i .'/) = 0, 

di u n ' e q u a z i o n e differenziale d i o rd ine n, è : 

f(x,y, y' / / ' , . . . , f - ' i f ^ O ; 

§ 2 . F o r m a z i o n e d e l l e e q u a z i o n i d i f f e r e n z f a l l d i p r i 

m o o r d i n e . 

Ved iamo p r i m a di t u t t o come può aver or ig ine un ' equaz ione 

differenziale di p r imo o rd ine . 

S ia 

(1) F(xy,O) = 0 

u n a re laz ione fra la va r iab i l e i n d i p e n d e n t e x, la funzione ?/, e u n a 

costante arbitraria G. S u p p o n i a m o ohe essa definisca •// come fun

zione di x e di C: 

(2) ,,=:<p{x,C).V) 

Al va r i a r e di G, va r ie rà q u e s t a funzione, cosicché l ' equaz ione (1) 

fornisce, in definitiva, infini te funzioni di x. 

Der iv iamo l ' equaz ione (1) r i spe t to ad .T, con la n o t a rego la 

di der ivaz ione del le funzioni composte ( X V I I , § 5), t enendo p re 

sente che y è funzione di x definita da l l ' equazione s tessa ; si 

o t t iene cosi : 

(3) ^ + ~V = 0. v ' r)« by '' 

P u ò dars i che ques ta n o n c o n t e n g a la cos tan te 0, e i n ta l caso 

la (3) è u n ' equazione differenziale d i p r imo ordine , a l la qua le 

(1) Rela t ivamente alle funzioni che ver ranno via via considerate, suppor
remo d 'o ra innanz i soddisfatte cer te coudizioni (continuità, derivabilità, ecc.), 
in base alle quali siano rese possibili le vario operazioni o t rasformazioni d i 
cui sarà t enu ta parola. I n segui to 'si accennerà di t r a t to i n t r a t t o a va lor i 
arbitrari da a t t r ibu i rs i a qualcuna dello variabil i o alle cos tant i (parametr i ) , 
ohe figurano in certa equazioni. Tale arbitrarietà va sempre in tesa subordi 
na t amen te alle condizioni t es té accennate . 
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soddisfano t u t t e le funzioni (2) definite dal la (1). Se invece la 

cos tante C è con tenu ta nella (3), e l iminando G fra la (3) e la (1), 

si o t t iene ancora u n ' equazione differenziale di p r i m o ordine 

IVi U, 1J') *= 0» • 

ev iden temente soddisfa t ta da ciascuna delle funzioni (2) definite 

dalla (1). Si noti , che se ne l la (1), o nel la (2), a t t r ibu iamo ad x 

un valore qua lunque x0, possiamo d ispor re de l la cos tante G in 

guisa, che la y assuma u n valore prefissato yQ. 

Ciò inteso, data un' equazione differenziale di primo ordine 

ffaìhV ') = °> 

risolvere o integrare V equazione, significa determinare tutte le fun

zioni della variabile indipendente x, che soddisfano l'equazione, per 

modo che fra esse ne esista sempre una, la quale per x — xQ assuma 

il valore yOÌ essendo xQ e yQ due valori scelti arbitrariamente, 

I n base alle p r eceden t i considerazioni , V integrazione di 

un' equazione differenziale di primo ordine 

consiste nel determinare una relazione 

F(x, y, G) = 0, 

contenente una costante arbitraria, tale che da essa si possa ottenere, 

mediante il processo indicato di derivazione, ed eventualmente di 

eliminazione dalla costante arbitraria C ( 1>, l'equazione differenziale 

proposta^; e tale inoltre che, assegnato ad x mi valore arbitrario 

xQ, sia possibile determinare un valore G0 di Gf per modo che la y 

assuma un valore prefissato y0. 

Diremo allora che F(x, y, G) — 0 è l ' in tegrale generale del

l ' equazione f(x, y, y') = 0. A t t r ibuendo alla cos tan te a rb i t r a r i a G 

(1) Nel. caso in cui la costante non risulti senz'altro eliminata dalla 
derivazione in parola. 

(2) Oppure l'equazione proposta moltiplicata per un fattore indipen
dente da y'. . • , . 
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che compar isco ne l l ' in tegra le genera le de i valori pa r t i co l a r i , si 

o t t e n g o n o a l t r e t t an t i integrali particolari del l ' equazione differen

ziale d a t a . 

E c c o u n esempio in p ropos i to . 

S ia 1' equazione 

(4) (7 a -4- Cy*-x* = 0, 

nel la qua le C_ è una cos t an te a rb i t r a r i a . De r ivando 1' equaz ione 

r i spe t to ad x, si ha 

2 Oyy'-2x = 0, 

ossia 

(5) Cyy'-x^O. 

S e ora el iminiamo la cos tan te G da quest ' u l t i m a equaz ione 

e da l la (4), per la qual cosa bas ta r i c ava re 0 dal la (5) e sos t i tu i r e 

l ' e s p r e s s i o n e o t t enu ta nella (4), si p e r v i e n e a l l ' equaz ione differen

ziale di p r imo ordine 

ff!S , lui/3 ., ,-, 
+ —- - x- = 0, 

V V • VÌI 
ovvero alla 

xy'zy'2 - ysy' - x — 0, 

il cui in t eg ra le genera le è r a p p r e s e n t a t o dal la (4). 

§ 3 . F o r m a z i o n e d e l l e e q u a z i o n i d i f f e r e n z i a l i d i s e » 
e o n d o o r d i n e . 

S i consideri una re laz ione della forma 

(7) F(x,y,0„ C 2 ) = 0, 

con tenen te ques ta volta due cos tan t i a rb i t ra r ie Ct e C s . Der iv ia

mo 1' equazione u n a p r ima vo l t a r i spe t to ad x. S i o t t e r r à , in ge

nera le , una relazione de l t ipo 

(8) Fifay.y'iC^Cj^O, 

con tenen te la der iva ta p r i m a del la funzione ?/. 



470 CAPITOLO XXV. — § 3 

Gon u n a u l t e r io re der ivazione, si deduce dal ia (8) una rela

zione t r a x , y, ?/', y", Gi& C2) cioè della forma 

(9) F2^,y,y',y",Gi,C2) = ^ 

Se dal le (7), (8) e (9) e l iminiamo le due cos tant i C x e G2, si per

viene ad una equazione differenziale di 2° o rd ine 

(10) f(x1yìy'ìy") = 0. 

Ora la (7) definisce y come funzione di x , C, e G2, 

(11) y = c p ( x , G u 0 2 ) , 

la quale soddisfa 1' equazione differenziale (10), qua lunque sieno 

i valor i a t t r ibu i t i alle cos tan t i Gl e G\,. Dal la . (11) segue poi, de

r ivando rappor to a d x , la 

(12) y'~<p'(a>,CltCa), 

equivalente al la (8). 

Vediamo come si possa t r a r profitto della presenza delle co

s tan t i a rbi t rar ie Ci e G2 nelle equazioni (11) e (12). A t t r ibu i to ad 

x un valore x 0 scelto a rb i t ra r iamente , si p o t r à nelle (11) e (12) 

assegnare alle cos tant i Ci e 6", valori tali, che t an to la //, quanto 

la y' assumano valor i comunque prefissati. Dopo di ohe possiamo 

dire : 

Risolvere o integrare un'equazione differenziale di 2° ordine 

(U A-'', ?y, >/', y") = 0, 

significa determinare una relazione della forma 

(II) / • > , / / , , r„) 0 , 

contenente due costanti arbitrarie, dalla quale, coi'due processi in

dicati di derivazione e di eliminazione delle costanti, si pervenga 

all' equazione differenziale proposta; e tale inoltre, che ad un valore 

arbitrario a; 0 della x , si possano far corrispondere per y e y' dei 

valori pure arbitrari, usufruendo della presenza delle due costanti 
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D i r e m o al lora ohe la (II) è l ' in tegra le generale del l ' equaz ione 

differenziale (I), m e n t r e si ch i ameranno integrali particolari t u t t e 

quel le re lazioni che si deducono dal l ' i n t eg ra le genera le , par t icola-

r i zzando le due cos tant i . 

S o v e n t e l ' i n t e g r a l e genera le si p r e sen t a sotto la forma 

y = rp (co, Gv, G2), 

la qua le fornisce allora esp l ic i t amente le funzioni che soddis fano . 

1' equazione differenziale p ropos ta . 

Osservazione. - L a formazione di un ' equazione differenziale 

di o rd ine ti, e i concet t i che ne scatur iscono di i n t eg ra l e gene

ra le e di i n t e g r a l i par t ico la r i , non sono che u n ' e s t e n s i o n e na tu 

rale di quan to si è de t to in p ropos i to , r e l a t i vamen te alle equa

zioni differenziali di 2° o rd ine . 

E s e m p i . 

1) D a t a 1' equazione differenziale 

/ / " 0, 

si t r o v a che l ' i n t e g r a l e genera le è da to da l l ' e sp res s ione 

y = CvTß + G 2 ì 

essendo G.L e G2 due cos tan t i a rb i t r a r i e . E d invero , de r ivando 

ques ta equazione r ispet to ad si h a 

v' = Ct; 

poi, de r ivando di nuovo, 

che è appun to 1' equazione propos ta . Nel caso a t t ua l e la dupl ice 

der ivaz ione eserc i ta anche 1' ufficio di e l iminazione del le cos tan t i . 

P f ù gene ra lmen te , l ' i n t e g r a l e genera le dell ' equaz ione diffe

renz ia le di ord ine n 

•yW> = 0, 

è il pol inomio di grado n - 1 

y = C.j «s"" 1 + C2X
n-2 + . . . -f On-I-V + Cn, 
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essendo G±, G2Ì..., Gn delle cos tan t i a rb i t ra r ie . Difa t t i , med ian te n 

der ivazioni successive r i spe t to ad x, si p e r v i e n e all ' equazione 

yin) __ o. Questa è dunque soddisfat ta dal po l inomio precedente , 

qua lunque sieno i va lor i a t t r ibu i t i alle cos tant i Cj , O^,..., Gn. 

2) L ' i n t e g r a l e genera le de l l ' equaz ione di 3° ord ine 

(i + y'2)y"'-3y'y"2=o) 

è 

X2 + y» + 2Cias + 2C2y + Ca = 0. 

Infat t i , der iviamo ques ta r ispet to ad x t re vol te di segu i to ; si o t t iene: 

x + y a' + C, + C 8 y' = 0, 

i + y"'1 + yy" + C2 y" = o, 

3 ?/';/" + .y.y"' + c2?/"' = o. 

Già con la seconda der ivazione r imane e l iminata la costante 

Gv Bas terà quindi e l iminare G2 dalle due equazioni 

l + !/'* + y!/"+t\!/" = 0 

8y'y" + yy','+C2y'"=01 

e a ta l fine dalla pr ima, mol t ip l ica ta pe r y'", s o t t r a r r e m o la se

conda molt ipl icata pe r y". S i deduce così la seguen te : 

a + y'2 + yy") y'"-P'j'y" + i/!/'")!/" = o, 

ovvero, r iducendo, 

(1 + y'*)y'"-Sy-y"*^Q, 

clie coincide con 1' equazione da cui siamo pa r t i t i . 

§ 4 . S i g n i f i c a t o g e o m e t r i c o dell'* i n t e g r a l e d i un* e q u a 

z i o n e d i f f e r e n z i a l e d e l p r i m o o r d i n e . 

U n ' equazione fra due variabi l i x e y, 

f(x,y) = 0, 

vincola il punto Ps=(x,y) a r imanere sopra u n a cer ta cu rva del 
.Ap

piano. 
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Cons ider iamo ora u n ' e q u a z i o n e differenziale de l p r i m o o rd ine 

risoluta rispetto alla derivata, cioè dalla forma 

(13) y'^yfay), 

. e s sendo cp (se, y) funzione con t inua del le due var iabi l i x e y'l). 

A d ogn i p u n t o P ==(.'/;, y) de l p i a n o l ' e q u a z i o n e (13) fa cor r i 

spondere u n va lo re di y', e qu ind i u n a direzione b en definita 

u scen t e da P . ( 2 ) L ' e q u a z i o n e (13) coordina*® i p u n t i del p iano 

lungo u n a sempl ice infinità d i l inee, cos t i tuent i , come si d ice 

ta lora , u n a famìglia di curve . L a r app re sen t az ione ana l i t i ca d i 

ques ta famigl ia di curve è forni ta dal l ' i n tegra le g e n e r a l e del l ' e-

quaz ione (13), Ne segue, che p e r ogni p u n t o del p i ano p a s s a una , 

ed u n a sola l inea della famigl ia , l a cu i equazione è un i n t e g r a l e 

pa r t i co la re della (13). Sia y u n a qua lunque di ques te l inee, P 0 s s 

(x0, y0) u n p u n t o scelto su di essa a rb i t r a r i amen te , m i l coeffi

c ien te ango la re della t angen te a y nel p u n t o P 0 : l ' equaz ione (13) 

è soddisfa t ta ponendov i x=x0, y = y0, y' = m. Ciò si e s p r i m e 

dicendo che le cu rve della famigl ia sono a l t r e t t an t e curve integrali 

del l ' equaz ione differenziale p ropos ta . Ques ta è la t r aduz ione ana

l i t ica di una cer ta p ropr i e t à geomet r ica , alla quale soddisfano le 

curve in t eg ra l i . 

P u ò accadere, in casi particolari, che esista u n a ce r t a curva , 

la qua le sia t a n g e n t e a c iascuna delle curve i n t e g r a l i . ( 4 ) Es sa si 

ch iama l ' inv i luppo delle cu rve stesse, e gode alla sua vo l ta del la 

p rop r i e t à geomet r ica espressa da l l ' equaz ione differenziale. A n c h e 

(1) Se l 'equazione no» è r i so lu ta r i spet to alla derivata, vale n dire se ò 
dolla forma f(X, y, y') — 0, sot to cer te condizioni, che nei casi ordinar i sono 
verificate, l 'equazione defluisce uno o più r a m i ?/' come funzioni con t i nue 
dì x e y, per modo che essa, o r i su l ta equivalente ad un ' equaz ione della 
forma (1), oppure si scinde in più equazioni di questa forma. 

(2) Busta porre = tga, t enendo presente altresì il significato geome
tr ico della derivata. 

(3) Sot to córte condizioni verificato per t u t t e le equazioni di p r imo 
ordine che s ' i ncon t r ano nelle applicazioni, 

(4) Si dice che duo curve sono t a n g e n t i (si toccano) i n un p u n t o P , 
quando esso hanno in comune il p u n t o P e la t angen te in, questo pun to . 
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l ' i n v i l u p p o è qu ind i u n a curva in tegra le , e r appresen ta , come si 

dice, una soluzione singolare della propos ta equazione differenzia

le. W U n p u n t o muovendos i lungo l ' i nv i l uppo può trasferirsi da 

u n a curva in tegra le ad un ' a l t ra qua lunque . 

Da tu t to ciò si può concludere : r i so lvere un ' equazióne diffe

renziale significa, in t e rmin i geometr ic i , de t e rmina re tu t t e le curve 

integral i , compresa la cu rva in tegrale s ingolare , dato che essa 

es is ta effet t ivamente. 

§ 5 . E q u a z i o n i d i f f e r e n z i a l i d e l p r i m o o r d i n e r i s o l u t e 

r i s p e t t o a l l a d e r i v a t a . 

a) liquazioni immediatamente integrabili. 

Sia 
(14) / / = cp (.e, y) 

un ' equazione del p r imo ordine r i soluta r i spe t to alla der iva ta 

y ' = ^-. Pos to 

1' equazione può scr ivers i sot to la forma 

(15) M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0, 

nel la quale le funzioni M (x, y) ed N(x,g) si suppongono cont inue 

insieme alle loro • der iva te parzia l i pr ime. I n segui to, por brevità, 

scriveremo ta lora M ed N in luogo di l f (,/•,//) ed N(x,y) rispet

t ivamente . 

(1) Si dimostra ohe l'equazione di questa soluzione singolare, quando 
esiste, risulta dall' eliminazione della costante C dallo due equazioni 

i ' \ i e , y ,C)= 0 , ^ = 0, 

la prima, dello quali è l'integrale generale, o la seconda ò la derivata della 
prima rispetto alla costante arbitraria C. Come si vede, l'integrale singolare 
non si può ottenere dall' integrale generale attribuendo alla costante un va
lore particolare: in altri termini, esso non appartiene alla famiglia degli inte
grali particolari, 
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Se es is te una funzione u [x, y) delle due var iabi l i x e y, t a le 

ohe il suo differenziale to ta le 

du = — dx -[- 4— dy 

òso dy ••' 
r i sul t i eguale a l l ' e spress ione M dx -\- N dy, ta le cioè che si abb ia 

(16) JHL=M,-^- = N, 

si d i rà che l ' e spress ione Mdx + Ndy è u n differenziale esatto. I n 

ques ta ipotes i , alla (15) si può sos t i tu i re la 

du = 0, 

dalla quale r i su l ta (XVII , § .4) che la funzione u dev 'essere cos t an t e . 

D e s i g n a n d o allora con C una cos tan te a rb i t ra r ia , 1' equaz ione 

(17) « = C 

è V integrale generale del l ' equaz ione differenziale p r o p o s t a (14). 

Di fa t t i , der ivando la (17) r i spe t to ad x, si o t t iene (XVII , § 6) : 

dal la qua le si deduce 

ovvero , per le (16), 

e f inalmente 

ÜL + i ü , / = 0 

ti; 

y' = cp(x, y). 

U n ' equazione della forma 

Mdx + Ndy = 0 

è qu ind i immediatamente integrante non appena sia n o t a u n a fun

zione u delle due variabil i x, ?/, il cu i differenziale to ta le co inc ida 

col p r imo m è m b r o dell ' equazione stessa. 
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Ora e facile r iconoscere che una t a l e funzione è fornita dal

l ' u n a o dal l ' a l t r a delle espress ioni seguen t i : 

(I) u = f " M(x, y) dx + fN{xoiy) dy 
J ®ù J 

(II) u — N(x, y) dy + ( M(x, y0) dx, 
J I/o ' J 

t u t t e le vol te che le funzioni M ed N soddisfano alla condizione 

( I 8 ) ~òy~"òoo' 

con xQ e y0 des ignando due valor i scelt i a rb i t r a r i amen te , almeno en

t r o i l imi t i impost i dal le condizioni sopra ind ica te di cont inui tà 

Considerando ad esempio la funzione u forni ta dalla (I), e 

supponendo verificata la (18), bas terà far vede re che = M, 

Jj— = N. Infa t t i , se si de r iva la (I) r i spe t to ad x, si ha in tan to 

(XX, § 4) 
ò u * / < B M{x,y)dx = M{x,y). 
ox >, 

Der ivando invece la (I) "rispetto ad y, e r i cordando la regola 

di derivazione sotto il segno in tegra le (XX, § 5), si o t t i ene : 

< ^ ^ ( « > ^ d x + N(a>Q,y); 
òl/ Jain ì)y v °' J n 

poi, in v i r tù del la (18), 

07 

e in fine 

» = N(x,y) 

» - N(x, y) -N(x0, y) + N(x0, y), 

(1) In termini geometrici, il punto (x^, ;(/„) ileve appartenere al campo 
nel quale le funzioni M ed N sono continuo insieme alle loro derivate par
ziali prime ; campo, ohe in oasi particolari può essere l'intaro piano di rap
presentazione. 
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I n m o d o per fe t t amente ana logo si può verificare, s e m p r e in 

base a l l ' i p o t e s i (18), che l ' e s p r e s s i o n e Mdx+Ndy è il differen

ziale t o t a l e della funzione u d a t a da l l ' espress ione (II). 

L e d u e funzioni definite dal le (I) e (II), avendo i l m e d e s i m o 

differenziale totale , non possono differire che pe r una cos t an t e 

.Riassumendo, abbiamo : 

Data V equazione differenziale 

Mdx -|- Ndy — 0, 

se le funzioni M ed N sono tali che 

allora V integrale generale dell' equazione proposta sì può scrivere 

sotto V una o V altra delle due forme seguenti : 

essendo C una costante arbitraria. 

In ques te equazioni , come si ò de t to , x0 e y0 sono va lo r i 

scelt i a rb i t r a r i amen te . Nel la p ra t i ca si farà la scel ta i n guisa , che 

la funzione. N(x01 y), oppu re la M(»;,y0), secondo che si fa uso 

del la p r i m a o de l la seconda delle (III) , r i sul t i la più semplice pos

sibile agl i effetti della r i spe t t i va in teg raz ione . 

Esempio. Sia 1' equazione 

(XVII , § 4). 

M{x, y) dx -I- ( N(x0, y) dy = C, 

(III) 

N(x, y) dy + j M(x,y0) dx = C, 

A b b i a m o in questo caso : 

6 - ^ = = - ^ , il valore comune, di. ques te de r iva t e essendo -
(),?/ ina' («>H-?/*)%' 

v 



come è facile verificare. È chiaro senz 'a l t ro che per y — Q la fun

zione N non ha significato, e che le funzioni M ed N soddisfano 

alle volute condizioni in un campo qua lunque , pu rché da esso 

r imanga esclusa la r e t t a y = 0. 

Se ora appl ichiamo la pr ima delle formolo (III), abbiamo per 

l ' i n t eg ra l e genera le dell ' equazione propos ta 1' equazione : 

I ^ Y ^ + B - y l ^ ) ^ ^ 

essendo C\ una cos tan te arbi t rar ia . P e r r ende re semplice il più-

possibile la seconda in tegraz ione , si dovrà assumere x0 = 0, e con 

ciò l ' i n t eg ra l e genera le assume la forma 

Jo !'.'«- + .'/- J V l' 

Eseguendo le in tegrazioni , si o t t iene success ivamente : 

j log (as + ix* + y~) J* + \ogy = Q , 

log (x + ) / .T 2 -h y2) - log// + log?/ = Ci, 

log (, c + [A^+p) = C i. 

Se in questa si pone CY log (7, si ha 

log (x + ix* + y2) = log C, 

e in fine 

x + fa* -|- y2^C, 

la quale, l ibera ta dal segno di radice , si può sc r ive re più sempli

cemente così : 

y2^02-2Cx, 

b) Equazioni a variabili separate. Quando ne l l ' equa

zione 

Mdx-\~Ndy = 0 

M è funzione della sola x ed JV è funzione della sola y, si elice che 

1' equazione è a variabili separate. 
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U n ' equazione a variabil i s epa ra te è i m m e d i a t a m e n t e i n t e g r a 

bile. Difa t t i in ta le ipotesi si lia e v i d e n t e m e n t e 

0, 

e l ' i n t e g r a l e genera le è 

M(cc) dx + / N(y) dy = C\, 
> J 

.essendo Cx ima costante a rb i t r a r i a . P o i c h é la cos tan te che p r o v i e n e 

dal p r imo in teg ra le si può inc lude re in C u poss iamo da re a l l ' in

t eg ra l e genera le la forma seguen te : 

/ 1/ {•>•) dx + j jST(y) dy = <", 

ind icando ancora con G u n a cos tan te arbi t rar ia . 

E s e m p i : 1." S ia l ' e q u a z i o n e a va r iab i l i separa te 

(1 + .li) dx + (1 - y) dy = 0. 

L ' i n t e g r a l e genera le è 

(l + x)dx+l{l-y)dy^Ou 

ossia 

(h- + Y + V-Y-Ou 

o ancora , ponendo 2 GL = C, 

x2 - v/2 + 2 x -I- 2 ?/ = C. 

, 2,° L ' i n t e g r a l e generale de l l ' equazione 

l+JLdüc + l ^ l d y = = 0 

öl y 'I 

è 

jlpLdx+fljldy^C,, 

ossia, eseguendo le due in tegraz ion i , 

Ioga; -f- a; + logy - y = Qx, 

log \xy) -h x ~y= Ov 
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Pongas i C, log 6'; si ot t iene success ivamente : 

log (ccy) - l o g (7 = y-x, 

e finalmente 

3." 5 7 TOO£ determinare una curva in ogni punto della quale 

la sottonormale cartesiana Sn abbia un valore costante a. 

L a condizione Sn—a sì t r aduce i m m e d i a t a m e n t e (XVI, § 3 ) 

nell ' equazione differenziale 

mi' «, 
ossia 

dy 

o ancora 

y dy = a dx. 

L e var iabi l i essendo separate , l ' i n t e g r a l e generale è: 

jy dy — aj dx -|- Gi ; 

ed eseguendo le integrazioni , si Ira success ivamente 

-|- = ax -I- Ct, 

y2 *=2ax + 2C1, 

y2 = 2 aa: + C, 

avendo posto 2 C , = C. 

L ' e q u a z i o n e ?/ 3 = 2ax ~f (7 r appresen ta , al va r ia re di 0, infi

n i te parabole, s immetr iche r i spe t to all ' asse del le x, e col ver t ice 

in un pun to di ques t ' asse. 

4.° Trovare una curva tale, die in ogni suo punto la sottonor

male 8,i risulti proporzionale all' ascissa. 
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Chiamando a il coefficiente eli p roporz iona l i tà , si deve ave re 

Sty Cidi) 

ossia 

yy' = ax. 

E ques ta 1' equazione differenziale nella quale si t r a d u c e la 

p rop r i e t à dell ' enuncia to . 

L ' equazione si può sc r ive re così : 

dy 

od a n c h e 

y dy = ax dx, 

e ques t ' u l t ima è a vai-iabiìi separa te . 

I n t e g r a n d o , abbiamo success ivamente : 

J ydy = aj x d'x -f- Gv 

yz — ax'1 + C, 

avendo pos to anche qui 2 Gx — G. 

L ' equazione o t t enu ta y2 = ax2 + G r app resen ta u n ' ellisse, 

oppure u n ' iperbole r i fer i ta agl i assi. 

c) Equazioni a variabili immediatamente separa

bili. Si consider i un ' equazione del t ipo 

XYdx + X1Yidy = 0, 

essendo X e Z , funzioni del la sola x, Ye Yx funzioni del la sola y. 

Se dividiamo 1' equazione pe r il p rodo t to Xt Y, s i o t t i ene : 

•~dx + ^-dy = 0, 

che . è un ' -equazione a variabi l i separa te , il cui in tegra le genera le è 

J~dx+ J ~ dy = G, 

con C des ignando la soli ta cos tan te a rb i t ra r ia . 
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Quindi , t u t t e le volte che ne l l ' equaz ione MdxJ

rNdij = Qt 

ciascuna delle funzioni M ed iV è il p r o d o t t o di una funzione 

della sola x pe r una funzione della sola ?/, si possono separare le 

variabili, dopo di che l ' i n t eg raz ióne è immediata .< ] ) 

Esempi : 1." S ia 1' equazione 

xy dx + (1 + x) (1 - y) dy = 0. 

Dividendo i due m e m b r i per il prodot to y (1 + a.;), si separano 

le variabili , e si o t t iene precisamente : 

-t—7-— dx -I- — - dy = 0. 
1 - | - a; y •' 

L ' i n t e g r a l e genera le è qu indi 

Ora abbiamo : 

/' team l'I A- a-\ , 

= a ; - log ( l - i - .T ) ; 

/fi**-/*-/*-*™. 
quindi , sos t i tuendo, 

x - log (1 + x) -I- log y- y = log O, 

avendo posto Cj = log G. 

(1) Calcolare u n integrale definito equivale a calcolare un ' a rea , o, come 
si dice talora, a faro una quadratura. Por questa ragione, t u t t o le volto ohe 
la risoluzione di un problema è r icondotta al calcolo di uno o pivi integral i , 
si dice che il problema è ridotto alle quadratura. Un ' equaz ione differenziale 
r ido t ta alle quadrature ei -considera corno risoluta, anche so gl i in tegra l i 
non si sanno calcolare i n t e rmin i finiti. 
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D a ques ta si deduce success ivamente : 

\ogy - log (1 + as) - log C = y- a; 

log// - log 0(1 + x) = y - a-, 

l p g t . - ( i + W ) = y - ; g ' 

= <7(1 a;) 

2.° Vogliasi una curva tale, che in ogni suo punto la sottotan

gente cartesiana St sia costante ed eguale ad a. 

Se si r i co rda (XVI, § 3) che 

r, ?/ filo 

la condizione St = a si t r a d u c e n e l l ' e q u a z i o n e differenziale 

separabil i , e pe r separar le effet t ivamente, basta d iv ide re 1' equa

zione per ay.{1] S i perviene così a l l ' e q u a z i o n e 

o s s i a 

y dx = a dy. 

E questo un caso par t icolar iss imo di un ' equaz ione a .var iab i l i 

dy 

V a 
da cui , in tegrando , 

poi, passando da i logar i tmi ai numer i , 

i ) 

1! 

ovvero 

y = Ce a 

avendo posto e ° t = 0. 

L e linee cercate sono curve logar i tmiche . 

(1) Basterebbe anche, volendo, dividere ì due membri per y. 
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3.° Trovare una curva in ogni punto della quale sia costante, 

ed eguale ad a, la lunghezza della normale. 

Indicando con Ln la lunghezza della normale , si ha (XVI , § 3) 

Ln = ±_yi 1 +y'2, e l 'equazione differenziale del le cu rve cercate è 

da cui, e levando a quadra to , 

y2(l + y'2) = a2, 

od anche 

(19) y* + y*y:2 = a*. 

Da questa si ha success ivamente 

yy' =±1a2-y'\ 

ydy = (+ ]l a2 - y2) dx. 

L e variabil i sono separabil i , e per separar le , bas ta dividero i 

due membr i per + fa2 - y2. Si ot t iene così 

>J 'hi dx = + : 

da cxii, in tegrando , 

x • C = -{fa2-y2, 

o s s i a 

(x - C)2 = a2 - y2, 

(20) (x - C f + y2 = a2, 

essendo G una cos tan te a rb i t ra r ia . Questa equaz ione rappresen ta 

la famiglia dei circoli di ragg io a col centro sul l 'asse delle ascisse. 

R i to rnando all ' equazione p r imi t iva (19), si osservi che essa è 

soddisfatta ponendovi y = ±a, per cui fra g l i in tegra l i dobbiamo 

anche annoverare due r e t t e parallele al l 'asse delle x, al la dis tanza a 

da quest ' asse. • 

Ogni l inea con t inua compos ta med ian te a rch i dei circoli della 

famiglia (20) e segment i delle re t t e ?/.«=» ± a, soddisfa ev identemente 
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alla condizione impos ta dal p rob lema . L i n e e siffatte sono le più 

genera l i che soddisfano alla condiz ione in parola. 

d) JEqua&ioifoi omogenee. P r e m e t t i a m o u n a definizione. 

Si dice che una funzione F(x, y) è omogenea di grado n, quando 

ni può mettere sotto la forma 

F(x, y)=x»f(%), 

ove f{~j è finzione del rapporto ~ delle due variabili x e y. 

I l numero n si dice grado di omogeneità della funzione. 

P e r esempio 

x2 + y2 è o m o g e n e a di 2° grado , 

x2-\-y2 8 s » g r a d o uno, 

Ì no + y * » » y , 

aro sen — » » » » zero. 
V 

Ciò posto , sia 1' equaz ione 

Mdx -f Ndy = 0, 

nel la qua le M ed N sono funzioni omogenee dello stesso grado di 

omogeneità. Si dioe al lora che 1' equazione è omogenea, e si può 

p rocede re come segue alla separaz ione delle variabil i ed alla con

seguen te in tegraz ione . 

P e r ipotes i si ha 

Ar-«'-*(•£•) , i ^ w ^ l ) , 

essendo r il g rado comune di omogene i tà delle due funzioni M ed N. 

Sos t i tuendo nell ' equazione p ropos ta ad M e ad N le l o r o espres

sioni, e d iv idendo per xT, s i ha 

P o n g a s i 
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da cui y — zx, dy — xdz + zdx; si o t t i e n e : 

(p (z) dx + i\> (z) (x dz -|- z dx) = 0, 

ovvero 
[cp (z) -f- z i|> (z)} dx + x a|i (z) dz = 0. 

I n questa la separazione" delle var iabi l i è subi to fa t ta : bas ta 

d iv idere all 'uopo l 'equazione per il p rodot to x [(p(z)-\~z\\)(z)]) e si ha 

Questa è una re laz ione della forma ft (x, s, 0) — 0 ; m a se al 

ohe è l ' i n t e g r a l e genera le dell ' equazione p ropos t a . 

Osservazione. - U n a vol ta r iconosciuto che l ' equaz ione 

Mdx + Ndy = 0 è omogenea, per poter scr ivere , in base alla (21), 

l ' i n t eg ra l e genera le del l ' equazione, salvo poi a sost i tu i re in esso 

a 2 il r appor to , b i sognerà de te rminare la funzioni cp(g) ety(z). 

Pra t i camen te si d iv ide rà l ' e q u a z i o n e per x r , se r è il g rado 

comune di omogene i tà delle funzioni M ed JV, e nel l ' equazione 

così o t t enu ta si scr iverà z al posto di X ; dopo di che, il coeffi

c iente di dx è cp(z), e il coefficiente di dy è o|>(z).' 

E s e m p i : 1.° Sia 1' equazione 

ih; \\)(s)ds 

ce ^ cp(s) - ) - s i | j ( a ) 

L ' i n t e g r a l e genera le è qu ind i 

0. 

posto di z si pone —, si h a una relazione del t i po f(x, y, C) — 0, 

2 xy H- y2y' = x2 y'. 

Essa si può scr ivere anche così : 

'2 xy dx + (jy8 - xz) dy = 0, 

ed è omogenea, avendosi 
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P o i c h é il g rado c o m u n e di omogene i t à del le due- funzioni 

M ed N è 2, d ividiamo 1' equaz ione per x 2 , p o n e n d o z al posto 

di si o t t iene : 

2 z dx + { z 2 - 1) dy = 0, 

dal la quale r i su l ta che 

co (2) = 2 z , \\y(z) = z 2 - 1. 

Quindi , in base alla formola (21), F in tegra le genera le è 

ovvero 

(22) l o g « + / 8 (

g

a ^ 1

1 , ^ = 0 , i . 

R i m a n e da calcolare l ' i n t e g r a l e 

\ - ^ ± - d z 

'A ta l fine bas te rà scompor re la funzione in t eg randa nel seguen te 

m o d o : 
g 2 - l _ 2« J_ 

Z(Z* + 1) ^z* + l ~ ' 

e si h a 

» = log ( z 2 + 1) - l o g i , 

= l o g — - — • 

Sos t i tuendo nella (22), e ponendo al tempo stesso Gx = log 0, 

si h a 

log x + log - log G, 

da cui 

a 

Si ponga al posto di z i l r appor to —, e si o t t i ene 
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ossia 

x 2 + y'i= Ci/, 

ohe è l ' in tegra le genera le dell ' equazione propos ta . 

L e curve in tegral i sono circoli col centro sul l 'asse delle y, e 

t angen t i all ' asse, delle x. 

2.° Si domanda la curva tale, che il raggio rettore di un suo 

punto qualunque (distanza del pun to dall ' origine) risulti eguale al 

segmento che la tangente alla curva in quel punto stacca dall' asse 

delle y a partire dall' origine. 

L ' equazione della t a n g e n t e nel pun to gener ico (x, y) di una 

curva è 

I - y = ^(X-x), 

essendo x e y le coordinate corrent i (XVI , § 3). P o n e n d o in questa 

Z = 0, si t rova T=y-xy', ed è y-xy' i l s egmen to che la tan

gente in te rce t ta sulF asse delle ord ina te a p a r t i r e da l l 'o r ig ine . L a 

d is tanza del punto (x, y) de l l 'o r ig ine è )j x2 + y2, i l radicale es

sendo preso in senso ar i tmet ico . P e r la condiz ione impos ta dal 

problema, si deve avere 

(23) ±(y-xy')=fx~2-\- y2, 

nella quale si p r e n d e r à il segno -|- o il segno - , a seconda che 

y - x y' deve conservarsi sempre posi t iva o sempre negat iva . È 

questa appunto l ' equazione differenziale delle cu rve cercate . P ren 

dendo il segno -f, abbiamo 1' equazione 

y-xy' =1x* + y2, 

che si r iduce subi to alla forma M dx -|- N dy — 0, e prec isamente 

(Ìx2 4- y2 - y) dx + xdy = 0, 

nella quale M ed N sono e n t r a m b e omogenee col g r ado di omo

genei tà uno. L ' equazione è omogenea, pe r cui d iv ide remo i due 

m e m b r i per x, sos t i tuendo al tempo stesso z al pos to di —-. Si h a così 

(1i + z 2 - z) dx -I- dy = 0, 



CAPITOLO X X V . — § 5 4 8 9 

dal la qua le r i su l ta che 

cp(z) = ]/1 + a«~- Z, 1|)(s) = 1, 

e l ' i n t e g r a l e genera le è 

log x + / - 7 = = = = /7 

od anche 

logie + log (2 + j / 1 -f z'z) — log O, 

avendo pos to Cj — log C. N e segue subi to che 

x (z + i/T+75) = a 
Se in ques ta , si pone al pos to di z, si o t t iene 

e in fine, l iberando F equazione dal segno di radice, 

x2 = C 3 - 2 Cy, 

nella qua le 0 è u n a cos tan te pos i t i va a rb i t r a r i a . 

L e c u r v e cerca te sono d u n q u e infinite parabole , t u t t e s imme

t r i che r i spe t to all ' asse delle y, e col ve r t i ce in alto. 

Se nel la (23) si p r ende il segno - , si pe rv iene con lo s tesso 

p roced imento all ' equazione 

x* = 2.Cy+C8, 

des ignando sempre con C una cos tan te pos i t iva a rb i t r a r i a . L e cur

ve in t eg ra l i sono ancora infinite parabole , s immet r i che r i s p e t t o 

al l 'asse y, m a ques ta volta col ve r t i ce in basso. 

e) Equazioni lineari. S ia 1' equazione 

y'+Py=Q, 

dove P e Q sono funzioni della sola x. E s s a è di p r i m o grado 

non sol tanto r i spe t to ad ?/' (come t u t t e quel le , r isolute r i spe t to 

alla de r iva ta , ohe and iamo cons iderando in questo paragrafo) , m a 

anche r i spe t to alla funzione y. U n ' equazione di questa forma , si 

ch iama lineare. 
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P e r in tegrar la , si mira, come sempre, alla separazione delle va

riabil i . A tal fine molt ipl ichiamo i due membr i pe r e fpdx; si o t t iene : 

, / I•(!..'• . n ÌPtìX n j 

Il e + y "e — Q<i 

Ora il pr imo membro è la der iva ta r a p p o r t o ad x del pro

do t to yelp'lx, come è facile verificare, pe r cui po t remo scr ivere : 
1 ! Jr<ix\ n IPlh; 

ä\31« )=Q«J , la. 
od anche 

Assumiamo per mi momento ye!pdx come nuova funzione 

incognita, ponendo yefpdx — u. Allora l ' e q u a z i o n e diviene 

du = Qe ̂  d x dx, 

ed è a variabil i separa te . In tegrando , abb iamo : 

« = JQelPdc°dx+ C, 

ossia, sost i tuendo ad u la sua espressione, 

yJ
Pda=ÌQjPd*dx-\-0, 

e in fine 

(24) y = e~jPda)[fQeIjMxdx+C 

essendo C l a solita costante arbi t rar ia . È ques to appunto l ' in tegra le 

generale cercato della proposta equazione. 

Quando Q = 0, cioè quando l 'equazione l ineare è sema secondo 

membro, l ' i n t e g r a l e p receden te assume la forma p iù semplice 

V=Oe , 

come r isul ta del resto in tegrando d i r e t t a m e n t e 1' equazione a va

riabil i immedia tamente separabi l i 

y' + Fy = 0. 

Osservazione. - Messa l ' e q u a z i o n e l ineare y'-\-Py^=Q 

sot to la forma Mdx -)- Ndy = 0, il .moltiplicare l 'equazione, come 

si è fatto, •per-efp'lx

) h a per effetto di r e n d e r e il pr imo membro 
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u n differenziale esa t to , come è facile verificare. D o p o di che l 'in

t eg raz ione si po t r ebbe consegui re app l i cando 1'una o l ' a l t r a del le 

formolo (III) s tabi l i te dianzi . P e r ciò a p p u n t o il mol t ip l i ca to re 

gfpdx p r e n d e il n o m e di fattore integrante. L a via i nd i ca t a sopra 

per g i u n g e r e all ' i n tegra le genera le è però da prefer i rs i , p e r c h è 

p iù sempl ice e p i ù rap ida . 

E s e m p i : 1.° S ia 1' equaz ione l ineare 

?/' -I- y cos x — sen x cos x. 

D a l confronto con l ' e q u a z i o n e genera le y ' -\- P y — Q , r i su l t a 

in t an to che 

P = c o s a J , Q — sena; cosce; 

qu indi , appl icando la formola (24), si ha subito pe r l ' i n t e g r a l e 

genera le 1' espress ione : 

y = e 
• / cos m (hi [ aosx dx , , 

a; e' dec + V 

ovvero 

y = e 
— sena; 

sena; cosa: 

sena; • 7 . _ 
sen ,-c e cos a; ax + C 

P e r calcolare l ' i n t e g r a l e e n t r o la parentes i , si osservi che 

son in , , sen t» 
s e n x e c o s x dx = / s e n x d e . 

e si i n t eg r i pe r pa r t i , assumendo sena; come fat tor finito; si o t t i ene : 

sen x son at f senen 
sena; de = sena) e -J e dsenx 

seno; sena; 
= senape - e 

Sos t i tuendo , l ' i n t e g r a l e gene ra l e diviene 

- s o n * ! sencw sen a; 
y = e I senaj e -e +•< 

ossia, in definitiva, 
- sen x 

y = sena; - 1 -f- Ce 

2." Trovare una curva tale, che in ogni suo punto la sottotan

gente stia all' ordinata come una costante a sta alla differenza fra 

V ordinata e V ascissa. 
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, Des ignando con St la so t to tangente , si h a (XVI , § 3) St — 

St 1 

da aai — = —,. P e r la condizione imposta dal p rob lema , questo 

rappor to dev ' e s se r e eguale ad e si pe rv iene così alla se

guen te equazione differenziale delle l inee ce r ca t e : 

1 a 
y y-<r> 

equazione che si può scr ivere anche nel seguente m o d o : 

V = 
y-x 

oppure 
X 

a 

È un ' equazione l ineare , nella quale 

a ' a ' 

per cui l ' i n t eg ra l e genera le è [formola (24)] 

rete 
oi a — / x e 

a 
dx+ O 

ossia 

y — e a xe~ a dx + O 

L ' i n t e g r a l e en t ro alla parentes i si calcola subi to median te ' 

in tegrazione per pa r t i , e si o t t iene success ivamente 

x e a dx = - ax e " -f a / e "• dx, 

poi, sos t i tuendo, 
: - ax e • az e 

e in 'fine 
ÌI-

X X 

x e~
 a +ae~" + 0 

y = x -I- a + Oea. 

F r a le infinite cu rve in tegra l i r a p p r e s e n t a t e da questa equa

zione, si ha la r e t t a 
y = x 4 - a, 

o t t enu ta p rendendo 0 = 0, 
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f) Equazione di Bernoulli, È un ' equaz ione del la f o r m a 

(25) y' + Py-Qy», 

ove P e Q sono funzioni del la sola x. Se n ^ 1, essa si r i duce 

sub i to al la p receden te (equazione l ineare) , d iv idendo i d u e m e m b r i 

per yn, ed a s sumendo Y~~ come nuova funzione i ncogn i t a . P o s t o 

•jf1 ..^ = z, si h a p r e c i s a m e n t e : 

z' -i- (1 - n) Pz = <Q; 

poi, app l icando la formola (24), 

z^= e 
(n-l)JPdie 

e qu ind i 

(26) ?/>-» = e 
(w -1) /Ptta 

( l - n ) J Q 
(l-n)JPdx 

dx + C 

avendo posto (1 - n) 6 \ = (7 (costante arbi t rar ia) . Se n = 1, l 'equa

zione (25) d iv iene y' + Py=Qy, ossia 

dy + (P- Q)ydx = 0, 

o ancora , separando le va r iab i l i , 

+ ( P - Q ) da> = 0, 

da cui , i n t e g r a n d o , 

logy+j(P-Q)dx='C. 

Sia ad es, 1' equazione di Bernoulli 

y'+y^xiyT 

1 1 

Si h a P = l , Q = X, n — y , 1 - n = — ; e appl icando la for

inola (26), si t r o v a faci lmente 

+ C e " 2 , 

che è l ' i n t e g r a l e generale del la propos ta equazione. 
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§ 6 . E q u a z i o n i d i f f e r e n z i a l i d i p r i m o o r d i n e r i s o l u t e 
r i s p e t t o a d u n a d e l l e v a r i a b i l i . 

Sono le equazioni dei t ipi seguent i : 

<* = <p (//') ; x = <p d/, ti') ; // « <P ; y = <p //')• 

L a pr ima e la seconda sono r isolute r i spe t to alla var iabi le 
ind ipenden te x ; la terza e la quar ta , r i spe t to alla funzione in
cogni ta y. 

Consideriamo la p r ima : 

« = <P (?/)• 

Pos to y' = si ha 

(27) a = <p(i>), 

da cui, differenziando, 

dx — rp' (p) dj>. 

Da y'=p, si . deduce dx — ^~, e l ' equaz ione preceden te as

sume la forma = rp' (p) dp, ossia 

dy = pcp'(p)dp, 

nel la quale le var iab i l i sono separate . Ne segue subito 

y = fp(p'(p)dp+ C, . 

od anche, i n t eg rando p e r p a r t i , 

(28) y =*p cp (p) -fcp (p) dp -l- Ö. 

Questa ci dà y in funzione del p a r a m e t r o p, m e n t r e la (27) 
fornisce x in funzione di p. L ' e l iminaz ione d i p dal le (27) e (28) 
conduce al l ' in tegra le generale , f(x, y, C) — 0, della propos ta equa
zione. Ove non si possa, o non si vogl ia e l iminare p dalle (27) 
e (28), queste, considera te simultaneamente," costitxiiscono l ' in tegra le 
generale , hi quanto forniscono i valor i di x e eli y, in funzione 
del p a r a m e t r o p, che soddisfano l ' equazione differenziale proposta . 
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I n m o d o analogo s ' i n t e g r a n o gli a l t r i t i p i d i equazioni , po

n e n d o ogni vo l ta y' — p n e l l ' e q u a z i o n e , e poi differenziando. M a 

no i l im i t e r emo le nostre cons ideraz ioni al l ' equazione speciale del 

q u a r t o t ipo 
(29) y = xy' + cp(y'), 

che h a u n a pa r t i co la re impor tanza , e che si ch iama equazione di 

Clairaut. 

P o s t o y' = p, da cui dy=pdx, la (29) diviene : 

(30) y — xp -t- <p{p), 

e da questa , differenziando, si h a 

dy =Jpdx.-\- xdp + cp'(p) dp, 

ossia, r i ducendo e raccogl iendo dp a fa t tor comune, * 

dp[x + cp'(p)]~=0. 

Si p u ò soddisfare a ques t ' u l t ima in due modi : o p o n e n d o 

(31) dp^O, 

. oppu re assumendo 

' (32) x + cp'(p)=0. 

Dal la (31) si h a p — G, essendo G una cos tan te a rb i t ra r ia , e 

sos t i tuendo nella (30), 

(33) y - CtB + <p(G), 

. che è l ' i n t e g r a l e genera le del la p ropos t a equazione. U n a l t ro in te

gra le dell ' equaz ione si o t t i ene con 1' e l iminazione di p dal le (30) 

e (32), o, ciò che t o rna lo stesso, con 1' e l iminazione di G fra l e 

due equaz ioni 

(34) y » Cx + cp (0), x + cp' (0) = 0. 

L ' . in tegra le cosi o t t enu to non cont iene la cos tante a rb i t r a r i a 

G, nè si può o t t enere da l l ' i n tegra le genera le a t t r i buendo a C u n 

par t ico lare valore, poiché C è ora funzione di x definita dal la 

x + cp'(G) = 0. E s s o si ch iama integrale singolare d e l l ' e q u a z i o n e 

di C la i r au t (Cfr. §. 4). 



4!)0 CAPITOLO X X V . — § 6 

L ' in tegra le genera le (33) r app re sen t a una famiglia di re t te . 

Vediamo q u a l ' è il significato geometr ico de l l ' i n t eg ra l e s ingolare. 

Se nella p r ima della (34) si sost i tuisce ad x il valore desunto 

dalla seconda, si ha y = - C rp'(C) + <p((7), e le due equazioni 

(35) y = - (7qp'(C) + rp(a), X = -tp'(C), 

considerate simultaneamente, r appresen tano in forma p a r a m e t r i c a ( 1 ) 

una curva, che è appun to la curva in t eg ra le s ingolare . Determi

niamo l ' equaz ione della t a n g e n t e a questa c u r v a nel punto di essa 

che corr isponde al valore C del p a r a m e t r o . Da l l e (35), differen

ziando, si ha subi to 

dy -= - C cp" (C) dC, dx = - cp" (C) dC, 

poi 

ciò: ' 

cosicché l ' equaz ione della t angen te alla cu rva s ingolare nel pun to 

(x, y) di p a r a m e t r o 0, è (XVI, § 3) 

Y-y=C(X-x), 

ossia 

Y= CX + y- Ox, 

avendo ind ica to con X e Y le coordina te cor rent i . E poiché dalle 

(35) r i sul ta che y-Gx~cp(C), l ' equaz ione p receden te diviene 

Y^CX+cp(C), 

la quale ci dice che la t angen t e alla cu rva s ingolare nel punto 

(x, y) di pa ramet ro C, è la re t t a della famigl ia (33) cor r i spondente 

alio stesso valore C del pa ramet ro , Così a d u n q u e : la curva inte

grale singolare è V inviluppo delle rette rappresentate dall'integrale 

generale. In a l t r i t e r m i n i : V integrale generale si compone di tutte 

le tangenti alla curva rappresentata dall' integrale singolare. 

Riassumendo, abbiamo la regola s eguen te per l ' i n t eg raz ione 

dell ' equazione di Ola i rau t : 

(1) Qui funge da parametro la costante arbitraria O. 
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Dell'Agnolo, - Matematiche Generali 32 

«•L'integrale generale dell'equazione 

y = xy' + cp(y') 

si ottiene sostituendo ad y' una costante arbitraria C. 

L'integrale singolare risulta dall' eliminazione di O fra le due 

equazioni : 

y = Cx -f- <p(C), ( integrale generale) , 

aj + (p'(C) = 0, 

di cui la secondasi ottìenederivandoparzialmente la prima rispetto aC», 

Sia a d 0 e s . l ' equaz ione di Gla i ran t 

y = xy' + y'2. 

L ' in tegra le genera le è 

• y = Cx + C~. 

El iminando C dalle due equaz ioni 

y = Cx + C%, x + 2C=0, 

si o t t i ene l ' i n t e g r a l e s ingolare 

, x 2 

I n ques to caso l ' i n t e g r a l e genera le si compone di t u t t e le 

t a n g e n t i alla parabola ?/ = - ^- (curva in tegra le s ingolare) . 

§ 7 . A l c u n e e q u a z i o n i d i f f e r e n z i a l i d i s e c o n d o o r d i n e . 

a ) y" = f(x): 

Molt ip l icando per dx i due membr i , si h a y" dx = f(x) dx, ossia 

dy' — f(x)dx; 

poi , i n t eg rando , y' = Jf(x) do; -f- 0D od anche 

^ff(x)dx+Cr 

D a questa, mol t ip l icando pe r dx e i n t eg rando , si o t t i ene : 

y = jdxjf(x) dx + Cix+ C2, 

c h e è l ' i n t e g r a l e genera le del la propos ta equazione. 
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Più genera lmente , con lo stesso p roced imen to si può in teg ra re 

1' equazione 

= f(x). 

i») */' = /'(/)• 
Pos to y'—p, da cui y" = ~ , l ' e q u a z i o n e propos ta d i v i e n e : 

(36) f(ì», 

da cui, separando le variabi l i e i n t eg rando , 

(37) x^f^dp+C,. 

Da y'~p, si h a dy — pdx, ossia, pe r la (36), 

dv - £ÈL 

dìì~ m ' 
Ne segue 

" Se ora e l imin iamo p fra le (37) e (38), o t t en iamo u n a relazione 

del t ipo f(x, y, Gv Cs) = 0, che è l ' in tegrale genera le della proposta 

equazione. Qualora n o n si voglia, o non si possa, e l iminare p dalle 

(37) e (38), ques te , cons idera te simultaneamente, cost i tuiscono l ' in

tegra le generale dell ' equazione propos ta . 

c) y" = f(y)-

Moltiplichiamo i due m e m b r i pe r 2y' dx — 2dy; si o t t iene 

2 y' y" dx. = 2 f(y) dy, ossia 

d{y'*)^2f(y)dy, 

dalla quale, i n t e g r a n d o , 

y'* = 2ff(y)dy+ Cr 

Si ha po i successivamente : 

ÈL 
duo 

~}f2ff(y)dy+Cu 

dx = 
dy 

}/2jf(y)dy + C\ 
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e in fine 

pfmdy+Ct 

che è 1' i n t eg ra l e genera le del la p ropos t a equazione . 

(1) Equazioni di 2° ordine lineari a coefficienti co

stanti. S ia 1' equazione di 2° o rd ine a coefficienti cos tan t i 

(39) y" + py' + qy = 0. 

E u n ' equazione lineare, in quanto cont iene l i n e a r m e n t e la 

funzione incogn i t a y e le sue de r iva t e p r ima e seconda. E s s a gode 

del le seguen t i p ropr ie tà : 

I a - Se u è un in t eg ra le de l l ' equaz ione , anche Cu è u n in

tegra le , con G des ignando u n a cos tan te qua lunque . 

I I a - Se ui e u2 sono i n t eg ra l i del l 'equazione, la lo ro s o m m a 

ui + u2 è pu re u n in tegra le del l ' equazione. 

I I I a - Se l i , e Mg sono in tegra l i dell ' equaz ione , anche 

Oi Ui + G2 u2 è u n in tegra le di essa, con G[ e G2 d e s ignando due 

cos tan t i a rb i t ra r ie . 

L e p r o p r i e t à I a e I I ' 1 s i d imos t rano med ian te sos t i tuz ione 

d i re t t a . L a I a , ad es., s i d imos t ra cos ì : , sia u u n in t eg ra le del la 

(39), vale a dire una funzione ta le che r isul t i i d e n t i c a m e n t e 

u" ' + pu' -\- qu = 0; 

allora, sos t i tuendo nel p r imo m e m b r o della (39) Cu alla funzione y, 

si o t t i ene 

Cu" + p Cu' + qCu-= C(u" +pu' + qu) = 0, 

la quale ci dice che G u è u n a soluzione della (39). 

I n modo analogo si d imos t r a la I I a proprie tà . R i g u a r d o poi 

alla I I I a p ropr ie tà , bas ta osservare che essa è u n a conseguenza 

immed ia t a delle al t re due . 

Alla effettiva in tegraz ione della (39), p r eme t t e r emo ancora le 

seguen t i considerazioni . 
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S e due inaz ion i u e v sono vincola te con u n a re laz ione l ineare 

ed omogenea a coefficienti cos tant i 

(40) au + bv = 0, 

da questa si deduce ohe u = - -^-v = Cu, ossia che le due funzioni 

differiscono pe r un fa t tore costante . D i remo al lora che « e t non 

sono linearmente indipendenti. 

Diremo invece che i t e » sono linearmente indipendenti, quando 

t r a u e v non in t e rcede una relazione l ineare ed omogenea a coef

ficienti costant i , cioè una re lazione della forma (40). 

Suppongas i che u e v non sieno l i nea rmen te indipendent i . 

Es is tono in ques ta ipotes i due cos tant i a e b tali che si abbia 

ident icamente au -f bv = 0, da cui, de r ivando , si deduce l ' ident i tà 

a u' 4- 7; v' = 0. Ne segue, che a e b devono soddisfare il s is tema 

j au + bv = 0 

( au' + bv'= 0, 

e qu indi (Y, § 4) che dev 'essere nullo iden t i camen te il de te rminan te 

u v 

u' v' . 

Viceversa, se ha luogo l ' i d e n t i t à 

u v 

U V 

da essa si t r ae success ivamente 

v' u — u' v, - ~ ~~-, d\ogu — dlogv, 

l o g « = log« + log (7, l o g « = logC%, 

e in fine 

u = Cv. 

Quest ' u l t ima ci dice che u e v non sono l inearmente indi

pendent i . 
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Poss iamo pe r t an to affermare : 

« Affinchè u e v non s ieno l i nea rmen te i nd ipenden t i , è neces

sar io e sufficiente ohe i l d e t e r m i n a n t e (wronslàano) 

Il v 

«' v' 

sia i den t i c amen te nullo ». 

Ne segue che due funzioni u è v sano linearmente indipendenti 

allora, e soltanto allora, che il determinante 

u v 

u' v' 

non sia identicamente nullo.{1) 

Ciò posto, sieno uì e M 2 due in tegra l i della (39). Allora, per 

la p r o p r i e t à I I I a , anche Gy uL -f- G2u2 è u n in tegra le della (39), 

e le due costanti C{ e C a sono distinte solo quando ul e u2 sono 

linearmente indipendenti. Difa t t i , n e l caso opposto, t r a ut e u.z 

i n t e rcede una relazione della fo rma u2 — huiy con le cos tan te , e 

l ' i n t e g r a l e G.i ux -(- C2 u2 d iv iene : 

Ci « i + C2u2= Giul -|-le C2u-i — (Ci + leC2)uì = Cui, 

(1) Si dice, in generale, dia n funzioni ult ua>,..., un sono Hneameufe 
indipendenti, quando non sono tra loro vincolate con una relazione lineare 
ed omogenea a coefficienti costanti, vale a dire con una relazione del tipo 

ai % -f-, a2 u.2 - j - . . . - | - an Un — 0, 

nella quale a{, ffo,a ti sono costanti. 
Il determinante 

itj n-, Un 
u'i ii's u'n 
u^'u? u"n 

™ l ( « - l > W a ( " - l ) , , 7(„0»~1) 

formato con le n funzioni ut, (i = 1, 2, , »), e con le loro derivate lino 
all'ordine n-1, si chiama il loronskiano dalle n funzioni. Ciò posto, il teo
rema dimostrato non è che un caso particolarissimo del seguente: « AJlin-
« ohe n funzioni utl u-2,ti», sieno lineaments indipondenti, occorra e basta 
«che il loro wronaldano non sia nullo identicamente», 
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e d ipende quindi , sos tanz ia lmente , da un ' un ica cos tan te . Si può 

qu ind i affermare ohe : 

Se u± e u.2 sono integrali linearmente indipendenti della equa

zione (39), 

y= 0.^1 + CjMg, 

con C{ e C 2 costanti arbitrarie, è V integrale generale della equa

zione stessa. 

D a questa p ropr i e t à r isul ta , che l ' i n t e g r a z i o n e della (39) si 

r iduce al calcolo di due in tegra l i par t icolar i linearmente indipen

denti di essa. 

A ta l fine, si consideri 1' equazione di 2° grado 

(41) t*-\-pt + q = 0, 

che prende il nome di equazione caratteristica della (39). L e rad ic i 

d i questa equazione sono reali e d is t in te , real i e coincident i , op

pure immaginar ie (complesse coniugate), a seconda che il discri

minan te ^j-q è pos i t ivo, nul lo, o nega t ivo . 

1° ^ j - - f f > 0 . Ind ich iamo con u e fi le due radic i , reali e di

s t in te , della (41). Si r iconosce subito, m e d i a n t e sosti tuzione 

dire t ta , che 

u{ — e a a ! , M. , — e$m 

sono in tegral i della (39). Ess i sono inol t re fra di loro indipendent i , 

perchè il de te rminan te 

a i7 ßw 
1 1 

U i U 2 aeaa> ß e ß w a ß 

è diverso da zero. Ne segue che, des ignando con C 1 e C a due 

costant i a rbi t rar ie , 

?/« Ci e a x + C2 e'3"'' 

è l ' i n t eg ra l e genera le della (39). 
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2°'ij- q = 0. L e radic i del la (41) sono reali ed egual i . S i a X 

il loro valore comune (radice doppia del l ' equazione cara t te r i s t ica) . 

Si r iconosce facilmente, con la sosti tuzione d i r e t t a , che 

uì = eXtt>, u2 = xe^01 

sono in tegra l i della (39), e, o l t re a ciò, che essi sono l i nea rmen te 

i n d i p e n d e n t i . Si può quindi affermare che, ne l l ' i po tes i fat ta , l 'in

t e g r a l e genera le della (39) è 

y= CLe
Xa! + C2xeXx , 

con Ox e G2 des ignando due cos t an t i a rb i t ra r ie . 

3° ^j- - q < 0. Le rad ic i della (41) sono due n u m e r i complessi 

con iuga t i [i + tv e fx - * v, essendo 

JA -\-iv = - . £ . + » j / 2 -£Z--f |i - »v = - | - - ì\j q-^j-, 

e in conseguenza 

(42) ,x = .|.,v=]/^rz 

il r ad i ca l e essendo preso in senso ar i tmet ico . 

N e l caso a t tuale 

ui = e ^ c o s v a . ' , M 2 = e ^ a e n v o s 

sono in tegra l i par t icolar i del la (39). Facc iamo la verif icazione per 

u v Si h a i n t a n t o : 

u{ s= e Vx (u. c o s w - v sen.va'), 

u" — e! 1 8 3 [((A2 - v 2 ) cosvo; - 2 u v senvas] ; 

poi , sos t i tuendo nel pr imo m e m b r o della (39), 

u" +pv>i + q^i = e ^ x [(|xa - v 2 ) cosv.* - 2 |xv senvtc] + 

-\-pe l i x ((A cos va? - v sen W ) - T - gè ^ cosva*, 
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ossia, raccogl iendo oppor tunemen te , 

u|" -\~2>u.,' -|- (/Mj = e c o s v . i " [(u 2 - v 2 ) -h |rp ••)- q] -

- e*131 S611V.T (2 (XV - | - Vp). 

Ora è facile cons ta ta re , in base alle (42), che 

(u.2 - v 2 ) -I- {ip + q = 0, 2 uv + = 0, 

e in conseguenza che 

M " i + ^ " ' 1 + qu 1 = 0. 

Nollo stesso modo si vedrebbe che u2 è un in tegra le della (39). 

Si riconosco pure facilmente che ul e u2 sono l inearmente 

indipendent i , e si può quindi concludere che 

1/— c\ e , l ' ' c o s v.r • |- f., sen v ,r 

è l ' i n t eg ra l e genera le della (39), essendo ( 7 t e (7;, le solite costant i 

a rb i t ra r ie . 

Poss iamo raccogl ie re i r i su l ta t i o t tenut i ne l la seguente rego la : 

Per integrare V equazione 

(i) ?/" + p ; / - i -8? / = o, 

consideri V equazione caratteristica 

(II) * 2 - | -p« + 5 = 0. 

Indicando con u e (1 le radici, di questa, equazione, dobbiamo 

distinguere i tre casi seguenti : 

1° "f ~ Q > 0. Ltì radici a e fi SOHO reali e distinte, e l'integrale 

generale della (I) è 

Il = C\ e«!»1 _j_ ,4 5"' ; 

2° - q 0. Le radici a e ß .vo?io ed eguali, l'osto 

ji = a — A, cìoà indicando con X il loro valore comune, V integrale 

generale della (I) Ita V espressione 

Il = C\ ehc-\- C3ip eu=e'Lß{Cl + C2:r); 
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3« ~-q < 0. Le radici u e ß sono numeri complessi coniugati 

[i + i v, | i - i v, e V integrale generale della (I) assume la forma 

y — C y e c o s v.* + G'a e | U ' sen va: = e •lL''; (Cj cos v.-c 4- C„ sen TO) ; 

designando in ogni caso con c\ e C' 2 due costanti arbitrarie. 

Appl ich iamo questa regola ai seguent i esempi. 

1) S ia da ta 1' equazione 

y" - 5y' + ßy - 0. 

L ' equazione cara t te r i s t i ca è 

i 2 - 5 i - j - G = 0, 

con le radic i 2 e 3 (reali e dist inte) . 

L ' i n t e g r a l e genera lo ò 

jy = Ci e2'''* + C ' 2 « 3 a ? . 

2) Sia 1' equazione 

y " . 4 y' + 4 y = 0, 

la cu i equazione ca ra t t e r i s t i ca è 

<a - 4 * 4- 4 = 0. 

L e rad ic i di ques ta equazione sono eguali , col valore comune 2 ; 

qu ind i 

y = eJX(C\ + Cy.r) 

è l ' i n t e g r a l e generale del l ' equazione propos ta . 

3) L ' equaz ione differenziale 

, / " - 2 y ' + 3.y = 0 

h a pe r equazione cara t te r i s t ica 

t* - 2 t + 3 = 0, 

le cui radic i , complesse e coniugate , sono : 
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Si ha p e r t a n t o u - = 1, "v = ^2, e l ' i n t e g r a l e genera le della pro

posta equazione è 

y = ex [c?i cos (x ]/2) ~f- C2 sen (x f2)]. 

§ 8 . C e n n o s t a l l i i n t e g r a z i o n e d e l s i s t e m i d i e q u a z i o n i 
d i f f e r e n z i a l i d i p r i m o o r d i n e s i m u l t a n e e . 

L imi t e remo le nos t r e considerazioni al caso p i ù semplice di 

due equazioni differenziali s imultanee di p r imo ordine, t r a la va

r iabi le ind ipenden te x e le funzioni incogni te y e g, vale a dire 

ad u n sistema della forma : 

(43) y' = f\x, y, z), z' = cp (,-/;, y, z). 

Mediante o p p o r t u n e operazioni di der ivazione e di elimina

zione, si cerca di d e d u r r e dal s is tema p ropos to equazioni differen

ziali t ra due sole var iabi l i . E se queste u l t ime r i en t rano in uno 

dei t ipi p receden temente s tudiat i , si i n t e g r a n o con i p roced iment i 

ind ica t i nel le pag ine precedent i . 

Dal la p r i m a delle (43), der ivando r appo r to ad x, con 1' av

ver tenza che y e z sono funzioni di x, si ha 

la quale, in v i r t ù del la seconda delle (43), d iv iene 

Se da ques ta e dalla piuma delle (43) e l iminiamo s, o t teniamo 

un ' equazione differenziale di 2" ord ine 

t ra . le sole variabil i x e y. Sia 

(44) F(x, y, C\ C 2 ) == 0 

l ' in tegra le genera le del l 'equazione così o t t enu t a . De r ivando r ispet to 

ad-a? l ' i n t e g r a l e (44), si deduce 
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ossia, per la p r i m a delle (4-3), 

^ f + f A ™ *) = <>, 
che è, in genera le , una relazione t ra x, y, z, C t e C». L e (44) e (45) 

formano il s i s tema degli in tegral i genera l i delle equazioni pro

pos te (43). 

I n casi par t ico lar i g i o v e r a n n o t a lo ra speciali artifizi. E c c o 

due e sempi in proposi to . 

1) Sia il s is tema 

(46) y' = z, z''=y. 

D e r i v a n d o r ispet to ad x la p r ima equazione, si o t t i ene 

/ / / 

,'/ = 3 > 
ossia, in v i r t ù della seconda, 

y" = ih 
o ancora 

//." - II = o. 

E ques ta un 'equaz ione con la sola funzione incogni ta ?/, l inoaro 

a coefficienti costant i . Appl icando la regola del § p receden te , si 

t r ova subi to l ' i n t e g r a l e genera le 

(47) y=G\e*+ C2e-'. 

Se poi si der iva questa , t e n e n d o presen te che in v i r t ù del la 

p r i m a delle (46) è y' = z, si h a 

z = C\ e-'- Oìe-'\ 

Questa , e la (47), cost i tuiscono il s is tema integrale de l s is tema 

j>roposto. 

2) Si consider i il s is tema 

(48) y' = x + z', «'=//. 

li e l iminazione di z' dallo due equazioni , conduce immedia

t amen te all ' equazione l ineare 

y'-y*= ®f 
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t r a le sole var iabi l i x e y, il cui in tegra le è [§ 5, e)] 

(49) y—-x-l + Ci e*. 

Sos t i tuendo nel la seconda delle (48) ad y ques ta espressione, 

si ot t iene : 

z' — - x - 1 + Ci e''Ì 

ovvero 

clz = (- x - 1 4- C.L e
x) dx, 

con le var iabi l i separa te . D a essa, i n t e g r a n d o , si deduce tosto 

Questa, e la (49), cost i tuiscono il s i s tema di in tegra l i delle 

equazioni p ropos te . 



509 

CAPITOLO XXVI. 

Medie 

§ 1 . D e f i n i z i o n i . 

D a t i n n u m e r i distinti 

(1) 

d ispos t i in ordine crescente, ta l i cioè che 

a x < ffl2 < a 3 < . . . < an.\ < «„, 

ogn i n u m e r o x de l l ' i n t e rva l lo ai a„, è un valor medio od a n c h e 

u n a media dei n u m e r i (1). 

F r a le infinite medie ha u n a pa r t i co la re impor tanza la media 

aritmetica 
il 

2£^ ai + ai + . • • + an _ 1 

« 11 
Adot t ando u n a notaz ione i n t r o d o t t a da Gauss, po r r emo t a lo ra 

» 
Li ai = W, 
ì 

e, p iù genera lmente , 

Con ques ta notazione, la media ar i tmet ica si i nd ica anche 

con la sc r i t tu ra 
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D ' ora innanzi , quando si dirà inedia senz ' a l t ra indicazione, 

in tenderemo par la re del la media a r i tmet ica . 

Se x è una media qua lunque dei n u m e r i (1), le differenze 

d y ~ OCy Ct iy ~ • . • j Ct fi — ce 
si chiamano gli scarti (o deviazioni o scostamenti) de i numer i (1) 

della media x. E s s e si ch iamano ta lora scar t i lineari, pe r distin

guerl i da al t r i scar t i che ve r ranno considera t i in segui to . 

I n par t icolare , le differenze 

zi = a l - M, e 2 = a2 - M, . . . , e„ = « „ - M, 

rappresentano gl i scar t i dei n u m e r i (1), dalla m e d i a ar i tmet ica . 

§ 2 . P r o p r i e t à d e l l a m e d i a a r i t m e t i c a . 

L a media a r i tmet ica gode di due notevol i p ropr ie tà , ognuna 

delle quali è conseguenza dell ' altra, ed è caratteristica della 

media stessa. 

I.a Proprietà. La somma algebrica degli scarti dei numeri (1) 

dalla media aritmetica è uguale a zero. 

I n formolo : 

e t + e 2 + . . . + B n = 0, 

o, p iù semplicemente con la notazione di Gauss , 
[8] = 0. 

II.a Proprietà. La somma dei quadrati degli scarti dei nu

meri (1) dalla media aritmetica, 

rappresenta il minimo valore della funzione 

K - x)2 + (a2 -x)3 + ... + (flw - x)~ (i). 
(1) Ed è quindi il minimo in confronto della somma dei quadrati degli 

scostamenti dei numeri (1) da un' altra media qualsiasi. 
Per la dimostrazione delle due proprietà in parola, vedasi il Cap. XV, 

§ 6, pagg. 281-282. 
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§ 3 . S c a r t o q u a d r a t i c o m e d i o . 

P r o p o n i a m o c i di calcolare l ' e s p r e s s i o n e d i [ e 2 ] . 

P o s t o 

f{x) = (aL - xf + («2 - x)* + .-.. + (an- x)\ 

si ha, sv i l uppando i quadra t i e o rd inando , 

f\x) = nx2 - 2 (aL -f a2 + . . . + «„) as + ( a 2 ! + a a „ + • • • + a 2 » )> 

ovvero 

/\x)^nx2-2[a]x-\-[a2}, 

dalla quale , ponendo , T = - — , 

E 

-«itili M S ; 
e in fine 

(2) e 2 = n ' r " 2 ' 2 !!«!]_ ^«^8 

L ' espress ione fra parent i s i ne l secondo m e m b r o è la m e d i a 

a r i tmet ica de i quad ra t i dei numer i (1) d iminu i t a del q u a d r a t o del la 

media a r i tme t i ca de i numer i stessi . 

Da l l a p receden te re lazione, d iv idendo pe r n ed e s t r a e n d o l a 

rad ice q u a d r a t a in senso a r i tme t i co , si o t t i ene : 

<3> v^-i/fcHr 
L a quan t i t à j / i ^ t , rad ice q u a d r a t a della media a r i tme t i ca dei 

q u a d r a t i degl i scart i dei n u m e r i (1) dal la med i a a r i tme t i ca dei 

n u m e r i stessi , p r e n d e il nome d i scarto quadratico medio. 

I l secondo m e m b r o della (3) ci dà u n ' espressione n o t e v o l e 

dello scar to quadra t ico medio. 
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§ 4 . M e d i a q u a d r a t i c a . 

L ' equazione 

(4) y=,nx2-2[a] x + [aä], 

r i fer i ta al solito s is tema car tes iano or togonale , r appresen ta , come 

è no to , una parabola col ve r t i ce in basso e con 1' asse parallelo 

all ' asse delle o rd ina t e . D a quanto si è de t to nel § precedente , le 

coordinate del ver t ice , cioè di quel p l in to della cu rva che h a 

V ordinata minima, sono : 

e per conseguenza la parabola è in t e ramen te s i tua ta al di sopra 

dell ' asse x. 

Po iché [e 2] è un numero essenzialmente posi t ivo, il discrimi

n a n t e del t r inomio (4) è negativo^ 1 ' , cioè 

M 2 - » [ a 2 ] < 0 , 

dal la quale, d iv idendo per « 2 , r isul ta success ivamen te : 

H I V O 

(5) M . < l / K 

ove i due membr i s ' i n t endono presi in senso a r i tmet ico . 

I l numero 

si chiama media quadratica od anche valor quadratico medio dei 

numer i (l)^. 

(1) Ciò risulta anche dall' osservare che la parabola non ha punti (reali) 
in comune con l'asso 'delle ascisse. 

(2) In particolare, lo scarto quadratico medio, j/ifìl], non ò altro che la me

dia quadratica degli scostamenti e 4 , s s , . . . 8 » dalla media aritmetica. 
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L a (5) ci dice che : 

La media aritmetica dei numeri (1) è inferiore alla media qua

dratica dei numeri stessi. 

L a (3) si può scr ivere : 

nella qua le si legge : 

Lo scarto quadratico medio dei numeri (1) è uguale alla radice 

quadrata del quadrato della media quadratica diminuito del quadrato 

della media aritmetica dei numeri stessi. 

§ 5 . R a p p r e s e n t a z i o n e g e o m e t r i c a . 

Sia y = f(x) u n a funzione con t inua che a m m e t t e invers ione 

nel l ' in te rva l lo (a, b) (XIV, § 5) ; x = cp (y) la funzione inversa , che 

è con t inua al la sua volta nol i ' i n te rva l lo (a, ß) cor r i spondente ad 

(a, b). L a funzione f(x) è a l lora c rescente o decrescente in (a b) : 

suppongas i , pe r fissare le idee, che sia crescente . 

I n d i c h i a m o con 

(6) a . | , ß g , a,A,..., an.i, a n ì 

n va lor i d is t in t i di x appa r t enen t i a l l ' in te rva l lo (a, b), e dispost i 

in ordine crescente , tal i cioè che 

« ! < « a < « 8 < < - - < « » - i < ß » . 

P e r ipo tes i anche i valor i cor r i spondent i di yt 

(7) b^fiaj, &a = = / ' ( a 2 ) , . . . , bn = f(a-n), 

sono d i s t in t i e in ordine crescente , cioè 

bL <& 3 <Z> 3 < . . . < & „ . ! < & „ . 

A d ogni valore di x del l ' in terval lo a.L an cor r i sponde u n unico 

e de te rmina to valore di y de l l ' i n t e rva l lo b t b n 7 e r e c i p r o c a m e n t e ; 

in al t r i t e rmin i : 

Dull'Agitola - Matematiche General i 3 3 
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Se x è una media dei numeri (6), y = f(x) è una media dei 

numeri (7); e reciprocamente: ad una media y dei numeri (7) cor

risponde la media x = rp (y) dei numeri (6). 

I n par t icolare , alla, med i a a r i tmet ica dei n u m e r i (7), 

corr i sponde la med ia 

x = rp (u) = co j • 

dei numer i (6). 

T u t t o ciò r i su l ta in modo perspicuo da l la r appresen taz ione 

geometr ica del la funzione y — f{x). 

Volendo l 'espressione della media x = ' p j ^ ' j in funzione degli 

stessi numeri (6), bas ta osservare che dalle bi = /'(«<)» (* = 1 ,2 , . . . ,« ) , 

r i su l ta tosto [b] = ["/'(«)], e quindi 

Con r i fer imento alla cu rva rappresen ta t r i ce , possiamo dunque 

affermare che alla media ~ delle ordinate corrisponde la media 

< p | — — j- d&lle corrispondenti ascisse. 
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§ 6 . S c a r t i s e c o n d o u n a d e t e r m i n a t a s c a l a . 
« 

Noi sappiamo (§2), che la funzione £ ; (cii-x), somma alge-
ì 

br ica degl i scar t i l inear i delle ascisse at dal l 'ascissa x, è nulla, e 
n 

che la funzione X» (ai-x)ä, somma de i quadra t i di codest i scar t i , 
i 

è min ima , quando si pone x = -E—, med i a a r i tme t i ca delle a,. O ra 

vien fat to na tu ra lmen te d i cons ide ra re le due funzioni 

« , , ji 
I , A»*) - / (* • )=!<(&<-y) , ì ì 
11 ! \ Q 11 

o t t enu t e r i spe t t ivamente dalle p receden t i , sos t i tuendo alle ascisse 

le cor r i sponden t i o rd ina te del la cu rva rappresenta t r ice cons ide ra ta 

sopra ; e d i chieders i pe r quale valore di x, medio fra le ascisse 

n ) la p r ima di codes te funzioni e nulla , e la seconda 

d iven ta minima. L a r i spos ta è quasi immedia ta . P o n g a s i in cia

scuna del le p recedent i funzioni ./'(a;) => L I , ove u. = ~~~ = ^ > 

ten iamo r i spe t t ivamente : 

ì ì 
P o i c h é L I è la media a r i tme t i ca delle già sappiamo (§ 2), 

che la p r i m a di queste somme è nulla , e che la seconda r appre -
• n 

sen ta il min imo valore della funzione *£{ (b{ -yf. I l va lore ce rca to 

ì 
di ce e d u n q u e quello che si t r a e dal l ' equazione 

f(x) = u., 

cioè quello che corr i sponde al la med i a a r i tme t i ca delle o rd ina t e &4-, 

e p rec i samente (§ 6) : 

( I/O)] ì x = cp\ >. 
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L e differenze 

/ " ( « , ) - A 4 f(aä)-f(x),... / • ( « , ) - A"-), 

si ch iamano anche gli scarti dei numeri ai dalla media x secondo 

la scala determinata dalla funzione f(x), o, pia semplicemente, se

condo la scala f(x). 

I l r i su l ta to cui s iamo g iun t i può enunciars i b revemen te : 

La somma algebrica, j f(a f) - f{x)^, degli scarti delle at 

dalla media x secondo la scala f(x) è nulla; e la somma dei qua

drati, dei. medesimi scarti, j / ' ( « , ) - A , r ) | a i ^ un minimo, quando 

si pone 

designando con x = cp (y) la funzione inversa di y — fix). 

Par t ico lar izzando la funzione f(x), abb iamo infinite specie 

di scart i . 

Così gli scar t i secondo le scale de te rmina te dalle funzioni : 

f(x) = x, f(x) = x \ /•(.»•) = x \ f(x) = log.r , /•(.»•) = - i - , 

si chiamano r i spe t t ivamonte lineari, quadratici, cubici, logaritmici 

e inversi. 

§ 7. V a r i e s p e c i e d i i n e d i e . 

L a media x — r p j ~ ~ j f ^ c m a ^ preceden te teorema, prende 

forme diverse a soconda della funzione // = /'(./•) che si considera. 

Esamin iamo qualcuno dei casi par t ico lar i accenna t i nel paragrafo 

precedente . 

1) Se y = x2, si h a 

''' ^l n ' 

e qu ind i 

(media quadratica). 
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I n v i r t ù della proposiz ione gene ra l e s tabi l i ta sopra, poss i amo 

senz ' a l t ro affermare, ohe per x •= j/1—1 è nu l la la somma a lgebr ica , 

n 
Z i (« j 3 - x2), degl i scart i q u a d r a t i c i ; ed è min ima la somma, 
ì 
n 

(a i 2 - x2)2, dei q u a d r a t i de i medes imi scart i . 
i 

2) S e y = ìogx, posto 

1 [ioga] (i) 
l o g « = Li = i—fe-J, 

ed osservando che 

[logfl] = logfltj + l0grt 2 + . • • + hogtf „ = log (fflj fl2> . . « „ ) , 

abbiamo : 

log«; = — log (a L ct 8 . . . ö „ ) == log ]/ « A a g.. 

e qu indi 

» , • 

x = yai a2— an . 
È ques ta la madia geometrica de i n u m e r i a i t a 2 1 . . . an. 

P e r x=>iax a2... a„ è nu l la la somma algebr ica degl i scar t i 

logar i tmic i , ed è min ima la s o m m a dei quadra t i di ques t i scar t i . 

3) S ia ? / = l , e si ponga 

J_ 
0? n 

S i deduce tos to 
il n 

f i ' 

x •• 
' 1 + 1 - 4 - . . . . + J L . 

Questo va lore d i x si ch iama la media armonica dei n u m e r i 

ft 4 , a 2,.. •, ^ «. 

E s s a annul la la somma a lgebr ica degli scart i invers i , e r e n d e 

min ima la somma dei quadra t i d i quest i scar t i . 

(1) Qui il simbolo "log,, indica 'il - logaritmo 'in una base arbitraria, 
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4) Se y = x m

ì (m i n t e ro e posit ivo), 

pos to 

si ha 

ohe comprende come casi par t icolar i la med i a a r i tmet ica semplice, 

(»i = l ) ; la media quadrat ica , (wi= '2 ) ; e, r e l a t i v a m e n t e ai corri

sponden t i scart i 

ri « l — ' y * " 1 fi " l _ fi ' m _ - Y ' M 

g o d e delle due p ropr i e t à di cu i al t eo rema genera le del numero 

precedente . 

§ 8 . C o n f r o n t o f r a a l c u n e m e d i e . 

Abbiamo visto- nel paragrafo 4, che la media quadratica di n 

numeri è superiore alla media aritmetica dei numeri stessi. 

Se poi si suppone che i numer i a n a 2 r . . , an sieno t u t t i po

si t ivi , si d imos t ra che la media aritmetica è superiore alla media 

geometrica, e che questa, è alla sua volta maggiore della media 

armonica. 

Limi t iamoci a cons ta ta re ciò nel caso par t ico lare di due numer i 

posi t iv i flj e a2. 

Da 

(flj - a.j)* > 0, 

si t r ae success ivamente : 

af -I- a./ - 2 a, a2 > 0, 

a i 2 "I ' a-/ + 2 « i «a ; > 4 «j «ai 

(a + a2)'
4 > 4 « , «a, 

('ij -l- «.,)*, 
-—g~ -'•-.-> «i «a, 

la quale ci dice che la media a r i tmet ica supera la media geometr ica. 
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D a 

si deduce , in modo per fe t tamente analogo, ohe 

1ai a s > " j — — ' 

vale a d i r e , che la media geomet r ica è superiore al la m e d i a a rmo

nica de i d u e n u m e r i cons idera t i . 

Pos s i amo pe r t an to conc ludere che : delle q u a t t r o med ie con

s idera te in questo paragrafo, la magg io r e è la media quadra t i ca e 

la m i n o r e è la med i a armonica . 

§ fi. M e d i e p o n d e r a t e . 

F i n qu i abbiamo supposto che i n u m e r i a t l cts..., an s ieno 

t u t t i d i s t in t i . Esc lud i amo senz ' a l t ro dalle nost re cons ideraz ioni i l 

caso par t ico la r i ss imo e pr ivo d i in te resse in cui 

a j = # g = . . . = a n . i = a n = a. 

S i consideri la successione formata coi numer i c rescen t i 

a v ffl2, a m , ai qual i si sono a t t r i bu i t i r i spe t t i vamen te i pes i 

.Pi* Pzi JPSI-->» !>«»» 6 pongasi pi + p2 + ...+pm^n,W 

Ogni n u m e r o de l l ' i n t e rva l lo aì am è u n va lor med io o u n a 

media dei numer i a t ì a 3 , . . . , a m . 

I n pa r t i co la re , 

.Pi + ft + • • • + ì»n [p] n ' 

è la inedia aritmetica ponderata dei n u m e r i alf a2,..., a m . 

Essa gode delle stesse p rop r i e t à della media a r i tme t i ca sem

plice cons idera ta dianzi, con 1' avver tenza , che t an to agl i scar t i 

a ,j - a2 — x,,,., a m — x} 

(1) Vedasi ,11 Cap, XV, § 0, pag. 281. 
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quan to ai quadra t i di quest i scarti , vanno a t t r i bu i t i r i spe t t i vamen te 

i pesi p1} p2ì..., Pm-

I l teorema genera le del paragrafo 6 suss is te mani fes tamente 

anche nel caso at tuale, e prec isamente , des ignando con // = f(x) 

una funzione che ammet ta invers ione , si ha : 

La somma algebrica 

m ! . 

Ti Pi (/V<) "/>)) 
degli scarti dei numeri at dalla media x secondo la scala /'(,r), 

moltiplicati questi scarti per i rispettivi pesi, è nulla ; e la somma 

ì 

dei quadrati dei medesimi scarti, moltiplicati essi pure per i rispet

tivi pesi, assume il minimo valore, quando si pone 

designando con at> = <p(y) la funzione inversa di y = f((n)(1\ 

Questa proposiz ione è, come quella del paragrafo 6, una con

seguenza delle due p ropr ie tà cara t te r i s t iche del la med i a ar i tmetica. 

Anche qui, par t icolar izzando la funzione f(x), si o t tengono 

infinite specie di scart i , e, cor r i spondentemente , infinite medio 

pondera te . E quas i superfluo agg iungere che c iascuna media, in 

relazione ai cor r i sponden t i scar t i , gode delle due p rop r i e t à di cui 

al t eorema genera le p receden te . Citiamo qualche esempio. 

1) Se y — X S , si hanno gli scar t i quadra t ic i , cu i corr i sponde 

la media definita dall ' equaz ione 

,v,a _ l > s ' l 

(1) Con riferimento alla rappresentazione geometr ica della funziono 
y = f (ai) (§, 5), 1' espressione 

ÌEIM 
a. 

è la media ar i tmetica ponderata dolio ordinate hi sa / ' ( ai ), (i « 1, 2 , . , n i ) . 
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cioè 

x = j / ^ " ^ (media quadratica ponderata). 

2) S ia y — logx, il l oga r i tmo essendo riferito ad u n a base 

q u a l u n q u e . Gli scar t i secondo ques ta scala sono, come si disse, 

gli scar t i logar i tmic i . L a co r r i sponden te media è definita dal

l' equaz ione 

° n n 

dalla quale si deduce successivamente : 

\ 0 v x = ] ° & a i P l + log « 8

 p 8 + • • • + log « »>P ' 

°" n 

» = -J-log ( a / i 

» = l o g l / f l / i « / ä ...amP
m, 

e in fine 

a ! — iaj**- a&P*... amP'n (media geometrica ponderata). 

3) L a funzione ?/ = l dà luogo agl i scar t i invers i , cu i corri

sponde la media definita dall ' equaz ione 

a 

ossia 

11 
£ L + i l + . . . + i ^ 

(media armonica ponderata). 

Non si d iment ichi , che i a t u t t e queste medie n r app re sen t a 

la somma dei pesi , vale a d i re che 
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§ IO. V a l o r e m e d i a n o . 

Tra le medie ha m i a par t ico lare impor t anza il va lore mediano 

o mediana. Si consideri sempre la successione dei n u m e r i crescenti 

fl[ j , Il2, CKjj, . . . , a „i.i, ci„,, 

coi pesi r i spet t iv i pit p2, pSl..., Pm-i, Pm, © pongas i , come pre

cedente , p { +p2 + • • • +p m = «• 

Supponiamo dappr ima che n sia d i s p a r i : n — 2 s -|- 1. Allora 

1' elemento di pos to a-|- 1 è 1' e lemento centrale, e p r ende il nome, 

di valore mediano, o, semplicemente mediana della successione. 

Se il numero n degl i e lement i della successione è par i , si può 

por re n — 2 s, e in questo caso vi sono due e lement i centra l i : 

quello di posto s e quello di posto s + 1. Se essi sono eguali , il 

loro valore comune si ch iama ancora valore med iano (o mediana) ; 

se sono dis t in t i , a» e ai + \, allora ogni n u m e r o de l l ' i n t e rva l lo 

(ai, «i + i) è un valore mediano , e po t remo b r e v e m e n t e chiamare 

tratto mediano della successione l ' i n t e rva l lo (a-i a<-|-i). 

Con r i fer imento alla rappresentaz ione dei n u m e r i real i sulla 

re t ta , si dirà qua lche vo l ta punto mediano in luogo di valore 

mediano. 

Osserviamo di passaggio, che quando i pesi sono tu t t i eguali 

al l ' uni tà , gli e lement i della successione sono t u t t i d is t in t i fra di 

loro. I n questa ipotesi , è ev iden te che la successione avrà un punto 

o u n t r a t to med iano a seconda che il numero elei suoi e lementi è 

d ispar i o par i . 

Ciò posto, si consideri la funzione 

f\w) - » i J j l f l t j - x I +ps\as-x I -I- . . . - \ - p , „ I a,„ - x \, 

Hi 

» = Z « Pi I «»-«! I, 
1 

somma dei prodotti dei valori assoluti degli scarti dal numero x dei 

numeri ax, a2,..., a m , per i rispettivi pesi. 
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Si d imos t ra che la funzione f{x) è minima nel punto o nel tratto 

mediano della successione. 

S e si pone y — f(x), la l inea r appresen ta t r i ce di ques ta fun

zione è u n a pol igonale ape r t a , s i tua ta i n t e r amen te ne l s emip iano 

delle y pos i t ive , o vo lgen te la concavi tà verso la di rezione posi

t iva del l ' asse y. Men t re la fruizione f(x) è cont inua, la de r iva ta 

è d i scon t inua nei ver t ic i della spezzata in parola, po iché in ques t i 

la po l igona le cambia b ru scamen te di direzione.* 1) 

m 

(1) La funzione Z i pì \uì— x\ è un caso particolarissimo della se

guente : 
f (aO = I «Pi (as) | + I «P* (*) I + •••• + l«P» (x) I, 

(Pi (ce), cps (x),.... cp m (se), essendo funzioni continue con le derivate prime 
continue senza eccezione. Il chiarissimo Prof. L . Amoroso ha proposto un'in
gegnosa rappresentazione analitica delle spezzate curvilineo (e in particolare 
delle rettilinee) mediante funzioni del tipo precedente. L' A. ha messo in luce 
altresì il procedimento per la ricerca dei massimi e dei minimi delle funzioni 
in parola. 

L. Amoroso «Lozioni di Matematica Finanziaria», Gennaro Maio, Edi
tore - Napoli - 1923 - Vol. I., pagg. 16-20 - Vol. II., pagg. 43-51. 

.Dello stesso Autore, e sul medesimo argomento, vedasi anche la Nota : 
« Sulla rappresentazione di un poligono piano ». Rendiconti del Circolo Ma
tematico di Palermo - 1924- T. 48 - Fascicolo III, pag. 8B8, 
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Differenze e interpolazione 

§ 1 . D e f i n i z i o n i . 

Data una successione di numer i reali 

(1) UQ, « | , u2, • • •, u.,t,..., 

si consideri un e lemento qua lunque up. L a differenza Up+i- UP fra 

questo elemento e il successivo, è ciò che b i sogna agg iunge re a up 

p e r avere u p + i . Es sa si ind ica col simbolo A premesso a u P ì cioè 

si pone 
(2) A « j ) = « j + i - Up, 

e si ch iama differenza dell' elemento u p . 

I n part icolare, abbiamo : 

Au0 = u1 - uü, A M.) = M 2 - {f n A u2 = us - u2, •. • 

e così v ia . 

Se la successione (1) è l imi ta ta ai p r i m i n + 1 e lement i 

U Q, M i , j , , . . . , Il ) ( . i , M ,j , 

essa clà luogo a n differenze: 

A « o , A t t j , A M . . , • •-, A « » . i -

Se invece la successione (1) è i l l imitata, abbiamo infinite dif

ferenze. Queste sono t u t t e eguali t ra loro q u a n d o la successione 

è una progress ione a r i tmet ica , e il loro valore comune ò la ragione 

della progressione. L a teor ia delle differenze c o m p r e n d e quindi 

quel la re la t iva alle progress ioni a r i tmet iche come caso part ico

lar issimo. 



CAPITOLO X X V I I . — § 1 525 

L e differenze degli e l emen t i del la (1) formano u n a nuova 

successione 

(3) A M o i A « i , A M j , . . . , A t t » - i , A M » | . " 

Pos s i amo al lora cons ide ra re le differenze degl i e l ement i di 

ques ta nuova successione. E s s e sono le differenze seconde degl i 

e l ement i del la (1), e si h a 

A ( A « 2 ) ) = A W j h - I - A U P . 

P e r semplificare la s c r i t t u r a si usa po r r e A A = A 2 , ossia 

A ( A M J I ) = A 2 « p i i nd icando col simbolo A 2 p remesso ad u n ele

m e n t o , la differenza seconda di esso ; cosicché a b b i a m o : 

A 2 up = A ttp-i-i - A Up. 

Se po i consider iamo la successione delle differenze seconde 

(4) A 2 uQ, A 8 UIÌ A 2 w2> A 2 « 8 , . . . , A 2 « „ , . . . , 

da ques ta possiamo dedur re u n a n u o v a successione fo rmata con 

le differenze dei suoi e lement i . S i hanno così le differenze terze 

degl i e l ement i della (1), P o s t o A 3 uv = A ( A 2 up), .si h a 

A 8
 Mj, = A S up + i - A 2 u p . 

Con questa notazione le differenze terze degli e l emen t i della (1) 

sono r a p p r e s e n t a t e dai s imboli 

A 8 , A.** M x , A* **2> • • • » A 8 • • • 

Così si può cont inuare , o t t enendo a mano a m a n o le diffe

renze successive degli e lement i della (1). 

E s e m p i : 1.° Sia la successione dei numer i n a t u r a l i 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , . . . . 

L e differenze (prime) sono 

f i l i l i 

t u t t e egual i t r a loro, e le differenze seconde sono 

0, 0, 0, 0, Ü, 0 , . . . . 
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Segue eia ciò, che le differenze ' di un ord ine qua lunque A: > 2 

sono t u t t e egual i a zero . • 

2." Sia la successione 

1 , 4 , 9 , 2 5 , 3 6 , . . . . 

dei quadra t i dei n u m e r i na tura l i . 

L e differenze p r i m e sono 

3 , 5 , 7 , 9 , 1 1 , 1 3 . . . . , ' 

e le differenze seconde sono 

2, 2, 2, 2, 2, 2, — 

tu t t e fra di loro egual i . 

Come si vede le p r ime differenze formano u n a p rogress ione 

ar i tmetr ica , e p rec i samente la progress ione dei n u m e r i d ispar i a 

par t i re dal numero 3. 

3.° Consider iamo da u l t imo la successione dei cubi dei numer i 

na tu ra l i : 

1, 8, 27, 6 4 , 1 2 B , . . . . 

L e pr ime differenze sono 

7 , 1 9 , 3 7 , 6 1 , 1 2 7 , . . . . 

Lo differenze seconde sono 

1 2 , 1 8 , 2 4 , 3 0 , 3 6 , . . . . , 

e le differenze terze , t u t t e egual i t r a loro, 

6, G, 6, 6, 6 , . . . . 

col valore comune eguale a 6. 

§ 2 . L e g g e d i f o r m a z i o n e d e l q u a d r o d e l l e d i f f e r e n z e . 

Si d ispongano in u n a p r ima colonna g l i e l emen t i della suc

cessione (1); in una seconda colonna, con t rassegna ta A , le pr ime 

differenze; in una t e rza colonna, cont rassegnata A s , le differenze 

seconde ; e così v ia . 
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S i o t t iene i l q u a d r o : 

A 2 Av1 A : ' 

uì 

u2 

M . ' ! 

A « 0 

A M S 

A M g 

A
 u i 

A " M g 

A * M 3 

A 3 u o 

. 3 « . 

A 3 « 2 

3 

A . % , 

A 4 « a 

A . 4 « 3 

A « » - i A ä M „ - l A 8 M » - I . ''U„-i 

A M « A 2 M „ A ' U n 

L a r iga n-\-lesima del quad ro , (n — 0, 1 ,2 , . . . ) , è fo rmata con 

l ' e l emen to un (primo e lemento del la riga), e con le success ive dif

ferenze d i questo e lemento . 

D a g l i e lement i della p r ima colonna si passa a quell i de l la 

seconda con successive so t t r az ion i ; dagl i e lement i del la seconda, 

si passa a quell i della t e rza co lonna p u r e con successive so t t ra 

zioni, e così di segui to . 

Dal le definizioni si deduce subi to che un elemento del quadro, 

che non appa r t enga alla p r i m a r iga , m a del res to qua lunque , sì 

ottiene aggiungendo all'elemento che gli sta sopra immediatamente 

quello che è immediatamente a destra di quest'ultimo elemento. P e r 

esempio si ha 

A 3
 M 2 = A 3 M j H- A 4 « i -

S e g u e da ciò, che no t i gli e l ement i di u n a colonna de l q u a d r o , 

si possono calcolare success ivamente , con semplic i add iz ion i , gli 

e lement i della, colonna precedente , quando si conosca il p r i m o 

e lemento di q u e s t ' u l t i m a colonna. P e r e s . ° , se sono n o t i gli ele

m e n t i della colonna A 4 ©'il p r imo elemento A 3 u0 della colonna A 3 , 

noi poss iamo ot tenere , con successive addizioni , t u t t i g l i e l ement i 

della colonna A 3 . 



Segue ancora da ques te osservazioni che, da t i g i i e lement i 

della colonna A " , (nss-l), e i p r imi e lement i del le colonne prece

denti , u0, Au0. A 2 uü,..., A " " 1 w 0 , possiamo ca lcolare tu t t i gli 

e lement i di queste colonne, e, in par t icolare , quell i del la p r ima 

colonna. 

P e r es.°, nel quadro 

A A 2 

1 3 , , 2 

4 
0 

' , - 9 ' " , - 2 

.25" ' , 1 1 - ' ' 2 

1 3 2 

gli elementi della colonna A 2 sono tu t t i egual i a 2, e quell i in 

tes ta alla p r ima e seconda colonna sono r i spe t t i vamen te 1 e 3. 

Poss i amo allora, con semplici addizioni, calcolare gli e lementi 

s i tua t i lungo le l inee obl ique segnate sul quad ro , e de te rminare 

così a mano a mano gli e lementi della p r ima colonna, cioè i qua

dra t i dei numer i na tu ra l i (Ofr, Es.° 2, § 1 ) . ( 1 > 

Con lo stesso proced imento si può cos t ru i re mia tavola dei 

cubi dei numer i na tura l i . B a s t a osservare che le differenze terze 

dei cubi dei numer i na tu r a l i sono t u t t e eguali a 6 (Cfr. E s , u 3 § 1), 

Abbiamo supposto che la successione 

W 0 > M i ) U2) • • • > M „ , . . . . 

da cui si pa r te sia i l l imi t a t a ; nel qual caso sono pu re tal i le 

successioni delle differenze p r ime , seconde, t e rze , eco. 

fi) Quando gli'clementi di una colonna sono tutti eguali tra loro, come 
nell'esempio precedente, si può prolungare il quadro anche verso l'alto, os
servando elio ogni elemento dal (punirò è uguale alla differenza fra i numeri 
ohe lo seguono immediatamente nella colonna e nella riga cui l'elemento 
stesso api)arilme. Per os.° si ha, riferendosi al quadro della pagina precedente, 
A 3 « i = A 3 « s - A*Wi. 
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A 3 M 0 , A 3 M 1 ; A 3 M A , . . . , A s M , » - 8 ; 

e così v i a ; e in fine, una differenza n e s i m a Anu0. 

. R a c c o g l i a m o ques te differenze nel seguen te q u a d r o : 

A A 1 A 7 1 " 1 ,'• » 

M 0 

M J 

M a 

A » , , 

A t t i 

Z i « 2 

A s « o 

A 2 w t " 

A 8 « 2 

A 3 M 0 

A 3 M . j 

. 3 

. . . 

A « - 1 »/. 
" ( ) 

A"" 1 «-j 

A " M 0 

M,j-2 

M n - ì 

Un 

A M « . 2 

A « » - i 

A 2 M „ - 2 

L a legge di formazione del qxiadro è sempre la s t e s sa : da i 

n u m e r i del la p r i m a colonna si deducono , m e d i a n t e success ive sot

t raz ioni , quel l i della seconda, t e r z a , . . . , n e s i w a co lonna; e, in par

t icolare , le differenze 

A M 0 , A a M 0 , A 3 M 0 , . . . , A n ' 1 u o t A " M 0 

del p r i m o e lemento u0. Cosicché dat i g l i e lement i 

Mg, Mj , M j , , . . , Un-1) Un 

della p r i m a colonna, noi poss iamo calcolare v i a via g l i e lement i 

A « o i A 2 M 0 , A n «o! •••> Anu0 

della p r i m a r i g a del quadro . 

Ora suppor r emo da ta una success ione l imi ta ta 

ua ! u 11 us>1 • • • u " - ì > uii) 

d i n - f i e lement i . D a essa si o t t engono n differenze p r i m e 

A « 0 i A**! , A « 2 , . . . , A M » . 2 , A « * » - i ; 

T i - l differenze seconde 

Azu0) A a « i , A s M „ , , . . A 2 M ? ì „ 3 , A a « , i - a ; 

« - 2 differenze te rze 

Dell'Agii ola • Matematiche Generali 34 , 
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Viceversa, se sono dat i gl i e lement i 

M 0 , A K 0 , A 2 uo, • • •, A , J ' 1 u0,A
nu0 

della pr ima riga, possiamo r icos t ru i re , median te semplici addizioni, 

la successione da cui siamo par t i t i , vale a d i re poss iamo calcolare 

gii elementi 

U i , U2i My , . . . Un. i , Un 

della pr ima colonna del quadro . 

Esempio . Sia 

1, 10, 2fi, 44, 70, 98 

la successione dei n u m e r i della p r ima colonna del quadro . Abbiamo : 

A A 3 A : | 

Ù* ! 

1 .Aj 

. i r / ' ' , <T ' 

^ 2 5 " ' -7' r ' ' 
„ 

, ° ' ** 

rio'' . 2 8 ' " 

jib'' 

Viceversa, dati i numer i della pr ima r iga del quadro , possiamo 

r icostruire la successione da cui siamo part i t i . Mediante semplici 

addizioni si o t tengono g i i elementi che si t rovano lungo le l inee 

oblique segnate sul quadro . 

Con ciò r imane r isoluto il seguente dupl ice p rob lema : 

a) « Da ta lina successione di il + 1 numer i 

w 0 , u n M A , . . . . , M , j _ , , M „ , 

calcolare le differenze 

A « o i A 2 w 0 . A 3 « 0 , . . . . , A " - ' t t 0 > A " M 0 

del p r imo elemento della successione ». 



CAPITOLO X X V I I . — § § 2 - 3 5 3 1 

b) « D a t o il p r imo elemento u0 di u n a successione 

UQJ U £, M g , . . . . , W , ; _ j , UN 

di n + 1 n u m e r i , e le n differenze 

Au0, A2uQ, A S M 0 i • • • • > A " M 0 

di codesto e lemento , calcolare i r i m a n e n t i e lement i del la succes

sione ». 

A noi in te ressa in modo pa r t i co l a re di s tabi l i re del le for-

mole genera l i , che pe rmet tano d i de te i 'minare un e l emen to ili, 

(i— 1, 2, 3 , . . . , n), in funzione di u0, A u0, A 2 u0,..., A ' : «o> 6 v i c e _ 

versa : di ca lcolare A ' M q («'= 1, 2 , . . . ») in funzione di u 0 ì u l t 

M 2 , . . . , it i . T a l i formolo formeranno l ' ogge t to del paragrafo s e g u e n t e . 

§ 3 . S o p r a d u e s i m b o l i d i o p e r a z i o n e . 

Spesse vol te si indica u n a success ione 

UTÌ, Uj j M g , . - . . , Ufi - j , M . 

m e d i a n t e un suo e lemento gener ico u v . Con u^ si v i ene in tal 

guisa a des ignare quella funzione del l ' ind ice n, che per n 0, 

1 , 2 , 3 , . . . fornisce gli e lement i del la successione. 

D a u n a successione u„, combinando in var io m o d o i suo i 

e lement i , se n e possono o t tenere del le a l t re . Così, ad es., 

au„ + bun + 1 •+• cun + 2 + d, 

ove a, b, c, d sono delle cos tant i (cioè de i n u m e r i i n d i p e n d e n t i 

da «), è una successione o t t enu t a da un combinando l i n e a r m e n t e 

t r e e lement i consecut iv i di essa. 

Col simbolo V premesso a un indicheremo il passaggio da un a 

«n-i-ii cioè porremo: 

V Un — « n - | - i • 
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In altri termini , il simbolo 7 indica l ' o p e r a z i o n e che appli

cata ad un elemento qua lunque un di una successione, ha per effetto 

di far aumenta re l ' i n d i c e de l l ' e l emen to di .una un i t à . 

In part icolare, si h a 

' . ' « o =
 M i> ' ~ M i ~u*ì 

Se u„ = a qua lunque sia n, cioè se gli e l ement i della succes

sione sono tu t t i egual i ad a, è evidente che V « = 

Per definizione abbiamo : 

(au„) — aun.\. ì = a 7 un, 

dalla quale r i su l ta che un fattore costante si può portar fuori del 

•simbolo '. '• 

Se un

 E " I I sono due successioni qua lunque , un-\-vn è una 

nuova success ione; e la definizione del s imbolo V ci dice che 

ossia che il simbolo V « distributivo. 

E ovvio che la propr ie tà dis t r ibut iva del s imbolo V è gene

rale ; è val ida cioè per la somma di quante si vogl iano successioni 

(in numero uni to) . 

Appl icando le precedent i propr ie tà del simbolo \ ', abbiamo 

a d esempio : 

(aunj. i 4- bun -(- c) , (au„.-r {) + y (bun) + y c, 

» = a v ' M « i-i -I- b V'M.„ -|- c, 

» — aun ; ti -I- bun , ! -I- f. 

L ' operazione y appl icata due volte di segui to si indicherà 

con , " 2 ; e, in generale , indicheremo con \ / m l 'operaz ione V appli

ca t a m volte di segui to. Scr iveremo p e r t a n t o : 

V v 7 = V' a , V v 2 - = V : i , . . . . V V ' - 1 • V " . 

Ad esempio abbiamo : 

V 2 «o V ( 7 u„) = V = »jj ; 

v 8 M 0 « ' v { v 8 « o ) = V t t 8 = " s ; ' 
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e in g e n e r a l e 

\ 7 " ' M 0 = » m . 

Segue i m m e d i a t a m e n t e che : 

\7« (Vp «o) = V up = = v * f « 0 . 

Ciò pos to , si consideri il simbolo V come wna quantità, e sia 

/ ' (V) = a 0 V " ! + « , V " " 1 + a, -7 ' " - 2 + . . . + « « . i 7 + o » 

u n j jol inomio in t e ro di ^i-arfo ni, r i spe t to a V- F a r e m o la convenzione: 

/"IV) « j = K V '" -1- a, V "' ' 1 -I- « a V - a + ••• + «»,-1 V -f « ». ) « i> 

» = a 0 * 7 " ' » p - | - « , V " ' " 1 up - I - a 2 V " ' " 2 + • • • -i- ß » , - i ' 7 u v • •[-a,„up, 

ove V " 1 Uj» V ' " ' 1 M p , - - - ) V « j ) , h a n n o i significati s tabi l i t i d ianzi , 

con Up des ignando u n e lemento qua lunque della successione. I n 

v i r t ù di ques t a convenzione, /'(V) è un simbolo di operazione. 

D u e s imboli di operazione si d icono eguali, quando lo opera

zioni che essi r app resen tano p roducono il medes imo effetto, va le 

a dire quando conducono allo s tesso r i su l ta to . E a ques to p r o p o 

sito si h a la seguen te proposiziono gene ra l e : 

Se / ' (V) e <p(\7) sono due polinomi interi rispetto a V , si lui 

V eguaglianza simbolica : 

/ '(V) <p(v) = ^ ( V ) , 

essendo F(\7) il polinomio che si ottiene eseguendo il prodotto a 

sinistra con le ordinarie regole del calcolo algebrico. 

I n a l t r i t e rmin i , si o t t iene i l medes imo r i su l ta to o p e r a n d o 

success ivamente coi simboli cp(v) e / '(V), oppure col s imbolo F(<7) 

o t t enu to dal la molt ipl icazione. 

Ci l imi te remo alla verificazione di questo fatto in u n ca sa 

par t ico la re . 

Si h a a d es. : 

(a \ v + b) (c V + d) = ac v'2 -\- (bc - f ad) V - r bd. 
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Infat t i , operando col simbolo a s inis t ra , si o t t i ene successi

vamente : 

(a V + &). (c V + d) up = {a V + b) (c v up + dup), 

» = a V ( c V , up + dup ) -|- b (c V up + dup), 

» = aC V 8 Mp "I" «d V Mj) + &c V + Ö^Mj, , 

» = ac V 2 up -f- (ad -)- 6c) V uv -|- frrfw p , 

» = föc V 2 + {ad -f- 6c) V + ?»rf]-Mp. 

I n v i r tù della prececente p rop r i e t à poss iamo scr ivere : 

(5) (v-1)» = V " - (i) V » - 1 -I-g) V " 2 - . • • + ( - 1 ) » - 1 (H ! t ) V + (- 1)" ; 

essendo n mi numero in te ro posit ivo qua lunque . 

Considerazioni e convenzioni ana loghe p o t r e m m o r ipetere 

per 1 'operaziooe r appresen ta t a dal simbolo A : si a r r ive rebbe alle 

medesime conclusioni, e, in par t icolare , a l l ' eguagl ianza simbolica: 

(6) (1 - | - A ) " — 1 + ( ? ) A + g) A 2 + (;;) A 3 -f — + („ " 1 i - A " , 

Vi è una relazione notevole fra lo due operaz ioni rappresen

t a t e dai simboli V e A\- Dal la 

A U p =- U p . |- [ 

che definisce 1' operazione A , si t rae 

U p + i — Up -\- A M/M 

ossia 

M . p + 1 = ( l - [ - A ) M , ) . 

D ' a l t ra pa r t e , si h a 

up • t ~ '• "/M 

pe r cui possiamo scr ivere 

V M P = (1 -f A M / M 

e per conseguenza 

(7) v = H - A . ' 
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D a A« i > = « ^ + i - u2> si d e d u c e p u r e Success ivamente : 

A « p = ( V - l ) « z „ 

e quindi 
(8) A = V - I , 

ohe si o t t i ene dalla (7) t r a spo r t ando 1 a s inistra come se si t r a t 

tasse di u n ' e g u a g l i a n z a t r a quan t i t à . D a q u e s t ' u l t i m a si h a im

m e d i a t a m e n t e : 

A " = ( V - l ) n , 
e per la (5), ' :' 

(9) A " = ( V - l ) n = V " - ( | ) V » * 1 -I - (2) V * " 2 - (3) V » " 8 + . . • • I-

+ (-i)"' 1(„! 1)v+(-!)": 

Ana logamen te , dalle (7) e (6) si t r a e : 

(10) v " = a + A ) » A + g / 2
 -1- $ A 3 -1-...+(,/:,)•* -1 -i- A » . 

I n v i r t ù della (9) si h a : 

A " «0 = (V -1)" »o = V t t «o - (") V " - ' « 0 + ß) V " ' 2 «„ - . . . . i • 

e quindi 

(11) A " «o = Un - (") tt„ ., + g) « „ . A - . . . -I- (- 1)" - 1 » , + (- 1)» « 0 f 

la qua le fornisce la differenza nes!'"-a del p r imo e lemento t t 0 , in 

funzione di w 0 , u.n M 2 , . . . , M , , . I , » „ . 

I n par t icolare , si h a : 

A 2 "o - (V - l ) 2 «o = ( V 2 - 2 V + 1) «0 = V 2 " 0 - 2 V tt0 + « 0 

» = M 2 - 2 + w 0 ; 

A 8 «0 = C;7 - l ) 3 «„ = ( v 7 8 - 3 V 2 -I- 3 V - 1) « « 

» -= V*uQ-3 V 2 w 0 + 3 V « o - « o 

» — u3 - 3 u2 -\- 3 ut - u0; 

e così via. 
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Dalla (10) si o t t iene i nvece : 

V » « o = (1 + A ) » « o = I 1 + ( ] } A + $ A * + • • • + (Zi) A " " 1 + A " ) « o , 

ovvero 

(12) un = ua + (» ) A M 0 + ( 1 ) A 2 u 0 + ( M ) A 3 U0 + ... -I-(n'l , ) . \ « " 1 u0 + A " » 0 

la quale esprime l ' e l e m e n t o un mediante uQ, e le p r ime n diffe

renze di w 0 . 

I n particolare, a b b i a m o : 

•••Vs H 0 = (1 + A ) 2 «„ =• (1 + 2 A -f- A 2 ) « o , 

ossia 

M 2 = M 0 + 2 A. ua-\~ A 2 u 0 ; 

V S «o = (1 + A» 3 « o " l 1 + 8 A + 3 A 2 + A 3 ) « o , 

da cui 

tó3 = «o + 3 A « 0 + 3 A 8 «o I A 3 « 0 Ì 

e" così di segui to. 

Nella pratica basterà rammentare le eguaglianze simboliche (9) 

e .(10), e il significato dei simboli operatori / ' ( V ) e / '(. ' ), con / ' d e 

signando un polinomio intero r i spe t t ivamente di V o di A . 

§ 4 . D i f f e r e n z e i l i u n a f u n z i o n e . 

Da ta una funzione /'(se), consider iamo la success ione 

(13) w.0 - /'(.r), « , - /'(.r + A), « a - / > + 27*) , . . . , « < - f\x -\- ih),... 

o t t enu ta a t t r ibuendo alla variabile i va lor i 

x, x -I- li, x -I- 2 / i , . . . , .x -|- ili,... 

in proguessione aritmetica di ragione li. 

P a r t e n d o dalla successione (13) si o t t engono v ia v ia le dif

ferenze prime, seconde, t e r z e , . . . dei suoi e lement i . 

L e differenze del pr imo elemento u0~f(x) della (13) si chia

mano brevemente differenze della funzione f\x).-
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L a p r ima differenza di f(x), 

è u n a nuova funzione di x. I l s imbolo A premesso ad u n a funzione 

f(x) si può qu ind i cons iderare come u n simbolo operatore, che 

cambia f{x) in /"(as 4- h) - f(x). App l i cando due, t r e , . . . . vol te di 

segui to l ' o p e r a t o r e .A,) si hanno le differenze seconda, te rza , ecc. 

di f(x). 

Dal l a differenza nesima di f(x) si o t t iene la differenza n""'"" 1 di 

un e l emen to qualunque u% = f(x -\- ih) della (13), c ambiando sem

p l i cemente x in x 4- ih: per cui bas te rà che ci occupiamo in m o d o 

par t i co la re delle differenze successive di f(x). 

. D a l l a (11) del paragrafo procedente , sos t i tuendo a M 0 , M , , 

u 2 ) . . . , n,i i valor i (13), si h a : 

(14).. • » /'Or) = /'(* -I-nh) - ('[) f[x 4- (n - 1) h) + (») /'[* 4- (n - '2) A] - . . . 4 ( -1 )" A ' ' ) , 

la qualo ci dà l ' e spress ione dell'nesima differenza di f'(x). 

P e r x = 0 e 7i = 1, si ha in p a r t i c o l a r e : 

A " IV) - A » ) - (',) l\n - 1) 4 ftn - 2) - . . . 4- (- 1)» f(0), 

quando alla var iabi le x si a t t r ibu i scono i valor i 0 , 1 , 2, 3 , . . . , n,... 

Ana logamen te , applicando alla successione (13) la formola (.12) 

del pa ragra fo precedente , si o t t i ene : 

/•(.r 4 nh) = f(x) 4 ff) A f(x) -|- ß) /.s* f(x) 4- g) / 3
 M - |-... + 

•i-(M!1)A»-
Im) + , i -»/ ' (« ') ; 

e, in par t i co la re , pe r .r = 0, A = l , 

/•(„)=f(0) + ( ' • ) A.. AO) 4 (1) / « /'(0) 4 . . . -!- (n'i.,)a»-1 AO) -i- A " AO). 

E ev iden te , che se (J è u n a costante , 

A i c y ^ l - c - A A * ) , 
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e, in generale , 
AnC[f(x)] = GAnf(x); 

vale a dire : 

Un fattore costante si può portar fuori del segno di diffe-

ferenza. 

Si ha inol t re : 

La differenza ne"""n della somma di due o più funzioni, è 

uguale alla somma delle differenze ««»»'«<« delle singole funzioni. 

Se, ad e s . ° , f(x) = f\ (x) ~\- /'.> (ai), si h a : 

A " f{x) = A " /ì(as) + A " ^ (x). 
Ciò r isul ta subi to dalle definizioni, oppure d i r e t t a m e n t e dalla 

(14) cambiandovi f(x) in f t (ai) -\- f 2 (x). 

È chiaro senz' al t ro, che la p ropr ie tà è va l ida per la somma 

di un numero (finito) qualsiasi di funzioni. 

F i n qui abbiamo supposto che f(x) sia u n a funzione qualunque . 

Ora considereremo il caso 1 pa r t i co la rmen te in t e res san te in cui f(x) 

è un polìmonio intero. Abb iamo in propos i to il t e o r e m a : 

La differenza n e 8 i m a di un polìmonio di grado n, 

f(x) = «o a?"-I- « t « ! t t " 1 -I- a.;»"- 2 -|- . . . + a„.\m -I- a „ , 

è indipendente da x, vale a dire è una costante. 

In tan to abbiamo p e r la formola del T a y l o r (XV, § 12) : 

f(x -I- h) - /(aO -I- hf (x) + f" (ai) + . . . -I- / " (x), 

da cui 

f(x+h)- f(x)=ìi j /"(x) + i : f" («0 -l- 4f /""0») -I -... -I • ^ > « > ( x ) j, 
od anche 

A/•(•») = hjf(«0 + |j/"'(.<*) + ^ / " " ( x ) - | ~ . . . j . 

Se ora si osserva l ' espress ione t ra pa ren tes i , si vede che essa 

è u n polìmonio di g r a d o n - 1 ; cosicché 1' appl icaz ione del sim

bolo A al pol imonio f(x) fa d iminui re di u n ' u n i t à il g r ado della 
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funzione, vale a dire conduce ad un polirnonio di g r ado n - 1. Da 

ques to poi, in v i r t ù delle p receden t i p ropr ie tà , si t r a e : 

A 2 m « h { A / » -i- A A f ( x ) + A r ( « • ) + . . . J , 

ove il polirnonio t r a pa ren tes i è, per quanto si è de t to t es té , di 

g rado ii-2. E con t inuando nel la s tessa manie ra , si v e d r à che 

A : I f(x) è uu polirnonio di g r a d o n - 3, e così v i a : che A * f(x) è 

un polirnonio di g rado n - le. I n par t ico lare , se le — n, si può sen-

z' a l t ro conc ludere che A " /'(•'*') ò di g rado zero, vale a d i re ima 

cos tan te . 

Da l t eorema d imos t ra to si t rae subito il corol lar io : 

Se /'(.'•) è un polirnonio intero di grado n in x, e si considera 

la successione 

/•(.r), f(x -1- A), l\x -I- 2 A), ...., f(x + eVi), . . . . 

dei valori che esso assume corrispondentemente ai valori di x, 

x, x -|- A, 4- 2 A, . . , . , X -|- ih,.... 

in progressione aritmetica, le differenze ne*imc degli elementi di questa 

successione sono tutte eguali tra loro, ed eguali precisamente alla 

differenza ncsi"m del primo elemento f(x) della successione. 

Abbiamo già osservato che, no t a la differenza Jc.eai"ia de l p r i m o 

e lemento /'(./•) della successione, le differenze k"!,ime r e l a t ive agl i 

e lement i che seguono f(x), si o t t engono success ivamente cam

biandovi .7! in x~\-h, x-\-2h,... ecc. E poiché A " f(x), per il 

t eo rema precedente , è i n d i p e n d e n t e da x, poss iamo s e n z ' a l t r o 

concludere che 

A " f(x) = A " f[x 4- h) = A " f(x + 2 A) = . . . . = c, 

essendo c una costante, cioè una quan t i t à ind ipenden te da . t ( 1 ' . 

S a r e b b e facile calcolare, in gene ra l e , questa cos tan te , e dimo

s t ra re p rec i samente che 

&nf(x) = h"f^(x), 

(1) Segue du ciò ohe le differenze di ordine superiore ad n sono tutte indie. 
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ossia eke 

A " f(iv) = n\ a a h n . 

Come appl icazione dei r i su l ta t i consegui t i , p ropon iamoc i di 

calcolare ì valori assunti da un dato polirnonio per i valori interi 

della variabile. 
Sia ad es.° il pol inomio di 3° g rado 

f{x) = 4 x3 - 2 x2 -I- x + 2, 

e si vogliano calcolare i valor i che easo assume p e r i va io l i di x 

- 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

in progressione aritmetica di ragione 1. 

Calcoliamo a tal fine i q u a t t r o valor i che f(x) assume pe r 

« = - 1 , 0 , 1 , 2. Si ha u0 = f(~l) = - 5; ui = f(ty = %; t« s = 

Al) = 5 ; « 8 = A3) = 28. 

P a r t e n d o da quest i va lor i , possiamo o t tenere success ivamente 

t re differenze pr ime 
A « o , AM .J, A M A ! 

due differenze seconde 

A a u o, A a tit; 

e una differenza t e r za : A 8 uQ. U n a vol ta calcolata A 3 t* 0 = A 8 A~1)> 

noi sappiamo che, qua lunque sia l ' i n t e ro x, si h a A." fix) — A 8 M 0 , 

perchè le differenze te rze degli elementi della successione 

A-D, AO), Al), A 2 ) , A 3 ) , A 4 ) , . . . -

sono t u t t e eguali t ra loro . 

Poss iamo raccogl iere ne l seguente quadro i va lor i u0, tii, M 2 , « Y > 

e le differenze o t t enu t e da ques t i valori p a r t i c o l a r i : 

OS A*) A /"(») A V I » ) A 3 A») 

- 1 - 5 7 - 4 24 

0 2 3 20 ..-•24 
1 5 23 ^ „ - 4 4 " " " ,-24 
2 28 ^ - 6 7 ' " . . 0 8 ' - ' 24 

3 . - - 9 5 - " . . . 24 

4 2 3 0 - " . . . 24 

5 

• , • . . . 
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Nel la p r i m a colonna del q u a d r o sono ind ica t i i va lo r i della 

va r i ab i l e x ; ne l la seconda, i va lor i co r r i sponden t i del la funzione. 

Gl i e l e m e n t i del la colonna A 3 f(x) sono t u t t i eguali t r a loro col 

va lo re comune 24. Ora, noi sapp iamo calcolare (§ 2), m e d i a n t e 

sempl ic i addiz ioni , i valori del la seconda colonna del quad ro , cioè 

i va lor i de l pol inomio cor r i sponden t i ai valor i in te r i di x. Si t r o v a 

a d esempio , p rocedendo per l inee obl ique, f(3) = 95, /*(4) = 230, 

e così di segui to . I l p roced imen to ind ica to è applicabile, come è 

ch ia ro , ad un pol inomio in te ro qua lunque della var iab i le x. P e r u n 

pol imonio di g r ado n si devono calcolare p r e v e n t i v a m e n t e n + 1 

va lo r i del pol imonio, cor r i sponden t i ad a l t r e t t an t i va lor i i n t e r i 

consecu t iv i della var iabi le x. 

Sarà ut i le osservare, che i l q u a d r o precedente , come ogn i a l t ro 

ana logo , si può p r o l u n g a r e v e r s o l ' a l t o (§ 2), e calcolare così ì 

va lor i del pol inomio per i va lo r i i n t e r i nega t iv i della var iabi le . 

§ 5 . F o r i n o l e d ' i n t e r p o l a z i o n e . 

D i una funzione y della var iab i le ind ipenden te x si. sa sol tanto , 

ohe essa assume i valori 

(15) i'/iM il il Vìi ì/m-U lini 

c o r r i s p o n d e n t e m e n t e ai valor i 

(16) a)oj j &'J3, . • • • j Xm - 1 j Xm 

de l la var iab i le a s ( 1 ) . Non si conosce qu ind i l ' e spress ione anal i t ica 

del la funzione, e tu t t av ia si ha bisogno di de te rminare i va lor i di essa 

c o r r i s p o n d e n t i a valori i n t e r m e d i della var iabi le d i s t i n t i da i va

lor i (16). È questo appun to lo scopo de l l ' i n te rpo laz ione come v iene 

in t e sa c o m u n e m e n t e Q u e s t o scopo è raggiunto in via approssi

mi) 1 valori (15) possono essere fomiti, ad es., da indagini statistiche. 

(2) Si ricorre all'interpolazione anche nel caso in cui, pur conoscendo 

la natura della funzione, il colcolo dirotto dei valori intermedi riuscirehho 

troppo Laborioso. Ce ne offre un esempio comunissimo il calcolo logaritmico, 

in cui si ricorre ordinariamente all'interpolazione per parti proporzionali, 

della quale si parlerà tra breve. 
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mata, non appena si s ia cost rui ta una funzione y di x che sod

disfi, alle p receden t i condizioni, che assuma cioè i valor i (15) cor

r i spondentemente ai valor i (16) della var iabi le x, pe rchè allora 

po t remo desumere dall ' espressione della funzione i valor i corri

spondent i a valor i in te rmedi della var iabi le . Senouchè il problema, 

pos to sot to questa forma, è inde te rmina to . E d invero , se noi 

segniamo sul piano g l i m 4 - 1 pun t i 

.Po a (a?o, yà) J P{ ss (.Tj, yi) ; . . . . ; Pm = (xnhì i/m)i 

possiamo immaginare infinite cu rve passant i pe r essi, t u t t e dis t in te 

fra di l o r o ; e concepire quindi l 'esistenza, d ' infini te funzioni d ì x, 

che per x — xi)t a s t , . . . , xm assumono r i spe t t i vamen te i valor i 

2/oi Vii ÌIìvì Ilm-
 8 6 n ° i poniamo la condizione che la 'fun

zione soddisfacente a queste condizioni debba essere raz ionale in t e ra 

e di g rado m, il p rob lema è p i enamen te de te rmina to , pe rchè u n a 

ta le funzione esiste sempre , e si d imost ra per d i p i ù ohe essa è unica . 

N o i dunque por remo il problema dell' interpolazione sot to la 

forma seguente : 

Costruire una funzione della variabile x, intera e di grado m, 

tale che agli m + 1 valori 

X(), Xi, X2, . .. . , Xm 
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della variabile indipendente, corrispondano rispettivamente i valori 

Ih, Vn .%>••••> y™ 

della funzione. 

U n a vol ta cost rui ta ques ta funzione, noi po t r emo interpolare 

se rvendoc i d i essa, e i va lor i o t t e n u t i saranno t a n t o p iù ap

pross imat i , quanto p iù g r ande sarà il numero dei va lor i dati 

,'/oi «'/u VZÌ'"Ì V"' della funzione, e sopra t u t t o quanto p i ù v ic in i 

saranno i cor r i spondent i va lor i x0, x t , x2,..., xm del la va r iab i l e 

i nd ipenden te x. 

Del p rob lema così enunc ia to , da remo due soluzioni 1 1 ) : u n a è 

dovu ta a L a g r a n g e , l ' a l t r a a New ton . Si no t i fin d ' o r a , che sotto 

V aspetto pratico è più i m p o r t a n t e la formola p ropos ta da N e w t o n . 

L 'espress ione o t t enu ta da L a g r a n g e è una combinazione l ineare-

dei va lor i da t i y0, yt,' y»,--., ym, cioè della forma 

// ~ À„ i/0 + X, -f- X2 y2 + -f li i/i - I - . . . . - ) - Xm y, m, 

ove \ 0 , A , , X2,..., Xm sono funzioni in t e re della var iab i le a:. E s s e 

devono soddisfare mani fes tamente alle condizioni : 

i I por x =•= Xi, (i — 1, 2, 3 , vi); 

X,: — \ 0 » x ogni altro valore di x d i s t in to da Xi o scelto fra i numer i 

l X0, Xit XMI, 

perche allora, e allora sol tanto , ponendo ,« = xt ne l l ' espress ione 

p r eceden t e di y, s i ha y — y i , (i = 0, 1, 2, 8 , . . . , m). 

L a funzione X ; è p rec i samen te : 

((c<-a' 0) (03, - asj... ( c c t -a s i - i ) t -aJi + l)... (set-a;,») ' ' " 

come è facile verificare ; cosicché 1' espressione di y è 

^ ™ n ' f33 »'-*<>) (asi-asj)... (» / -cc f - i ) (ce<-as;-|-i)... ( X i - X m ) • ' " 

che è appun to la formola di Lagrange 

(1) Veramonte la soluzione del problema è •unica. Qui ci riferiamo alla 
forma della soluzione. 
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Questa formola è affatto generale , e gli m -|- 1 valor i a t t r ibu i t i 

alla variabile ,/• sono comple tamen te a rb i t r a r i . 

L a formola di Newton invece si r iferisce al caso, d i part i 

colare interesse pra t ico , in cui i valori di x sono in progress ione 

ar i tmet ica : 

xo, .-i:,, - I - li, x a 4 - 2 h, . . . , x 0 - I - mli, 

di ragione 7j. ( 1 ) 

Se indichiamo sempre con 

I/o, Va .'/ai • • • , ih> 

i va lor i cor r i spondent i del la funzione, da quest i valor i possiamo 

d e d u r r e le successive differenze del pr imo elemento y0 : 

..: //oi zi2)/», . ' : t / / n i • • • /_."',y.i-

Ciò posto, la formola propasta da Newton è la seguente : 

È facile r iconoscere d i re t t amente da ques ta for inola : 

1° - Che // è funzione in te ra di grado m della var iab i le .7- ; 

2° - Che per x = x { W si ha // = //,-, (i = 0, 1, 2, 3 , . . . , »0 i 

ossia che y è la funzione in te ra che soddisfa alle volu te condizioni . 

L a forinola d ' i n t e r p o l a z i o n e di Newton non cont iene esplici

t a m e n t e i valori y0, y l t y.,,..., ym della funziono, m a bensì le 

successive differenze di v/0. I n ciò appunto consisto il notevole 

vantaggio pra t ico della formola, perchè codeste diff'eronze dimi

nuiscono in generale con g r ande rapidità, cosicché oi si può limi-

fi) In questo caso si ha x i — x 0 -|- ili, (i — 0, 1,2, , vi). 
(2) Non si cliinentichi cho qui x ì = x 0 -|- ih, costellò da x = X » = a:0 -|- ili 

. 'X — Xf. 
si trae —;—- = l. 
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t a r e ne l la p ra t i ca ai pr imi t e rmin i del la formola, t r a scu rando t u t t i 

g l i a l t r i . 

P o s t o ;/ = f'(x), la formola d i N e w t o n si può sc r ive re : 

/•(.ri = /•(,,) + sja A M) +•• • 

s i . p p . !) 2)... p p . . + 1 ) « . 

Se si l imi t a la formola al secondo te rmine , si lia 

A*) = /K) + ? . A . f W , 

ossia, poiché A f{xQ) = / ' ( .T. 0 -|- A) - /'(>;0), 

a; - /i ' 

la quale espr ime che gli incrementi della funzione sono proporzionali 

ai corrispondenti incrementi della variabile. I n ciò consis to l'inter

polazione per parti proporzionali de t t a anche interpolazione lineare, 

la quale v e r r à appl ica ta t u t t e le vol te che le differenze seconde 

r i su l t ino di u n ord ine di g randezza così piccolo, da po te r s i pra t i 

c a m e n t e t r a scu ra r e . P e r es., quando si fa uso delle t avo le t r igo

nome t r i che a set te decimali , le differenze seconde sono infer ior i 

ad un ' un i t à del l ' o t t avo ord ine decimale, e si può quindi fare 

l ' i n t e r p o l a z i o n e per pa r t i p roporz ional i . 

Ne i l ' in terpolazione l ineare , all ' arco di curva compreso t r a i 

p u n t i d i ascisse xQ e x0 -f A, si sos t i tu isce la corda che lo so t t ende , 

cioè u n segmento rettilineo. 

Se nel la formola di Newton si p r e n d o n o p iù di due t e r m i n i , 

l ' i n t e rpo laz ione si chiama parabolica. L a l inea ehe si a d o p e r a in 

questo caso pe r l ' in te rpolaz ione è u n a pa rabo la di 2° g r a d o , se i 

t e rmin i conserva t i sono tre ; u n a pa rabo la di 3" g rado , se ques t i 

t e r m i n i sono qua t t ro ; e così di segui to . 

D a t a u n a funzione qualunqiie f'(x), sia cp(x) la funzione i n t e r a 

di g r a d o m, ohe coincide con la f(x) per gli m -\- 1 v a l o r i 

DM'Agitola - Matematiche Goncrnli' 35 
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xOÌ x n x2ì..., x,„ della var iabi le . Se x è un va lore medio i r a 

quest i valori , e dist info da xQì x i } x2,..., x ! i n la differenza 

f(x)-cp{x) si chiama resto o errore de l l ' appross imaz ione , quando 

viene assunto cp(.-r) come va lore appross imato di f(x). Si d imostra 

che questo resto è fornito dal la fo rmola : 

(18) f(x) - cp (x) = 0» - xa) (x - xt) (x - xt)... (x - xm) "̂.j.yC, 

ove u è un valore medio fra x0, x l t x2)..., x m e x; la quale 

formola serve di fondamento per la de te rminaz ione di u n confine 

superiore dell ' e r ro re che si commet te nel l ' i n t e r p o l a z i o n e . ( 1 ) 

Ci l imiteremo qui a c i tare le formolo che forniscono il det to 

confine in qualche caso par t ico lare . 

Quando di u n a da ta funzione f(x) sono no t i i valor i /"(•'• 5) e 

/'{Xy), che essa assume per x = x0 e per x = x i , e si vogl iono 

de terminare , median te in te rpo laz ione l ineare, i valor i di f(x) pe r 

valor i in termedi della var iabi le , si può, col sussidio della formola 

(18) nel caso par t icolare m — 1, assegnare a priori u n confine supe

riore dell ' errore commesso. P o s t o xx - x0 = A, e des ignando con M 

il massimo valore assoluto di f"(x) ne l l ' in terval lo (x0, xf), si dimo

stra che 1' errore in parola non può superare in va lore assoluto 

la quan t i t à 

Da t i t re valori di f'(x): 

f{x»\ / > „ + > * ) . / > o + 2A), 

cor r i spondent i ai t r e va lor i xOÌ x0 + h, xQ-\-2h della var iabi le in 

progress ione ar i tmet ica di r ag ione A, u n confine super iore del valore 

assoluto dell' e r rore commesso, quando si r i cor re a l l ' in terpolaz ione 

(1) Per una dimostrazione molto semplice di questa formola si può 
vedere: G. Peano «Lezioni''di analisi infinitesimale », vol. L, pag. 104, § 70 
Torino, Tipografia editrice G. Candelotti, 1898; oppure dello stesso Autore 
Formulario, Editio V. pag. 807. 
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ove M r a p p r e s e n t a il massimo va lo re assoluto di f" (as) n e l l ' in

te rva l lo (,o.'0, as 0 -f 2 li). 

Se poi l ' a r c o di curva r app re sen t a t r i c e della funzione y = f(x) 

co r r i sponden te a l l ' in terval lo (xQ, ocQ + 27;), è t u t t o convesso o t u t t o 

concavo verso la direzione pos i t iva del l 'asse ?/, a l lora si può sosti

t u i r e al l imi te sudde t t o il s eguen te 

il cui calcolo p re sen ta molto spesso u n a maggiore sempl ic i t à . ' 1 ' 

(1) Per maggiori dettagli su questo argomento vedasi ad es.: A. Barriol 
«Theorie et Pratique des Operations Financières », 0, Doin, Editeur, Paris. 
Pag. I H e seg.ti. - Vedasi anche C. E, Bonferroni « Sull'interpolazione nelle 
tavole finanziarie». Giornale di Matematica,,finanziaria - Marzo-Giugno-Set
tembre 1922. 

pa rabo l ica o t t enu ta conservando nel la formola di N e w t o n i p r i m i 

t r e t e rmin i , è espresso dalla formola : 
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Elementi di Calcolo delle probabilità 

§ 1 . D e f i n i z i o n e d i p r o b a b i l i t à . 

Si afferma sovente , gu ida t i da l l ' in tu iz ione , che dire eventi 

E{ ed E2 hanno eguale p robabi l i t à di p r e s e n t a r s i ; oppure che 

l ' even to Ey ha magg io re p robabi l i t à di p resen ta r s i in confronto 

dell ' evento E2. Ved i amo di chiar i re la cosa con qualche esempio. 

U n ' u r n a Ut cont iene 10 p a l l e : 5 b ianche e le r imanen t i nere . 

Una. seconda u r n a Ls cont iene 20 palle di cui 10 sono bianche, 

e le r imanent i 10 sono nere . Cons ider iamo i due e v e n t i : 

Eu consis tente ne l l ' e s t r az ione di una pal la b ianca d a l l ' u r n a U^, 

E2, consis tente ne l l ' e s t r az ione di una palla b i anca d a l l ' u r n a l] 2 . 

Quando si estrae una pal la dall ' u r n a C7,, 10 sono i casi pos

sibili, dei quali 5 favorevoli a l l ' even to E r I n v e c e ne l l ' e s t raz ione 

di una palla d a l l ' u r n a U2, '20 sono i casi possibili , dei quali 10 

sono favorevoli a l l ' even to E2. Si passa dal la composizione della 

p r ima urna a quella della seconda, r a d d o p p i a n d o contemporanea

men te il numero dei casi possibili e quello dei casi favorevoli 

a l i ' even to . L ' i n t u i z i o n e sugger isce subito che i due event i hanno 

eguale probabi l i t à di presentars i . L a stessa conclusione ci ver

rebbe suggerita,, qua lora nel passaggio dalla composizione d e l l ' u r n a 

U, alla composizione d e l l ' u r n a U2, il n u m e r o de i casi possibil i e 

quello dei casi favorevoli d iventassero c o n t e m p o r a n e a m e n t e n vol te 

p iù grandi , essendo n un in te ro qua lunque . Quindi : « se il numero 

dei casi possibili d iven ta doppio , triplo, q u a d r u p l o ecc., e al tem

po stesso il numero dei casi favorevoli a l l ' e v e n t o d iven ta rispet

t ivamente doppio, t r ip lo , quadrup lo ecc., la p robab i l i t à del l ' evento 

r imane ina l t e ra ta ». 
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S u p p o n i a m o in secondo luogo cke l ' u r n a £7, con tenga 10 pal le , 

d i cui 3 sono b ianche e le r i m a n e n t i n e r e ; e cke l ' u r n a U2 con

t enga 10 pal le , delle quali 5 sono b iancke e le a l t re ne r e . I n ques to 

caso l ' e v e n t o E^ h a una p robab i l i t à m i n o r e di p r e s e n t a r s i in 

confronto de l l ' even to E2. Qui ne l passaggio da EL ad E2 è r i m a s t o 

i na l t e r a to il numero dei casi possibi l i , ed è aumen ta to invece il 

n u m e r o dei casi favorevoli . Si ò condo t t i così ad affermare che : 

« se il n u m e r o dei casi possibi l i r imane costante, la p robab i l i t à 

a u m e n t a coli ' a u m e n t a r e del n u m e r o dei casi favorevoli a l l ' e v e n t o ». 

S i s u p p o n g a in fine, che l ' u r n a Ui contenga 15 pa l le delle 

quali 5 sono b ianche e le a l t re sono n e r e ; che l ' u r n a U2 c o n t e n g a 

10 pa l l e : 5 b ianche e ' 5 nere . L a probabi l i tà di Ex è m i n o r e della 

p robab i l i t à d i E„. Questa vo l ta nel passaggio da El ad E2 è 

r imas to ina l te ra to il numero dei casi favorevoli , ed è d iminu i to 

invece il numero dei casi poss ibi l i . Q u i n d i : «se il numero dei 

casi favorevol i r imane costante, la probabi l i t à aumenta col dimi

nu i re del n u m e r o dei casi possibi l i ». 

Nel fo rmula re i giudizi p receden t i , sempre guidat i d a l l ' i n t u i 

zione, si ò ammesso tac i t amente , che tutti i casi che si possono 

p resen ta re sieno egualmente possibili) o, in a l t r i te rmini , che nes

suna c i rcos tanza possa essere p i ù favorevole ad uno o ad a lcuni 

d i essi, in confronto dei r imanen t i . D a i giudizi stessi siamo i n d o t t i 

ad assegnare alla p robab i l i t à di u n even to un valore numer ico , 

e p rec i samente a s tabi l i re la definizione : 

La probabilità di un evento è rappresentata da una frazione, 

che ha per denominatore il numero dei casi possibili, e per numera

tore il numero dei casi favorevoli all'evento; nell'ipotesi che tutti i 

casi sieno egualmente possibili. 

L a frazione espr imente la p robab i l i t à è gene ra lmen te infer iore 

a l l ' u n i t à . Solo eccezionalmente essa può assumere il va lore uno 

o il valore zero. L a probabil i tà assume i l va lore 1 quando tutti i 

casi possibi l i sono favorevoli a l l ' e v e n t o , e allora d ic iamo che 

1' even to è certo, ossia che la probabilità 1 esprime la certezza. L a 
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probabil i tà è ugna le a 0 quando nessuno de i oasi possibi l i è favo

revole all ' evento. I n questo caso si dice che l ' e v e n t o è impossibile, 

od anche che la probabilità 0 equivale all' impossibilità. 

Ind ich iamo, in genera le , con E un even to , con p la proba

bi l i tà che esso ha di p resen ta r s i in una p rova . Se n è il n u m e r o 

dei casi possibili e a il numero dei casi favorevol i all ' evento, si 

ha pe r definizione 
a 

M il 

Allora ii-a è il numero dei casi in cui l ' e v e n t o E non si ve

rifica, vale a dire i n cui ha luogo l 'evento contrario che des igniamo 

con F. L a probabi l i t à di F è dunque 

e si ha p + q — 1 ; cioè la somma delle probabilità di due eventi 

contrari è l'unità. E chiaro d ' a l t ronde , che in ogni prova si ver i 

fica l ' u n o o l ' a l t r o , così che la p robab i l i t à di verificarsi di E o 

d i F indifferentemente, è la certezza. 

A d i l lus t ra re la definizione precedente , passe remo a t r a t t a r e 

alcuni problemi sui g iuochi d i azzardo. I l m e t o d o p iù frequente

me n te usato nel la r isoluzione di ta l i p rob lemi , Consiste nella enu

merazione dei casi possibili e dei casi favorevol i all ' evento che 

si considera . 

§ 2 . A l c u n i p r o b l e m i . 

1) Qual è la probabilità che sorta al lotto un mimerò assegnato, 

oppure un dato ambo, terno o quaterna 'ì 

Poiché vengono es t r a t t i lì fra i 90 numer i , i. casi possibili 

sono t an t i q u a n t e sono le c inquine ohe si possono o t t enere con 

essi, cioè fjP) <». 

a) Ne l oaso de l l ' e s t raz ione d i u n numero prefissato, i casi 

favorevoli sono r app re sen t a t i da quelle c inqu ine che lo conten-

(1) Qui evidentemente ni prescinde dall'ordine di estrazione. 
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gono . Es se si o t tengono ev iden t emen te agg iungendo codes to n u m e r o 

alle combinaz ion i a .4 a 4 degl i 8U n u m e r i r i m a n e n t i . I casi favo

revol i sono dunque"i^j'j, e la p robab i l i t à che venga e s t r a t t o il 

numero assegna to è 
/8f)\. /'!)0\ 

E a t t e le d e b i t e somplificazioni, si t rova 

v = - - = — = 0 0 5 5 5 ? i 18 ' 

l>) T r a t t a n d o s i di un ambo, i casi favorevol i sono t a n t i q u a n t e 

sono le c inquine contenent i i due n u m e r i che compongono l ' a m b o . 

Quindi , il n u m e r o dei casi favorevoli è uguale a quello del le com

binaz ioni t e rna r i e ohe si possono o t t enere coi r imanen t i 8 8 n u m e r i , 

cioè ( ^ j . L a probabi l i t à che venga e s t r a t t o un dato ambo è d u n q u e 

P 2 ~ l 3 1 ' \ 5 J 90 x 8!) 8U1 u > u u z o 

c) I n modo analogo, ind icando r i spe t t i vamen te con p;ì e con 

p ^ le p robab i l i t à che v e n g a e s t r a t to un dato terno e u n a da t a 

quaterna, si t r o v a : 

2) Si lancia un dado n volte di seguito. Qual è la probabilità 

di ottenere almeno una volta il punto li ? 

Qui sono in giuoco 6 e lement i : i numer i che con t r a s segnano 

le facce del dado. I l numero dei casi possibi l i è quello dello disposi

zioni con r ipe t iz ione di 6 e lement i della classe n, cioè 6 " (Cfr. I I , S 5). 

D ' a l t r a par te , i casi nei qual i non apparisce la faccia (!, sono 

t an t i qua n t e sono le disposizioni con r ipe t iz ione dei c inque e lement i 

1, 2, 3, 4, 5, ossia 6 " . I casi favorevol i a l l ' even to cons ide ra to sono 

quindi in numero d i 6 " - 5 " , e la r ichies ta probabi l i t à è 

0« - 5« 
p = 
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ossia 

P ropon iamoc i ora il p roblema inverso : da to p, de te rminare n. 

I n t e rmin i e sp l i c i t i : « q u a n t e volte si deve lanc iare un dado, af

finchè la propabi l i tà d i veder appari re la faccia 6 a lmeno una 

vol ta sia eguale a p ? » 

Basterà r isolvere 1' equazione p receden te r i spe t to ad n. Si ha 

success ivamente : 
5» -, 

( f r - 1 - « 

n [Log 5 - L o g fi] = L o g (1 - p), 

e in fine 

Log 5 - Logli 

1 1 
Nel caso par t icolare p = - - , si ha 1~J> — T, L o g (1 - p) — - L o g 2 ; 

qu ind i 

Logli-Log 5 ' 

Po iché n dev ' essere in te ro , si p rende rà n = 4. .E evidente 

a l lora che un g iuoca tore il quale scommettesse , a p a r i t à di con

dizioni , di o t t enere a lmeno u n a vo l ta il pun to ti in 4 colpi, si 

t roverebbe in condiz ioni p iù favorevoli dell ' avve r sa r io . 

3) Si lanciano contemporaneamente due dadi n volte dì seguito. 

Si domanda la probabilità di veder apparire almeno una volta il 

doppio 6. 

Quando si lanciano due dadi con temporaneamente , ogni faccia 

d i un dado può associarsi ad una qualunque delle facce del l 'a l t ro, 

per cui i casi possibi l i sono G x 6 = 86, dei qua l i uno solo è rap

p resen ta to dal dopp io 6. Se noi consider iamo come e lement i le 

30 coppie di numer i alle qual i può dar luogo un colpo, ci tro

viamo r i condo t t i al calcolo combina tor io o rd ina r io pe r quan to 
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r i g u a r d a 1' enumeraz ione dei casi possibi l i e dei casi favorevol i 

a l l ' even to ; e 1' a t tua le p rob lema si r isolve nel l ' ident ico m o d o del 

p receden te , salvo eira in luogo di 6 e lement i ne dobb iamo consi

de ra re 36. Si perv iene così i m m e d i a t a m e n t e alla formola 

P— x ~ 3(5« ' 

che dà 1' espress ione della r ichies ta probabi l i tà . 

Se si suppone data la p robabi l i t à p e si vuol de te rmina re n, si h a 

w = U g ( t - p ) . 
Log35 - Log30 

e per^> = ~ ) si t r o v a 

Log 2 
Log 36 - Log35" 

2 4 , 6 . . . 

B i sogne rà dunque p r a t i c a m e n t e g iuocare 25 par t i t e , se si vuole 

2 
avere u n a probabi l i t à non inferiore ad ~ di veder appar i r e almeno 

una vol ta il doppio 6 . ( 1 ) 

4) Si lanciano tre dadi contemporaneamente: qual è la proba

bilità die la somma dei punti presentati dalle tre facce sia supe

riore a 10? 

I l computo dei casi possibil i e de i casi favorevoli a l l ' even to 

è compl ica to . P e r evi tare ques ta difficoltà, osserviamo che due 

facce opposte di u n dado sono con t rassegna te da due n u m e r i la 

cui somma è sempre 7. Se noi d u n q u e lanciamo t r e dadi , la somma 

dei pun t i delle facce che appar iscono (facce superiori), e la s o m m a 

dei p u n t i segnat i sulle t r e facce opposte (facce inferiori) sono 

complemen ta r i r ispet to al n u m e r o 2 Ì , Segue da ciò, che se in u n a 

p rova la somma dei pun t i delle t r e facce apparse n o n è super io re 

a 10, la somma de i pun t i delle t r e facce opposte è c e r t a m e n t e 

super io re a 10 ; e rec iprocamente . Ne segue che, des ignando con m 

il n u m e r o dei casi favorevoli a l l ' even to considerato (somma supe

r iore a 10), ni è anche il n u m e r o dei casi in cui h a luogo l ' evento 

(1) Pe r una generalizzazione di questo problema, vedasi : G. Castolnuovo 

«Calcolo delle probabili tà» 2 a edizione - pag. 12. 
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contrar io. Si può concludere pe r t an to che il n u m e r o dei casi pos

sibili è 2 m, e che la p robabi l i t à .cercata è ,4~- = 4-. 

§ 3 . F r e q u e n z a e l e g g e e m p i r i c a d e l c a s o . 

Si consideri u n ' u r n a con tenen te a pal le b ianche e b palle 

nere . Si es t ragga una pa l la d a l l ' u r n a : la p robabi l i t à che la pa l la 

es t ra t t a sia bianca, è 
ti 

Supponiamo di eseguire n es t razioni u n a dopo l 'a l t ra , rimet

tendo ogni volta la palla estratta nell' urna. Ad ogn i p r o v a la com

posizione dell ' u rna r imane sempre la medes ima, e qu ind i la pro

babili tà de l l ' even to « es t raz ione di una pal la b i a n c a » , evento che 

indicheremo con Et si man t i ene costante ed egua le a p. Si sup

ponga che delle n estrazioni , v n r i su l t ino favorevol i a l l 'evento. 

I l r appor to ~ si ch iama frequenza dell' evento E nelle n proved 

Adunque : 

La frequenza di un evento in una serie di prove è il rapporto 

fra il numero delle volte in cui V evento si è manifestato, e il mi

merò totale delle prove ». 

Mentre la p robab i l i t à ò . u n concet to a s t r a t t o e v iene calcolata 

a priori, la frequenza è u n da to pu ramen te spe r imen ta le , e si o t t iene 

a posteriori, cioè dopo d i aver real izzato u n certo n u m e r o di prove. 

P e r es., se si lancia una mone ta 100 vol te di segui to e tosta 
47 

appar i sce 47 volte, j ~ — 0,47 è la f requenza di t e s ta nel le 100 

p rove eseguite. Ma se facciamo poi al t re 100 p rove , t e s ta a p p a r i r à 

in generale un numero diverso di volte in confronto del p receden te ; 
per es, 53 vol te . L a frequenza di t e s ta in ques ta seconda serio è 
53 

!,-,[) = 0,53. Se accadesse che su 100 p rove tes ta non appar i sse mai, 

circostanza questa di e s t rema ra r i t à , la f requenza di t e s ta sarebbe 
(1) E qnoatii propriamente la frequenza relativa. La frequonza assoluta 

ò rappresentata dal numero v. 
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TÖ5 = °- ^ s e t e s t a appar isse in t u t t e le 100 prove, caso a l t r e t t a n t o 

r a r o , la f requenza di t e s t a sa rebbe ~ — 1. I n somma lanc iando 

u n a m o n e t a 100 volte d i segui to , la frequenza di festa può assu

m e r e u n o dei valor i 0, ~ , ~ , . — , 1, compres i t r a 0 e 1 

(es t remi inclusi). 

S i comprende quindi come la f requenza di u n even to var i 

in gene ra l e col numero del le p rove eseguite, e var i p u r e se si 

r i pe t e lo stesso numero di p r o v e . 

P o i c h é ad ogn i serie d i p r o v e cor r i sponde lina cer ta f requenza 

del l ' even to considerato , ad u n a successione di serie, di prove, cor

r i s p o n d e una successione c o n g r u e n t e di frequenze. E se-il numero 

del le p r o v e va con t inuamen te a u m e n t a n d o da u n a ser ie alla suc

cess iva , V esperienza ci dice che la successione delle cor r i sponden t i 

f requenze tende a convergere, osci l lando, verso la p robab i l i t à del

l' e v e n t o . Ques to r isul ta to s p e r i m e n t a l e cost i tuisce la legge empi

rica del caso, che si può enunc ia re b r evemen te : 

Ira una sèrie di prove, fatte nelle stesse condizioni, col crescere 

indefinitamente del numero delle prove, la frequenza (relativa) di 

un evento fortuito tende a convergere verso la probabilità dell'1 evento. 

Con la locuzione « l a f requenza t ende a convergere verso la 

probabi l i t à dell ' evento » si vuo l significare, che la p robab i l i t à del

l ' even to n o n è il l imite del la f requenza nel senso preciso de l l 'Ana l i s i 

ma temat ica . Non si può affermare, i n al t r i t e rmin i , che fissato u u 

numero posi t ivo e piccolo a vo lon tà , esiste u n in t e ro N, t a le che 

pe r n > N, con n des ignando il n u m e r o delle prove, r i su l t i 

P ~ e < < P + 8> 

essendo -•• la frequenza d e l l ' e v e n t o nel le n prove, e p l a proba-

bi l i tà cos tante di esso in ogni p rova . L 'af fermazione c o n t e n u t a 

nel la l egge empirioa del caso va in tesa nel senso che, u n a v o l t a 

fissato i l numero e, al crescere indef in i tamente del n u m e r o delle 

p rove , i l caso in cu i la f requenza non sia compresa 1 t r a p - s e p -|- e, 
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diventa sempre p iù l'aro. Si t r a t t a insomma di ima tendenza al 

l imi t e p nel senso vago delle scienze sper imenta l i . (1> 

§ 4 . P r o b a b i l i t à t o t a l e e p r o b a b i l i t à c o m p o s t a . 

I l ' calcolo delle probabi l i t à di u n evento si semplifica spesso 

notevolmente con l ' app l i caz ione di due teoremi , conosciut i col 

nome di principio delle probabilità totali e principio delle probabi

lità composte. 

a) Principio delle probabilità totali. 

Diremo che due event i EL, E., sono incompatibili o si esclu

dono a vicenda, quando essi non possono aver luogo contempora

neamen te ; ossia quando la classe At dei casi favorevol i ad Ei e 

la classe A„ dei casi favorevol i adi?,.,, non h a n n o e lement i comuni. 

Se un ' u r n a con t iene 100 palle n u m e r a t e da 1 a 100, i due 

event i : 

es t razione di una palla recante un numero p a r i ; 

es t razione di una pal la cont rassegna ta da u n n u m e r o divisibile per 3, 

non sono incompat ib i l i , pe rchè se la pal la e s t r a t t a reca, ad e s . ° , 

il numero 12, questo è ad un tempo un n u m e r o p a r i e u n numero 

divisibile per S. I n a l t r i t e rmin i i due event i possono presentars i 

insieme. 

Invece i due event i : 

es t razione di u n numero par i ; 

estrazione di u n numero" d ispar i divisibile per 3 , 

sono mani fes tamente incompat ibi l i . 

Ciò posto, il p r inc ip io delle probabi l i tà to ta l i , ne l caso più 

semplice, si può enunc ia re così : 

« Quando un evento E si presenta sotto due modalità (eventi) 

E u Eä escludentisi a vicenda, la probabilità dell-evento E è la 

somma delle probabilità spettanti ai due eventi E\ ed Eä ». 

Si consider i u n ' u r n a U con tenen te ai pal le b ianche , a., palle 

ne re , ins ieme ad u n n u m e r o qua lunque di pal le d i a l t r i colori. 

(1) Vedasi a questo proposito Gr. Giistehiuovo - loco ci ta to - N . 2, :pag. 8 
del I. volume. 
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L ' e v e n t o E consista n e l l ' e s t r a z i o n e d a l l ' u r n a di u n pal la b ianca 

o nera indif ferentemente . Esso può presentars i sot to d u e modal i tà , 

e p rec i samen te : 

est-razione di lina pal la b ianca (modal i tà o evento E^; 

es t raz ione di una pal la ne ra (modali tà o evento E2); 

ed è ovvio che queste due modal i tà si escludono a v icenda . 

S ia n il numero tota le delle pa l le con tenu te ne l l ' u r n a : n è 

il n u m e r o elei casi possibil i per ciascuno degli even t i E, E l ì E.z. 

D ' a l t r a pa r t e 

« , ò il numero dei casi favorevoli ad 7 ? f , 

ci., » » » » » » » E.,, 

a j + a o » » » » » » » E, 

e si conclude che : 

py=
n-± h la p robab i l i t à cor r i spondente a l l ' even to E n 

»., = — » » » » » Jb „ , 

11 
p — ——•—= » » » » E. 
' il 

N e segue immed ia t amen te che 

p=pl+p2. 

E chiaro senz 'a l t ro che i l pr inc ip io delle probabi l i tà to ta l i è ge

nera le , cioè sussiste qua lùnque sia il numero (finito) del le modal i t à 

esc ludent is i a vicenda, sotto le qual i un evento può p resen ta r s i . 

Ecco un esempio in p ropos i to : 

« U n ' u rna cont iene 100 pa l le n u m e r a t e da 1 a 100. Si es t rae 

u n a pal la d a l l ' u r n a : qual è la p robab i l i t à che la pal la e s t ra t t a 

rech i u n numero par i oppure u n n u m e r o dispari d ivis ibi le per 3 ? ». 

L ' evento E , di cui si ch iede la probabil i tà , si p resen ta sot to 

due moda l i t à escludentis i a vicenda, e p rec i samente : 

es t raz ione di iin n u m e r o par i (evento E L ) ; 

es t razione di un numero d i spar i divisibile per 3 (evento E , ) . 

I casi favorevoli ad E T sono 50, quan t i sono i n u m e r i pa r i 
K0 

da 1 a 100, e la probabi l i t à di E { è qu indi P Ì ~ J Q Q -



558 CAPITOLO X X V I I I . — § 4 

Il computo dei casi favorevoli ad Eä si può fare nel modo 

seguen te . Un numero divisibile p e r 3 dev 'essere del la forma 3 7c, 

essendo 7i' un numero in te ro posit ivo qua lunque . Affinchè 3 le sia 

dispar i , le dev' essere della forma 2 li - 1, essendo li un numero 

in te ro posit ivo arbi t rar io . Segue da ciò, che 3 (2 7« - 1) = 67«,-3 è 

1' espressione generale di un ' numero dispari d iv is ib i le p e r 3. Se 

si pone la condizione che questo numero sia infer iore a 100, si 

deve avere 

6 li - 3 < 100, 

da cui si deduce success ivamente 

6 li < 103, 

A < - r , 

li « 17, 

Abbiamo cosi 17 n u m e r i inferiori a 100, i qual i sono ad un. 

t e m p o dispari e divisibi l i pe r 3, e in conseguenza i casi favorevoli 

all ' evento E2 sono in numero di 17, e la p robabi l i t à di questo 

evento è i> 2 == ̂ j . 

S e ora applichiamo il p r inc ip io delle probabil i tà , total i , desi

gnando oon p la probabi l i tà dell ' evento E, abbiamo 

50 . 17 (Ì7 ,, n r , 
P ' Pi - h P y m + m = m«= 0,67. 

1») Principio delle probabilità composte, 

Un evento E si dice composto quando r i su l t a da l concorso 

s imultaneo o successivo di due o più event i (semplici) Ex, E2,... 

Dalle probabi l i tà di quest i , si deduce le p robabi l i t à d i quello. Biso

gna però d is t inguere due casi, a seconda che gl i e v e n t i E u E2..., 

sono indipendent i o n o n ind ipenden t i . 

Due o p iù event i si dicono indipendenti quando il verificarsi 

d i uno di essi non influisce sulla probabi l i t à d i verificarsi d i u n 

a l t ro qualunque dei r imanen t i . 



CAPITOLO X X V I I I . — 55!) 

Ciò inteso, ' il p r inc ip io delle p robab i l i t à composte n e l l ' i p o t e s i 

d i e v e n t i (semplici) ind ipenden t i , si può enunc ia re così : 

La probabilità di un evento composto di due o pia eventi 

indipendenti fra. di foro, è il prodotto delle probabilità degli eventi 

.semplici che concorrono a realizzarlo. 

F a r e m o , per semplici tà , la suppos iz ione che si t r a t t i di u n 

e v e n t o composto di due event i , dopo di che l 'es tensione del p r in 

cipio al caso genera le non p re sen ta a l cuna difficoltà. 

Cons ider iamo due u r n e Ux e U2 : supponiamo che UL con

t e n g a rc, palle delle quali a{ b i anche , e che U2 con tenga n2 pa l le 

d i cui a2 b i anche . Si e s t r aggono due pal le , una dal l ' u r n a Ui e 

l ' a l t r a d a l l ' u r n a U./1]: qual è la p robab i l i t à che le due pa l le 

e s t r a t t e s ieno e n t r a m b e b i anche ? L ' e v e n t o E consis tente nel l ' e-

s t r az ione di una pa l la b ianca tanto" da üt quanto da- U2, r i su l t a 

d a l concorso s imul taneo o successivo dei due event i : 

e s t r az ione di una pal la b ianca d a l l ' u r n a U.^ (evento E^, 

» » » > » » U2 ( * E,,), 

i qual i sono fra di loro ind ipenden t i . L a probabi l i t à d i E{ è ~ ; 

que l l a d i E2 è Calcoliamo la p robab i l i t à di E. P o i c h é ne l le d u e 

estrazioni, u n a pal la qua lunque de l l ' u rna Ui può associars i ad u n a 

palla q u a l u n q u e d e l l ' u r n a U2, i l n u m e r o de i casi poss ib i l i è ma

n i fes tamente n1 n2. Ana logamente , u n a palla bianca q u a l u n q u e d i 

Ux può associarsi a d una pal la b i a n c a quals ias i d i U2, ed è qu ind i 

<ix a2 il n u m e r o dei casi favorevol i . D e s i g n a n d o con p l a p roba 

bi l i tà del l ' evento E, abbiamo p e r t a n t o : 

p r o d o t t o del le probabi l i tà d i Et ed E2 r i spe t t i vamen te . 

L i m i t a n d o c i sèmpre a l caso di u n evento E compos to di d u e 

e v e n t i Ex ed E2, supponiamo ora che ques t i non sieno indipen-

(1) L'estrazione può essere qui successiva o simultanea', indifferentemente. 
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dent i , e vediamo come dev ' essere inteso ed enunc ia to , in ta le 

ipotesi , il pr incipio delle probabi l i tà composte . 

Si consideri u n ' u r n a U contenente n pal le d i cui a b ianche . 

E s t r a g g o una palla senza r imet te r la nell ' u r n a ; poi n e es t raggo 

una seconda : qual è la p robabi l i t à che le due pa l le es t ra t t e sieno 

ent rambe b ianche? Qui l ' even to E consta ne l l ' e s t raz ione successiva 

dall ' u rna di due palle b ianche , senza r i m e t t e r e la pal la nell ' u rna 

dopo la pr ima estrazione. L ' evento E può verif icarsi solo a con

dizione che la p r ima palla e s t r a t t a sia b i anca ; m a siccome questa 

palla non viene r imessa nel l ' u rna , la composiz ione di 77 non è 

p i ù quella di pr ima, e qu ind i la probabi l i tà di e s t r a r r e u n a palla 

bianca nella seconda p rova viene modificata da l verificarsi del

l ' e v e n t o « estrazione di una palla b ianca nella p r i m a p r o v a » . Pos

siamo dire bensì che l ' even to E r i sul ta compos to dei due event i : 

estrazione di una pal la b ianca nella p r ima p rova (evento 2 ^ ) ; 

» » » » » » seconda » ( » 2? 2); 

ma questa vol ta i due even t i Et ed E& non sono indipendenti. 

P e r calcolare la probabi l i tà di E, possiamo rag iona re . nel modo 

seguente . U n a pal la qua lunque d e l l ' u r n a può v e n i r e es t ra t t a nella 

pr ima prova, ed essa può associarsi ad una qua lunque delle » - 1 

che r imangono nell ' u rna dopo la p r ima est razione. D a ciò r isul ta 

ohe il numero dei casi possibi l i è n [n - 1). I casi favorevoli ad E 

sono in numero di a (a - 1), pe rchè una qua lunque pal la b ianca 

di 77 può associarsi, nelle due estrazioni , ad u n a qualsiasi delle 

a - 1 r imanen t i pal le bianche. Si conclude • che l a probabi l i t à p 

di 23, viene da ta dal la f razione 

a (a -1 ) 

od anche dal p rodo t to 
a « - 1 

p — _ x — • ? . 
x n n-l 

Ora A è la p robabi l i t à di estrax're lina pa l la b i a n c a nel la p r ima 

prova , e, supposto die questo evento si sia verificato, ^—J. è la pro-
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babi l i tà dì es t raz ione di una pa l la bianca nel la seconda p rova , 

Pos s i amo pe r t an to afiermare che : 

La probabilità di un evento E composto dì due eventi El ed E2 

non indipendenti fra di loro, e considerati nell' ordine scritto, è il 

prodotto della probabilità di Ei per quella che compete ad E2 quando 

V evento Et si sia già verificalo, 

È chiaro senz' al tro che ques to pr inc ip io sussìs te p e r u n 

evento compos to E, il qua le r i su l t i dal concorso successivo di n 

e v e n t i (n > 2) Ei) Ez,..., E n . \ , En, non indipendenti. 

Ci t i amo qua lche esempio in appl icazione dei p r i nc ip i pre

ceden t i . 

1) Si lancia un dado quattro volte dì seguito : qual è la pro

babilità che nella prima prova, e soltanto in questa, apparisca il 

punto 1 f. 

L ' a p p a r i z i o n e del punto 1 è u n evento che ind icheremo con E. 

Sia F V even to contrar io , TV even to di cui si domanda la p roba

bilità r i su l t a dal concorso successivo dei qua t t ro event i 

EFFE 

cons idera t i ne l l ' o rd ine scri t to, i qual i sono mani fes tamente indi

penden t i fra d i loro. P e r il pr inc ip io delle probabi l i tà compos te 

(primo enuncia to) la probabi l i t à r i ch i e s t a p è il p rodo t to delle 

probabi l i tà cor r i sponden t i ai s ingol i even t i semplici, cioè 

_ 1 5 5 5 _ 125 
p - TT x TT x T * TT - 12Ö8 • 

Se si domandasse la p robab i l i t à che la faccia 1 appar i sca u n a 

volta so l tan to in una non designata delle 4 prove, 1' even to si può 

presen ta re so t to qua t t ro moda l i t à incompat ib i l i , quan te sono le 

p e r m u t a z i o n i con r ipe t iz ione di q u a t t r o e lement i , dei qual i uno 

coincide con E e gl i a l t r i t r e con F. A c iascuna m o d a l i t à corr i - , 

sponde ev iden t emen te la s tessa p robab i l i t à calcolata p r ima , cioè 

~ j . P e r il p r inc ip io delle p robab i l i t à to ta l i , la p robabi l i t à cer-

DoW Agnola - Matematiche Generali 3(i 
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cata è uguale alla somma delle probabi l i tà cor r i sponden t i alle 

s ingole modali tà , vale a d i re 

A v — = — 
X 1 2 9 ü ~ 324 • 

2) Un' urna contiene 12 palle, di cui 6 sono bianche e le rima

nenti nere. Si estrae una palla dall' urna, poi, senza rimettere la 

palla estratta nell' urna, se ne estrae una seconda. Qual è la pro

babilità che le due palle estratte sieno bianche ?. 

Qui si t r a t t a di un evento E composto di due even t i : 

estrazione di una palla bianca nella p r ima p rova (evento JÉ7J ; 

estrazione di una palla b ianca nella seconda p r o v a (evento E.,); 

e quest i event i non sono indipendenti, pe rchè suppos to verificato 

il pr imo, r imane modificata la composizione d e l l ' u r n a , e con essa 

la probabi l i tà cor r i spondente a l l ' e v e n t o E „ . L a p robab i l i t à di E.t 

(ì 1 

è - [2= — • Se ques to evento si è verificato, r imangono n e l l ' u r n a 

11 palle, di cui 5 b i a n c h e ; quindi , la p robab i l i t à di E%, quando 
, 5 

l ' even to Ex si sia verificato, è ~ . P e r il pr inc ip io delle proba

bil i tà composte (secondo enunciato), de t ta p la probabi l i tà di E, 

si. h a 
-, .1. r , ._ . . i i . 
P 2 "~ i l 25* 

3) Un'urna Ui contiene nt palle delle quali ft, sono bianche; 

una seconda urna U„ contiene n2 palle delle quali a„ sono bianche. Le 

due urne sono identiche esternamente : qual è la probabilità che 

estraendo una palla da una delle due urne scelta a caso, la palla 

estratta sia bianca?. 

L ' e v e n t o di cui si t r a t t a , si può p resen ta re sot to le due 

seguent i modal i tà t r a loro incompat ibi l i : 

Ei ) Met tere la mano nel l ' u r n a Ut ed es t ra r re da questa una 

palla bianca ; 

Eä) Met tere la mano nell ' u r n a £/" ed e s t r a r r e da ques ta una 

pal la bianca. 
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P e r il pr inc ip io delle p robab i l i t à to ta l i , la p robab i l i t à di E 

è la s o m m a delle probabi l i tà s p e t t a n t i ad Et e ad E2 r i spe t t i 

v a m e n t e . 

Ora Et è tm evento composto , che r i su l ta dal concorso suc

cessivo dèi due e v e n t i : mettere la mano nell'urna U.n e, verifi

ca ta ques ta c i rcostanza, estrarre da U1 una palla bianca. P o i c h é 

le due u r n e sono identiche esternamente, la p robab i l i t à di m e t t e r e 

la m a n o n e l l ' u r n a Ux è y ; suppos to po i che ques ta c i rcos tanza 

si sia avve ra t a , è — la p robab i l i t à di e s t ra r re da U1 u n a p a l l a 
n i 

bianca, P e r il p r inc ip io delle p robab i l i t à composte (secondo enun

ciato) è ~ ' ' : la p robabi l i t à di E v Ana logamen te , la p r o b a b i l i t à 

d i E., è - — ; quindi , la p robabi l i t à cerca ta è 

I m m a g i n i a m o di versare il con t enu to di c iascuna u r n a in 

u n ' u n i c a u r n a U. Questa al lora con t iene n1 +n2 palle, del le qua l i 

ai-\-a.ì sono b ianche . L a p robab i l i t à d i e s t ra r re una pa l la b i a n c a 

dal l ' u r n a U è qu ind i 

Come si vede P è d iverso da p, e solo nel caso in cui 

n 1 = n 2 = « , si ha P=p, va le a d i re al le due u rne si può sosti

tu i r e u n ' un i ca u rna con la s tessa p robab i l i t à di e s t r a r r e u n a 

pa l la b ianca . 

§ 5 . P r o b l e m a d e l l e p r o v e r i p e t u t e . 

Sia E u n e v e n t o ; p la p robab i l i t à che esso ha di p re sen ta r s i 

in una p r o v a ; probabi l i tà , che suppon iamo costante in ogni prova* 

Sia F l ' e v e n t o contrar io , d i p robab i l i t à # == 1 - p . I l p r o b l e m a 

delle p r o v e r i pe tu t e è il s eguen te : 

ossia 

" i + "a 
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Si fanno n prove : qua! è la probabilità che V evento E si pre

senti m volte (m-<:m) nelle n prove1? 

F r a le modal i t à sot to le quali può p resen ta r s i 1' even to di cui 

si chiede la probabi l i tà , abbiamo, ad es.°, le s eguen t i : l ' even to E 

si p resenta nel le p r ime ni prove, ed F ne l le u l t ime n-m; 

l ' e v e n t o E si p resen ta nelle u l t ime in p r o v e e l ' e v e n t o F nelle 

prime n-m. Quante sono t u t t e le possibil i m o d a l i t à ? Ev iden te 

m e n t e esse sono t an t e quan t e sono le p e r m u t a z i o n i di n elementi , 

dei qual i m coincidono con E, e i r imanen t i n-m sono eguali 

ad F, cioè (II , § 4) 

in ! {n - m) ! 

D ' a l t r a par te , c iascuna delle ^ " j modal i tà r i su l t a dal con

corso successivo di n even t i indipendenti fra di loro, dei quali ni 

coincidono con E e i r imanen t i n - m con F. L a probabi l i t à cor

r i spondente a c iascuna modal i tà , per il p r inc ip io delle probabi l i tà 

composte , è il p rodo t to di n fat tori , dei qual i m sono eguali a p 

e i r imanen t i n-m egual i a q, cioè pmq"-"1. 

L a probabi l i tà totale è dunque la somma di probabil i tà 

egua l i alla precedente , vale a dire 

ed è questa appunto la p robabi l i t à cercata . 

Dal la formola del binomio (III, ^ 1) 

(q Vp)n = . q « + ^ qn-lp + ...... («) qn-,,r,. _,., , ..,. ^» ^ qpn-l + p % 

r isul ta che la richiesta probabilità è uguale al termine di posto 

< m - I - 1 ) e s < m o dello sviluppo di (q-\~p)n. 

D a qn-"> p>", ponendo m = 0, 1, 2 , . . . , n - 1, n, - si hanno i 

successivi termini dello svi luppo p r e c e d e n t e ; q u i n d i poss iamo dire 

che il p r imo t e r m i n e qn è la probabi l i tà che l ' e v e n t o E non si 

p resen t i mai nelle n p rove ; il secondo t e rmine qn- lp, l a pro-

C). 



babi l i tà ohe l ' e v e n t o E si p resen t i una volta, e così v i a ; l ' u l t imo 

t e r m i n e , p ", è la probabi l i t à che 1' even to E si p resen t i in t u t t e 

le n p rove . 

S i vogl ia , ad es., la p robab i l i t à che lanciando u n dado 100 

vo l te di segui to , la faccia 1 si p r e sen t i 20 volte. Qui a b b i a m o 

» = 100, jö = ~ , ( 2 = - J , m = 20, 

e la probabi l i tà , r ich ies ta è forni ta dal 2 1 e 3 i m 0 t e rmine dello svi-

luppo di i ~ r + -jT-j , ossia dal l espress ione 

©unir 
I l p re sen ta r s i d e l l ' e v e n t o E m vo l te in n p rove , cos t i tu isco 

u n even to (caso) che ind icheremo s imbol icamente con la s c r i t t u r a 

Jij m n -m 

la cui p robabi l i t à è ^ p'" qn~"'. Di ques t i event i n e a b b i a m o 

n -f 1, co r r i sponden temen te agl i n 4 - 1 valor i 0, 1, 2 , n - 1, n, 

che poss iamo a t t r ibu i re ad m, le p robabi l i t à dei qual i sono rap

p resen ta t e , come si è vis to, r i s p e t t i v a m e n t e dai t e rmin i dello 

sv i luppo di (q 4- p) "- Ora si domanda : quale degli n + 1 eventi' 

Em F h a la maggiore probabilità di presentarsi? In a l t r i te r 

mini : per quale valore di m si ha il massimo termine dello sviluppo 

di (q+p)"?{1) 

Pr emesso che nelle appl icazioni il numero n delle p r o v e è 

sempre abbas tanza g rande da po te r suppor re np > q, si è d imo

s t ra to in ques ta ipotes i che (III. § 3) : 

1) Se np è intero, il termine massimo dello sviluppo di (q 4 p) " 

si ha per m = np, vale a dire è uguale a 

{^)pnpqn-"^(;^p^q^; 

(l) Talora la questiona viene formulata brevemente nella domanda:, 
qual'è il caso più probabile? 
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2) Se np non è intero, e non è intero neppure np - q, il numero 

m è definito dalle limitazioni 

ed è quindi unico, come nel caso 1) ; 

3) Se np non è intero, ma è intero np - q, ed è tale in conse-

e corrispondentemente due massimi nello sviluppo di (q'--{- p) ", neces

sariamente eguali tra loro. 

Da tu t t o ciò r isul ta , elio il caso più probabile è quello in oui 

1' evento .E si p re sen ta np volte (e quindi 1' even to F si verifica 

n - np = nq volte), essendo n il numero delle p r o v e ; con l 'avver

t enza che quando np non è in tero, esso venga sost i tu i to da uno 

dei due in te r i p i ù pross imi , in conformità alle l imi tazioni sopra 

ind ica te . Quando n è mol to grande , e np non è in tero, dal p u n t o 

d i v i s ta prat ico è indifferente sost i tuire ad np V mio o l 'altro dei 

due in ter i p iù pross imi (III, § 3). 

Diamo alcuni esempi in proposi to . 

Esempio 1° - Si lancia un dado fiOO volte di seguito : qual è 

il caso in cai la faccia 1 ha la maggiore probabilità di presentarsi? 

Si ha 

Poiché np è in te ro , il caso più probabi le è quello in cui la 

faccia 1 si p resen ta 100 volte . L a probabi l i tà cor r i spondente è 

np - q <m < np + p, 

guenza anche np-\-p, si hanno per mi due valori (interi, consecutivi) 

m = np - q, m .= np -)- p, 

q = —, n ™ G00, np = 100. 

r app resen ta t a dal 1 0 J e H , m o t e rmine dello sv i luppo di 

e prec isamente 

che è il massimo dello svi luppo. 
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2.° - Si lancia un dado 500 volte di seguito : qual è il caso 

in cui la faccia 1 ha la 'maggiore probabilità di presentarsi ? 

Ques t a vol ta np = ^ non è intero. Ora si h a 

500 5 495 
« p - ? = i r - 7 j - = n r , . 

500 , 1 501 

e poiché np - q non è intero, il numero delle volte in cui la fac

cia 1 h a la maggiore p robabi l i t à di presentars i , è definito dal le 

l imi taz ion i 
495 ^ ^ 5 0 1 

i r < m < ~ < r . 

Se poi si osserva che 

495 501 
8 2 < i ^ < 8 3 < 2 j ì , 

si conc lude che n i = 83, e la co r r i sponden te probabi l i tà è 

mar w 
3.° - Si lancia un dado 497 volte: qual è il valore più pro

babile del numero delle volte che la faccia 1 si può presentare ? 
497 • < 

A n c h e questa volta np = ~jr- non è intero. E po iché 

497 5 492 Q O 

è in te ro , ed è quindi tale anche np -\~ p — 83 , possiamo conc ludere 

che due sono i casi più probabi l i , e prec isamente l ' a p p a r i z i o n e 

della faccia 1 u n numero di vo l te eguale a 82 oppure a 83 . L e 

cor r i sponden t i probabi l i tà sono quindi egual i tra loro. 

§ 6 . S c a r t o a s s o l u t o e s c a r t o r e l a t i v o . 

Sia u n evento E di p robabi l i t à p cos tante in ogni p r o v a ;• 

F V evènto contrario, di p robabi l i t à q = 1 - p. Si fanno n p rove , 

nelle qual i 1' evento E si p resenta v vol te : la differenza 

(1) l = v - np 
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prende il nome di scarto assoluto. Se np è in te ro , il numero np 

è il valore più probabi le di v (§ 5), e in ques ta ipo tes i il numero l 

rappresenta prec i samente lo scarto del n u m e r o v dal valore più 

probabi le del n u m e r o delle vol te cbe l 'evento E si può presentare . 

Dalla (1) si deduce che 

(2) v — np -I-1 ; 

quindi , se np non è in te ro , la stessa cosa si può affermare drillo 

scarto assoluto, ma questo è tale però , che la somma np -|-1 risulti 

auche in questo caso u n numero intero. 

Qual è il va lore p iù probabi le dello scar to assoluto ? L a 

r isposta è i m m e d i a t a : esso corr isponde al va lo re p iù probabi le di 

np -I-1 = v. Da ciò, e dai r i su l ta t i del paragrafo p receden te , segue che : 

Se np è in te ro , il va lore più probabi le di l si h a p o n e n d o 

np -)- l — np, da cui l = 0 ; 

Se np non è in te ro , il valore p iù probabi le d i l è definito 

dalle l imitazioni 

np - q *< np -[• l np -|- p, 

ossia dalle 

- '/ ' P; 

il segno di eguagl ianza va lendo nel caso in cui jiju - q è in tero, 

ed è quindi tale np+p. I n ques ta ipotesi, due sono i valor i p iù 

probabi l i di l: l = - q, l ==p. 

Riassumendo, abbiamo : lo scarto più probabile è lo scarto 

nullo, oppure uno, od eventualmente due, dei valori pia prossimi 

allo zero che fanno acquistare un valore intero all' espressione 

np + l. 

Si chiama scarto relativo il r appor to fra lo scar to assoluto l 

e il numero n delle p rove . Indichiamolo con L: si ha, per defi

nizione, 

L » —'Il « . 1 _ a 

ove ~ è la frequenza d e l l ' e v e n t o E nel le n p rove , e p è la pro

babi l i tà di E in o g n i . p r o v a . Così a d u n q u e : lo scarto relativo è 
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rappresentato dalla differenza tra la frequenza dell' ecento nelle n 

prove, e la probabilità dell' evento in ciascuna di queste. 

P o i c h é , in v i r t ù della l egge empir ica del caso (§ 3), al cre

scere indef in i tamente del numero del le prove, la f requenza t e n d e 

a c o n v e r g e r e verso la p robabi l i t à del l ' evento , possiamo affermare 

che : lo scarto relativo, al crescere ìndefinìtivamente del numero 

delle prove, tende a diventare infinitesimo. 

Ques t a affermazione acquis te rà un senso preciso ne l l ' enunc ia to 

del t e o r e m a di Bernoul l i , di cui ci occuperemo più a v a n t i (tj 12). 

§ 7 . V a r i a b i l e c a s u a l e . 

Al la definizione di var iabi le casuale g ioverà p r eme t t e r e a l cun i 

esempi . 

S ia E u n evento la cui p robab i l i t à p sia costante in ogn i 

p r o v a ; F V even to cont rar io eli p robabi l i t à q — l - p . S i fauno 

n p rove . I l n u m e r o v delle vo l t e che l ' e v e n t o E si può presen

ta re , è no to so l tan to dopo di aver real izzato le n p rove . P r i m a 

che esse vengano eseguite , il n u m e r o v è incogni to , e d ipende 

dal caso. A priori possiamo affermare di esso sol tanto questo : che 

a s sumerà nelle n p rove uno , ed uno , sol tanto degli n + 1 va lor i 

0 , 1 , 2 , . . . , n - 1, n, 

con le p robab i l i t à r i spe t t ive 

Poi Pi, Pili • • • ìPn-l) Pili 
essendo 

1 \ = ( ^ V ' - V , (v = 0 , l , 2 , . . . , » ) , 

i l t e r m i n e di posto (v 4- 1 "«<••»«> dello svi luppo di (q-\~p)n, e • 

Po + Pi +PÌ + • • • +Pn-

T u t t o ciò si, espr ime dicendo che v è una var iabi le casuale, che 

può as sumere i va lor i 0 , 1 , 2 , . . . , n - l , n, con le p robabi l i t à no te 

P « Ì Pi, P S J - ••) Pn-i, Pn, la- somma delle qua l i è uguale a l l ' u n i t à . 

(1) Si tenga presente olia p 4- q = 1, e quindi, che (q-\-p,n ~\. 
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Anche lo scar to assoluto (§ 6) , 

/ = v - np, 

è u n a variabile casuale, che può assumere i valor i 

- np, 1 - np, 2 - np,..., n - np = nq, 

con le probabi l i tà r i spe t t ive 

P^pnp.2y-,Pn, 

la cui somma è ugua le all ' uni tà , 

Lo scar to re la t ivo (§ 6), 

T V 

è alla sua volta una var iab i le casuale, che può assumere gli n -|- 1 

valor i 

con le stesse probabil i tà p0, p , , p2,..., pn, d i cui. alle variabil i 

casual i precedent i , la somma delle quali è u g u a l e a uno. 

Si lancia un dado sul tavolo . P r i m a del lancio, il numero 

della faccia che si presenterà , è uno dei n u m e r i 1, 2, 3, 4, 5, 6, a 

ciascuno dei quali compete la probabi l i tà •—, e la somma delle 0 

probabi l i tà è ugua le a l l ' u n i t à . I l numero del la faccia, p r ima del 

lancio, è una var iabi le casuale, ohe può assumere uno dei valori 

1, 2, 3, 4, 5, (i, con p robab i l i t à note, la somma di questo probabi l i tà 

essendo eguale a l l ' u n i t à . 

Grli esempi p receden t i ci hanno forni to o rma i un concet to 

abbas tanza chiaro di var iabi le casuale, e ci consen tono senz ' a l t ro 

di formulare la definizione genera le .seguente: 

Se 

E{, E2,,,,, E,, 

nono r eventi incompatibili, con le probabilità rispettive 

P lì V a ) • • ' > P r i 
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» » » » x r » » » E , 

essendo x{, , r a ) x r numeri reali tutti fra di loro distinti, allora 

si dirà che X è una variabile casuale. 

B r e v e m e n t e ; X è una variabile casuale, quando essa può assu

m e r e va lo r i not i con probabi l i t à note , la somma d i ques te proba

b i l i t à essendo ugua le al l ' uni tà . 

§ 8 . V a l o r e m e d i o d i u n a v a r i a b i l e c a s u a l e . 

C o n ' r i f e r i m e n t o alla va r iab i l e casuale generica X \ t e s t ò defi

n i ta , la s o m m a p j x{ + p2 x,, -|- . . . -f p ,. x r p rende il nome di valor 

medio teorico del la var iabi le X, e si indica con M(X), cioè si p o n e : 

M(X) ~p.i xL + p2 x& - j - +pr x r . 

Adunque , pe r definizione, il valor medio teorico di una varia

bile casuale X}. la somma dei prodotti dei valori che la, variabile 

X può assumere per le rispettive probabilità.{1) 

(1) Il prodotto^» Xi (i = 1,2,..., r) p r e n d e la d e n o m i n a z i o n e di sperama 
matematica; ed è precisamente la speranza matematica elio la variabile X 
assuma i l valore xt, od anche la speranza matematica dell'evento Et. I l 
valore medio teorico M(X), somma delle speranze matematiche corrispon
denti ai valori Xlt x X r , che la variabile A' puf) assumere, ai chiama 
talora speranza matematica della variabile X. 

Il concetto di speranza matematica trae origine dalla considerazione 
dei giuochi d'azzardo, nei qua l i la speranza matematica di un guadagno 
fortuito (positivo o negativo) sta a significare il prodotto della somma che 
rappresenta il guadagno per la probabilità di conseguirlo. Si c h i a m a poi 
speranza matematica (totale) relativa a pia guadagni fortuiti, la somma, delle, 
speranze matematiche corrispondenti ai guadagni singoli. 

se uno dì questi eventi deve certamente presentarsi, di guisa che risulti 

Pi+V2 + •'•+Pr = 1; 

se una grandezza variabile X è subordinata agli eventi Eg, (i = l , 

2 , . . . , r), per modo che 

X assuma il valore xi se si presenta Vevento E i t 

» » » » xz •» » » E3, 



Il concet to di va lor medio teorico t i a e or ig ine da l la consi

derazione del valor medio empirico, ed ecco in qual modo. Sup

poniamo che in n p rove effett ivamente esegui te la var iabi le X 

assuma 

volte il va lore x{ 

v., » » » x2 

v r » » » x r , 

cosicché V j -|- v2 + ... . -|- vr = n. Allora, la media ar i tmet ica (pon

derata) dei valori a s sun t i dalla var iabi le X nelle n p rove , è ma

nifestamente : 

V i X{ -1- y2 a?3 4- ••• 4 V r a - ' r _ V | » - i + V ; 4 - . . . 4- V r
 a ; r 

v 14" v « + • • • 4 v )• n 

E s s a p rende il n o m e di valor medio empirico de l la var iabi le A' 

nelle n prove. Esso var ia , in generale , col n u m e r o delle prove , e 

var ia p u r e r ipe tendo lo stesso numero di p rove . I l va lor medio 

empirico può scr ivers i anche nel modo seguente : 

x i 4 x .j - - . , . -\~ x , 

.ove ~, - 3 , . . . , Risono le frequenze (relative) dei valor i x{, x2.., xr 

assunt i dalla variabi le X nelle n prove. Sos t i tu iamo nel l ' espres

sione precedente alle frequenze le cor r i spondent i probabi l i tà pt , 

Pìf-ì Pi" Si passa così dal va lor medio empir ico al valor medio 

teorico 

M (X) = p, x, 4- p 2 x, 4- . . . -|- p,. x,. ; 

e se il numero delle prove è r i levante , la legge empi r ica del caso 

ci dice che il valor medio teorico r appresen ta u n a va lu taz ione 

appross imata del valor medio empirico, e la va lu taz ione è t an to 

p iù approssimala, quan to più g rande è il n u m e r o delle prove. 

Si t enga presen te , che il va lor medio teorico è u n concet to 

as t ra t to , perchè è l e g a t o . a l concet to teorico di p robabi l i t à . Esso 

viene calcolato a priori, m e n t r e il valor medio empìr ico è un 

numero che si o t t iene a posteriori, dopo di aver real izzato un cer io 

numero eli p rove , ed è qu indi u n dato p u r a m e n t e sper imenta le . 
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D ' ora innanzi , quando pa r l e remo di valor medio senz ' a l t r a 

indicaz ione , in tenderemo sempre di r iferirci al valor med io t eor ico , 

il qua le h a una g r a n d e impor t anza nel calcolo delle probabi l i t à . 

S e u n a grandezza X assume effet t ivamente in ogni p r o v a u n 

va lore unico e de te rmina to a, si suol considerare, per es tens ione , 

la cos tan te a come una var iabi le casuale , e a t t r ibu i re , com' è na

t u r a l e , al valore a la probabi l i t à uno. Quindi , il valore medio di 

una costante a è 1 • a — a, ossia la costante stessa. 

R i t o r n a n d o al la variabi le casuale gener ica X sopra definita, 

i l p r o d o t t o a X, essendo a una cos tante , è una var iabi le casuale , 

che può as sumere i valor i assn ax2,..., axr, con le p robab i l i t à 

r i spe t t i ve pA, p ä r . . t pr- Ne segue subi to che 

M(aX) = aM(X), 

ossia, che il valore medio di una costante per una variàbile casuale 

è uguale al prodotto della costante per il valore medio della varia

bile casuale. 

Talora si deve considerare il q u a d r a t o A ' 2 , del la var iabi le ca

sua le X - Esso è u n a var iab i le casuale , ohe può assumere i va lor i 

*,a, x . , z , i r , r

z con le probabi l i t à r i spe t t ive p l t p s , . . . . , ]),-• 

Quind i , per i l va lore medio di X2 si h a l ' e s p r e s s i o n e : 

M(X*) = p , x\ + p 2 x% + ...+prwr

%. 

L a rad ice q u a d r a t a in senso a r i tme t i co del valore medio del 

q u a d r a t o di u n a var iabi le casuale X, si chiama valore quadratico 

medio di X (Ofr. X X V I , § 4). 

E r a le var iabi l i casuali dedo t t e da una var iab i le casuale X, 

h a n n o par t ico lare interesse per noi le seguen t i : 

7 = X- M(X), r a = [X - M(X)f. 

L a p r i m a rappresen ta lo scarto ( 0 deviazione, 0 scostamento) 

'clella var iab i le X dal suo valore medio ; la seconda, il q u a d r a t o 

di questo scar to . 
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Calcoliamo il valore med io dello scarto Y. P o s t o per b rev i t à 

MIX) — m(1>, si ha pe r definizione di valore m e d i o : 

M(y) = M{X- m)=p1(x1~ m) + p2 (x2 - m) + . . . -f pr (xr - m), 

» = pi xt +p2 x2 + ... + p., as,. - TO (Pi +ps + ... +pr), 

e poiché 

Pi + x.2 + ... + j?r - l i *>i<»i+ft*t + ••• +Pr av = =•»», 
il/(r) — « J - m = 0. 

Si può concludere pe r t an to che : il valore medio dello scarto 

di una variabile casuale è uguale a zero. 

Nel § 10 calcoleremo anche il valore medio del quad ra to dello 

scar to di u n a variabile casuale. 

§ 9 . S i s t e m i eil v a r i a b i l i c a s u a l i . 

Sieno X e Y due var iabi l i ca sua l i : x t , x2,..., x r i valori che 

può assumere la pr ima, con le probabi l i tà r i spe t t ive plf pa)>--ìPr'i 

y i t y2,..., ys i va lor i che può assumere la seconda, con le proba

bi l i tà corr ispondent i p{, j ? 2 ' , . . . , ps'. 

r s 
P e r definizione si ha ] T ; p{ = 1, p'j = 1. 

1 i 

Ciascuno dei valor i del la var iabi le X p u ò associarsi a ciascuno 

dei valori della Y, cosicché, dalla considerazione simultanea delle 

due variabil i , si hanno rs coppie di valori ( X j , i/j), (i = 1, 2 , . . . , r; 

j — 1, 2 , . . . , s). Se a ciascuna coppia ( t v - , y}) co r r i sponde una pro

babi l i tà ben definita ptj, noi diremo che le due var iab i l i casuali 

X, Y formano sistema.^ L a probabi l i tà cor r i spondente ad una cop

pia sarebbe nulla , se i due va lor i di essa non potessero presen ta rs i 

mai insieme. 

(1) Il va lore medio M(X.) si chiama anche valore medio lineare, q u a n d o 

lo si vuol distinguerò dal va lore medio delle potenze X2, X:i,... di X. 

(2) .La definizione più generale di variabile casuale, e la c o n a e g n u u t o 

definizione, noi senno più largo, di sistema di variabili casuali, trovasi nella 
Memoria del Prof. 1?, P. Cantelli « La tendenza ad un limite nel senso del 
Calcolo dello probabilità». R e n d i c o n t i del Circolo matematico di Palermo -
Tomo XLI - Fascicoli II. e III. - 1010 - pag. 191 e s e g u e n t i : Memoria di 
fondamentale importanza nella « Teorica delle variabili casuali ». 
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Olii 
Suppon iamo in pr imo luogo che X e Y sieno ind ipenden t i . 

I n (mesta ipotesi , pe r il pr incipio delle probabi l i t à composte , si 

deve avere : 

(3) piJTpi p'y, 
dalla quale , sommando pr ima r i spe t to a j e poi r i spe t to ad ì, si 

h a success ivamente : 
•S' .9 

Z j Pij=Pt Z j P ' j = P t , 
1 1 

?' S V 
Zi ZfPij = ZiPi = i-
1 1 ' 1 

Suppon iamo , ' i n secondo luogo, che X e Y non sieno indipen

dent i . I n ques to caso la (3) non è p iù valida. Poss iamo t u t t a v i a 

usufrui re de l pr incipio dello p robab i l i t à total i . Infatt i , la var iabi le X 

può a s sumere il va lore xt sot to var ie moda l i t à fra di loro incom

pat ibi l i , r app re sen t a t e dalle coppie 

(*») Vi), ( ' f i , ?/g),. . . , {Xi, ys), 

cui cor r i spondono r i spe t t i vamen te le probabi l i tà 
Pil, Pì2i---i Pix-

Quindi , per il pr incipio delle p robab i l i t à total i , si devo avere : 

(4) pi*~pn+ Pi2+ . . . . +Pi»=Zj Pin 
i 

r 

poi , s o m m a n d o r i spe t to ad ì, e r a m m e n t a n d o che ZìPì — ^-ì 
i 

r n 

Z i Zj Po ' — 1 -

i i 

A ques ta stessa conclusione si a r r i ve rebbe anche con 1' os

se rva re che 
r 

(5) p'j = pd + p2j 4 ~ . . . . 4 prj ~Zi.Vij> 
ì 

e sommando poi r ispet to & 

(1) Per le proprietà fondamentali dell'addizione, si ha manifestamente 

ohe Z j Tj Pif = Zj Z. { pij 
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Possiamo pe r t an to affermare, ehe in ogni caso si h a 

r s 

Ti Ty P*y = l-
ì ì 

Ciò posto , se I e I T sono var iabi l i casual i fo rmant i sistema, 

la somma I - f F è u n a va r i ab i l e casuale, p e r c h è essa assume gli 

rs valor i no t i Xi + yj (i — 1 , 2 , . . . , r ; j = 1, 2 , . . . , s) con proba

bi l i tà note pij, la cu i , somma è uguale a l l ' u n i t à . E d è chiaro sen-

z' a l t ro che anche il p r o d o t t o XY è una var iab i l e casuale. 

È ovvia l ' e s tens ione del concet to di s i s tema ad un numero 

qua lunque (finito) di var iab i l i casuali . Si p o t r à qu ind i pa r la re d ' o r a 

innanzi, delle var iabi l i casuali somma e p rodo t to di più variabi l i 

fo rmant i sistema. 

§ IO. V a l o r e m e d i o d e l l a s o m m a e d e l p r o d o t t o d i p i ù 

v a r i n b i l ì « a s t i a l i . 

Passe remo a d imos t ra re due proposizioni di uso frequent iss imo 

nel Calcolo delle probabi l i tà , . l imitando, pe r semplic i tà , il ragio

n a m e n t o al caso di due var iab i l i sol tanto. 

I.° II valore medio della somma di' più variabili casuali è 

uguale alla somma dei valori medi delle variabili stesse. 

Riferendosi sempre al s i s tema delle due var iab i l i casuali, ge

ner iche X e Y cons idera te dianzi, abbiamo success ivamente : 

M(X+Y)^Ti Tj Vij^i + llj), 
1 1 ' 

v s r n 

= TiTj Pu ufi + T ì Tj Vit in. 
1 1 1 1 

I! Zi •''<•£/ va + Tj ih- Ti va t i ì i 
poi, in v i r tù delle (4) e (4) e (5), 

r s 

M(X + Y) = Pi + Zf P't Vf 
i ì 

e in fine 

M(X + Y) = M(2Q+M(Y). 
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Osservatilo ne. Nella d imos t r az ione non si ò fa t ta n e s s u n a 

ipotesi c irca l ' i nd ipendenza o meno del le variabi l i , per cui il 

t eo rema p receden te è valido in o g n i caso. 

II .° Il valore medio del prodotto di più variabili casuali indi

pendenti, è uguale al prodotto dei valori medi delle variabili slesse. 

Cons iderando sempre le due var iab i l i casuali gener iche di cu i 

al t eo rema precedente , la suppos ta i nd ipendenza di esso si t r a d u c e 

nelle eguag l i anze : 

2>ì/=Pì V'i » (* = 1, 2» :/ =•• 1. '2> • • •, *)• 

Ciò premesso, si ha success ivamente : 

r s 

üf(A-r) = T . Z iPiJ*'* li" 

e f inalmente 

r h 
" = Z, Pi x> Z P'J tu, 

M(XY) = M{X) • M(Y). 

Si badi che, a differenza del p recedente , l ' app l i caz ione di 

questo t eo rema r ich iede l ' i n d i p e n d e n z a de l le variabil i fra d i loro. 

D a i t eoremi p receden t i scende i l corollario : 

Se Xi,X2,..., Xk sono le variabili casuali indipenti, ciascuna 

delle quali abbia il valore medio nullo, si ha : 

(C) M[(Xi -I- X, + ... + A'*)8] = + M(X2*) + ... + MIX*,.); 

ossia : il valore medio del quadrato della somma delle variabili è 

uguale alla somma dei valori medi dei quadrati delle variabili 

stesse. 

Difat t i , dalla 

k h 

(Xt + X, -1- . . . + X/, )* = Z • X*i + 2 Z ,,• x ' x?> 
ì ' ì v 
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nella quale la seconda sommato r i a a' i n t ende estesa a tu t te le 

l [ ^ combinazioni binario degli indici i e si deduce 'succes

s ivamente , in v i r t ù dei teoremi 1 ° e I I 0 , 

i ' i J 

= E • M ^ + 2 E,-• ' y (-v- ) M(x-, ) , 

e poiché / I f (X, ) = JU(X",) = 0 por ipotesi , ne segue che 

i l /KX, -!- X.x -I - ! - Xuf\ = Z , ^ ( - V a i ), c. d. d. 

In appl icazione de i t eo remi d imost ra t i , poss iamo calcolare il 

valor medio del quad ra to dello, scarto di una var iab i le casuale. 

Pongas i 

M(X) M(xi)^m.1\ 

Y = x - M(X) = X - w , ; \i- = M(Y~). 

Si t r a t t a di calcolare ( i 2 . Si ha i n t a n t o : 

l i 2 = M[(X - »»,) s | = M(x* - 2 TO, X -I- w., 2), _ 

poi, in v i r tù del t eorema 1 ° , 

= i l f ( x v ) - 2 m , M(X) -I- ?M , S , 

ovvero 

TO., - 2 TO TO 

e in fine 

(7) | . l 2 - TO 2 ~ »! j ; 2 . 

I l valore quadra t ico medio di 1', u = f M( Y~), .si chiama 

scarto quadratico medio della var iabi le X. Es so ha tuia part ico

lare impor tanza noi Calcolo delle probabi l i tà . 

L 'eguagl ianza (7) stabilisco una relaziono no tevo le fra lo scarto 

quadrat ico medio, il va lor quadra t ico medio, e il vai oro medio 

l ineare della var iabi le casuale X'. 
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§ 1 1 . V a l o r i m e d i n e l p r o b l e m a d e l l e p r o v e r i p e t u t e . 

Sia E un evento la cui p robab i l i t à , costante in ogni prova, 

è p ; F l ' evento contrar io , d i p robab i l i t à q = 1 - p. Si fanno n p r o v e . 

I l n u m e r o dello vol te che l ' evento 2? può presentarsi nolle n p rove 

è u n a var iab i le casuale X, che può assumere i valori 

0, 1, 2, . . . , 7 1 - 1, M, 

con probabi l i t à no te . Queste p robab i l i t à sono r appresen ta t e prec i 

samen te da i successivi termini dello sv i luppo di (q-\-p)"(§ 5). 

Ci p roponiamo di calcolare il va lore medio di A'. Bas t e rebbe 

a l l ' u o p o mol t ip l icare i valor i che può assumere X pe r le p roba

bil i tà r i spe t t ive , e fare poi la s o m m a dei prociotti cosi o t t enu t i . 

Scnonchè, 1' espressione che si o t t i ene in tal guisa è a lquanto com

plicata, e la r iduzione di essa a forma p iù somplica esige calcoli 

non brèv i . I l p rocedimento p iù rapido, e che viene spesso segu i to 

nel GalcoLo delle probabil i tà , consis te ne l decomporre la var iabi le X 

nel la s o m m a di n var iabi l i casuali p i ù semplici, e n e l l ' a p p l i c a r e 

poi il t eo rema I" del § precedente , che p e r m e t t e di sost i tuirò al 

valore medio di A' la somma dei va lo r i medi di codeste var iabi l i . 

Sia X,- (i =• 1, 2 . . . . , ??) la va r iab i l e casuale, ohe assume il va

lore 1 se al la iesi»in prova si p resen ta l ' e v e n t o E, il valore 0, se 

in ques ta stessa p rova si p rosen ta l ' evento F. Ivi tal gu isa o g n u n a 

dalle variabili Xt ò annessa ad una delle n prove. E chiaro 

senz ' a l t ro che 

X A'i - K Y 2 + . . . - | - X „ , 

quindi , in v i r t ù del teorema 1° del § precedente , possiamo scr ivere : 

M (X) = M(Xi) + M(XJ + ... + M(X„). 

Se ora si osserva che, qua lunque sia i, la var iabi le X",- può 

assumere i due valor i 1 e 0 con le p robab i l i t à r i spe t t ive p e q, 

si ha i m m e d i a t a m e n t e per il va lore medio di A\- l 'espressione : 

itf ( X , ) =--1 • » + 0 • q = p, (i - 1, 2, . . . , » ) , 
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e perciò, sos t i tuendo ne l l ' espress ione di M(X), 

M(X) --• np. 

Si concludo pe r t an to che : se un evento E ha la probabilità 

costante p di presentarsi in ogni prova, il valor medio del numero 

delle volte che l'evento E può verificarsi in n prove, è.npju 

Pass iamo ora a considerare lo scarto della var iab i le A' dal 

suo valore medio, con l ' i n t e n t o di calcolarne il valore medio del 

quadra to , e poscia lo scar to quadra t ico medio . 

Designando con Y lo scar to in parola, abb iamo in tan to : 

V = A' - M(X) = [X, -I- A';; - I - . . . -i- X„ ) r- np. 

Possiamo anche scr ivere : 

= (X ì-P) + (A-2 ~p)+... + {Xn - P), 

ovvero, posto Y{ Xi - p, (i = 1 , 2 , . . . , ?i),<2' 

v = r , + r, + ... + i ' » , 

la quale ci dice che lo scarto della variabile X è la somma degli 

scarti corrispondenti alle variabili A"(, A ' s , . . . , A",,. 

P r i m a di procedere , sarà bene r a m m e n t a r e : 1° che le varia

bili Xi sono indipendent i , e che per conseguenza sono ta l i anche 

le variabil i Yt ; 2° che il valore medio (lineare) dello scar to di 

una variabile casuale qualunque , ò uguale a zero. Sono verificate 

pe r tan to le condizioni per 1' applicabili tà del corol lar io del ij pre

cedente, il quale ci dice che 

M(r8) = M[(r, -l- r., '-('... -i- Y„ f\ =M(y\) \-M{ y\) -\... - i-M()*„ ) . 

Non r imano che da calcolare i t e rmini di ques t a somma. A ta l 

fine si osservi che la variabi le Y,-(-i= l , 2 , . . . , n ) può assumere i 

valor i l-p^q, e 0 - p = - p, con le probabi l i tà r i s p e t t i v o ^ e e/. 

(1) Si noti ohe il numero up, so intoro, o, noi oaso opposto, uno degli 
interi più prossimi ad np, ìwpprosenta il numoro dello volte che l'evento li 
ha la maggioro probabilità di presentarsi. Ed e appunto porciò che da taluni 
Autori il valor medio np viene chiamato valore probabile. 

(2) Si tenga prosente che Xi - p è lo,scarto della variabile A" «dui mio 
valore medio. 
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Quindi , la var iab i le F , a può a s sumere i va lor i q'z e p~, essi pure 

con le p robab i l i t à r i spe t t ive p e q. Abb iamo così : 

M(Yi *) = pq2 + qpz =pq (q + p), 

e in fine, r i co rdando che g - | - p = l , 

M(Y*t)=pq, ( » = 1 , 2 , . . . , « ) . 

S o s t i t u e n d o ne l l ' e sp ress ione di M(Y2), si h a 

M(Y~) = npq. 

I n d i c h i a m o , come preceden temente , con u. lo scar to quadra t ico 

medio della var iabi le A", cioè si p o n g a \ n M (Y2). 

L ' u l t ima eguagl ianza ci dice al lora che 

[i^fnpQ, (q=l-p), 

ossia che : se un evento E lui la probabilità costante p in ogni prova, 

lo scarto quadratico medio del numero delle volte die V evento E 

può presentarsi in n prove, è 

[ i ^ - Ìnpq = \'np (1 - p). 

L a var iab i le casuale A' d i cui si pa r l a qui , è quella che nei 

§§ 6 e. 7 abb iamo des igna to con v ; e lo scar to cor r i sponden te , 

Y = X - M{X) v - np, 

è quello che abbiamo chiamato (§ 6) scarto assoluto, e ind ica to 

con l. Quind i , in base ai r i su l ta t i p receden t i , possiamo scr ivere : 

M (l) = M ( T) = 0 ; M(l~) = M (J.'8) = npq. 

Ora s iamo in g r a d o di d e t e r m i n a r e i valori med i dello scarto 

relativo, L= e del suo q u a d r a t o Lz. S i ha i n f a t t i : 
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•Ne segue, clie il - valor quadratico medio dello scarto relativo./ 

[.(,' ==}'ilf(L 2), è dato da l la f o r m o l a : • 

Da questa espressione r i su l ta immed ia t amen te olio : al crescere' 

indefinitamente del numero delle prove, u.' tende a zero comey=.. 

§ 1 2 . T e o r e m a d ì B l e n a y m é - T e h e b y e h e l f . 

Sia AT una var iabi le casuale q u a l u n q u e ; sieno xux.j,..., xn 

i valori che essa può assumere , con le p robabi l i t à r i spe t t ive 

Pi, P'2Ì'--Ì P»- P o s t o M(X) = vi, i valor i che può assumere lo, 

scarto T—X-m, con le stesse probabi l i t à jö t , i> 2 , . . . , ' J> «, sono : 

Hi = «-'i - m, i/2 = *s -*», —, tjn = - 'm. 

Quindi, des ignando con u, lo scar to quadra t i co med io della 

var iabi le A", si h a : 

(8) Pi 4- pä y£ 4 ....+ pn t/n

z
 = U > \ 

Ciò posto, il t eo rema di B i e n a y m é - Tchebyeheff- si può enun

ciare così : 

Assegnato un numero positivo l, la probabilità che lo scarto Y 

si mantenga numericamente inferiore ad l, o, ciò che torna lo stesso, 

la probabilità delle diseguagliame 

~l < Y< l, 

non può essere inferiore al numero 1 ••• f ~ . 

I l teorema è di fondamenta le impor tanza nel Calcolo dello 

probabi l i tà , in quan to che, dalla semplice conoscenza dello scar to 

quadra t ico medio esso pe rme t t e di s tabi l i re u n confine infe-

(1) Per non incorrere in equivoci si tenga presento, elio tw M(X) è 
una variabile casuale il cui valore medio M(X) ò nullo, designando con 1* lo 
scarto corrispondente, si lui Y = X. Quindi, il valor quadratino .medio di X coin
cide con lo scarto quadratico medio della variabile stossa. ìi appunto ciò elio 
succede por lo scarto relativo L; per cui il valor quadratico medio « lo mirto 
quadratico yieilio di h coincidimi). 
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r iore del la p robab i l i t à ohe lo sca r to si m a n t e n g a n u m e r i c a m e n t e 

al disot to di una costante a s segna ta 7. 

Senza ledere la genera l i t à del r ag ionamento , poss iamo sup

po r r e che i n u m e r i 

U i l i J;/al> l .ya l i - - - -» l ; /» l 

sieno d i spos t i in ord ine di g randezza crescente . Se conf ron t i amo 

quest i .valori assolut i col numero Z, t r e casi si possono presen ta re : 

1 ° essi sono t u t t i inferiori ad Z; 

2 ° nessuno di essi è infer iore ad l; 

3° a lcuni sono inferiori ad /, e in conseguenza c iascuno dei 

r i m a n e n t i è super iore o egua le ad l. 

S a r e b b e tacilo cons t a t a re la va l id i t à del teorema nei p r imi 

due cas i ; senonchè tale cons ta taz ione è p r iva affatto d ' i n t e r e s s e . 

Infa t t i , è ev iden te d i pe r sè, d i e la p robab i l i t à di imo scar to 

numer i camen te inferiore ad Z è ugua le a l l ' u n i t à nel p r i m o caso, 

ed eguale a zero nel secondo. 

P a s s e r e m o qu ind i senz' a l t ro al terzo caso. 

Suppongas i che sia 

I ìli I < h I Va I < l, • • • •, I ila I < h 

m e n t r e 

I Va -ì-i l » M Va -I- . J ^ I Un I » 1-

Se nel la (8) poniamo zero al pos to di y ' 2

i , if.z,..., ;y a «, e Z a 

al pos to d i yza-'ri, y*a-\-2,--• y \ , il p r imo membro d iminuisce , 

o, al mass imo, non aumenta . Si h a così 

^ ( P a - i - i + Pa-i-2 + • • • . H - P » ) ^ | i a . 

d a cui 

(9) p a -I-1 -1- p a + 2 + . . . -I- p n -<? • 

Ora pa-\-\ è la probabi l i t à che la vai'iabile Y assuma il va

lore 7/a + i ; pa-i-2 è la p robab i l i t à che Y assuma il va lore v/a-i-a; 

e così v i a ; p n la probabil i tà che Y a s suma i l va lore y n , valori 
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t u t t i non inferiori numer i camen te al numero L Qu ind i , per il prin

cipio delle probabi l i t à totali , pos to 

P' ~ p a • 1 -\-pa-l-2 -1 - . . . -\~Pn 1 

i J ' è la probabi l i tà che la var iabi le Y assuma u n valore numer i 

camente non inferiore ad l. Ne segue, che P ~ \ - P ' ò la proba

bi l i tà che le scarto Y si m a n t e n g a in va lore asso lu to inferiore 

ad 1. Dalla (9) poi r i su l ta che 

da cui 

i - , p - * i - £ , 

e in (ine 

P ^ - l - -JT-, C. d. d. 

Oaserousiioite. - L ' e g u a g l i a n z a si ha p rec i samen te (mando 

II l = // a = • • • = ila = °> I 2/a -I-1 I = 2/a + 2 I = • • • = I ,'/» I = l > 

ma questa eveutua l i tà e t a lmente eccezionale, da poters i r i tenere 

che essa non si p re sen t i mai nelle appl icazioni . 

Si no t i ancora , a p ropos i to del teorema p receden te , che l ' as 

sumere I --j. n-, 6 qu indi 1 - ~- .---'0, non h a in te resse nò teorico, nè 

p ra t i co , perchè in tal gu isa il teorema ve r rebbe a d assegnare al la 

probabi l i t à che ) Y\ < l, un confine inferioro nul lo o negat ivo . 

Dovremo dunque suppor re s e n z ' a l t r o l>\i. P o s t o - — - - / , da cui 

Z = f p., dovrà essere £ > 1. I l confine inferiore della p robab i l i t à asse

gna to dal teoroma d i B i e n a y m é - T c h e b y c h e i f d iv iene 1 - • - - J. 

(t>l), e in conseguenza l ' enunc i a to dol teorema stesso si può 

p resen ta re sot to la forma segueu to : 

Supposto l > l , la probabilità che lo scarto Y sia aritmetica

mente inferiore a t u , cioè sia tale che risulti 

- i f | i < K < - K u , 

e maggiore, di 1 - -4. 

file://-/-pa-l-2
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(1) E a conferma di ciò, furono messe in luce dal Jledolaglii e dal Cantelli 
altre forme, mono semplici ma piii espressive, per il confine inferiore della 
probabilità., in confronto di quello fornito dal teorema di Dionaymé-Tclioby-
cheff. - Vedasi a questo proposito: G. Castohmovo - loco citato - vol. I. pag. (>2. 

(2) F . P. Cantelli « La tendenza ad un limite nel senso del Calcolo dello 
probabilità» - loco citato - pag. 193 - N. 3, 

Giova notare però , che iu p rob lemi concret i par t ico lar i , come 

p u r e in esempi t r a t t i dal la S ta t i s t ica , la probabi l i tà di cu i al p re 

cedente t eo rema , supera no tevo lmen te il confine infer iore assegna to 

dal t e o r e m a stesso. a> 

D a u l t imo si osservi, che al le l imi taz ioni 

- i u < 3 ' < + *u, 

si p u ò da re la forma 

m - t[a < X < m + t u., 

e che, in conseguenza, il t eo roma di Bimaymé-Tchebycheff si può 

enunc ia re a n c h e così : 

Se X è una variabile casuale, ni il suo valore medio, u. lo 

scarto quadratico medio della variabile stessa, t un numero positivo 

maggiore dell' unità, la probabilità che risulti 

m - t \i < Ar < ni -(- t \i 

è maggiore di 1 - - i . 

§ 1 3 . T e o r e m a di B e r n o u l l i . 

P e r po te r enunc ia re e d imos t r a r e ques to celebre t eoroma in 

modo semplice e al tempo s tesso conciso, g iova fissare dapp r ima 

il concet to di tendenza ad un limite nel senso del Calcolo delle 

probabilità, m e d i a n t e la definizione seguen te : ' 2 ) 

« Di re che una successione i l l imi ta ta di var iabi l i casual i 

À'n X%, Ä";i, . . . , Xttì Xn + !)•••• 
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t ende ad u n l imite Z, s ignif ica: scelto a r b i t r a r i a m e n t e u n intorno 

( Z - E , Z-hs) di Z, la p robabi l i t à Pn delle d i seguagl ianze 

Z - (•: < A'„ < Z -1- e 

t ende a l l ' un i t à (certezza) al crescere indef ini tamente di n°>». 

P e r esprimere ciò, scr ivßremo col Cantel l i 

L im X„ — 1, 

II = .x 

r i servando invece il simbolo « lim » per significare l ' o rd ina r i a 

t endenza ad un l imito. 

Ciò posto, il teorema di Bernoulli r i g u a r d a il compor t amen to 

dello scarto relat ivo nel problema delle p rove r i pe tu to , al crescere 

indefinitamente del numero dello prove, o si p u ò enunc ia re così : 

Se un evento E lui la probabilità costante p di presentarsi in 

ogni prova, sc v è il numero delle volte che esso sì presenta in n 

prove, posto 

designando cioè con L„. lo scarto relativo in n prove, si. ha 

L i m L„ i), 
li = .-v-

Si tenga presente che la variabile casuale Z,„, qua lunque 

sia n, coincide col propr io scar to dal va lore medio, avendosi (§ 11) 

M(Ln) — 0. Ne seguo, che il valor quadra t ico medio \i n della va

r iabi le casuale L„ coincide con lo scar to quadra t i co nmdio di L„, 

ed è dato (§ i l ) dal la formola 

(10) n ' « - ] ^ , 

essendo q =•• 1 -p. 

(I) In altri termini: usuato arbitrariamente il numero positivo e, e de
signando con l'n la probabilità dolio disuguaglianze 

/ - E < A',, < / • ! • i-, 
.si lui 

l i n i / ' „ = 1 . 

il ••-
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A s s e g n a t o u n numero pos i t ivo s a rb i t r a r i amen te piccolo, la 

p robab i l i t à P „ delle d i seguagl ianze 

(11) - r . < 7 , „ < + e , 

in v i r t ù del t eorema di Bienaymé-Tchebycheff , soddisfa al la con

d iz ione 

p - 1 iL" 

oss ia per la (10), alla 

(12) - P n ^ l - g i , 

o quosta sussiste pe r quanto g r a n d e sia n. 

Suppon iamo ora clic n vada croscendo indefini tamente. P o i c h é 

lim P± Q 1 1 6 S 6 g u e o h e l im f 1 _ P ± \ . ^ H D 'a l t ra p a r t e / ' , , , < 1 , 

per cui , in base al la (12), si può conc ludere che 

lim 

Il = :X, 

-e il t e o r e m a r imane così d imos t r a to . 

L a ( i l ) , ponendovi L„ — -•• - 7 . ? , può met te r s i so t to la forma 

P - £ < - n - < P + e> 

ove ~-, f requenza del l ' evento E in n prove, è una var iab i le casuale 

a l l a sua vol ta . D i r e che Ln — 0, equivale man i fes t amen te 

a d affermare che ^ J i m — = », per cui l ' enuuc ia to del t eo rema di 

Bernoul l i si può anche f o r m u l a r e ' n e l m o d o s e g u e n t e : 

Se un evento E ha la probabilità costante p di presentarsi in 

ogni prova, se ~ è la frequenza dell' evento in n prove, allora si ha 
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Osservazione. - Secondo la legge e m p i r i c a del caso (§ B) 

la frequenza' t e n d e ad un l imite nel senso vago delle scienze di 

osservaz ione . ( 1 > Invece il teorema di Bernou l l i con t iene u n ' affer

mazione prec i sa : la frequenza tende ad u n l imi te ne l senso del 

Calcolo delle probabi l i tà , conformemente alla definizione s tabi l i ta in 

principio di questo p a r a g r a f o . ( 2 ) 

§ 1 4 . C e n n o i n t o r n o a d u e f o r m o l o a p p r o s s i m a t e n e t 

p r o b l e m a d e l l e p r o v e r i p e t u t e . 

Con procediment i di calcolo che qui non è i l caso d i r i p o r t a r e , 

si t rova per la p robab i l i t à di uno scar to assoluto l (positivo o 

negat ivo) 1' espressione : 

i „ 
(13) P i = - = = e ìnpq (q = !-»). 

I 2 it npq ' w ' 

Questa formola è sol tanto approssimata , m a ne l le appl ica

zioni fornisce un ' approssimazione sufficiente le q u a n t e vo l t e sia 

111 2 f npq, essendo Ìnpq lo scar to quadra t i co m e d i o del n u m o r o 

delle vol te che l 'evento cons idera to può presen ta rs i in n p rove (§ i l ) . 

P o n g a s i 

1 1 
u — f 2 np q : A = - - = p= ; A. ~- hi — — ; 

al lora la formola (13) assume la forma semplice 

(i4) p,. • i : , e ~ l \ 
I Jt 

I l numero u si chiama unità di scarto ; il n u m e r o l p r e n d e 

il nome di scarto ridotto. 

L a (14) pe rme t t e di calcolare Pi med ian te u n a tavo la di loga

r i tmi , oppure med ian t e u n a tavola numer ica d e b i t a m e n t e cos t ru i ta , 

(1) Ciò ohe a suo tempo ['§ 3) abbiamo espresso d i c e n d o , cito la frequenza 
tende a convarc/ere verso la probabilità dell'evento. 

(2) Vedasi a questo proposito: d. Casfcoliluovo - loco citato - vol. 1 

§ 52. - pag. 180 e seg.i - ove viene messo in piena luco il divario esistonto 
fra la legge empirica del caso e il teorema di B e r n o u l l i , 
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o anco ra facendo uso della c u r v a del le probabi l i tà di equazione 

(XV, § 10) 

Ma questo calcolo offre scarso in teresse . Ciò che i m p o r t a 

ne l le appl icazioni , è la conoscenza del la probabi l i t à di uno scar to 

n u m e r i c a m e n t e non super iore ad u n da to l imi te . L a ('orinola che 

serve, all ' uopo è la seguente : 

d o v e À è lo scar to r ido t to . E s s a fornisce la p robab i l i t à di uno 

s c a r t o assoluto compreso t r a - l e (estremi inclusi). 

i 1 L a formola (15) si deduce in base alla precedente (13), ed è 

q u i n d i app ros s ima ta alla sua vol ta . E s s a fornisce un ' appross ima

z ione sufficiente qualora n sia abbas tanza g r a n d e , come si verifica 

nelle appl icazioni . 

L a formola (15) p e r m e t t e d i r isolvere il seguente p rob l ema 

g e n e r a l e : 

« Un evento E ha la p robab i l i t à p di verificarsi in c iascuna 

p rova . S i fanno n p rove : qual è la p robabi l i t à che lo scar to asso

luto sia compreso t r a -l e -•-<!?» 

Q u a n t u n q u e in questo enunc ia to figurino in rea l t à i t r e pa

r a m e t r i n, p ed l, la formola (15) fa d ipendere il calcolo della p ro

babi l i t à P e d a l i ' u n i c a q u a n t i t à X, cioè dallo scarto r ido t to , con 

no tevo le van tagg io prat ico. 

L a funzione di À forni ta dal la formola (15) si indica di sol i to 

con 0(A ) , cioè si pone 

2 CX -t* 

U n a tavo la deb i t amen te cos t ru i ta de i valori di Q(X) p e r valor i 

a b b a s t a n z a pross imi di X, serve a r isolvere, ne i casi par t i co la r i , il 

p rob lema enuncia to sopra. I n u n p rob lema concreto, si cominc ia 
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(1) Lo atudioHO troverà ampio notizie .su questo argomento, con appli
cazioni pratiche della, l'orinola approssimata (Mi), nel capitolo V. doli'opera 
più volte citata « Calcolo della probabilità » di G, Castolnuovo. Noi capitolo 
VI. della stessa opera si legge una nuova dimostrazione, molto semplice, del 
teorema di Bernoulli dedotta dalla forinola (ili), e alla lino del primo volume 
trovasi la tavola n u m e r i c a , cui si 6 a c c e n n a t o sopra, contenente valori a 5 
decimali della funzione © (?*,). 

eoi calcolate lo scar to r ido t to À = . - ~ , poi, m e d i a n t e la tavola ac

cennata , si de te rmina il valore di 0 ( A ) , r i co r rendo even tua lmen te 

all ' interpolazione, , • • 

L a forinola (16) può servi re altresì a de te rmina re la probabi l i t à 

di uno scarto relativo compreso t ra - L e + L. Difafti , d i re clie 

1 0 scarto relat ivo è compreso t r a - L e 4- L, equiva le ad affermare 

(§ G) che lo scarto assoluto è compreso t ra -- n L e 4 1 n L, essendo n 

11 numero delle prove. I n questo caso lo scar to r i d o t t o si o t t i ene 

dall ' espressione l — p = = . ponendovi l = n L, e si h a subi to 


